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Asignacion de Autoestructura

Método de Asignacion de Autoestructura

1 Introduccién

Este método es la extension multivariable del método del lugar de las raices. El
comportamiento de un sistema MIMO estd caracterizado por los autovalores y
autovectores. Los autovalores determinan la estabilidad y los autovectores caracterizan
la forma y el acoplamiento entre los diferentes modos. El método permite al disefiador
satisfacer directamente especificaciones en términos de tiempo de asentamiento,
amortiguacion y desacoplamiento con la eleccion adecuada de los autovalores y los
autovectores.

La técnica de asignacion de la autoestructura no es una técnica de control robusto
pero puede adaptarse para tener en cuenta variaciones de los parametros y para mejorar
la robustez ante la presencia de dindmica no modelada.

Esta técnica se ha utilizado ampliamente en aplicaciones de control aerondutico
debido a sus posibilidades para incorporar directamente criterios de disefio sobre las
cualidades del manejo del vehiculo.

Para comprender mejor la influencia de los autovalores y autovectores sobre la
respuesta de un sistema MIMO vamos a intentar reflejar su relacion con la respuesta de
un sistema a una entrada escalén dada por

y(t) = Ae”™ + Be "' sin(ax + ¢) + C

La respuesta tiene tres modos, descritos por los tres términos independientes de la parte
derecha de la ecuacion. Cada uno de estos modos se puede describirse por dos aspectos.

En el primero de los términos el valor de a define la velocidad con la que decae
el modo, lo que se puede relacionar con una constante de tiempo. En el segundo de los
términos el factor tiempo aparece dos veces en la exponencial y en la sinusoide. El valor
b define la velocidad de caida del modo y w la frecuencia de oscilacién del modo. El
ultimo término no tiene ninguna dependencia temporal y su presencia se debe al escalon
de entrada.

Asi, el primer aspecto de cada modo es aquel que describe su comportamiento
transitorio. En el control clasico los valores de a, b y @ definen los polos del sistema, y
en nuestra denominacion son los autovalores.
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El siguiente aspecto de la ecuacion anterior es la magnitud que se tiene en cada
entrada escalon, esto es, el residuo del modo. De manera mas especifica, lo que importa
es la importancia relativa de los residuos de 4, B y C. Estos valores marcan la
importancia que el modo va a tener en la salida. En el control SISO clasico los residuos
dependen de los ceros y polos del sistema. En el modelo MIMO, y como se pondra de
manifiesto en la ecuacion (2.17), el residuo depende de los autovectores del sistema.

2 Respuesta Temporal y Autoestructura

Consideramos el sistema lineal invariante en el tiempo descrito por la ecuacion
X = Ax+ Bu
(2.1)

donde el nimero de estados es 7, el nimero de sefiales de entrada es m, y el nimero de
sefiales de salida es p. A4, By C son matrices de dimensiones apropiadas.
Suponemos que no hay sefiales de entrada exdgenas al sistema.

y=0Cx

Normalmente se realizan las siguientes suposiciones estandar:

e By (Ctienen rango completo
e (A,B) es controlable y (4,C) is observable.

Sin embargo, la suposicion de controlabilidad puede eliminarse y el disefio puede alterar
autovectores que corresponden a autovalores no controlables, Sobel et al. 1994.

2.1 Breve Revisién de la Respuesta Transitoria

Como es bien conocido, la solucion de (2.1) es

x(t)=e"x, + ﬁoteA(’ff)Bu(T)dT (2.2)

W(t) = Ce™'x, + no Ce 9 Bu(7)dr 2.3)

La solucion (2.2) se puede poner en términos de los autovalores y autovectores de la

matriz 4. Supongase que A tiene # autovalores distintos {/’ti}?:l reales o complejo

. . n .
conjugados, con sus correspondientes autovectores por la derecha {vl}i_l. Definimos las

matrices de nxn

Vz[vl, vz,...,vn] (2.4)
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A =diag[A,, Ay, A, (2.5)
entonces
AV =VA (2.6)

A la matriz V' se la denomina matriz modal. Los n autovectores constituyen una familia
linealmente independiente de modo que forman una base del espacio complejo de

dimension 7 y se dice que A tiene una base de » autovectores o autovectores por la
derecha.

A también tiene una base de autovectores por la izquierda {w,} _ tal que

w=[w, wy,.ow,]” 2.7)
WA =AW (2.8)
donde los vectores v; y w; se normalizan de modo que
wyv =I1=Vw (2.9)
WAV = A

La solucién dada por las ecuaciones (2.2) y (2.3) pueden ponerse como

x(t) = aeﬂ’ g ,Hx0+ne“ HBu(T)dru (2.10)
i=1
y(t) = aei’Cvl@w x0+n e HBu(T)dT (2.11)

i=1

Si nos fijamos en la solucion homogénea de (2.10), o respuesta para entrada nula,
podemos escribir

x(t) = éaieﬂf'v,. (2.12)

i=1
H . .
donde ¢; son los escalares w; 'x,. Considerando el cambio de base

E=Wx (2.13)
x=VE

la ecuacion (2.12) se puede poner

EW)=ae™, i=1,.n

n (2.14)
x(1)=ags (),

i=1
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Las componentes del vector & se denominan modos del sistema y la ecuacion (2.14)
muestra claramente que la respuesta es una composicion de los modos en los
autovectores de la matriz 4. La figura 1 muestra el sistema en la base modal. De ella
vemos que si la componente j del autovector v; es cero, el modo i no actia sobre la
componente j del vector de estados.

Vi

Bu —— W (sI—A)" :
LN Vi wit == (s-A,)" d
+
+
Unn
= b il L (52"

<

Figura 1. Diagrama de bloques en la base modal

La matriz de transferencia para el sistema (2.1) esta dada por

G(s) = é(s -A)"'Cv,.w'B

i=1

Si descomponemos las matrices B 'y C en vectores columna de » componentes en la

forma

B=[b,,b,,...,b,]

éc{ﬂ
¢ sl
C:eC2U
e u
e ,u
e ll

(2.15)

(2.16)

la funcion de transferencia entre la salida y; y la entrada u; estd dada por

W) _ G (5)= Bs—2) " el wi'h

u, ()

i=1

2.17)

1
c,’ i
14

— En (2.11) vemos que el acoplamiento del modo i-ésimo con la salida estd dada por
Cv;; si Cv; = 0 el modo i-ésimo no contribuye a la salida.
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— En (2.17) vemos que si ¢4’ v; = 0 el modo i-ésimo no contriubye a la salida .

En (2.11) vemos que el acoplamiento del modo i-ésimo con la entrada esta dada por
w,-H B; si w,-H B =0 el modo i-ésimo no se ve afectado por la entrada.

En (2.17) vemos que si wi'b; = 0 el modo i-ésimo no se ve afectado por la entrada /.

3 El Problema de Control

Consideramos el sistema lineal invariante en el tiempo descrito por la ecuacion

x = Ax+ Bu

y=Cx+ Du (3.1)

El objetivo es encontrar un sistema realimentado de modo que posea en lazo cerrado una
autoestructura deseada.

3.1 Estructura del Controlador

Como ley de control se puede utilizar o realimentacion estatica de la salida, o
realimentacion de estados o compensacion dindmica. Normalmente se elige la
realimentacion estatica de la salida ya que los otros dos métodos pueden reformularse
como un problema de realimentacion de la salida.

Realimentacion de la salida

De forma mas precisa el problema se puede plantear como sigue: dado un
conjunto de autovalores deseados {/?f,i=l,..,q} y un conjunto correspondiente de

autovectores deseados {v,.d, i= 1,..,q} encontrar una matriz K de m*p de modo que los

autovalores de la matriz en lazo cerrado del sistema (4-BKC), obtenida con la ley de
control

u=-Ky (3.2)

contiene a {/’t‘f} como un subconjunto y los autovectores correspondientes de 4-BKC

estan proximos a sus respectivos miembros del conjunto deseado {v,.d } .
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La solucidn la proporciona el siguiente teorema debido a Srinathkumar (1978).

Teorema. Si el sistema es controlable y observable y las matrices B y C tienen rango
completo entonces la ley de control (3.2 ) permite asignar max{m, p} autovalores y

también permite asignar max{m, p} autovectores con mz‘n{m, p} elementos de cada

vector escogidos arbitrariamente.
Si, por ejemplo, se supone que

m<p<n (3.3)
entonces p autovalores pueden asignarse y m elementos de cada autovector pueden ser
elegidos arbitrariamente. Sin embargo, no es posible asegurar con la ley de control
usada que autovalores en lazo abierto que son estables se pasen al semiplano complejo

derecho, Sobel(1994).

A lo largo de la exposicion, y para simplificarla, supondremos que se verifica la
condicion (3.3).

4 Estructura Asignable

4.1 Realimentacion de la salida

Suponemos que el sistema estd controlado por una realimentacién de salida
estatica y por una accion feedforward de la entrada de referencia r mediante la
ganancia K., accion que no afecta a la autoestructura del sistema en lazo cerrado, de

modo que se tiene:
u=-Ky+K,.r (4.1)
La dinamica del sistema esta dada por la ecuacion
x=(A-BKC)x+ BK,.r (4.2)
siD=0, osti D#0

i=(A-BK(I+DK)" C)x+B(I+DK)"'K,r

- L (4.3)
=(A-B(I+KD)"'KC)x+ B(I+KD) "' K,.r
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Los autovectores por la derecha del sistema en lazo cerrado verifican:

(A-B(I+KD)"'KC)v, =y,
(A—=A,1)v, = B(I+KD)™" KCv,

(4.4)
Definimos la direccion de entrada
z,=(I+KD)'KCv, & z,=K(Cv,—Dz,) (4.5)
La direccién de entrada indica como el autovector v; se transmite por la realimentacion

en la sefial de entrada. La figura 2 muestra graficamente la relacion entre el autovector y
la direccion de entrada.

— C ki K B (Ad-A) 1 |——

Figura 2 Diagrama de bloques que muestra la relacion entre v; y z;

Podemos escribir entonces (4.4) y (4.5) de forma conjunta como

(A-AI) —-B 3§
0

—KC (I+KD)- =0 (4.6)

=0 (4.7)

Lema 1 Una tripleta (4,,v,,z,) puede asignarse mediante realimentacion de la salida si

y sdlo si satisface la ecuacion (4.7). La tripleta se asigna en lazo cerrado por cualquier
ganancia K que satisface la ecuacion lineal (4.5).

Se ve por la ecuacion (4.7) que

&V, g eL g
823 € Ker[A-A,1 -B]= SMH (4.8)

donde L; es una matriz de nxm de rango m y M; es una matriz de mxm. De forma
equivalente se ve que el autovector v; verifica
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v, =(A—-AI)" Bz, 4.9)

luego pertenece al subespacio desarrollado por las columnas de la matriz
L =(A-A,1)"'B. La figura 3 muestra una representacion grafica de un subespacio
nulo de dimensién dos en un espacio vectorial de dimensidn tres.

Vector deseado

Dimension 3 4

Dimension 2 Yector obtenible

— 7 Dimensién 1

VA VYectores del espacio nulo

Figura 3. Interpretacion geométrica del autovector deseado y el obtenible

En general, los autovectores deseados v, cuya eleccién debe hacerse en

términos de desacoplo y forma de la respuesta, no residen en el subespacio, y por ello,
no pueden conseguirse enteramente. Para obtener el autovector tan proximo como sea
posible al deseado se realiza una aproximacion Optima: la proyeccidon del autovector
deseado en el subespacio obtenible se encuentra minimizando

J,=minv! —Lz ) R[v! - Lz] i=1..p (4.10)

i
Zi

donde R; es una matriz de ponderacion cuyo rango es al menos m.

El valor 6ptimo z, se calcula como
z,=(L'RL)'LIRY! i=1,...p (4.11)
y el autovector que se obtiene v{ esta dado por

vi=Lz i=1l.,p (4.12)
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4.2 Especificacion Parcial de v/

En muchas ocasiones no se desea la especificacion completa del autovector en
lazo cerrado sino que el disefiador solo estd interesado en ciertos elementos del
autovector. Por ejemplo el autovector deseado puede tener la estructura:

€v,10
e_u
e
éxuU
Vi =¢
6Vl
é x U
¢
évinu

donde v;; indica una componente especificada y x una componente no especificada.

Introducimos una matriz de transformacion N; que separa el autovector en
componentes especificadas y no especificadas

&V’ o
Ny =¢ ) (4.13)
&Vaill

Lo mismo se puede hacer con el subespacio nulo o, lo que es equivalente, con L;

eL o
N,L =4 u (4.14)
6L

Ahora se busca la proyeccion de v, en L. La solucidn tiene la forma de la ecuacion

(4.11) donde R, = N/N,. Asi, el autovector que se obtiene esta dado por (ver Andry et
al. (1983))

v, = L(LT LY L, (4.15)

Si se desea que los elementos no especificados no introduzcan ningun valor en la
funcién de coste se puede elegir la matriz R; como una matriz diagonal con unos en las
entradas que se asignan y cero en el resto de los elementos de la diagonal.

4.3 Desacoplo
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Como se indico en la seccidon 2, algunos modos pueden no influir en algin
componente del vector de estado, o en alguna de las salidas, o no ser influidos por
alguna de las entradas.

Desacoplo de un modo a uno de los estados

Si se desea que un modo del sistema en lazo cerrado no estd presente en un
determinado componente del vector de estado, se debe especificar como cero la entrada

= [x x 0 x]T. Este
desacoplo se puede indicar también introduciendo una matriz g, ortogonal al autovector

correspondiente del autovector deseado. Por ejemplo, v

1

deseado g/v. =0 y en la que cada fila tiene todos sus elementos nulos salvo en alguna

de las entradas correspondiente a la especificacion nula en el autovector deseado. De
esta manera se puede especificar el desacoplo con m-/ componentes del vector de

salida. Para el autovector del ejemplo anterior g, =[0 0 1 0] .

Podemos expresar el desacoplo mediante la siguiente ecuacidon que debe cumplir
la tripleta (4,,v,,z,) del sistema en lazo cerrado

a(A-A1) —Bjav,j
2 r o2 0=0 (4.16)
¢ &g 0 ¢zZ+

que nos dice que el autovector y la direccion de entrada deben verificar

eV, eA-A1 -B
é ’geKeré ’ S 4.17)
82 6 & 0

. . . . ., . 1
Si la matriz g, tiene m-/ filas entonces la dimension del subespacio nulo™ es uno y el
par autovector-direccion de entrada se puede encontrar sin proyeccion.

Desacoplo de un modo a una de las salidas

Como se dedujo de la ecuacion (2.17) vemos que el modo i-ésimo no esta
presente en la salida k-ésima si ¢/v, =0, luego tenemos una condicién similar al
desacoplo de los estados con ¢, cumpliendo la misma funcién que g;. Tenemos ahora
la condicion

a(A—- A1) —Bjavp
& r oz 0=0 (4.18)
¢ & 0 ¢z~

1 . ., . . . ., . . .
En una aplicacion lineal se verifica que la dimension del espacio origen es igual a la suma de la
dimension de la imagen de la aplicacion y de la dimension del nucleo.

10
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En algunas ocasiones las salidas reguladas no coinciden con las salidas medidas, en este
caso el modo de proceder es similar sustituyendo el vector ¢, por el vector que relaciona

la salida regulada con el vector de estado.

Desacoplo de una sefial de referencia a un modo

La ecuacion (4.2), o (4.3) si D=0, describe la dinamica del sistema en lazo
cerrado con una sefial de referencia . De las ecuaciones (2.15) y (2.17) deducimos que
el modo i-ésimo no se ve afectado por la entrada de referencia / si se cumple la relacion

w”BK,,, = 0. Donde el subindice / indica la columna correspondiente de la ganacia.

Desacoplo de una sefal de referencia a una salida

Combinando el desacoplo de los modos con la salida y de la entrada de
referencia con los modos podemos conseguir el desacoplo de la sefial de referencia con
la salida.

En algunos casos se desea que cada una de las sefiales de salida o, de forma mas
general, sefiales reguladas, siga asintoticamente a la correspondiente componente de la
sefial de referencia. La ganancia de feedforward puede entonces calcularse de modo que
en el estado estacionario se obtenga el desacoplo estatico deseado.

Si el control estd determinado por la ecuacion (4.1) y suponemos que D=0 la
dindmica del sistema en lazo cerrado estd dado por (4.2). Si la salida regulada estd dada
por

y,=Cx

el estado de equilibrio x, del sistema en lazo cerrado y la salida regulada verifican

0=(A4-BKC)x, + BK,.r
r=Cx,

ecuaciones que dan las condiciones de desacoplo entrada-salida estaticas. Las
ecuaciones anteriores se pueden poner en la forma equivalente

0= Ax, + Bu,

r=Cx,

donde

11
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u =—-KCx, + K,,.r

De las ecuaciones anteriores se deduce (Lin, 1994)
. TS, . Tg!
ed BgpdAd Bg ed BgQ ¢&0g

K. =[-kC TIlz <R <7 < 2N
r=KC e o B o b ob 8 g

4.4 Calculo de la Ganancia K

La ganancia K se puede calcular directamente resolviendo la ecuacion lineal que
se deduce de las ecuaciones (4.5), i=1,..,q

Z=K(CV*-DZ) (4.19)
donde

Ve=[v,v,,...,v,]

Zz[zl, Zyseeer 2,

y los vectores v; y z; son los obtenidos como solucion al problema de asignacion de la
autoestructura.

Normalmente D=0 y el nimero de columans de V*y de Z es igual al numero
de salidas p, y se tiene

K=zcvY)! (4.20)

Si el nimero de tripletas que se deben asignar (A4, v, z) es menor que p,
digamos ¢, quedan libres algunos grados de libertad en la determinacion de la ganancia.
En este caso lo natural es elegir la ganancia de norma minima, o aquella més proxima a
una dada. En este caso las matrices V* y Z tienen g vectores columnas. Si utilizamos la

representacion

S=CClv,..,v,1-Dlz,..,z,]
obtenemos la ganancia de norma minima como

K =[z,.,z,1(8"S)"S’ (4.21)

12
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Si el numero de tripletas es mayor que p entonces se puede utilizar realimentacion
dindmica como se indica en 4.5.

Cuando v; se calcula utilizando una reordenacién del vector deseado, z; se puede
calcular facilmente para resolver la ecuacidon (4.16). Sin embargo, si D=0 la matriz de
ganancia resultante se puede determinar facilmente sustituyendo 7 en (4.4), que puede
ponerse en la forma

K =B(AV* VoA CV )™

donde B® indica la matriz seudoinversa. Otras formas de calculo de la matriz K se
pueden encontrar en Andry et al. (1983) y en Kaustky et al. (1985).

4.4 Forma Dual

De forma dual los autovalores por la izquierda w verifican

w'(A-BK(I+DK)'C)=Aw" o

(4.22)
w/(A— A1) =w"BK(I+DK)'C
Las direcciones de salida se definen como
q’_H =w'BK(I+DK)" & qu =w'B-q"D)K (4.23)
Podemos escribir entonces
aA? =1 —-Cc"  0&wd
ae( b ’H) yop0e 0=0 (4.24)
¢ —K'B (I+K"D"):¢q,;~

Lema 2 Una tripleta (4, w;, ¢;) puede asignarse mediante realimentacion de la salida si

y sélo si satisface la ecuacion
aw;0
((4"=2"1 -Cc")e "5=0 (4.25)
‘ ¢q;:~

La tripleta se asigna en lazo cerrado por cualquier ganancia K que satisface la ecuacion
lineal

q;, = K" (Ble. — DHqi) (4.26)

Podemos proceder ahora como con los autovectores por la derecha para encontrar la
solucion que asigna un conjunto de tripletas (4;, w;, ¢;).

13
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La ganancia K se puede calcular directamente resolviendo la ecuacion lineal
O=WB-0D)K (4.27)
donde

W“:[wl,wz,...,wp]H

" (4.28)
0= [91’ %a---:qp]

4.5 Realimentacion Dindamica de la Salida

La estructura de control es como la que muestra la figura 5.

u X y
Q———» B + sl C »
- +
A
: Dy
: + X
L O Gk e s 1 By
. + +
: Ag
...Controlador Dinamico 1

Figura 5. Sistema de control de realimentacion dinamica de la salida

La matriz de transferencia del controlador esta dada por
H(s) = Ck(sl-Ax)”’ Bx+Dyg (4.29)
donde la representacion en variables de estado del controlador estd dada por las matrices
(Ax, Bk, Ck, Dg). Como se ve, la salida del compensador esta conectada a la entrada del

sistema y la salida del sistema a la entrada del compensador, por lo que se obtiene la
siguiente representacion global en variables de estado:

14
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expg e4A-BD,C —-BCypexg
nggzg B,C Ay ngKH
¢d O ¢B Ope-D, —CyoeC 0ollé x g
G0 of b0 sE B a0 g

(4.30)

g
-1
i

Este sistema lo podemos ver como uno nuevo descrito por las matrices

xﬂZéAOIZJ EéBOIZJ (_jéCOQJ
xenn o §0 of §0 Iy §0 I

X =

(DXD-~ (D~

y con la ganancia de realimentacién dada ahora por

I?_‘\?_DK —Cxo
§ B Al

Sea A; un autovalor del sistema en lazo cerrado y

ev, o

&, U

evVkill
el correspondiente autovector por la derecha. El siguiente lema nos muestra el modo de
proceder para determinar la ganancia dinamica de realimentacién.

Lema 3 Una tripleta (4, v;, z;) que satisface la ecuacion

i

1-O:0On

v
((4-=AD) - B) )

=0 (4.7)

O &8 e

i

puede asignarse en lazo cerrado mediante realimentacion dinamica de la salida por
cualquier ganancia dindmica H(s) que satisfaga la ecuacion lineal

z, = H(A)(Cv, - Dz,) (4.31)

Las restricciones lineales de la ecuacion (4.31) pueden resolverse utilizando
Programacion Lineal Cuadratica.

Los grados de libertad introducidos por este tipo de control pueden utilizarse para
asignacion multimodal, seccion 5.3.

5 Asignacion Robusta de la Autoestructura
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El método de asignacion de autoestructura tal como lo hemos planteado permite
tener en cuenta especificaciones de comportamiento y desacoplo pero no es un método
de control robusto, por lo que se han propuesto muchos algoritmos para mejorar la
robustez. Estos algoritmos pueden clasificarse en dos grupos: mejora de la sensibilidad
de los autovalores y robustez en la estabilidad. Los algoritmos del primer grupo tienen
en cuenta variaciones estructuradas de los parametros. La mayoria de los métodos de
este grupo plantean un problema de optimizacion con restricciones. El segundo grupo de
algoritmos tratan con dindmicas no modeladas. En ellos el método de autoestructura se
integra con el método de disefio H.., Lin (1994).

Presentamos a continuacion cuatro formas distintas de abordar la robustez. Estos
métodos no son exclusivos entre si sino que permiten ser utilizados de forma
cooperativa.

5.1 Proyeccién de los vectores en lazo abierto

En Wilkinson (1965) y D6l et al. (1997), se muestra que una perturbacion en la
matriz en lazo cerrado (4-BKC) dada por A(A-BKC), se traduce en la siguiente
perturbacion de primer orden del i-ésimo autovalor

AA, =w!A(4 - BKC)v, (5.1)

donde w, y v, estdn normalizados de manera que su producto escalar es uno. Si

suponemos que los autovalores del sistema en lazo abierto no varian mucho con la
variacion de los parametros, la ecuacion (5.1) muestra que cualquier variacion puede
relacionarse directamente con los autovectores del sistema. Por lo que, si se especifican
como autovectores deseados los del sistema en lazo abierto, la sensibilidad a las
perturbaciones de los autovalores en lazo cerrado no deben deteriorarse en exceso por la
realimentacion, D6ll y col. (1997).

5.2 Minimizacion de la Sensibilidad de los Autovalores

La seleccion de los autovectores influyen en la sensibilidad de los autovalores a
las perturbaciones, ya que la sensibilidad de los autovalores de una matriz decrece
cuando aumenta la ortogonalidad de los autovectores correspondientes, Kautsky et al.
(1985).

Una medida de la sensibilidad de un autovalor A; a perturbaciones en los
componentes de la matriz en lazo cerrado del sistema 4-BKC, se obtiene con la
magnitud del nimero de condicion

&=l vl /v =1 (52)
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Si los autovectores por la derecha v; se normalizan de modo que su norma Euclidea sea
uno entonces el nimero de condicidon de cualquier autovalor estd dado por la magnitud
Euclidea del correspondiente autovector por la izquierda w;. Una cota en la sensibilidad
de los autovalores esta dada por el nimero de condicion de la matriz de autovectores:

max ¢, <k(V)= ||V||2HV_1H2 (5.3)

El minimo de esta matriz de condicion es 1 cuando la matriz en lazo cerrado es normal,
ya que los autovectores normalizados forman una base ortonormal del plano complejo n
dimensional.

Kautsky et al. (1985) proponen cuatro métodos que tratan de minimizar cuatro
medidas diferentes del condicionamiento del problema de autoestructura, entre ellos el
maximo del niamero de condiciéon de los autovalores y x(V). Todas estas medidas

alcanzan su valor minimo cuando el problema estd perfectamente condicionado y los
autovalores asignados son tan insensibles como sea posible.

5. 3 Mejora de los Méargenes de Estabilidad

Para la seleccion de la autoestructura se puede utilizar una medida de la robustez
de la sensibilidad del lazo de control. Dichas medidas se expresan en forma de
margenes de ganancia y de fase de las funciones de sensibilidad. Damos a continuacién
algunas de las medidas mas utilizadas.

Considérese el sistema de control de la figura 6, donde G(s) es la funcidon de
transferencia matricial de la planta y H(s) es la funcion de transferencia matricial del

J )
¢,

Gy ——O—

H) |,

Figura 6. Sistema de control realimentado

controlador; u; y u, son vectores de entradas externas; y; € ), son los vectores de
salida del controlador y de la planta, respectivamente; e; y e, son vectores de las
sefiales de error.

Para medir los margenes de estabilidad para sistemas de control realimentados

multivariables se pueden utilizar los valores singulares de la funcion de sensibilidad S
= (I + L), o de la funcién de sensibilidad complementaria 7 = L(I + L)’ o de la
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funcién de sensibilidad balanceada S + 7, donde L es la matriz de ganancia del lazo
abierto Lehtomaki et al. (1981), Dailey(1991) y Blight et al. (1994).

Las funciones Sy T pueden calcularse a la entrada de los actuadores o a la salida
de los sensores. Para la entrada de los actuadores L = HG vy para la salida de los
sensores L = GH. Normalmente las matrices de transferencia del lazo abierto a la
entrada y a la salida son distintas porque la multiplicacién matricial no es conmutativa y,
por ello, ambos casos deben ser tenidos en cuenta.

La funcién de sensibilidad es la matriz de transferencia de la sefial de entrada al
punto de suma u a la sefial e de salida del punto de suma (u; e; para el nodo de
entrada y u,, e, para el nodo de salida). La funcién de sensibilidad complementaria es la
matriz de transferencia de la sefial de entrada al punto de suma u a la sefial y de
retorno del lazo correspondiente (u;, y; para el nodo de entrada y u,, y, para el nodo de
salida). La funcién de sensibilidad balanceada es la matriz de transferencia de la sefial «
a la sefial y+e. El valor de pico del valor singular maximo (¢) de S, 7 o S+7 da una
garantia de robustez para todas las frecuencias.

Las formulas que se aplican para calcular el margen de ganancia GM'y el margen
de fase PM utilizando las funciones de sensibilidad son las siguientes:

Funcion S:
K,=1/0(S)
GM=[1/1 +K,), 1/(1-K,)] (5.4)

PM = +2 sin (K,/2)

donde K,, <'I. La interpretacion de la ecuacion (5.4) es como sigue: las ganancias de los
lazos pueden ser perturbados simultaneamente por las ganancias A; que satisfacen
1/0+K,)<A, <1/(1-K,) sin desestabilizar al sistema en lazo cerrado. Esto es, el

margen de ganancia superior es al menos tan grande como //(1-K,) y el margen de
reduccién de la ganancia tan pequefio como //(1+K,,). De forma similar, los lazos de
realimentacion pueden ser perturbados simultdneamente por fases ¢, que satisfacen
@, <2sin”"'(K, /2) sin que por ello se inestabilice el sistema en lazo cerrado. Los

mejores margenes de ganancia y de fase se obtienen cuando o (S) =1, en que se tiene
GM=1[-6dB, +e>dB] y PM=[-60° 607.

Las férmulas que se aplican para calcular los margenes de ganancia y de fase
utilizando la funcion de sensibilidad complementaria, son las siguientes:

Funcion T
K,=1/0(T)

GM=[1-K,, I+K,] (5.5)
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PM = +2 sin (K,/2)

donde K,, <I. La interpretacion es similar a la realizada con la funcién de sensibilidad
S. Los mejores margenes se obtienen cuando o (T) =1 y son ahora
GM=[-o dB, 6dB] y PM=1[-60° 60°.

Finalmente, las férmulas que se utilizan para calcular los margenes de ganancia y
de fase cuando se utiliza la funcidn de sensibilidad balanceada son:

Funcién S+T-
K, = 1/G (S+T)
GM = [(I-K)/(1 + Ky), (1+K)/(1-Ky)] (5.6)
PM = +2tan’ (K,)

donde K,, < 1. La interpretacion es similar al caso de la funcién de sensibilidad. Ahora
el mejor margen de ganancia posible es GM = [-c0 dB, +edB] y el de fase es
PM=1[-90° 907, que se obtienen cuando o (S+T) = 1.

Estos margenes son conservadores, una mejor aproximacion se puede obtener

reemplazando el maximo valor singular 6 por el valor singular estructurado W, Blight
et al. (1994).

La descripcidn anterior solo da una medida de la robustez. Esta informacién se
puede utilizar en la fase de disefio de modo que la autoestructura se selecciona teniendo
en cuenta los margenes que se obtienen. Mediante un proceso iterativo se puede
conseguir una estructura con buenos margenes de estabilidad y que ademas cumpla las
especificaciones de disefio. Las medidas se pueden puede utilizar también dentro de una
funcién de coste en la que la autoestructura se elige dentro de un problema de
optimizacion con restricciones.

5.4 Aproximacion Multimodal

El método se basa en producir un conjunto de modelos lineales en diferentes
puntos de operacion, Doll et al. (1977). Estos modelos se representan como
(4,,B,,C), i=1...q.Con esta aproximacion en lugar de asignar toda la autoestructura

a un modelo lineal, se utiliza un modelo distinto para cada tripleta (4,,v;,z,) que se

asigna. De esta manera se separan los modelos con autovalores especialmente sensibles,
y se reasigna en cada modelo un modo relevante, con el fin de aumentar su robustez.
Asi, para un autovalor deseado A,y un modelo (4,,B,,C;) se resuelve para v,, zla

ecuacion siguiente
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Si el nimero de autovalores asignados es igual al nimero de salidas, la ganancia K se
obtiene de la ecuacion:

K[Clvl Cy, .. quq]z[zl Z, .. zq]

Si el nimero de autovalores asignados es superior al nimero de salidas, es necesario
utilizar realimentacion dinamica H(s). Con cada autovalor a asignar y con cada modelo
dindmico se utiliza la ecuacion (4.31) de la seccion 4.5. Se tiene ahora el conjunto de
ecuaciones:

z,=H(A)Cyv,, i=1l.q

6 Aspectos practicos de laimplementacion

En Kautsky et al. (1985) se muestra que el subespacio en el que debe residir el
autovector que se puede obtener v{' estd dado también por el espacio nulo de

Ule (/1‘,?’] —A). El mejor método, desde el punto de vista numérico, para calcular los
autovectores que se pueden obtener, consiste en calcular la proyeccion ortogonal del
autovector deseado en el espacio nulo de esta matriz. La matriz U; se obtiene de la
descomposicidn en valores singulares de B,

ex,V, o
B:[Ubo Ubl]e . U
€ u

Desde el punto de vista numérico el método mas adecuado para determinar la matriz de
realimentacion es, suponiendo que D es una matriz nula,

K=V, 25 Ul (VA - avyy, 20T

donde la matriz B se descompone en valores singulares como se ha indicado
anteriormente y donde la matriz CV se descompone también en valores singulares en la
forma

cr = [Upo Upl]:zp(;/;‘

(D>(D~ (D
[emiY aniey S
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y donde V es la matriz cuyas columnas son los vectores vi’ y A is la matriz diagonal de
p x p cuyas entradas son los autovalores deseados 4,, i=1,..,p.

La ganancia de realimentacidon K conecta cada una de las salidas del sistema con
cada una de las entradas, Sin embargo, en algunos casos puede ser necesario hacer cero
a ciertos componentes de K de manera que se refleje fisicamente ciertas
realimentaciones no deseadas en el sistema. Con esto se consigue reducir la
complejidad del controlador y aumentar su fiabilidad. En Andry et al. (1983) se muestra
un método con el que se pueden especificar elementos nulos de la matriz de
realimentacion. En Calvo-Ramon (1986) se propone un método en el que se determina a
priori que elementos de K se deben de anular, basandose en la sensibilidad de los
autovalores a cambios en las ganancias de realimentacién. Con ello consigue reducir al
minimo el efecto sobre los autovalores de la autoestructura deseada. Sin embargo no
tienen en cuenta el efecto sobre los autovectores. Sobel et al. (1990) se extienden los
resultados de Calvo-Ramon para deducir las ganancias que se pueden anular teniendo en
cuenta la sensibilidad tanto de los autovalores como de los autovectores.

En algunos casos las interacciones modales pueden estar acopladas con la
robustez del sistema y con el esfuerzo de control, lo que hace que la seleccidon de la
autoestructura mas adecuada se obtenga mediante un proceso iterativo.

7 Aplicaciones

Sobel et al. (1994) aplican el método de asignacion de autoestructura a la
dindmica lateral linealizada del F-18 High Angle of Attack Research Vehicle (HARYV).
Utilizan MATLAB para calcular los autovectores obtenibles. En este trabajo también se
realiza el disefio de un controlador robusto muestreado para la maniobra de traslacion
lateral del Flight Propulsion Control Coupling (FPCC) aircraft. Para obtener un
controlador robusto utilizan el método de Piou et al. (1992).

En Lin (1994) se utiliza este método para el control lateral en condiciones de
vuelo de crucero del avién L-1011. Aplican un proceso iterativo basado en el método
H.. para producir pequefias mejoras en la robustez.

En White (1993) se dan varios algoritmos para la asignacidon de autoestructuras y
se realiza su implementaciéon con MATLAB. Los algoritmos se aplican al control de un
modelo lineal del movimiento lateral de un avidén de caza-entrenamiento MS760 Paris.

En Patton et al. (1994) se presenta un método de asignacion de autoestructura
para reducir la sensibilidad del método frente a variaciones de los parametros utilizando
el método de la desigualdades. El método lo aplican también al control de la dindmica
lateral del L-1011.
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Burrows et al. (1989) proponen el aumento en la estabilidad de un avién ligero
utilizando el método de asignacion de autoestructura con la optimizacion del nimero de
condicién de la matriz modal.

En Schutlz & Inman (1994) aplican el método de asignacion de autoestructura
junto con optimizacion del sistema en lazo cerrado con la minimizacién de una norma
relacionada con las ganancias de realimentacion del sistema. Aplican el método al
control de dos sistemas mecanicos.

En Lu et al. (1993) disefian un control descentralizado de asignacion de
autoestructura. Utilizan el método en el control de sistemas de potencia.
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Apendice A Valores Singulares

Los valores singulares de una matriz 4 C™ se representan por o,(A4) y se
definen como

0, (4)= AP (A" 4) = AP (44" (A1)

donde A” representa la traspuesta complejo conjugada de la matriz 4, y A,(A4” 4) es el
i-ésimo mayor autovalor de la matriz 4”4 y A(AA™) es el i-ésimo mayor autovalor de
la matriz 44" .

Una de las descomposiciones matriciales mas utilizadas en calculos con matrices
es la denominada descomposicion en valores singulares (SVD) y estd dada por el

siguiente teorema.

Teorema 1. Si 4 € C™ entonces existen matrices unitarias

U=lu, u, .. u,]eC™ (A.2)
y
V=lv, v, .. v ]eC™ (A.3)
tales que
lpI
A=UzV" = Qo,(Auyv/ (A.4)
i=1
donde
X =diag(0,,0,,...,0,); 0,20,2.20, pzmin{m,n}.

Recordamos que una matriz U € C™ definida sobre el cuerpo de los nimeros
complejos es unitaria si verifica U”"U=UU"=I . Si esta definida sobre el cuerpo de los

nimeros reales se denomina ortogonal. Las matrices ortogonales representan rotaciones
n
enR".

De la ecuacion (A.4) es facil deducir que se verifica:
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Av, = ou, (A.5a)
A" u = o, (A.5b)

La descomposicion en valores singulares tiene la siguiente interpretacion, por la
ecuacion (A.5a) vemos que cualquier transformacion lineal gira (vi — u;) y escala (u;
— Giui).

Si consideramos AeR™ y S la esfera de radio unidad, la aplicaciéon
A(S) = {y: y = Ax,
direccion de los u; y tienen una longitud ;. Segun la ecuacion (A.5a) los vectores v; son

aquellos vectores de la esfera unidad que se transforman en los puntos de los semiejes
del elipsoide.

x||2 :1} es un elipsoide cuyos ejes principales estdn en la

1
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0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4}

-0.6f
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-1 . .
-1 -0.5 0 0.5 1

Fig. 7 Transformacién del circulo unidad en un elipsoide
bajo la aplicacion de la matriz A

Corolario 1. Si la matriz A tiene la descomposicion en valores singulares dada por el
Teorema 1 y tiene rango r, entonces

a) 0,2..20,20,,=.=0,=0
b) V=[V11V2], V]E Cnxr, V2€ Cnx(n_r)
las columnas de V, forman una base ortonormal de R(A"): R(V)=R(A")

las columnas de V, forman una base ortonormal de N(A):  R(V2)=N(A)
las columans de V forman una base ortonormal de autovectores de ATA

¢) U=[U.U,], U eC™,6 U, eC™""
las columnas de U; forman una base ortonormal de R(A): R(U;)=R(A)
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las columnas de U, forman una base ortonormal de N(A™): R(U,)= N(A™)
las columnas de U forman una base ortonormal de autovectores de AA!

ex, Og
d) AZUIZJ/I ao-l i 1H7 Z dlag(o-lﬂo-Za aO- ) = e 0 OU7

i=1

e) r=rango(AAH)Zrango(AH)Zrango(A A)

Los valores singulares maximo y minimo, que representamos por 6 y O,
respectivamente, se definen a veces de forma equivalente en términos de la norma
matricial espectral || ||2 como

o dy=max L2 ], =),

oo o, 1A
y
o(A) = min |4, in | Ax|
boo o, b1

?j?HA—IH”, si detA#0
T o si deta=0

Algunas propiedades de los valores singulares que facilitan su manipulacién son
las siguientes:

e o(A)sH4)<c(4)

o Sid' existe o(4)=1/0(")

o Sid' existe G(4)=1/0(4")

e 0(od)=|ddo(4)

 G(4+B)<G(4)+ G (B)

e G(AB) <G (4) G (B)

 0(4)-0(E)SO(A+E) SO (4)+ T (E)

o max {G (4), G (B)} <G (AB) <2 max {G (4), G (B)}

e max; j|aj| < 0 (4) <nmax; ;|aj|
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e QAo =traza(A" A)

i=1

Si tomamos ahora como matriz a G(s), una matriz de transferencia entre una
sefial de entrada u(s) y una sefial de salida y(s), y hacemos s = jw (0<w<eo) los valores
singulares de G(jw) son funcidn de la frecuencia y se denominan ganancias principales
de G(s). Ahora y(jw) = G(jw) u(jw) y se verifica

el _leGmutinl,
i, — i,

o(w) <

luego la ganancia de un sistema multivariable estd empaquetada entre la mayor y la
menor de las ganancias principales.
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