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PROBLEMAS DE AUTOMATICA II (1 parcial) ENUNCIADOS

ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

1.1 Una representacion en el espacio de estados de un sistema en la forma canonica controlable se obtiene

mediante las siguientes ecuaciones:
X 0 1 X, 0
. e . _I_ -u
X, -04 -13||x, 1

y=[038 1]{’“‘} ;

Xy
El mismo sistema se representa mediante la siguiente ecuacion en el espacio de estados, que esta en forma

canonica observable:
] [0 —04][x,7 [08
e o + .u
562 1 —-1.3 X, 1
(2)

X

y=[0 1]{ 1}
X,

a) Demostrar que la representacion en el espacio de estados obtenida mediante las ecuaciones (1) produce un
sistema que es de estado controlable pero no observable.

b) Demostrar que la representacion en el espacio de estados definida mediante las ecuaciones (2) produce un
sistema que no es de estado completamente controlable pero si observable.
c) Explicar qué provoca las diferencias evidentes en la controlabilidad y la observabilidad del mismo sistema.

1.2 Considere el sistema dado por

] [2 0 0ol[x] [0 1
u
x2:020-x2+10{1}
u
X0 1003 1)|x | [0 1]-7
_ X
00
= 1 X
"o 1 ol
L X,

(Es el sistema de estado completamente controlable y completamente observable? ;Es el sistema de salida
completamente controlable?

1.3 Considérese el sistema definido mediante

Se desea ubicar los valores caracteristicos del sistema en -3 y -5 usando un control mediante la realimentacion
del estado u=-K"x. Determinar la matriz de ganancias de realimentacion K necesaria y la sefial de control u.
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1.4 Considérese el sistema definido mediante

X, 0 1 0 || x 0
X, =] 0 0 I [ x, [+]0u
X, -6 —11 —6]||x, 1
Xy
y=[1 0 ofx
X3

Se quiere disefiar un observador de orden completo. Determine la matriz de ganancias del observador K, usando:
a) El método de sustitucion directa. b) La formula de Ackermann. Supodngase que los valores caracteristicos
deseados de la matriz de ganancias del observador son

H = _2+j'2'\/§ Hy = _2_j'2'\/§ Uy =—5

1.5 Para el sistema definido en el problema 1.4 se supone que la variable de estado x; es igual a y. En
consecuencia x; es medible y no necesita observarse. Determinar la matriz de ganancias del observador K, para
el observador de orden minimo. Los valores caracteristicos deseados son

o ==2+ 23 g, =-2-j23
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ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 2: Modelos de sistemas discretos

2.1 Considérese el sistema definido por

z+1
22 +137z+0.4

G(2)=

Obtener la representacion en el espacio de estados para este sistema en las tres configuraciones siguientes:
a) Forma canonica controlable
b) Forma candnica observable
¢) Forma canonica diagonal (Jordan)

2.2 Considérese el sistema con doble integrador

1 T T?/2
X ™ 0 1'xk+ T Uy

donde T es el periodo de muestreo. Se pide:

a) Determinar la matriz de ganancia de realimentacion del estado K tal que la respuesta a una condicion
arbitraria sea con oscilaciones muertas, es decir, los polos en lazo cerrado deseados deberan estar en el
origen de modo que p;=p,=0.

b) Para el estado inicial x(0)=[1 1]" determinar u(0) y u(T), para T=0.1 seg, T=1 seg y T=10 seg. ;Que ocurre
con las magnitudes de u(0) y u(T) al aumentar T?.

2.3 Considérese la planta definida por

1

G(z)=———
@) z2+2z+0.16

Utilizando el enfoque de las ecuaciones polinomiales, disefiar un sistema de control para esta planta basado en el
diagrama de bloques siguiente

R(z) K, N U(z) B(z) Y (zg

V\AF - A(z)

A

» a(z) ——(Oe— B(2)

F(z) F(z2)

Suponer que la ecuacion caracteristica deseada es H(z)=2z>—1.2:24+0.52 y que el polinomio del

observador de orden minimo es F'(z) =z .
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2.4 Sea la planta

0 1 0 0
Xx,=| 0 0 I |x, +|0u
-05 -02 1.1 1
Xy
y=[o 1 ofix,
X3

Usando el enfoque de ecuaciones polinomiales, disefiar un sistema de control para esta planta cuya diagrama de
bloques sea

R(2) Uz) | B(2) Y(2)
—1 " 1 @ >
B(z)
a(z) [
considérese que
H(z)=2
F(z)=2z2"

2.5 Para la planta del problema 2.4 supuestos los mismos H(z) y F(z) emplear el enfoque polinomial para disefiar
un sistema de control para la planta cuyo diagrama de bloques sea

R(2) U(z) B(z)

Ky —— F‘_ A(2) =

A

a@ | 3Ne| S

F(2) F(2)

A
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2.6 Considérese una planta definida por

z+0.5
22—z 40.01z+0.12

G(z)=

El periodo de muestreo T es de un segundo. Supdngase que en el presente problema es importante tener un error
de seguimiento cero a una entrada rampa unitaria. Se quiere disefar el siguiente sistema de control para la planta

R V(z U(z) B(z) Y(z
o G, H(2) S ‘F : - A(z) ;
o 2@ L 31 SO e
F(z) F(2)
Se considera que
0.64-z-0.512 0.64-z-0.512

G (z)= =
() (z2 =1.2240.52)(z-0.6) 2z’ —1.8z" +1.24z-0.312

Se pide:
a) Obtener los polinomios o(z) y B(2).

b) Obtener las expresiones de Y(z)/V(z) e Y(z)/R(2).
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ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 3: Modelos de perturbaciones

3.1 Usar el Teorema 3.1(pp. 138 de los apuntes) para calcular la funcion de covarianza estacionaria del proceso

0.4 0
Xp = X TV
-06 02

donde v es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza

10
R =
oo

- 0
Xial = ¢ X TV
0 -b

Ve = [1 1]'xk

3.2 Considérese el proceso

donde v es un proceso de ruido blanco con media cero y matriz de covarianza

P00
0 o,

Demostrar que yi puede ser expresado en la forma

q+c e
(g+a)(g+b)

donde e(k) es ruido blanco con media cero y varianza unidad. Encontrar la relacion a partir de la cual es posible
determinar A y c.

y(k) = A (k)

3.3 Un proceso estocastico y(k) esta descrito por

Xy = A X, +Vk

Vi =X T e

donde v y e son procesos de ruido blanco de distribucion normal con las propiedades

E[vl=E[e]=0
Var[v]=1
Varle]=r,

h, Sik=j

Elv(k)e())] = { 05k

Demostrar que y(k) puede ser expresada como la salida del siguiente filtro lineal:
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vy =24 ey ekl

q—a

donde &(k) es ruido blanco con media cero y varianza unidad. Determinar A y c.

3.4 Determinar la funcién de covarianza r,(t) y el espectro ¢y(®) del proceso y(k)
(k)= 0.7-y(k —1) = e(k) — 0.5-e(k — 1)

donde e(k) es ruido blanco de varianza unidad.

3.5 Determinar la varianza del proceso estocastico y(k) definido por
(k)= 1.59(k —1)+0.7-y(k — 2) = e(k) + 0.2-e(k —1)

donde e(k) es ruido blanco de varianza unidad.



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (1* parcial) ENUNCIADOS

ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 4: Estimacion éptima

4.1 Se genera un proceso estocastico mediante
X, =05x, +v,
Vi =X e
donde v y e son procesos de ruido blanco no correlacionados con covarianzas r; y r,, respectivamente. Ademas

x(0) tiene una distribucion normal con media cero y desviacion estandar o. ;Cual es la ganancia en estado
estacionario?. Calculese el polo del filtro estacionario y comparese con el polo del sistema.

4.2 El integrador doble con ruido de proceso puede describirse mediante las ecuaciones:

1 1 0.5 0
Xpy1 = 0 1 Xyt 1 U+ v,
Ve = [0 l]xk

donde v(k) es una secuencia de variables aleatorias normales de media nula e independientes. Supongase que
x(0) es normal de media nula y matriz de covarianza unidad. Determinar las ecuaciones de la matriz de
covarianza del error de estimacion y el vector de ganancias del filtro de Kalman.

4.3 Considere el problema anterior pero con salida

Vi :[0 l]xk +e

Determinar la covarianza del error de estimacion y la ganancia del filtro de Kalman si la varianza de e(k), sefial
de media nula, es o°.

4.4 Dado el sistema

1 1 0.5 0
Xy = 0 1 X+ 1 U+ v,
Vi = [O llxk

donde v(k) es ruido blanco de media nula y desviacion estandar 0.1. Supodngase que se conoce x(0)
perfectamente. Determinar la estimacion de x(k+3), dado y(k) que minimiza el error de prediccion.
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ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 5: Identificacion de sistemas

5.1 Considérese el sistema:
V()= 0.8y(t —1) = u(t — 1) +e(t) — 0.8e(t — 1)

Se supone que las entradas u(.) y e(.) son ruido blanco de varianza 1. Para este sistema se considera un modelo
de la forma:

y)+ay(t-1)=bu(t-1)
a) Obtener por minimos cuadrados las estimas de los parametros de este modelo.

b) Cuando t—o ;Qué parametro coincide con el del sistema real y cual no? ;Por qué?.
¢) ¢(Se puede conseguir que las estimas de los dos parametros (a y b) no estén polarizadas? ;Como?

5.2 Considérese el sistema:
y(k)+ay(k—1) =u(k)+e(k)

donde u es la variable de control (supéngase que es ruido blanco de varianza A7), y es la salida y {e(k)} es una
secuencia de variables aleatorias gaussianas independientes de varianza o’. Considérese un controlador
autosintonizante basado en el modelo:

y(k) + fry(k =1) = u(k —1) + e(k)

a) Obtener la estima de minimos cuadrados de 3 basada en los datos disponibles hasta el instante & (es decir,
y(k), y(k-1),..., y(1), u(k-1),..., u(1))

b) Estudiar si B —a cuando k— 0.

c¢) Describir un algoritmo recursivo de estimacion para este modelo.

Nota: El término e(k) en este modelo estd indicando que no existe ruido correlacionado en el modelo. Luego a la
hora de realizar los calculos no hay que tener en cuenta este término.

5.3 Razonar cual es la influencia de la introduccion de un factor de olvido en el proceso de identificacion de
sistemas con parametros variables con el tiempo y en sistemas con pardmetros invariantes con el tiempo.

5.4 Para un sistema descrito por
y@)+ay(t—-1)=bu(t—-1)+e(t)
con una ley de control dada por
u(t) = —K-y(1)

(Es posible identificar los parametros de este modelo en lazo cerrado? Justifique razonadamente la respuesta.
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5.5 Considérese el sistema:
vk)+ay(k=-1)+bylk—-2)=u(k)+e(k)

donde u es la variable de control, y es la salida y {e(k)} es una secuencia de variables aleatorias gaussianas
. . . 2 “ 1
independientes de varianza ¢°. Considérese un modelo de la forma:

y(k)+6,y(k-=1)+0, y(k=2)=u(k-1)+e(k)

a) Discutir qué tipo de sefiales de entrada se debe aplicar para realizar la identificacion.
b) Obtener por minimos cuadrados las estimas de los parametros de este modelo.
¢) Estudiar si 6;—ay 6;—b cuando k—oo.

Nota: El término e(k) en este modelo estd indicando que no existe ruido correlacionado en el modelo. Luego a la
hora de realizar los calculos no hay que tener en cuenta este término.

10
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SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 1: Modelos de sistemas continuos

¢ Solucioén problema 1.1

a) Para el sistema en la forma (1) la matriz de controlabilidad M, es:

Mc=[B|A'B]:[(1)|(—(O).4 —13J®}:G _i.sJ

El rango de M. es 2 ya que |[M,|=-1, luego el sistema es de estado completamente controlable.

Por otra parte, la matriz de observabilidad es:
0.8 (0 —-04)(0.8 08 -04
M, =[cT147-cT]=| 7 17| =
1 {1 -1.3 1 1 -0.5
El rango de M, es 1 ya que |M,|=0, luego el sistema es no observable.

b) Para el sistema en la forma (2) la matriz de controlabilidad M, es:

S I S !

El rango de M, es 1 ya que |M,|=0, luego el sistema no es de estado completamente controlable.

Por otra parte, la matriz de observabilidad es:

e H R S H

El rango de M, es 2 ya que |M,|=-1, luego el sistema es observable.

c) La diferencia aparente en la controlabilidad y la observabilidad del mismo sistema la provoca el
hecho de que el sistema original tiene una cancelacién de polos y ceros en la funcion de

transferencia asociada al sistema en la forma (1):

4 N -1 - 0
G(s)=C(s-I—-A)"B=[08 1]-{0.4 s+1.3} .M:

B 1 08 1]‘s+1.3 107 s+0.8
2 41.3s5+04 04 s||1] (s+0.8)(s+0.5)

11
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Nétese que se obtendria la misma funcion de transferencia si se hubiese considerado el sistema en

la forma (2).

Si ocurre una cancelacion de polos y ceros en la funcién de transferencia, la controlabilidad y la
observabilidad varian, dependiendo de cdmo se eligen las variables de estado. Recuérdese que para
ser de estado completamente controlable y observable, la funcién de transferencia no debe tener

cancelaciones de polos ni ceros.

¢ Solucion problema 1.2

La matriz de controlabilidad del sistema es

01 0 2 0 4
M, =[B|AB|A>B]=[1 0 2 0 4 0
01 3 1 91
El rango de M. es 3 ya que
01 0
1 0 2|=-3
01 3
Luego el sistema es de estado completamente controlable.
Por otra parte, la matriz de observabilidad es:
1 02 0 4 0
MO:[CT\AT-CT\( 2)T-CT]= 01020 4
000 0 0O

El rango de M, es 2, luego el sistema es no completamente observable.

Finalmente, para analizar la controlabilidad de la salida hay que estudiar el rango de la siguiente

matriz

01020400
M, =[cB|C-4B|C-4>B|D]= L }

0204000

El rango de M,, es 2, luego el sistema es de salida completamente controlable.

12
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¢ Solucién problema 1.3

En primer lugar hay que comprobar que el sistema es de estado completamente controlable, ya que

solo en dicho caso podra realizarse una ubicacién arbitraria de polos. La matriz de controlabilidad

M, ~[B| 4] B | (_02 _13}@} - (g —26]

El rango de M, es 2, ya que |M¢|=-4, luego el sistema es de estado completamente controlable. Por

para este sistema es:

tanto es posible la ubicacion arbitraria de polos.

Para sistema de ordenes pequefios (n< 3) una forma sencilla de calcular K es igualando la ecuacion

caracteristica en lazo cerrado |s'1 —(A-BK )| ,

s/ —(A-BK)|= =5" +(3+2k,)s+(2+2k,)

-1
{2+2-Kl s+3+2-Kj
con la ecuacion caracteristica deseada:
(s+3)(s+5)=s>+8s+15
Por tanto,

3+2k, =8
242k =15

Resolviendo las ecuaciones anteriores se obtienen los elementos del vector de ganancias K
K=[k k]=[65 2.5]

Asimismo, la sefal de control u es:

u=—Kx=[65 2.5]{)61 }

X,

13
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¢ Solucién problema 1.4

En primer lugar hay que comprobar la observabilidad del sistema, para ello se calcula la matriz de

observabilidad:

1
M, = [CT Pisel |(A2)T-CT]: 0
0

S = O
- O O

Como |M,|=1 el rango de M, es 3, por lo tanto el sistema es de estado completamente observable y

es posible la determinacién de la matriz de ganancias del observador K.

a) Determinacién de K, mediante sustitucion directa

Este método consiste en igualar la ecuacion caracteristica del observador con la ecuacion

caracteristica deseada. Para este sistema se tendria:

sT=A+K,Cl=(s+ 1) (s + 1) (s+ 113) = (s + 2= j2:/3) (s +2+ j-2/3) (s + 5) = 5* +95? +36:5+80

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion anterior se obtiene:

s 00l o 1 07 [k, s+k, -1 0
0s 0-| 0 0 1 |+k,[0 0 1=k, s -1|=
00 s| -6 —11 —-6| |k, 6+k, 11 s+6

=5 +(k, +6)s’ +(6k, +k, +11)s+(11k, +6k, +k+6)
Luego:
s> +(k, +6)s’ +(6k, +k,, +11)ys+(1 1k, +6k,, +k,+6)=5>+95° +36-5+80
Igualando los coeficientes de las mismas potencias se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

k,+6=9
6k, +k,+11=36
11k, +6k,, +k,;+6=280

Resolviendo el sistema se obtiene

14
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a) Determinacion de K, mediante la férmula de Ackerman

La férmula de Ackerman para la obtencion de K, es:
K, =(e, M, 94"

Para aplicar esta féormula hay que calcular en primer lugar la inversa de la matriz de observabilidad:

-1

La ecuacion caracteristica deseada para el observador es

N(s) = (s+ 1) (s + 11, ) (s + 11,) = (s +2 = j2~3) (s +2+ j2~3) (s +5) = 5° + 95> +36'5+80

Por el Teorema de Caley-Hamilton se obtiene ¢(A4) :

P(A)=A"+9-4> +36:4+80-1
Y evaluandola en A™:

pA")=(4"] +9(4" ] +36:(4" )+801 =

[—6 36 —-150] [0 -54 3241 [0 0 -216] [80 0 0
=11 60 —239|+/0 -99 540 |+[36 0 -39 |+ 0 80 0
-6 25 90| |9 -54 225| |0 36 -216] [0 0 80

(74 -18 —42
=125 —41 -95
37 -l

Luego sustituyendo en la formula de Ackerman y operando se obtiene:

15
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T

1 0 0][74 -18 -42 3
K,=[[0 0 10 1 0}{25 —-41 -95|| =|7
00 1|3 7 -1 -1

¢ Soluciéon problema 1.5

El vector de estado y las matrices A y B se pueden reescribir de la siguiente forma:

X 0 | 1 0 0

—_— xa Aaa | Aab Ba
R o | 0 1 0

X3 Xp 6 | -11 6 4, | Ay 1 B,

Luego se tiene:

4,=0 A—[IO]A—_O 0!
aa ab — ba___6 bb ~11 -6
[0
B,=0B, = J

Para que sea posible la determinacion de la matriz de ganancias del observador K, y poder disefiar el

observador de orden minimo, la condicion de observabilidad que se debe cumplir es que:

A, 1 0
Omin: =
A Ay 0 1

sea de rango n-1=3-1=2. Efectivamente esto es asi.

La ecuacion caracteristica deseada para el observador de orden minimo es:

A (s)=(s+10)(s +10) = s> +20-s+100 =0 (1.1)

Luego ¢(4,,)es:

16
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P(Ay)= A, 4204, 41007 =| O 2+2o SO P R T B
= +20-4,, +100-1 = ' ‘ -
bb bb bb -11 -6 -11 -6 0 1 -154 5

Luego la matriz de ganancias del observador es:

K. = gty 89 14][1 0]'[o _[14
e oo ) \Mo =154 5|0 1] [1] |5

17
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SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 2: Modelos de sistemas discretos

¢ Solucioén problema 2.1

El sistema tiene la siguiente funcién de transferencia

z+1
G(z)=———
(@) z+1.3z+04
Comparando con la expresion:
G(z) = byz+Db,

Z +az+a,
Se obtiene:

by=1,b=1,a,=13,a,=04
a) Forma candnica controlable

0 1 0 0 1 0
R PR L T i PR I e P

e =[b bylx, =[1 1]x,

0 1 g
X = Xy T+ Uy
—a, —4q &>

v =[1 0]x,

b) Forma candnica observable

Los elementos g1 y g» provienen del desarrollo en serie de Laurent en el origen de G(z).
Gz = ng zF = g, t+ & z 4 g, 27 4 (2.2)
k=0

En el caso de sistemas discretos este desarrollo se obtiene dividiendo de forma directa el numerador

y el denominador de la funcién de transferencia G(z'1), que en este caso es:

z 4z
1+1.3z7'+0.4z72

G(z") =

18
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Dividiendo
z'y 7 1+1.3z7"' +0.4z7
—z'-13z7%-04z77 z' =03z ...
—03z%-042z"

+0.3z240.39-z° +0.12:z™*
—0.01'z° +0.12:z7*

Se obtiene g4=1y g,=-0.3, luego

0 1 1
X, , = X, + ‘U
Ml 04 —1317F |-03)F

yi =[1 0]x,

A 0 1
X ™ 0 4 Xt 1 Uy

e =le, ¢ lx

¢) Forma canoénica de Jordan

Los coeficientes ¢; y los autovalores ; i=1,2 se obtienen desarrollando en fracciones simples la

funcioén de transferencia G(z):

z+1 5/3 =2/3 ¢ c,
G(z)=— = + = +
z°4+13z4+04 z+05 z+08 z-4 z-4,

Luego

-0.5 0 1
X ™ 0 08 X+ 1 Uy

v, =[5/3 =2/3]x,

4 Solucioén problema 2.2

a) Para el sistema considerado se tiene que

] ol

Si se define el vector de ganancias de realimentacion como
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K=[k k]
la ecuacion caracteristica en lazo cerrado es:
T T? > >
2] = (F-GK)| ="~ I+ 7”‘1 —T+ 7"‘2 =z - [2 —T—~k1 - T-kz}z +1 +T—-k1 ~Tk, =0
Tk 21+ T, 2 2

Asimismo, la ecuacion caracteristica deseada es

Igualando los coeficientes de ambas ecuaciones caracteristicas se obtienen las siguientes

ecuaciones:

2
2Lk 1k =0
2

2
1+T—-kl Tk, =0
2

Resolviendo se obtiene:

1 3
S
Luego:
k<[ 2]
T° 2T

Aunque no lo pide el problema, a continuacion se va a demostrar que la respuesta a las condiciones

iniciales es con oscilaciones muertas. Suponga que el estado inicial es:

x0)] |a
Lme}

La ecuacioén con la realimentacion del estado es:
x((k+1)T)=(F - GK }x(k-T)

sustituyendo valores se obtiene
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1 T
x((k+D)T)] | 5 4 |[xT)
(k+1)T)] |1 _1||x,k1)
T 2
Se observa que
1 T 1 T 1 Tb
D] _| 2 7 [[«O]_| 2 7 |e]_| 274
M) |1 _Lilxo] |1 _1ip] | 1 1,
T 2 T 2 T 2
1 T 1 T
@D _| 3 g | 2%7 %t |_Jo
x@n| |_L _1j_1 1,100

Por lo tanto, queda claro que la respuesta es con oscilaciones muertas.

b) En primer lugar se va a determinar u(kT)

u(k-T)=—-K-x(kT) = —[% %}-X(K-T)

Por lo tanto:

u(o)__[L i} aj__a _3b
o o2rllel T 2T

1 37 7770 4 b
uMy=——= = 4 % |=05+-
T 2T i b - 2T
T 2
En el enunciado se indica que a=1y b=1, luego

1 3 1 1

u)y=——-——- u(l)y=—+—

©) T> 2T ()T2 2T

Para T=0.1 s se obtiene
u(0)=-115 u(T)=u(0.1)=105

Para T=1 s se obtiene
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u(0)=-2.5 w(T)y=u(l)=1.5
Para T=10 s se obtiene
u(0)=-0.16 w(T)=u(10)=0.06

Se observa que para un valor pequefio del periodo de muestreo se hacen grandes u(0) y u(T). Al

aumentar el valor del periodo de muestreo T se reducen de forma significativa las magnitudes de u(0)
y de u(T).

4 Solucioén problema 2.3

Para la planta dada

A(z)=2z" +z+0.16
B(z)=1

Por lo tanto a4=1, a,=0.16, by=0, b1=0, b,=1. Para determinar a(z) y B(z), se debe resolver la siguiente

ecuacion Diofantica:
a(z) A(z) + f(2)B(z) = F(z)H(z) = D(2)
Se tiene que
D(z)=F(z)H(z)=z(z" -12z4+0.52)=z" =1.2:2* +0.52:z
Por lo tanto dy=1, d1=-1.2, d>,=0.52, d5=0.
Ademas

a(z)=a,z+a,

B(z)= B,z + B
Para resolver la ecuacion Diofantica hay que resolver el sistema de ecuaciones:
E-M=D

Donde E es la matriz de Sylvester E, que en este caso toma la forma
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a, 0 b, 0] [016 0 1 0
p_|® @ b by _| 1 016 0 1
|1 a b, B | |1 1 00
0 1 0 b, 0 1 00
Asimismo el vector D es:
d, 0
d,| 10.52
D: —
d, -1.2
d, 1
Luego el sistema a resolver es:
1 0 002 O Q, 0
-2 1 0.02 002]]|¢«, B 0.52
1 -2 0 002||8]| |-12

0o 1 0 0 ||p] |1

Resolviéndolo se obtiene: a1=-2.2, ap=1, $1=0.352 y 3,=2.56
Luego

a(z)=z-2.2
P(z)=2.56-z+0.352

La funcion de transferencia en lazo cerrado es:

Y(2) _ K, B(z) K. 1
R(z) H(z) ® 22 -12z+40.52

Para determinar la constante K, se requiere que y(«) en la respuesta al escalon unitario sea igual a

uno.

~1 K : K
lim y(k) = lim(1 -z~ )Y (2) = lim=— 0 _E B
’H“’y( ) Hl( 1) =1z z2-122z+052z-1 032

Luego
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Entonces la funciéon de transferencia en lazo cerrado es:

Y(z) 8
R(z) z*-122z+0.52

¢ Solucioén problema 2.4

En primer lugar hay que obtener la funcién de transferencia de la planta a partir de la representacion
mediante variables de estado:
-1
z -1 0 0
-1
G,(2)=C(zI-F)-G=[0 1 0f 0 =z -1 |10
05 02 z-1.1 1

1
=0 1 o} : 1z |= = - 5)
22 =112 +0.2.2+0.5 5 22 =1.122+0.2:z+0.5  A(z)

z

Luego:

A(z)=2"-1.12>+0.22+0.5
B(z)=z

En consecuencia

a,=-11,a,=02,a,=0.5
by=0,b=0,b,=1,b,=0

Por otra parte el polinomio caracteristico para el sistema completo es:
D(z)=F(z)H(z)=z"z" =2
Por lo tanto:
d,=1,d,=0,d,=0,d,=0,d,=0,d,=0
Para determinar a(z) y B(z), se debe resolver la siguiente ecuacion Diofantica:
a(z) A(z)+ f(z)B(z) = F(z)H(z) = D(z)

Donde
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a(z)=a,z’ +a,z+a,
2
B(z)= Pz +prz+ B,
Para resolver la ecuacion Diofantica hay que resolver el sistema de ecuaciones:
E-M=D

Donde E es la matriz de Sylvester E, que en este caso toma la forma

a, 0 0 b, 0 O 0.5 0 0 0 0 0
a, a, 0 b, by 0 0.2 0.5 0 I 0 0
B a a, a, b b, b B -1.1 02 05 0 1 0
1 a a, b, b b, 1 -1.1 02 0 0 1
0 1 a 0 b b 0 1 -1.1 0 0 O
100 1T 0 0 b [ O 0 1 0 0 0
Asimismo el vector D es:
_ds_ 0]
d, 0
Do d, _ 0
d, 0
d, 0
[ do] 1]
Luego el sistema a resolver es:
[ 0.5 0 0 0 0 0] _az_ [0]
02 05 0 1 0 0@ 0
-1.1 02 05 0 1 0]« 3 0
1 —-11 02 0 0 1||B]| |0
0 1 -1.1 0 0 0]]p 0
| 0 0 1 0 0 0][5] |1

Resolviéndolo se obtiene: a,=-0, a4=1.1, ap=1, B2=-0.55, B41=-0.72, B,=1.01

Luego

a(z)=z"+1.1z
p(z)=1.01z" -0.72:z2-0.55
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Por lo tanto el controlador disefiado es:

B(z) 1.01z* -0.72:z—-0.55
a(z) 22 +1.1z

La funcion de transferencia en lazo cerrado es:

Y(z) K,-a(z)B(z) _Kya(z)p(z) K, (2" +1.1'z)z _Ky(z+1.1)
R(z) a(z)A(z)+B(z)B(z) H(z)F(z) 2z S

Para determinar la constante K, se requiere que y(x) en la respuesta al escalon unitario sea igual a

uno.

z-1 K, (z+1.1) z

3
z z z—1

lim y(k) = lim(1 - =¥ (z) = lim =2.1K, =1

Luego
K, =0.4762

Entonces la funcién de transferencia en lazo cerrado es:

Y(z) _0.4762-(z+1.1)
R(z) z’

¢ Soluciéon problema 2.5
Para este problema la funcién de transferencia de la planta es:

z _ B(2)
22 =112 4022405  A(2)

G,(2)=

La ecuacién diofantica para este problema es:
a(z) (2’ =1.1:2 +0.2:2+0.5) + f(z)z =2
Esta ecuacion es la misma que fue resuelta en el problema 2.4, luego

a(z)=z"+1.1z
p(z)=1.01z* -0.72:2-0.55
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La funcion de transferencia en lazo cerrado es:

Y(z)zKO-B(z):K z _K,
R(z) H(2) 02 2
Para determinar la ganancia K, se requiere que y(x) en la respuesta al escaldon unitario sea igual a

uno.

1K,

2
z z° z-1

lim y(k) = lim(1-z"')¥(2) = lim =K, =1

Luego
K, =1

Entonces la funcién de transferencia en lazo cerrado es:

Y@ 1
R(z) Z°
.
4 Solucion problema 2.6
a) Para la planta dada
B(z)=z+0.5

A(z)=2" -2z +0.01z+0.12

Por lo tanto a:=-1, a,=0.01, a3=0.12 by=0, b1=0, bo,=1, b;=0.5. Por otra parte, se observa que no

existen factores comunes entre A(z) y B(z). En este problema se puede seleccionar H;(z) como
H,(z)=2z"-12z+0.52

con el objetivo de cancelar una parte del denominador del modelo G,(z). Conviene resaltar que esta
eleccién de H,(z) no es Unica, de hecho existe una infinidad de elecciones posibles. El Unico requisito

necesario es que H;(z) debe ser un polinomio estable de grado n-1 (en este problema n=3).

Por otra parte se define
H(z)=B(z)H,(z) =(z+0.5)(z* =1.22+0.52) =z° —0.7-z> —0.08:z +0.26

Ahora se escoge a F(z) como

27



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (1* parcial) SOLUCIONES

F(z)=z’

Al igual que ocurria con H,(z), esta eleccidon de F(z) no es Unica, de hecho existe una infinidad de
elecciones posibles. El Unico requisito necesario es que F(z) debe ser un polinomio estable de grado

n-1 (en este problema n=3).
Luego D(z) es:
D(z)=F(z)H(z)=z"-0.7z* =0.08:2° +0.26:2°
Por lo tanto dy=1, d;=-0.7, d,=-0.08, d3=0.26, d,=0, ds=0.
Ahora se debe resolver la siguiente ecuacién Diofantica:
a(z)A(z)+ f(z)B(z) = D(z)
Donde a(z) y B(z) son polinomios en z de segundo orden:

a(z)=a,z" +a,z+a,

2
P(2)=pyz" +prz+p,
Para resolver la ecuacion Diofantica hay que resolver el sistema de ecuaciones:
E-M=D

Donde E es la matriz de Sylvester E, que en este caso toma la forma

a, 0 0 b 0 0] [012 0 0 05 0 0

a, a, 0 b, b, 0] {001 012 0 1 05 0

o |@ @ a b b by | -1 001 002 0 1 05
a, a, b, b b, 1 -1 001 0 0

0 a 0 b, b 0O I -1 0 0 0

0 0 1 0 0 b |0 0 1 0 0 0]

Asimismo el vector D es:

28



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (1* parcial) SOLUCIONES

d, 0
d, 0
Do d, _ 0.26
d, —-0.08
d, -0.7
do| [ 1
Luego el sistema a resolver es:
[0.12 0 0 05 0 0] _az_ [0 ]
0.01 0.12 0 1 05 0 Q, 0
-1 001 0.12 0 1 05|« 0.26
1 -1 001 0 0 1[|s/| |-008
0 1 -1 0 0 0 B -0.7
0 0 1 0 0 O0][B] | 1 |

Resolviéndolo se obtiene: a,=-0.1, a1=0.3, ap=1, f,=0.024, 3,=-0.118, (,=0.31

Luego

a(z)=z>+03z-0.1
£(2)=0.31-z> —=0.1182+0.024

b) La funcion de transferencia Y(z)/V(z) es:

Y(zy  F()B(=z 1 1
V(z) F(z)B(z)H,(z) H,(z) z*-12z+0.52

Puesto que:

V@ _ e oy (2)= (0.64z—0.512)(z> =1.22+0.52) _ 0.64z—0.512
R(iz) "' (z2 =1.22+0.52)(z=0.6) z—0.6

Se tiene que la funcion de transferencia Y(z)/R(z) es

Y(z) Y(2)V(z) _ 1 0.64z-0.512 G
R(z) V(z)R(z) z*-12z+4052 z-06 "
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SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 3: Modelos de perturbaciones

¢ Solucioén problema 3.1

Comparando las ecuaciones del proceso con la expresion general de un proceso lineal discreto

04 0
F =
[—0.6 0.2}

En primer lugar se va a calcular la incertidumbre en el estado P(k) que de acuerdo con el Teorema

estocastico se obtiene:

3.1 viene dada por la ecuacion:
P(k+1)=F-P(k)F" +R,
Por simplificar la escritura se va a utilizar la siguiente notacion:

P(k) = |:p11 (k) py, (k)} _ {e(k) f(k)}

Pau(k) py(k)| [glk) h(k)
Luego
ek+1) fG+D] [04 07[eth) f(K)][04 -06] [1 0
{g(k+1) h(k+l)}:{—0.6 0.2}[37(/() h(k)HO 0.2}[0 2}
Operando se obtiene:

ek+1) fUk+1)] 0.16-e(k) +1 —0.24-e(k) +0.08 £ (k)
g(k+1) h(k+1)| |=024e(k)+0.082(k) 0.36e(k)—0.12-g(k)—0.12- £ (k) +0.04-h(k) +2

Por lo tanto para obtener las expresiones de e(k), f(k), g(k) y h(k) hay que resolver cuatro ecuaciones

en diferencias.

Se va a resolver en primer lugar la ecuacion en diferencias:
e(k +1)=0.16-e(k) +1

Tomando la transformada Z se obtiene:

E(z)z-e(0)z =0.16E(z) + Ll

z—
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Despejando E(z)

o0y .
&= 016 T o= 0.16)

y descomponiendo en fracciones simples el segundo termino se obtiene

-0.16 1
E(z)= ez | 084 _ 0.84
(z-0.16) |z-0.16 =z-1

Tomando la transformada Z inversa se obtiene:

e(k) = e(0)0.16" — (L}O.wk +L k=12,3,..
0.84 0.84

Supuesto que e(kg)=€y, entonces:

1 1
k,) = e, = e(0)0.16" —| — 0.16" +—
elho) =& =(0) [0.84) 0.84

Despejando el valor de e(0)

e(0) = e,0.16™ + L oae
0.84) 10.84

Con lo que:
k—k 1 k—k 1
e(k)=¢€,016"" —| — [0.16"™ + — £k =12,3,...
0.84 0.84

En el estacionario k,— — o0 entonces

e(k) = —— =1.1905
0.84

Si se compara esta expresion con la expresion de E(z) se observa que e(k) en el estacionario

coincide con el coeficiente de la fraccion 1/(z-1).

Se va a resolver en segundo lugar la ecuacion en diferencias:

ke +1) = —0.24-¢(k) +0.08 £ (k)
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Tomando la transformada Z
F(z)z- f(0)z=-0.24-E(2)+0.08-F(z)

y despejando F(z) se obtiene:

Fz) = f(0)yz  0.24-E(z)
~2z-0.08 z-0.08

Sustituyendo el valor de E(z) calculado con anterioridad se obtiene la expresién

F(z)= f(0)z a,z a, a;
z— 008 (z=0.08)(z-0. 16) (z=0.08)(z-0. 16) (z=0.08)(z-1)
=—0.24-¢(0)
0.16

, =0.24——
0.84

024
0.84

Por otra parte como

a;

—ca—-d cb+d
cz+d _ ph-q L b-a

(z—a)(z=b)  (z—a) (z-b)

entonces descomponiendo en fracciones simples a F(z) se obtiene

@, a, a, a,
F(z) = SOz ¢ 2, __0.08 008 _ 092 _ 092
z-0.08 (—008) (z—=0.16) (z—0.08) (z—0.16) (z—0.08) (z-1)

Aplicando la transformada Z inversa se obtiene la siguiente expresion si k=1, 2, 3,...

F(k) = £(0)0.08* —,0.08"" +2a,0.16"" — 220,08 + %2016 =L, 084" + L2
0.08 0.08 0.92 0.92

Supuesto que f(ky)=f, entonces

F(k) = £ (ky)0.085 — 0,008 4 2¢,-0.16" 0 =220 08! 4 L2 165k - Z_ gghet 4 Zi
0.08 0.08 0.92 0.92

En el estacionario ko— — o0 entonces

0.24
= =-0.3106
Jk)= 0. 92 ©0.840.92
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Si se compara esta expresion con la expresion de F(z) se observa que f(k) en el estacionario coincide

con el coeficiente de la fraccion 1/(z-1).

Por analogia la ecuacion en diferencias
g(k+1)=-0.24-e(k)+0.08g(k)

tiene la siguiente solucion en el estacionario:

0.24
B=——22% 03106
8k == 2 40.92

Por ultimo queda resolver la ecuacion en diferencias
h(k+1)=0.36-e(k)—0.12-g(k)—0.12- (k) + 0.04-h(k) + 2

Tomando la transformada z

2z

z

H(z)z—h(0)z = 036E(z)—0.12:G(z) — 0.12-F (z) + 0.04-H (z) +

y despejando H(z) se obtiene:

hO)yz | 036E(zx) 0.12G(z) 0.12F(2) 2z
z-004 z-004 z-004 z-0.04 (z—1)(z—0.04)

H(z)=

Sustituyendo las expresiones de E(z), F(z) y G(z) obtenidas con anterioridad se obtiene:

-0.16 1
H(z) = h(©yz 036 | e(0)z | 084 _ 0.84
z—-0.04 z-0.04|(z-0.16) |z—-0.16 z-1

a, Q, a; a;
_ 024 ) jOz e 24 008 . 008 092 . 092
z—-0.04|z-0.08 (z—0.08) (z—0.16) (z—0.08) (z—0.16) (z—0.08) (z—1)

2z
+
(z-1)(z—-0.04)

Aunque se podria proceder como en los casos anteriores es mas sencillo usar la propiedad
observada con anterioridad: La solucién de h(k) en el estacionario sera el coeficiente de la fraccion

1/(z-1). Luego basta con quedarnos con los siguientes términos de la expresion anterior
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0.36 024 %

084 092 2z
(-0.04)z—-1) (z—0.04)z-1) (z—1)(z—0.04)

Descomponiendo en fracciones simples y quedandose unicamente con los términos 1/(z-1) se

obtiene
0.36 0.24-053 2
0.84-:0.96  0.92-0.96 + 0.96
(z-1 (z-1) (z-1
Luego

h(k)

036 0.24q, N 2 1 '0.36_0.24'a3+2
0.84:0.96 0.92:096 096 0.96[0.84 092

1 [0.36 0.24>
. +

= +21=2.6074
0.96]0.84 0.92:0.84

Luego P(k) en el estacionario es:

1.1905  —0.3106
P(k) =

-0.3106 2.6074

Por otra parte, de acuerdo con el Teorema 3.1, la funcién de covarianza estacionaria del proceso ry(t)

viene dada por la ecuacion:
r(t)=F"P(k) 720

Operando se obtiene que

e | 04 0] _fo4r 0
=06 02| |b(r) 02°

donde

0 =0

b — 7—1 ) )
D=1 065 047027 750

j=0

Finalmente realizando un producto de matrices se obtiene:
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1.1905-0.4° —-0.3106:0.4°
rr (T) = T 2 O
’ 1.1905b(z) - 0.3106:0.2°  —0.3106:H(7) + 2.6074:0.2°

¢ Soluciéon problema 3.2

Comparando las ecuaciones del proceso con la expresion general de un proceso lineal discreto

F{_a 0} c=[1 1]

estocastico se obtiene:

0 -b
En primer lugar se va a calcular la incertidumbre en el estado P(k) que de acuerdo con el Teorema

3.1 viene dada por la ecuacion:
P(k+1)=F-P(k)F" +R, P(0)=R,
Por simplificar la escritura se va a utilizar la siguiente notacion:

P(k) = |:p11 (k) py, (k)} _ {e(k) f(k)}

Pu(k) pyr(K)| [gk) hk)

Luego
e(k+1) f(k+)| |—a 0 .e(k) f(k)'—a 0 N ol 0
glk+1) hk+1)| | 0 —bllgk) h(k)|][0 -b| |0 o2
Operando se obtiene:

[e(k+1) f(k+1)}_[a2-e(k)+af ab f(k) }

gk+1) h(k+1)| | abgk) b>hk)+o?

Luego para obtener las expresiones de e(k), f(k), g(k) y h(k) hay que resolver cuatro ecuaciones en

diferencias.

Se va a resolver en primer lugar la ecuacion en diferencias:
2 2
e(k+1l)=a"-e(k)+o,

Tomando la transformada Z
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E(z)z—e(0)z=a’E(z)+ 0o, Ll

y despejando E(z) se obtiene:

E)=0% 2 =

(z—a’) : (z—l)-(z—az)

Descomponiendo en fracciones simples el segundo termino

-a’ 1
. 2 2

E(Z): e(o)i +012' l—a2+l—a
(z—a”) z—a z—1

y tomando la transformada Z inversa se obtiene:

2 2
e(k) = e(0)ya** —[1 9 z}a“ +(1 9 2} k=1,2,3,..
—a —a

Supuesto que e(kq)=€y, entonces:

2 2
" or | 2 o
e(k,) =e, =e(0)a’ _(—l—laz]az +[—1 lazj

Despejando el valor de ¢(0)

Con lo que:

2
l—a —-a

2 2
e(k) = eo .az'(k_kO) _( O-l J'az'(k_k()) + (1 O-l 2 j k = 1, 2939-..

En el estacionario ky— — o0 si |a]<1 entonces

2
O,

1-a°

e(k) =

Por analogia, la ecuacion en diferencias
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hk+1)= b? h(k)+ 0'22
tiene como solucién en el estacionario a:

o,

1-5°

h(k) =

Por otra parte la ecuacion en diferencias:

flk+1)=ab f(k)
tiene como solucién

S k)= (ab)™

En el estacionario k,— — o si |a-b|<1 entonces f(k)=0.
Por analogia, la ecuacion en diferencias

glk+l)=abg(k)
tiene como solucioén en el estacionarioa g(k) =0

Luego en el estacionario

Por otra parte, de acuerdo con el Teorema 3.1 la funcién de covarianza del estado viene dada por:
r.(k+t,k)=F"-P(k), 720

Hay que calcular F°,

b e AT ST ]

Luego en el estacionario
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R LA
( 11) azo-l O
r(o= 71 r e
0 (-D)"bo;
1-5?

Asimismo la funcién de covarianza de la salida viene dada por:

T, 7 2
—(_1) azo-l 0 1 (_l)r.arGZ (_l)r'bra2
r(0)=Cr, (¢’ =[1 11| 174 e o 1|7 T+ T
7 0 =D"b'o; ||1 l—a 1-b
1-b2

Para considerar ademas la posibilidad de que t pueda ser negativo, la expresion anterior se debe

escribir en la forma:

(_1)\7\ .a\f\af . (_1)\7\ .b\f\ 0.22
2 2
1-a 1-b

0 equivalentemente

ry (T) — (_1)\7\ .a\f\cl + (_1)\7\ .b\f\cz

donde
2 2
g o,
c, = c, =
1 2
1-a’ 1-b

A continuacién hay que calcular la funcion de densidad espectral de la salida a través de su

definicion:
O (w)= L ir (k)e ™
y 217 = y

Que se puede expresar equivalente en la forma:

O (w)= i{ry (0)+ Z , (k)e ™ + i , (k)e”“”} = i{ry (0)+ i , (B)e” + i , (k)e ™
k=— k=1 p=1 k=l

Se van a calcular por separado cada uno de los términos. Para 1=0 se tiene

r,0)=c¢ +c,
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PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (1* parcial) SOLUCIONES

Para t>0 se tiene

5,22 n 0™ =Sl ate (5 e et o 0 e ) re Tt e f

Considerando de forma independiente los términos pares de los impares es posible expresar la

ecuacion anterior en la forma:

0

S5 =¢ i (a'efiw )2k tey), (b ) —cr i ( " )Zk e, > (b'e#w )ZH

k=1 k=1 k=1 k=1

o0 0

S, :cl-zwl(a2 _’2“’) +c, i( _’2”) ciae” -(az-e_izw)k—cz-b_l-ei"’Z(bz-e_iza’)

k=1 k=1 k=1 k=1

S, =(¢,—¢ra” elw)Z( lzw) +(Cz_czb elw)Z( _lzw)

k=1

Se tienen series de progresiones geométricas que poseen una expresion analitica para su suma, con

lo que

2, 2w b2_ —i2w

S =(c,—c¢,;rae)y—————+(c, —c, b e )y———
1 1 1 2 2 2 2 2 —i2
l—a e 1-be™”

Para t<0 se tiene
=S k(B =Y [-1) a” e, + (=1 b e, e
p=1 B=1

siguiendo un procedimiento de calculo similar al descrito con anterioridad se puede demostrar que:

2 —i 2 —i
ac,—crae’” b'c,—c,be™

S, = 20 _ 2 o120 _p?

Luego la funcién de densidad espectral de la salida es:

2 —i 2 —i 2 i 2 i
ac —crae’ b'c,—cy,be™ ac,—c,rae” N b c, —c,be"”

—i20 2 712(0 bZ + 20 2 eiZw _b2

1
O (w)=—/]c +c, +
H(@)=——lete o,

e —a
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O equivalentemente

1 a‘c,—craz”' b’c,—c,bz”' a’c,—ciaz bic,—c,bz
F(z)= Py ¢ +e, + 2 _ 2 + 2 _p2 + 2 _ 2 + 2 _p2
z" - z"— z° - z° -

Sacando factor comun a ¢, y ¢,

F(z) :%{cl{“_ a(i—zt) + a(za_zz)j+c2-[l+ b(h—z"") N b(zb_Z)J}
7[ z

-2 2 2
—-a z°—a z °=b z-=b

desarrollando los denominadores,

F(z):L[cl.(l N 71a(a—z:11) . a(a—2) j +02{1+ 71b(b—z:11) . bo-2) H
2z (z' —a)z' +a) (z—a)z+a) (z" —b)z" +b) (z—b)z+b)

simplificando,

Fz)=— e 1= . Y 71” __0b
27 (z'+a) (z+a) (z'+b) (z+b)

F(z) = %[Cl '((Zl rayz c:) —a(zra)—a(z a)J +c, .((Zl +b)(z+ bﬂ) —b(z+b)-b(z" + b)ﬂ
T (z7 +a)(z+a) (z' +b)(z+b)

F(z) =

1 ¢, (1—a*) N ¢, (1-b%)
27| (z' +a)(z+a) (z7' +b)(z+Db)

y dejando un denominador comun se llega a la siguiente expresion para la funcién de densidad

espectral:

F(z) = 1 ig (1=a*)(z" +b)(z+b)+c,(1-b*)(z"" +a)(z +a)
- (z"' +a)(z+a)(z" +b)(z+b)

Se sabe del enunciado que la expresion del filtro H(z) que teniendo como entrada ruido blanco

genera la salida y cuya densidad espectral es F(z), es:

z+c

Hz)y=A4————
(z+a)(z+b)

Por el teorema de factorizacién espectral se sabe que
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27 F(z)=H(z)H(z™")
y sustituyendo el valor de H(z) se tiene:

2oz + c)(z’1 + c)
(z+a)(z+b)(z" +a)(z" +b)

2 F(z) =

Comparando esta expresion con la funcién de densidad espectral obtenida con anterioridad se

obtiene la ecuacion
Plz+clz " +c)=c, (1-a®)y(z " +b)(z+b) + ¢, (1-b*)(z" +a)(z+a)
que es equivalente a:
A '(Z + c)-(z_1 + c)= ol (z+b)(z" +b)+oi(z+a)(z" +a)

Esta es la relacion pedida a partir de la cual es posible determinar A y ¢

¢ Solucion problema 3.3
El proceso estocastico de este problema es similar al del Ejemplo 3.2 de los apuntes, por lo tanto la

funcién de covarianza estacionaria del estado es

2

r(7) =

real
1
1

y el valor medio del estado en el estacionario es 0. En este problema r=1

Se va a calcular la funcién de covarianza estacionaria de la salida y:

r(7) = E[yi. v 1= El(xy,, +e, ) (x, +e)]= Elx,,, X, ]+ Elx, e, 1+ Ele,,.x, ]+ E[e, e, ] =
=r (v)+Elax,, e+ E[v,,  el+Ele, x]+r(r)

Como el estado es independiente del ruido blanco que afecta a la entrada entonces la expresion

anterior se reduce a
r(7)=r(v)+ Elv,,, e ]+7.(7)

que de acuerdo con los datos del enunciado es equivalente a
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SOLUCIONES
1 .
P +r, si =0
—-a
r, ()= - —+h, S |T|=
|7l
a
si |r|>1
1 aZ | |

A continuacién hay que calcular la funcion de densidad espectral de la salida a través de su
definicion:

1 & ;
O (0)=— Y r, (k)e™
@ =523 n®)
Que se puede expresar equivalente en la forma:

% =3, { S e (e 1 )4, (e, (k)e‘”“”}

{i r, (~Re”” + r, (=1)e™ + r,(0)+r, (e ™ i r, (k)e‘”“"} =
p=2 k=2

0 k

a - a ; 1 a i a »
E —e’ + S+, e+ S+ |+ S+, e+ E ——e | =
s2l—a l1-a l-a 1

—a —1-a’
1 - W\ . »
py bZ(a-e’“’) +a,e’ +a, +a,e +b
T

=
Hygk
—_
S
ml
1
N—
”
| I

1
b=
1-a?
1
O =t
a, :1_ 7t

Puesto que se trata de series de progresiones geométricas, entonces existe una expresiéon analitica
para su suma:

. \2 o \2
U (we) | e
q)y(a))zz— —bl—iw+a2'el”+a1+a2'e W—b—w
T —ae

—ae

La expresion anterior es equivalente a:
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F(z)=i[(z_l_f#+a2-z+al +ta,z” —%
Si se define
a, =-ba’
entonces:
F(z)= i[(z"l f;)-z"l + = f;)‘z +a,(z+ z™! )+ ai

Dejando un denominador comun se obtiene la siguiente expresion:

F(z)=

1| z(z-a)+ay;z (2 —a)+ra,(z+z )z —a)(z-a)+a,(z7 —a)(z-a)
2 (z"' —a)(z—a)

Se sabe del enunciado que la expresion del filtro H(z) que teniendo como entrada ruido blanco

genera la salida y cuya densidad espectral es F(z), es:

z—C

H(z)=A

z—a
Por el teorema de factorizacién espectral se sabe que
2 F(z)=H(z)H(z™")

y sustituyendo el valor de H(z) se tiene:

2rF(z) =L _c)(i_l ~<)
(z-a)(z"-a)

Comparando esta expresion con la expresion de F(z) calculada con anterioridad se obtiene la

siguiente ecuacion:

'—ay(z—a)+a,(z"' —a)(z-a)

A -(z - c)(z_1 - c)= a,z(z—a)+ay,z (2 —a)+a,(z+z27)(z"
que es equivalente a

Pl4c?)- 2ol +2)=[a, —aa, (2> +27) +[~aa, + a, (1 +a)—aa [ (z +2") +[-2aa, +a,(1+a>)]
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Igualando los coeficientes asociados a las mismas potencias se obtiene el siguiente par de

ecuaciones:

21+ c?)=a,(1+a’)-2aa,

2
Ac=aa,—a,(1+a)+aa,
Que se pueden expresar equivalentemente en la forma:

ﬂ,z~(1 Jrcz)zp1
,12~c:p2

donde

p =a,(1+a*)-2aa,

p,=aa;,—a,(l+a)+aq,

Resolviendo este par de ecuaciones se obtiene como soluciones:

De estas cuatro soluciones solamente serian validas aquellas que fuesen reales y cumplan que |c|<1.

¢ Solucién problema 3.4

En primer lugar hay que determinar la expresion del filtro H(z) que excitado con la entrada e genera la

salida y, para ello hay que aplicar la transformada Z sobre la ecuacion en diferencias del enunciado:

Y(2)-0.7z7"Y(z) = E(z) - 0.5z""-E(2)

con lo que

En segundo lugar hay que determinar la expresion temporal de este filtro, es decir h(k), para ello hay

que aplicar la transformada Z inversa a la expresion H(z), con lo que se obtiene:

Ho) 1 si k=0
102:07 si k=1,2.3,...
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Por otra en el dominio temporal la relacion entre la entrada y la salida viene dada por la expresion:
y(k) =" h(nye(k —n)
n=0
Tomando valores medios
m, (k) = E[y(k)]= {Z h(n)e(k - n)}

i h(n)-Ele(k —n)] = Zh(n)-me(k—n)

Supuesto que el ruido blanco de la entrada tiene valor medio 0, entonces el valor medio de la salida

también seria 0. Por lo tanto, de la definicién de covarianza se obtiene:
r,(7) = Elp(k + 0y (k)] =

E (i h(n)fe(k +7 - n)]]{g H(iyJet - l)]]T _

n=0

h(ny Ele(k + 7 —nye” (k=" (1) =

M 1D
1M 2D

h(n)r,(z +1-n)h" (1)

i
(=]
-~
Il
(=]

Desarrollando el sumatorio mas interno se obtiene:

r,(7) = Zh(n)r(r+0 n)h' (O)+Zh(n)r(r+l n)h" (1)+Zh(n)r(r+2 n)h" (2)+...

n=0 n=0

Puesto que la entrada de la entrada es ruido blanco su funcion de covarianza es no nula Unicamente
cuando se evalua en 0, y en dicho caso de acuerdo el enunciado vale 1, por ello dentro de cada

sumatorio solamente existe un término no nulo:

r,(2) = h(z)yh" (0)+ h(z + 1}k (1) + h(z +2)h" (2) + ...

La expresion anterior es equivalente a:
r,(2) =D h(t +k)h'" (k)
k=0

Y como se trata de un sistema escalar:
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r,(0) =Y h(z +k)h(k)
k=0
Si =0, entonces

r,(0)=Y h*(k)=1+>(0.2-0.7"")* =1+ 0.2 -0.772>(0.7%)"
k=0 k=1

k=1

Esta sumatoria es una progresién geométrica de razén 0.7%, que tiene una expresién analitica para su

suma, por lo tanto:

0.7° 0.2° 55
F(0)=1+0.22-0.7"> =1+ ===
() 1-0.7* 1-0.7* 51

Si t>0, entonces

r, () = h(D)+ Y h(z +k)yh" (k)=0.2-0.77" +3,0.2:0.777:02-0.7"" =
k=1 k=1
3 ; 0.72
=02:077"+02%0.770.77 ) 0.7°) 020771 +0270.7 07" 077
k=1 —0.

=02-0.7"" +

0220.7° {

2
201 02 02 }0.7,_130

== =—0.7"
0.7 1-0.7° 357

Luego la funcién de covarianza de la salida es:

55

31 7=0
r,(7) =
130 07 220
357

La funcion de densidad espectral se puede calcular mediante la expresion dada por el teorema 3.3
@, ()= H (" )¢, (w)H" (™)
Sustituyendo valores se obtiene:

(e’:“’ - 0.5)_(6_’:“’ - 0.5)
(e"” - 0.7) (e_’w - 0.7)

1
9, () = gy

0 equivalentemente
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1 (z-05)(z"-05
= c=0a) Ez_l —0.7;

4 Solucién problema 3.5

En primer lugar hay que determinar la expresion del filtro H(z) que excitado con la entrada e genera la

salida y, para ello hay que aplicar la transformada Z sobre la ecuacién en diferencias del enunciado:

Y(z)-1.5z"Y(2)+ 0.7z Y(z) = E(z) + 0.2:z "E(2)

con lo que

_ Y(2) _ B(z2) _ 2> +02z

@)= e
(z) A(z) z"-15z +0.7

Si se supone que:
B(z)=b,z> +b-z+b,
Az)=a,z’ +a,z+a,
entonces by=1, b1=0.2, b,=0, ap=1, a;=-1.5y a,=0.7.
De acuerdo con el Teorema 3.5 la densidad espectral de la sefal y esta dada por

1 B(z)-B(z™")
2. A(z)A(z™)

() =

También se sigue de dicho Teorema 3.5 que la varianza de la senal y esta dada por la integral

compleja

1 §B(z)-B(z_l)_g

27id AZ)A(z) z

£l )= [#ordo =1 [p@rede -
-7 ! -

Puesto que el orden del denominador es 2, se puede demostrar que en dicho caso la varianza viene

dada por la expresion:

[ 2]: Byaye, —Biaya, +By(af —aye)

2 2
ay[(ay —a;y)e —(aya —a;a,)a]

donde
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B, =b; +b’ +b;
B, =2:(b,"b, +b,"D,)
B, = 2:b,°b,

e =a,ta,
Sustituyendo los valores de los coeficientes de A y B en las expresiones anteriores se obtiene

B,=1.04,B,=04,B,=0,¢, =17

E[y?]=23% 237 _ 153333,
0192 3
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SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 4: Estimacion éptima

¢ Solucioén problema 4.1
Considerando que la ecuacion general de un proceso discreto es:

Xy =Ox, +1u, +v,

v, =Cx, +e

se obtiene que para el proceso del problema ©=0.5, I'=0 y C=1.

La ganancia de Kalman en el estado estacionario es:
K =PC" (R, +CPCT)
donde
P=®[P-PC"(R,+C-P-C")"-C:P]D" +R,
En este caso se trata de un sistema escalar luego:

PC

K'=—"—
r,+C"-P

2 2 O P
P:CDZ' P_(P—C2 +l"1 :%.J{_rl
r, +C”-P) r, +C"-P

Expresando la ecuacion de la covarianza del error de estimacidon como una ecuacion de segundo

orden:
P, +C*P? = <1)2-7’2-P+r1'r2 +r1'C2-P
C*P*+(r,—-®*r,—1,-C*)P-r;1, =0
C*P* +[(1-®*)r, —1r,-C*1P-1,7, =0
y sustituyendo valores se obtiene:

P? +[0.757, -1, P—r-r, =0
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La solucion positiva de esta ecuacion es:

r, —0.75r, + \/(0.757”2 1) +4rr,
2

Luego la ganancia de Kalman en el estado estacionario es:

. P n-=075n +\/(0.75'l’2 —1)’ + 47T,
n+P o p 41257 +\/(0.75-r2 1)’ +4nr,

Por otra se pide calcular el polo del filtro estacionario y compararlo con el del sistema. De forma

general, el sistema real viene dado por:
Xy =DOx, +Tu, +v,

Por su parte el estimador del sistema implementado por el filiro de Kalman viene dado por la

ecuacion:
Fhk+1|k+) =%k +1|k)+K?, {y,,, - Cx(k+1]k)]
donde:
Xk+11k)=Dx(k|k)+Tu,

Sustituyendo x(k + 1| k) en la expresion de x(k+1|k +1)

fhk+11k+1) =Dk | k)+Tu, +K: |y, —COR(k|k)—CTu,|
y reordenando términos se obtiene:

xk+1k+D)=[1-K;,, ClOx(k|k)+[1-K,,)ClTu, +K; ,"v.,
Que en el estacionario toma la forma:

Xk+1k+)=[1-K*C]DOx(k |k)+[1-K*ClTu, +K; 'y,

Para este problema, el sistema real es:

X, =0.5x, +v,
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cuyo polo es z=0.5.

Mientras que el estimador en el estado estacionario es
X(k+1k+1)=[1-K°10.5x(k | k)+ K°"y,.,
cuyo polo es
z=[1-K°]-0.5

Es decir el polo del estimador en el estado estacionario modifica el polo del sistema real con un factor

[1-K¢].

¢ Solucién problema 4.2
Comparando la expresion del enunciado con la ecuacion general de un proceso discreto

Xpy =Ox, +1Tu, +w,

v, =Cx, +e
donde
w, =Qwv,

se obtiene que

Por otra parte la varianza de wy es:

0 0 0
R, = E[w, w, 1= E[Qv, v, Q"= QE[v,v, Q" = QQ" =+, -M-[o 1]= {o }
g

Por otra parte como ¢, es 0 para este sistema, entonces R,=0;

Las ecuaciones de la matriz de covarianza del error de estimacion y del vector de ganancias del filtro

de Kalman son:

P(k+1|k)=®P(k | k)®" +R,
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Kiy = PU+1 K CT{R, + Pk +1kYCT)

Pk+1|k+1)=P(k+1|k)— K¢, -C-P(k+1| k)

Sustituyendo valores se obtiene:

11 1 0] [0 0
P11k =] - [PGLRY

-1

0 0
K¢, =P(k+1]| k)-M{[o 1}P(k +1] k)-LD

Pk+1)k+1)=Pk+1|k)—K¢, [0 11-P(k+1]k)

Considerando la siguiente notacion

Pk | k) = P (k) plz(k):|

| P2 (k) pyy (k)
Pk+11k+1)= pulk+1) plz(k‘i‘l)}
Pk +1) py(k+])

Entonces operando se obtienen las ecuaciones buscadas

P (k) +py (k) +p, (k) +py(k) p,(k)+Dpy (k)}

Ple+114) { D (6) + Py () Do (0)+7

e Py, (k) +p,, (k) lT
o Py (k) +1,

(py, (k) +p,, (k) (py, (k) + p,, (k)
(pp (k) t 1)

puk+1) =p, (k) +py (k) + pyy (k) + Py (k) —

Pok+)=p,(k+1)=p,(k+1)=0
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¢ Solucién problema 4.3

Este problema es analogo al anterior pero ahora R,=c?, en consecuencia las ecuaciones de la matriz

de covarianza del error de estimacion y del vector de ganancias del filtro de Kalman ahora son:

11 1 0] [o o
P(k+1|k):{0 J-P(k|k)~[l 1}{0 J

0 0
K =P(k+1] k){ J{az +[0 1}Pk+1] k)Hj

-1

Pk +11k+1) =Pk +1|k)— K¢, [0 1]-P(k+1]k)

Luego operando se obtienen las ecuaciones buscadas:

P(k+1]k):{

() +py (k) +p, (k) +py(k) p,(k)+py (k)}
pa, (k) +p22(k) pn(k)+n

K¢ { P (K)+py, (k) pn (k) +1 T

b P& +r +o’ pyp (k) +1 +o’

(p1y (k) +pyy (k) - (P, (k) + Py, (K))

P (k+1) =py (k) +pyy (k) +pyy (k) +poy (k) — (P (k) +1,+07%)

(P1y (k) +pyy (k) (pyy (K) +17)

Pi(k+1) =p, (k) +py (k) - (P (k) +1, +072)

(py (k) +pyy (k) (P, (k) + 1)

Py (k+1) =p, (k) +py (k) - () +, +02)

(py, (k) er1)2
(py (k) +1, + 02)

Ppk+1)=py(k)+1 —
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¢ Solucién problema 4.4

Puesto que el estado inicial x(0) se conoce perfectamente, eso significa que la matriz de covarianza

del error de estimacion en el instante inicial k=0 es:

0 0
P(0|0):{0 0}

De acuerdo con las ecuaciones del filtro de Kalman:

0 0
P(110)=®-P(0]0)®" + R, =R, {o }
"

Ky =P(1|0)-m[[0 1]-P(1|0).[(1)D_1 :m

0 0
P([1) = P[0)-K}-[0 1]'P(1|0)=L) 0}

Con lo que se deduce que en cualquier instante k se tendra:

0 0
P(k|k){0 o}

0
K:+1 :Ke :|:1:|

Por otra parte el estimador del sistema implementado por el filtro de Kalman viene dado por la

ecuacion:
k+11k+1) =%k +1| k) + K}, [y, —Cx(k+1] k)]
donde:
x(k+11k)=Dx(k|k)+Tu,
Sustituyendo x(k + 1| k) en la expresion de x(k+1|k+1):

2k +11k+1)=Dx(k | k) +Tu, + K[, |y, —COx(k|k)-CTu,|
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y reordenando términos se obtiene:
x(k+1k+D)=[1-K;, ClOx(k|k)+[I-K;,,ClTu, + K.,y .,
Que se puede escribir de forma equivalente como:
X(k+1k+)=Axk|k)+Bu, +K; 'y,
donde

A=[I-K{,-C]O
B=[I-K,C]T

Para este sistema la ganancia de Kalman es constante, luego
x(k+1k+1)=Ax(k|k)+Bu, + Ky,
En el instante k+2 el estimador es:
x(k+2|k+2)=Ax(k+1|k+1)+Bu,,, +Ky,,,
Sustituyendo en la ecuacion anterior la expresion del estimador en k+1 y operando se obtiene:
Rk+2k+2)=A>%(k|k)+ ABu, + AK "y, +Bu,, +K"y,,
En el instante k+3 el estimador es:
X(k+3k+3)=Ax(k+2|k+2)+Bu,,,+Ky,,,
Sustituyendo en la ecuacion anterior la expresion del estimador en k+2 y operando se obtiene:
(k+3|k+3)=A>x(k|k)+ A*Bu, + A Ky, + ABu,, + AK "y, +Bu ., +Ky, .,
Reordenando términos se obtiene:

(k+3|k+3)=A>%(k | k)+[A*Bu, + ABu,,, +Bu, ,|+[A Ky, +AK"y, , +K"y, ;]

Por tanto se ha conseguido expresar el estimador en el instante k+3 en funcién de: el estimador en el
instante k, las sefiales de control en los instantes k, k+1 y k+2, y las salidas medidas en los instantes
k+1, k+2 y k+3.
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Para el sistema del problema las matrices A y B toman los siguientes valores:
1 1 0.5
A= B=
0 0 0

A"=A4 n=123,.

Ademas se puede comprobar que

que
A'B=B

y que

Luego el estimador en el instante k+3 para este sistema toma la expresion:

x(k+3|k+3)=Ax(k|k)+[Bu, + B, +Bu | +[Dy,, + Dy, + Ky 5]

R 1 1], 0.5 1 0
X(k+3k+3)= |:0 O}X(k | k) +{ 0 }(“k fup, tu,)+ |:Oi|.(yk+l + Vi) + |:1:|'yk+3
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SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 5: Identificacion

¢ Solucioén problema 5.1
a) El proceso a identificar es:
y()=0.8y(t-1)+u(t—1)+e(t)—0.8e(t-1)
El modelo que se considera para la identificacion es:
y(t)y=—ay(t-1)+bu(t-1)

En este caso:
" (1) =[-p(t=1) u(t-1)], 0= M

Para construir la ecuacion normal hay que hacer las siguientes multiplicaciones de matrices
—y(1=1) u(l-1)]

cDT,GD_{—y(l—l) =D —y(r—l)}
u(l-1) - u@-1) - ui-1)

—y(=1) u@-1)

—y(@E=1) u@-D],

v

(DT,Y{—y(l—l) IR —y(z—n} o
ul-1) - u@-1) - u@-1 _

(@),

que se pueden expresar en la forma:

Sy =Yyl Du-1)
OO = i=1 i .

—Zt:y(i—l)u(i—l) iuz(i—l)
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= > y(@)yyi-1)
Ty = ti:l .
2 y(@yuli=1)

Luego la ecuacién normal es:

-3 yiyyti-1)

Sy - Yy-hut-D H
S iyu(i-1)

SS-tu-1y Y-y |2

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen las estimas de minimos cuadrados de los

parametros ay b

_ (Zt“uz (i— 1)}(2 (i) y(i— 1)] + (Zl: (i =) u(i- 1)}(2[“ V(i)u(i - l)j
(Z V(- 1))-(2#@ —1))—(2 y(i —1)u(i —1)j

—(Zt:y(i —Du(i —l)j'(iy(i)'y(i —1)}+[Zt: yz(i—l)]-(i y(i)-u(i—l)j
fiyz(i—1)]-[iu%i—l)]—(iy(i—1)-u<z’—1)j

b) Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por 1/t y haciendo la aproximacion:
| |
S (RS VEE IS ()
ta I3
la ecuacion normal se puede expresar en la forma:
1G . I L IS L
= VEE) == y)ul) —=> ¥y -1
5 ‘5 .H_ =
1S 1G ). bl | 1&
——> y@u@) =D u@) =Y y(yu(-1
t4S S S
Si t—> 00, entonces se obtiene

Ey' (o] - E[y(t)u(r)]ﬂa} _ {— ELy(t)y(t - 1)]}
b

1
CE@Ou®]  Et0)] ELy(0yu(t — 1] @
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Hay que calcular los valores esperados de diferentes magnitudes. Como la entrada u y el ruido e son

independientes se cumple:

Ele(t)e(t—1)]=0
Elu(®)u(t-1)]=0
Ele(t)u(t)]=0

Por otra parte

Ele(t)’]=1
Elu(t)*]1=1

Ademas como el valor actual de e o de u es independiente del valor pasado de la salida y, se cumple:

E[y(t =Du(®)]=0
E[y(t=1)e(®)]=0

Teniendo en cuenta toda esta informacion, en primer lugar, se va a calcular E[ y(t)-u(t)]:

E[y@®)u(t)]=E[(0.8y(t—1)+u(t—1)+e(t)—0.8e(t—1))u(t)] =
= E[0.8:y(t =) u(t)]+ E[u(t =) u(t)]+ E[e(t)u(t)]+ E[-0.8e(t —1)u(?)] =
=0+0+0+0=0

En segundo lugar se va a calcular E[y(¢)u(t —1)]
E[y(t)u(t—1)]=E[(0.8y(t—1)+u(t—1)+e(t)—0.8e(t —1))u(t—1)] =

=E[0.8y(t=1D)-u(t=1)]+ E[u(t = 1)-u(t —=1)]+ E[e(t)-u(t —1)]+ E[-0.8-e(t = 1)-u(t —1)] =
=0+1+0+0=1

En tercer lugar se va a calcular E[y(¢)*]

E[y(t)*]1= E[(0.8y(t —1)+u(t—1)+e(t) —0.8-e(t —1))*]

desarrollando el cuadrado, tomando el valor esperado, y considerando Unicamente los términos no

nulos se obtiene la siguiente expresion

E[y(t)*]=0.64-E[y*(t=1)]-1.28-E[e(t =1)-y(t —1)]+ E[u* (t = 1)] +

5 5 (2)
+E[*(£)] +0.64-E[e* (1 - 1)]

Se observa que para poder obtener E[y(¢)”] se requiere calcular E[e(t —1)-y(t —1)]:
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E[y(t—1)e(t—D]=E[(0.8y(t—2)+u(t—2)+e(t—1)—0.8e(t —2))e(t—1)] =
=E[0.8y(t—=2)e(t—1)]+ E[u(t —2)e(t—1)]+ E[e(t —1)e(t —1)]+ E[-0.8e(t = 2)e(t—1)] =
=0+0+1+0=1

Asimismo si se consideran las siguientes aproximaciones:

E[y(t=1)*1= E[y(1)’]
Elu(t-1)°1~E[u(t)*]1=1
Ele(t-1)*]~ E[e(t)*]=1

entonces la ecuacion (2) toma la forma

E[y(t)*]= 0.64-E[y(t)*]-1.28 +1+1+0.64 = 0.64-E[ y(¢)* ] +1.36

Luego, despejando E[y(¢)*]se obtiene:
1.36
E[y*(1)]=—>=3.78
L 1=573¢

Finalmente se va a calcular E[y(¢)-y(t —1)]

E[y(t)y(t—1)]=E[(0.8y(t=1)+u(t—1) +e(t) - 0.8e(t — 1)) y(t = 1)] =
= E[0.8y(¢t —1)-y(t = D]+ E[u(t = 1)-y(t = )]+ E[e(t)-y(t —1)] + E[-0.8-e(t = 1)-y(t - 1)] =
=0.8E[y(t)*]+0+0-0.8 =
=0.83.78-0.8=2.22

Por lo tanto, la ecuacion normal toma la forma:

i el

Resolviéndola se obtienen las siguientes estimas:

a=0.59
b=1

Solamente el parametro b=1 coincide con el parametro real by=1. Por su parte el parametro a=0.59
difiere del parametro real a,=0.8 debido a la existencia de ruido correlacionado que hace que la
estima esté polarizada.

c) Si es posible, para ello se deben utilizar otros métodos de estimacién como el método de los
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minimos cuadrados extendidos, el algoritmo de maxima verosimilitud o el método de la variable

instrumental.

¢ Solucion problema 5.2
a) El proceso a identificar es:
y(@)=—ay(t -1 +u(t)+e(?)
donde e(t) es ruido gaussiano independiente.
El modelo que se considera para la identificacion es:
y(0)==pyt—1)+u(t-1)

En este caso:

¢" () =[-y(t-1u-1],0= {ﬂ

Para construir la ecuacion normal hay que hacer las siguientes multiplicaciones de matrices
—y(1=1) u(l-1)]

cDT,GD_{—ya—l) =D —y(t—l)}
u(l-1) - u@-1) - ui-1)

-y@i-1) u(i-1)

—y(@E=1) u@-D],

()]

cI)T,Y{—ya—l) IRE(GON —y(z—n} "
u(l-1) - u@-1) - u(-1) _

(@),

que se pueden expresar en la forma:

Sy =Y pli-Du-1)
OO = i=1 i .

—Zt:y(i—l)u(i—l) iuz(i—l)
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= > y(@)yyi-1)
dry = ti:l .
2 y(@yuli=1)

Luego la ecuacién normal es:

Sy Y- m 3 -1y
SSy-vu-n ey (L] s

Despejando B se obtiene:

> =Dyt =1) - 3y (-

L =" t (1)
D Y-
i=1
b) Multiplicando el nimerador y el denominador de (1) por 1/t y haciendo la aproximacion:
1 ¢ I ¢
SO (B VRIS ()
t i=1 t i=l
la ecuacion (1) si t— oo se puede expresar en la forma:
Ely(t—1)yu(t-1D)]-E[y(t)y(t—1
B= [y —Du(t—1)] - E[y(¢) (1 -1)] 2

E[y*(1)]

Hay que calcular los valores esperados de diferentes magnitudes. Como la entrada u y el ruido e son
independientes se cumple:

Ele(t)e(t—1)]=0
Elu(®)u(t-1)]=0
Ele(t)u(t)]=0

Por otra parte

Ele(t)’]1=0"
E[u(t)*]1=2"

Ademas como el valor actual de e o de u es independiente del valor pasado de la salida y, se cumple:
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E[y(t =Du(®)]=0
E[y(t=1)e(®)]=0

Teniendo en cuenta toda esta informacion, en primer lugar, se va a calcular E[ y(t)-u(t)]:

E[y(t)u(®)] = E[(—a'y(t —1) +u(t) + e())u(t)] =
= E[—a-y(t =D)u()] + E[u(t)* ]+ E[e(t)u(t)] =
=0+ E[u(®)*]1+0=2"

En segundo lugar se va a calcular E[y(f)*]

E[y(t)*]= E[(-a-y(t =) +u(t) + e(t))’]

desarrollando el cuadrado, tomando el valor esperado, y considerando Unicamente los términos no

nulos se obtiene la siguiente expresion
E[y(t)*]=a®E[y* (t =D)]+E[u* ()] + E[e’ (1)] @)
Asimismo si se consideran las siguientes aproximaciones:

E[y(t=1)"]~ E[¥(1)"]

entonces la ecuacion (3) toma la forma
E[y(1)*]1=a’E[y* ()] +E[u” ()] + E[e* (1))

Luego, despejando E[ y(¢)*]se obtiene:

2 +0o?

1—a?

E[y*()]=

Finalmente se va a calcular E[y(¢)-y(t —1)]

E[y(@)y(t=D]= E[(ma-y(t =) +u(®) +e(t)) y(t =] =
= E[~ay(t =1)y(t =D]+ E[u(t) y(t = D]+ Ele(t) y(t = D] =
=—aE[y(1)’]
_—al+-ac’

B 1-a®

Por lo tanto, la ecuacién (2) toma la forma:
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1 +o?
2

2 —a

1-a

P +o?
2

l-a
Desarrollando y simplificando se obtiene

1+ a) A’
2 +0o?

B

Luego se observa que cuando t— oo la estima del parametro £ no tiende al parametro real a.

c) En la seccion 5.2.3 de los apuntes se dedujo el siguiente algoritmo de estima de minimos

cuadrados recursiva:

0() =0~ 1)+ K(O)[y(t) - 4" (0)0(z - D]
K (1) = P()§(t) = P(t = 1)p(0)[1 + ¢ (1) P(t = 1)(1)]”
P(1) = (I - K@®)¢" (1) P(t —1)

Para este sistema se tiene que

¢" () =[-y(t=1) u(t-1],0= {ﬂ

kl f)ll f)12
<Ot | n no

En este modelo sélo hay que estimar un uUnico parametro, B. Luego sustituyendo las expresiones
anteriores en las ecuaciones del algoritmo y operando se pueden obtener las siguientes expresiones

para la estimacién de § por minimos cuadrados recursivos:

Bt)=pa-D+K () [y()+ B =1)yy(t-1)-u(t-1)]
- V=) R (=) +u=1)Pa(i=1)
V=1 P (=)= 9 =Dt = 1 [Pa(t= 1)+ Pyt — D]+~ 1) Pyt —1)
- )P ) (1) Py 1)
V=1 P t=1)= 9=t =1 [Pt = 1)+ Pt =]+ ((— 1) P —1)
B =[+k )y -DI-R, (=) =k () u(t =1)-5, (t=1)
By(@)=[1+k (t) y(t =D]- B, (t =) =k, () u(t = 1) Py, (t -1)
By (0) = ky (0) y(t =1) By (1 =D +[1 =k, () u(t =1)]- 5, (1 = 1)
Py (1) = ky (1) y(t =1)-P, (1 =) +[1 =k, (1) u(t =1)]- P, (£ = 1)
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¢ Solucién problema 5.3

El algoritmo recursivo de estimacion por minimos cuadrados se puede formular de forma general de

la siguiente forma

0() =01 = 1)+ K(1)&(7)
K(t) = P(t)¢(¢)
£(t)=y()—¢" (DO -1)

P es la matriz de covarianza y se define en funcién del vector de regresion ¢

P() = [Z Hi)g" (z‘)}
P satisface la ecuacién

P()=P'(t-D)+¢1)p" (2)

Se observa que P crece de forma mondtona con el tiempo, luego la ganancia del algoritmo de
minimos cuadrados K(f)—0, cuando t crece. Esto es, llega un momento en que el estimador de

minimos cuadrados se desconecta.

Este comportamiento puede resultar adecuado si los parametros son invariantes con el tiempo, pero

no si el algoritmo debe seguir de forma continua a parametros variables con el tiempo.

Una solucién posible para el seguimiento de los parametros variables con el tiempo es la introduccion

de un peso denominado factor de olvido en la funcién de coste:
I ¢ 32
V(0,t) = E-Z w,-€(i)
i=1
donde w; es el peso. Una ponderacion muy utilizada es

w,o=A", 0<A<l1

donde A factor de olvido, un valor usual de este parametro es 0.9 <A <0.995.

En consecuencia, se les aplica mas valor (peso) a los datos recientes que a los pasados, los cuales
se deben iran olvidando de forma exponencial. Esta estrategia se basa en el hecho de que los datos
mas recientes aportan mas informacion sobre la estructura actual del sistema que los datos
anteriores.
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El método tiene la desventaja de que el olvido se produce aunque no haya aporte de nueva
informacién en los datos. Asi, en sistemas servo con pocas perturbaciones, la mayor excitacion al
sistema se produce por cambios en el punto de consigna. Tales cambios pueden ser muy irregulares

y si no existen cambios el vector Pg es cero. En este caso, como se ve en la ecuacion
1
P(t)= z P(t-1)

P crece de forma exponencial si A<1.

Si no existe aporte de informaciéon durante mucho tiempo en un sistema de parametros variables con
el tiempo o si el sistema es de parametros invariables con el tiempo, P puede hacerse muy grande y
un pequefo cambio en la sefial de control puede llevar entonces a cambios bruscos en el valor de los

parametros y de la sefial de salida produciéndose el fenémeno conocido como estallido.

¢ Solucioén problema 5.4
El modelo que se considera para la identificacion es:
y(@t)=—ay(t=1)+bu(t—1)

En este caso:

¢Wﬂ=kﬂhﬂuﬂ4n9=ﬁ}

Para construir la ecuacion normal
(@7 D)h=0"Y
hay que hacer las siguientes multiplicaciones de matrices

—y(1=1) u(l-D]

oD {—ﬂb4)- ~y(i-1) -—ya—n}

- ud=1 - u@-1) - u@-1) _)’(l‘—%).u(l’—l)

= y(=1) u(- D-m
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()]
cI)T,Y{—ya—l) RGN —y(z—l)}, o
u(l-1) - u@-1) - u@-1)
V() ]

que se pueden expresar en la forma:

V- =Y yi-Du-1
dT-d = t i=1 i=1 ) ;
—Zy(i—l)-u(i—l) Zu2(i—1)

= (@) yi-1)
dry = ti:l .
2 V(@yu(i=1)

Luego la ecuacién normal es:

-3 -

S Y- Du-) H
2 y(iyu(i=1)

—Zt:y(i—l)-u(i—l) Sul(i-1) b

Sustituyendo la ley de control u(t) =—K-y(t) en la ecuacién normal se obtiene:

: 1 k : 1
;yz(l’ —1){ i kz}m = —;y(l’)'y(i - 1){ k]

1 k

2| =

. T o .
Se observa que la matriz @ -® es no singular ya que su determinante es

Luego los parametros de este modelo en lazo cerrado no se pueden identificar de forma Unica.
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¢ Solucién problema 5.5

a) Puesto que hay que estimar dos parametros en el modelo la sefial de entrada que se utilice en el
proceso de identificacion debe poseer un grado 2 de excitacion persistente (EP) mayor o igual a 2.

Asi sefales validas serian una sinusoide, una suma de sinusoides, una sefial PRBS, ruido blanco, ...
b) El modelo que se considera para la identificacion es:
y(6)==6,y(t=1)= 0, y(t =2)+u(t 1)

En este caso:

0,
¢ ()=[-y(t=1) —y(t-2) u(t-1)],0=6,
1

Para construir la ecuacion normal (5.5) hay que hacer las siguientes multiplicaciones de matrices

—y(1-1) 0 u(l-1)

-y(1-1) -y2-1) - —y@-1
"m0 C2-2) - _y(t_z),—y(?—l) —y(?—2) u(2.—1)
u(l1-1) u2-1) - u(t-1) -1 —y(-2) u(t-1)
-y1-1) -y2-1) - —y@-D || »(D
oY= 0 —y(2-2) - —yp(t=2)}
u(l-1)  u@-1) - u@-1) ||y

que se pueden expresar en la forma:

YYD Yi=DyG-2) =Y yi-Du-1)
OTO=| Y yi-yi-2) Y YE-2)  -Pp-2u-D|

—Zt:y(z’—l)-u(i—l) —Zy(i—2)-u(i—l) Zuz(z’—l)
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-2 @)y

Ty = —Zy(i)'y(i—2) :

S yiyuti-1)

Luego la ecuacién normal es:

2= 2y-DyE-2) - yE-Du-1) ) -2 Y@yyE=1)
Si-yi-2)  YR-2) - ri-2u-1 6, |=| - Y pryi-2)| M
i:1[ ti=1 i=1 , 1 ;:1
YD) Y2l YD) S yiyuti-1)

La estima de minimos cuadrados de los parametros 6, y 6, del modelo se obtendria resolviendo el

siguiente sistema de ecuaciones derivado de la ecuacion normal:

{iyz(i - 1)}91 {iy(i Y —2)}02 3 -yl =1) ==Y y(iyyi )
i=1 i=1 i=1 i=l (2)

{Zy(i ~1)y( —2)}91 +[Zy2(i —2)}62 =2 =2)yui =)= =3 y(i)y(i-2)

Si se definen las siguientes variables

5, = Zyz(i—l) S, =Zy(i—1)'y(i—2) §3 = Zy(i—l)-u(i—l) S4 = Zy(i)'y(i—l)

S=Y V) s= X2 s =3 0-2)

El sistema de ecuaciones se puede expresar en la forma

§,°0,+5,0, -5, ==s, 5,0, +5,0,=5,-35,

$,°0,+55°0, =5, =—5, 8,0, +5,-0, =5, —35,
Y resolviendo el sistema se obtienen las siguientes expresiones:

0 = S5 (85 —5,)—8,°(85 —$;)
l 5,85 =53
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9. — —85,(55 —8,)+5,(5g —5,)
2

2
S1°8s =S5,

b) Multiplicando ambos miembros de la ecuacion (2) por 1/t y haciendo la aproximacion:
1 ¢ I ¢
(B EE IR ()
13 13

la ecuacion normal se puede expresar en la forma:

[Zyz(z')}el {Zy(z‘)-y(i —1)}92 -2 y@u() ==y yi-1)
{Zﬂ»ﬂwn}%{ZﬁUA%@—Zﬂwnmwrfhmywa>
Si t— o0, entonces se obtiene

E[y* ()]0, + E[ (1) y(t—=1)]-0, — E[ y(t)u(t)] = —E[ y(t) (¢ = 1)]
E[y(t)y(t =116, + E[y*(t=1)]-0, — E[ y(t = 1)u(t)] = —E[ (1) y(t = 2)]

Hay que calcular los valores esperados de diferentes magnitudes. Como la entrada u y el ruido e son

independientes se cumple:

E[e(t)e(t —1)]=0
E[u(t)u(t —1)] =0
E[e(t)u(t)] =0

Por otra parte, supuesto que tanto la perturbacion e como la salida u son ruido blanco

E[e(i)*]=0"
E[u(i)*]1=A’

Ademas como el valor el valor pasado de la salida y es independiente del valor actual de e o de u, se

cumple:

E[y(t = 1yu(®)] =0
E[y(t ~1ye(t)] = 0

Asimismo se consideran las siguientes aproximaciones:
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E[y(t-1)"]1~ E[y(t=1)’1= E[(1)’]
E[u(t=1)"1~ E[u(t)’ 1= 4
Ele(t-1)"]~ E[e(t)’ 1= 0"

E[y(t =)yt =2)]= E[y(t) y(t =1)]

Teniendo en cuenta toda esta informacion, en primer lugar, se va a calcular E[ y(¢)u(t)]:

E[y@)u®)]=E[(-ay(t-1)=by(t=2)+u(t)+e(?))u(t)] =
= E[-ay(t =1)yu(t)]+ E[-b y(t = 2)u(t)]+ E[u’ (1)] + E[e(t)u(t)] =
=0+0+4 +0=2°

En segundo lugar se va a calcular E[y(f)*]

E[y(t)’]1= E[(~a-y(t =) =by(t =2) +u(t) +e(t))’]

desarrollando el cuadrado, tomando el valor esperado, y considerando Unicamente los términos no

nulos se obtiene la siguiente expresion
E[y()*1=a”E[y*(t=D]+2a -b-E[y(t=1)y(t=2)]+b*E[y*(t = 2)]+ E[u’ (1)]+ E[(1)]
Que se puede expresar equivalentemente en la forma:

E[y(t)*]1=a”E[y* ()] +2-a-b-E[y(t)y(t=D)]+b*-E[y* ()] + 2’ +0°
Despejando E[ y(¢)*] se obtiene:

2ab-E[y(t)yt-D]+A +o°

E[y(l‘)z]z 1_a2_b2

(4)

En tercer lugar se requiere calcular E[y(¢)-y(t—1)]:

E[y(@) y(t=D]= E[(=ay(t =1) = b y(t = 2) + u(?) + e(2)) y(t =1)] =
= E[~a'y* (t = D]+ E[~b -y(t = 2) y(t = )]+ E[u(t) y(t = )]+ E[e(2)-y(t = 1)] =
=—aE[y(t)'1-b-E[y(t)-¥(t =1)]+0+0

Despejando E[y(t)-y(t—1)] se obtiene:

_a'E[y(t)z] (5)

E[y(t)y(t-1)]= T+b
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A partir de (4) y (5) es posible obtener las siguientes expresiones para E[y(1)°]y E[y(¢):y(t—1)]

- (1+b) (X +0°)
Ebyy]= (1-a® =b*)(1+b)+2:a>b

—a (X +0?%)
Ely(t)y(t-1)]=
Oy DI= = s ey s e
En cuarto lugar se requiere calcular E[y(¢) y(t—2)]:

E[y(@)y(t=2)] = E[(=ay(t =1) = b-y(t = 2) + u(t) + e(1)) y(t = 2)] =

= E[-ay(t =1y y(t =2)1+ E[-b -y*(t = 2)]+ E[u(t) y(t - 2)] + E[e(t) y(t - 2)] =
=—aE[y(t)*1-b-E[y(t)y(t=1)]+0+0
(1+b)(V* +0°)

o —a (X +0°)
(1-a*-b*>)(1+b)+2:a>b  (I1—a’>-b*)(1+b)+2-a*b

B —a(X +0*)—ab (X +0*)+ab((X +0?) B
(1-a’ =b*)-(1+b)+2:a*b

—a(A +0%) B e
SU—a by zary Ol

Por lo tanto, la ecuacion normal toma la forma:

E[y* ()]0, + E[ (1) y(t =1)]'0, — E[ y(t)u(t)] = —=E[ y(¢)-y(t = 1)] @)
E[y(t)y(t=1)]6, + E[y* (1)]:0, = —E[ y(t) y(t —1)]

Si se definen las siguientes variables

e (4B (X +07)
s, =E[y" ()] = (1-a*> —b*)(1+b)+2-a*b
o, = E[y(0yy(i—1)] = —a~(ﬂz +o‘2)

(1-a*>=b*>)(1+b)+2:a*b
55 = ELy(0)u()] =4
D=(-a*-b*)(1+b)+2:a*b

El sistema de ecuaciones se puede expresar en la forma
5,°0,+5,°0, =5, -5,
§,°0, 45,0, =—s,

Y resolviendo el sistema se obtienen las siguientes expresiones
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2
_ S8 =88, +S)

0,

Deshaciendo el cambio de variables y operando se obtienen las siguientes expresiones:

(+b)A[(1-a’ =b*)(1+b)+2:a*b] . a+ab+a’
b [(1+5)’ —a’ (A +02) (1+b)* —a*

0 — —a > [(1-a*>=b*)(1+b)+2-a*b] N a+ab+a’
: [(1+b)* —a*|(F +0?) (1+b)* —d*

Luego se observa que cuando t— oo las estimas de los parametros 6, y 6, no tienden a los parametros

reales ay b, respectivamente.
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PROBLEMAS DE AUTOMATICA II (2° parcial) ENUNCIADOS

ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 6: Introduccion a la optimizacion

6.1 Sea la funcién J(x,,x,)=x; —x,'X, +x; +3X, . Se pide:
(a) Calcular los puntos criticos.
(b) Determinar la matriz de curvatura y establecer el caracter (maximo, minimo o punto silla) de los
puntos criticos calculados en el apartado anterior.

6.2 Sea la funcién f(x,y)=x"+y"*. Se pide:
(a) Calcular los puntos criticos.
(b) Determinar la matriz de curvatura. ;Es posible establecer el caracter (maximo, minimo o punto silla)
de los puntos criticos calculados en el apartado anterior a partir de la matriz de curvatura?. En caso
negativo ;Podria determinarse de otra forma el caracter de dichos puntos?

6.3 Un barco se mueve a 10 Km/h en una trayectoria de 30° (medido en el sentido de las aguja del reloj, con
respecto al Norte que es 0°). Encontrar:
(a) El punto de maxima aproximacién del barco a una isla que en =0 s estd a 10 Km Este y 30 Km
Norte del barco.
(b) Encontrar la distancia de la isla a dicho punto.
(c) Encontrar el instante de maxima aproximacion.

6.4 Sean Pi(x1, y1) y Pa(x2, y2) dos puntos dados. Encontrar el tercer punto P;(x3,y3) de modo que se minimiza
d;=d,, donde d, es la distancia de P; a P, y d, la distancia de P; a P,.

6.5 Un meteoro esta en la orbita hiperbolica, descrita con respecto a la Tierra, situado en el origen

2 2

X yo
PR

Encontrar el punto de maxima aproximacion a un satélite que tiene una posicion constante (x;, y;). Verificar que
la solucién es exactamente un minimo.

6.6 Encontrar el rectangulo de maxima area con perimetro p, es decir,, minimizar J(x,y) = x-y con la ligadura
f(x,y)=2x+2y-p=0.

, ;. ’ , 2 . P
6.7 Encontrar el rectdngulo de minimo perimetro con 4rea a°, es decir,, minimizar J(x, y)=2-x+2-ycon la

ligadura f(x,y)=xy—a’>=0

6.8 Minimizar

si

Hallarx", u", A", J".

6.9 Mostrar que el maximo valor de x* -y2 -z* en la esfera x? + y2 +z7 =rtes (P/3).
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ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 7: Control 6ptimo de sistemas discretos

7.1 Considérese la planta escalar x,,, = x, u, +1 con la funcién de coste
N-1
2
2
k=0

con el tiempo final N=2. Dado x,, se desea hacer, x,=0. Se pide:
a) Escribir las ecuaciones de estado y de co-estado con u eliminado.

J=

N | —

b) Supuesto que el valor final del co-estado A, es conocido. Se pide: 1) Determinar Ao, A, en funcién de A, y

del estado X,. 2) Expresar x, en términos de A, y de x,. 3) Determinar una ecuacién de cuarto orden para A,
en funcion del estado inicial x,.

¢) Si xp=1, encontrar las secuencias optimas para el estado y el co-estado; determinar la secuencia de control
optima y el valor de la funcion de coste.

7.2 Sea X, =2x, +u,,encontrar la ganancia de realimentacion dptima Ky que minimiza la funcién de coste
2 1 . 2 2
J =5x; +—Z X, +u,
25

asi como la trayectoria resultante para el estado y la sefial de control. ;Cual es el valor 6ptimo de la funcién de
coste?

7.3 Un oscilador armonico estd descrito por la ecuacion
X, =X,
. _ 2 . +
X, =—w;x, +u

a) Discretizar la planta utilizando un periodo de muestreo 7.
b) A la planta discretizada se le asocia la siguiente funcién de coste:

N—

1 1 &
e SRR N D M AR NCA R
k=0
Donde el estado es x=[x', x*]. Escribir las ecuaciones para un controlador digital 6ptimo.
7.4 Repetir el problema anterior para
X, =X,

) 2
X, =a"x +bu

7.5 Modificar el controlador del problema 7.3 afiadiendo los términos 2-v, -x,l{-u et 2'v2‘x,f -u, en la funcion de

coste, donde v, y v, son valores escalares de peso.

7.6 Considérese la siguiente planta:
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con la funcion de coste

J, = l'ij'S X, +1'i(x,f'Q X, +ukT'R-uk)
2 25

donde

S=1I R=r, Q:|:‘11 Q2:|
9 4

a) Determinar el valor de la solucion algebraica de Riccati y el valor optimo de la ganancia en estado
estacionario.
b) Determinar los polos del sistema en lazo cerrado y demostrar la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

7.7 Para el sistema discreto con

F—llG—OS—[ =1
o o1 [y =1.0=

a) Utilizar el procedimiento de Chang-Letov y la formula de Ackermann para hallar el valor 6ptimo de la
ganancia en estado estacionario y el sistema en lazo cerrado resultante cuando 7=0.1
b) Dibujar el lugar de las raices cuando r varia de infinito a cero.

7.8 Sea ¢(z) = z*> +2:a'z + ” . Determinar las raices de este polinomio. Definir el polinomio reciproco como

2°¢(2) = @’z + 2:a-z + 1. Mostrar que las raices de este ltimo polinomio son las raices del primer polinomio

reflejadas en el circulo unidad. Esto es, transformadas por la relacion 1/z.
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ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 8: Control 6ptimo de sistemas continuos

8.1 Se desea minimizar
_ (72
J = IO x-dt

Formular el problema como uno de control éptimo. Determinar x(f) y J.

8.2 Considérese la planta no-lineal
x=—x"+u, x(0)=1/2

con la funcién de coste:
1, 12 2
J = (2)+5j0(x +u’)dt

Escribir las ecuaciones de estado, co-estado, condicion de estacionaridad y condiciones frontera. Eliminar u(?)
de las ecuaciones de estado y co-estado.

8.3 Para el sistema de la figura

R=1 Py
S X(t) a) Encontrar la ecuacion de estado.

Se desea cargar la inductancia a x(7)=2 Amperios en 7=1 si x(0)=0 y

¥ minimizando
O

J= J.;uzdt

b) Encontrar el control éptimo.
¢) Encontrar la trayectoria optima del estado.

8.4 Regulador lineal cuadratico con peso conjunto al estado y al control. Sea la planta
xX=Ax+Bu €))

con la funcién de coste

J(@,) = %xr (T)-S(T)x(T) + %J‘t: [xT ul }|:VQT }Ve}{z}dt ©)

donde la matriz del bloque es semidefinida positiva y R>0.
a) Definir una ganancia de Kalman modificada como

K=R"(r"+B"S) (3)

donde S(¢) es la solucion de la ecuacion de Riccati
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~S=A"-S+SA—K"-RK+Q 4)
Mostrar que el control 6ptimo es:
u(t)=—K(t)x(t) (%)

b) Mostrar que el coste del control dptimo en cualquier subintervalo [£,7] es
1
J(t)= EXT (0)-S(t)-X (1) (6)

En resumen, si la funcidon de coste tiene un término V que pesa el producto escalar del estado y el control, la
unica modificacion al control 6ptimo es que se debe modificar la ganancia de Kalman y se debe usar la ecuacion
de Riccati (4).

8.5 La planta escalar

tiene la funcidn de coste
— 1 o Qe 2 1 . T . 2
J(to)—f2 S°X (T)+f2 J.Taru dt

a) Resolver la ecuacion de Riccati utilizando separacion de variables.
b) Encontrar el control 6ptimo.

8.6 Para el sistema del problema 8.3 considerando como funcién de coste
_1 2 Ler 5
J = 10x (T)+5j0 (x> +u’)dt

a) Resolver la ecuacion de Riccati utilizando separacion de variables.
b) Encontrar la ley de control 6ptima.

8.7 Sea el sistema

con la funcién de coste
J = (YD) [ T e
2 270

donde x=[x;,x,]".

a) Encontrar la ecuacion de Riccati. Escribirla como tres ecuaciones diferenciales escalares. Encontrar la
ganancia de realimentacion en términos de las componentes escalares de S(7).

b) Obtener los valores anteriores en el caso de que se llegue a una situacion estacionaria.
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8.8 Sea la planta

con funcidn de coste

S(T)

|
J(to):Ex (T)|: 0 Sz(T):|

0
x(T) +1'ITxT' @ X+ rudt
27 0 g,

Encontrar el control 6ptimo en estado estacionario (#,=0, 7=0).

8.9 Sea la planta

con funcién de coste
— 1 . * 2 . . . . 2 2
J——2 0()c1+2vx1 X, +qx;, +u”)dt

donde (g-v*)>0.

a) Encontrar la solucion a la ecuacion algebraica de Riccati.
b) Encontrar el control 6ptimo.

¢) Encontrar el sistema en lazo cerrado 6ptimo. ;Es estable?

d) Dibujar el lugar de las raices cuando ¢ varia de 0 a 0. jPara que valores de q es estable el sistema?.
8.10 Sea el sistema
X=x+u

con funcidn de coste
J= l-j°°(x2 +u?)dt
2 Jo

a) Encontrar la solucién a la EAR.
b) Determinar la ganancia y encontrar el polo en lazo cerrado.

8.11 Sea el sistema
X, =x+u
X, ==X, +X,

con funcién de coste
1 o0
J:E-J-O (x} +x; +rud)dt  r=—

a) Encontrar la soluciéon a la EAR.
b) Determinar la ganancia y encontrar el polo en lazo cerrado.
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8.12 Contestar a los siguientes apartados:
a) Encontrar todas las soluciones simétricas a la EAR si

A:{O 1} B:-H S:-{Sl Sz} C=[1 0] R=1 9=C"C

00 1 S, 8y

b) (Como sabemos a priori que existe una tnica solucion definida positiva?. Comprobar el tipo de definitud de
las soluciones.

c) Algunas soluciones son complejas. Para cada solucién real S, comprobar la estabilidad del sistema en lazo
cerrado (4-B-K), donde K=R"-B"-S. Ver asi que soluciones a la ecuacion de Riccati estabilizan y cuales
desestabilizan al sistema en lazo cerrado viendo cuales son definidas positivas y cuales definidas negativas,
respectivamente.

8.13 Contestar a los siguientes apartados:

a) Para el sistema del problema 8.11 utilizar la ecuacion de Chang-Letov para determinar los polos del sistema
en lazo cerrado si ¥=1/10. Determinar la ganancia dptima que consigue esos polos. Determinar el sistema en lazo
cerrado.

b) Dibujar el lugar de las raices para el sistema en lazo cerrado cuando r varia de o0 a 0.
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ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 9: Control estocastico de sistemas discretos

9.1 Considérese el proceso

q° —1.49+0.5

k)=2 e
&) q°—12:q+04

(k)

donde e(k) es un ruido blanco con media cero y varianza unidad. Determinar el predictor 6ptimo y la varianza
del error de prediccion cuando: a) m=1,b) m=2y c) m= 3.

9.2 Para el proceso
y(k)+ay(k—-1)=e(k)+ce(k—-1)

a) Determinar el predictor sobre m pasos.
b) Determinar la varianza del error de prediccion como una funcion de m.

9.3 Un proceso estocastico esta descrito por
y(k)—09y(k-1)=e(k)+5e(k-1)
a) Determinar una descripcion equivalente tal que el cero del polinomio C correspondiente se encuentre dentro
del circulo unidad.
b) Determinar el predictor sobre dos pasos para el proceso y la varianza del error de prediccion.
9.4 Considérese el proceso
Ve =Viqat05y, ,=u, , +05u, ;+0.5[e, +0.8¢,_,+0.25¢, ,]
Determinar el controlador de varianza minima.
9.5 Determinar el controlador de varianza minima para el sistema
Vi =05y =u, +e, =0.7e,
donde e(k) es ruido blanco de media 2 y varianza unidad.
9.6 Considérese el proceso

Vetay, =u, e tce

a) Determinar el controlador de varianza minima.
b) Analizar el caso especial a=0.

9.7 Dado el sistema
- 17y,,+07y,,=u,_,+05u, , +e +15e,_,+09e¢,_,

Determinar el predictor 6ptimo de la salida sobre « pasos, el controlador de varianza minima y la varianza de la
salida para: a) o=1. b) o=2.
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9.8 Dado el sistema
v, =025y, ,+05y, ,=u, ,+e +0.5¢,_,

donde e(k) es ruido blanco con varianza unidad. Suponer que el proceso esta controlado con el controlador
proporcional

u(k) = —K-y(k)

a) Demostrar que la varianza de la salida es
2.125-K

0.5(1.75— K)-(1.25+ K)

b) Suponiendo que el sistema ahora no esta controlado con el controlador proporcional, obtener el controlador
de varianza minima y la varianza de la salida.

¢) La expresion de la varianza de la salida dada en el apartado a es cero para K=2.125. Explicar la paradoja que
se da al compararla con la varianza de la salida obtenida en el apartado .

9.9 Dado el sistema

J— . 71
__i_TﬁK@+l_9£1:ew)
1-0.3¢ 1-0.3¢

yky=q"
donde e(k) es un ruido blanco de media nula y varianza unidad.
a) Calcular el predictor de varianza minima sobre dos pasos.
b) Calcular el controlador de varianza minima.
¢) Calcular la funcion de transferencia en lazo cerrado con el controlador anterior.
d) Calcular la varianza de la sefial de salida en lazo cerrado.

9.10 Considérese el sistema dinamico

-1

y(k) = 1b‘q u(k)+(1+cq " ye(k)
+aq

-1
donde e(k) es ruido blanco. Calcular el controlador de varianza minima para este sistema

9.11 Dado el proceso
y,—02y, ,+06y, ,=2u,,-08u,,+e +02e,,
a) Determinar el predictor Optimo para la salida sobre un paso.
b) Determinar el controlador de varianza minima.
c¢) Calcular la funcion de transferencia en lazo cerrado. Indicar sus polos y sus ceros.

d) Calcular la varianza de la sefial de salida en lazo abierto y en lazo cerrado.

9.12 Para el sistema
V=09, ,=u, +e —05¢,_
Se pide:

a) Determinar el controlador LQG.
b) Particularizar el controlador LQG obtenido en el apartado anterior para el caso p=1.



PROBLEMAS DE AUTOMATICA II (2° parcial) ENUNCIADOS

ENUNCIADOS PROBLEMAS
TEMA 10: Control robusto QFT

10.1 Considérese la siguiente especificacion de estabilidad robusta:

L(j-)

S <
1+ L(j-w)

er

donde L(j-w) es la funcion de transferencia en lazo abierto y W, es un pardmetro constante. Demostrar que

MG=1+L MF=180°—180 acos O;E—l
\%% T

er er

son las expresiones que permiten determinar el margen de fase MF y el margen de ganancia MG en funcion del
parametro W,,.

10.2 Determinar el valor de W, en la especificacion de estabilidad robusta para un disefio QFT en los siguientes
casos: a) MF>30°. b) MF>75°. ¢) MG> 1.9. d) MG >10 dB.

10.3 Determinar el margen de fase (MF) y el margen de ganancia (MG) que garantiza la especificacion de
estabilidad robusta para un disefio QFT en los siguientes casos: a) W =1.1. b) W,=1.5. ¢) W,=2.0.

10.4 Determinar las matrices MN 'y MD, y los vectores ny y d, para las siguientes familias de plantas:
a)
(-1.5¢, +2.3:q;)s> +(3.6—1.5¢q, +2.3:q,)s +9.6
(r, —0.2r,)s> +5° +(r, +6.2:7, =107, ):s —(5.3+2.97;)

P(s)=

con q€[1.2, 1.6], q2€[0.1, 0.7], gs€[-1, 5], que[2.5,5], r1€[-5, -2.5], r2€[-3, 3], r3€[-3,3].
b)

b,'s’> +b
P(s)=—2" "0
s”+a,s+a,
con bye[-5,5], boe[1,5], a,€[2.6, 2.9], ap€[-3,3].
10.5 Dada la familia de plantas

1
2 2
s +2:0m,5+w,

P(s)=

con 6€[0.50.8] y m,e[1,4].

a) Obtener los puntos de la aproximacion de la plantilla T (1) usando la técnica del barrido en el espacio de
parametros considerando 6={0.5, 0.6, 0.7, 0.8} y ©,={1,2,3,4}.

b) Calcular el punto de la plantilla asociado a la planta nominal (6=0.5, ®,=1.5).

¢) Dibujar la aproximacion de la plantilla T (1), su contorno 87 (1) y el punto nominal. ;Queda el punto
nominal encerrado dentro del contorno? ;Porqué?

10.6 Dada la familia de plantas

P(s) = e’

s+a

cont €[110]ya €[1,5].

10



PROBLEMAS DE AUTOMATICA II (2° parcial) ENUNCIADOS

a) Obtener los puntos de la aproximacién de la plantilla 7(2.5) usando la técnica del barrido en el espacio de
parametros considerando 1={1, 2.5, 5, 10} y a={1, 2.25, 3.75, 5}.
b) Dibujar la aproximacion de la plantilla T2.5) y su contorno 5T (2.5).

11



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial) SOLUCIONES

SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 6: Introduccion a la optimizacion

¢ Soluciéon problema 6.1

a) En primer lugar se debe calcular el gradiente de la funcién J

oJ
J - ox, | _ 2x,—x,+3
*aJ —x, +2x,
ox,
Los puntos criticos de J deben satisfacer la ecuacion
J. =0
Particularizando para este problema se obtiene:
2x,—x,+3=0
-x,+2x,=0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene que (x,x2)=(-2,-1) es el Unico punto critico de J.

b) La matriz de curvatura (o Hessiano) de J es:

0*J 0°J
J o= ox;  0Ox,ox, _ 2 -1
- 0°J 0°J -1 2
0x,0x, o3

Para determinar la naturaleza del punto critico hay que calcular los autovalores de la matriz de

curvatura evaluada en dicho punto critico:

2-4 -1
-1 2-2

Puesto que ambos autovalores son positivos la matriz de curvatura es definida positiva, y en

=0=>(1-2)-1=0=>1=1,1=3

consecuencia el punto critico (x4,x2)=(-2,-1) es un minimo.

12



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial) SOLUCIONES

¢ Solucién problema 6.2

a) En primer lugar se debe calcular el gradiente de la funcion f

9

lox | 2-x
- 5| 0]
dy

Los puntos criticos de f deben satisfacer la ecuacion
fe=0

Particularizando para este problema se obtiene:

2x=0
4-y3 =0

Luego (x1,x2)=(0,0) es el unico punto critico de f.

b) La matriz de curvatura (o Hessiano) de fes:

o’'f o'f
ox*  Oxdy 2 0
fu=| 4 2 = 2
o°f o°f 0 12y
oyox oy’

Para determinar la naturaleza del punto critico (0,0) hay que calcular los autovalores de la matriz de

curvatura evaluada en (0,0):

2-4 0
—0=>(2-A)A=0=>1=2,1=0
0 0-4
Al tener un autovalor positivo y otro igual a 0, la matriz de curvatura en (0,0) es semidefinida positiva.
Luego no es posible determinar la naturaleza o caracter del punto critico a partir de la matriz de

curvatura.

Sin embargo, puesto que f es positiva en todo su dominio, es facil comprobar que el punto critico (0,0)

es un minimo.

13



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial) SOLUCIONES

¢ Solucién problema 6.3
a) En la Figura 1 se muestra la situacién descrita en el enunciado

Norte Y 4

30 Km

Barco >
10 Km Este X

Figura 1

La posicion del barco en un cierto instante de tiempo t es (x(f), y(f)). Su trayectoria es una linea recta

definida por la ecuacion:

3(t) = mx(t) = tan(60°)x(¢) = v/3-x(¢)

La distancia d del barco a la isla situada en (x4,y1)=(10 Km, 30 Km) en un cierto instante de tiempo t

es:

d(1) =/(x(1) =) +((1) = 3,)* = (x(£)=10)* +((1) ~30)°

Para obtener el punto de maxima aproximacién del barco a la isla hay que minimizar la distancia

tomando como ligadura la trayectoria del barco.

En vez de considerar como funcion de coste directamente la distancia se va a considerar,

equivalentemente por simplificar, el cuadrado de la distancia, es decir:
J(xy)=(x=x) +(y=-»)’
La funcién de ligadura es:
fxy)=y-mx=0

Luego el Hamiltoniano es:

14



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial) SOLUCIONES

H(x,y,A)=(x=x)" +(y =) +2(y —mx)
Las condiciones para un punto estacionario son:

H =2(x-x)-Am=0
H,=2(y-y)+1=0
H,=y-mx=0

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene:

X +tmy,

X, +m
r=2 Vi BARe

2

=1549Km y=m 26.83Km

1+m 1+m

Queda por determinar si el punto estacionario (15.49 Km, 26.83 Km) es realmente un minimo, para
ello hay que calcular la matriz de curvatura. Sustituyendo la funcién de ligadura en la funcién de coste

se obtiene una funcion de coste de una Unica variable:
J(x)=(x=x)" +(mx=y)’
Derivando una vez se obtiene
J =2(x—x)+2m(mx—y,)
Y derivando otra vez se obtiene finalmente la matriz de curvatura:

J o =2+2m

Al tratarse de una constante, dicha matriz tiene un Gnico autovalor A =(2+ 2'm2) que es positivo. En
consecuencia la matriz es definida positiva, y el punto critico es efectivamente un minimo.

Luego el punto de maxima aproximacion del barco a la isla es P= (15.49 Km Norte, 26.83 Km Este).

b) La distancia de la isla a dicho punto se obtiene evaluando la distancia d en P:

d =+/(15.49-10)* +(26.83-30)* =6.34 Km

c) Puesto que la trayectoria del barco es una linea recta, el espacio recorrido por el barco desde el

origen hasta el punto P es:

e=4/(15.49-0)* +(26.83—0)? =30.98Km

15



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial)

SOLUCIONES

Puesto que la velocidad del barco v constante, se cumple la relacién fisica:

e=vt
Despejando t y sustituyendo los valores de v y t se obtiene:

t:E:M= 3.098 horas
% 10

¢ Soluciéon problema 6.4

En la Figura 2 se ilustra la situacion descrita en el enunciado.

Las expresiones de la distancia d; y d, son

d, :\/(xz _x1)2 + (s _y1)2

d, :\/(x3 _x2)2 + (s _J’2)2

v

Se va a considerar como funcion de coste, equivalentemente por simplificar, el cuadrado de la

distancia d, es decir:

J(x3,y3)=(x3_x1)2+(y3_y1)2

Nétese que en la expresion anterior x4, y4, X2 € y» se suponen constantes, mientras que x3 e y3 son

variables. También se podria tomar como funciéon de coste el cuadrado de la distancia d..

Puesto que d;=d, como funcion de ligadura puede tomarse equivalentemente, por simplificar, la resta

de los cuadrados de las distancias:

16
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Sy =di —d; =06 —x) +(r; =) = (6 =x,)" = (y;=,)" =0
Luego el Hamiltoniano es:
H(xy,y5,4) = (0= 2)" +(1, = 1) + 2105 = x) + (=) = (5= x,) = (3, = 3,)"]
Las condiciones para un punto estacionario son:

H, =2:(x; =x)—A[2:(x; = x,) = 2:(x; = x,)) ]| = (x; = x, ) = A(x, —x,) =0
Hy3 =2(y; =) A2 =y)-2(;s =y )= = y) - A, —¥,)=0
H, =(x, _x1)2 +(; _y1)2 —(x, _x2)2 _(y3_y2)2 =0

De la primera y segunda ecuaciones se pueden despejar x3 e y; como una funciéon de A,

respectivamente:

X; =x +A(x —x,)

Vi=n+A0 —»,)

Sustituyen estas dos ecuaciones en la expresion de H;:

(x, +A(x, _xz)_xl)z +(y, + 4y, _yz)_y1)2 = (x, + A(x, _xz)_xz)2 - +4W _yz)_y2)2 =0

Reordenando los términos se llega a la siguiente ecuacion para A:

12'()61 _x2)2 +12'(y1 _y2)2 _(xl —x2)2(1+/1)2 _(yl _)"2)2(14']“)2 =0
12'[()51 _x2)2 +'(y1 _yz)z]_(l"'ﬂ)z'[(xl _x2)2 +'(y1 _y2)2]
2 —(1+2)2 =0

Resolviendo esta ecuacion se obtiene

A=—m
2

Sustituyendo el valor de la A en las expresiones anteriormente obtenidas para x; e y; se obtiene:

1 X, +x,
X, =% +—(x, —x,)=——=
=4 =) =

1 Nty
y3:y1+5'(y1_y2):172

En conclusién, si se desea que d;=d, y ambas distancias sean lo mas pequefa posibles entonces P;

17
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debe ser el punto medio del segmento que une P,y P,.

4 Solucién problema 6.5

Se va a considerar como funcién de coste el cuadrado de la distancia entre el meteoro y el satélite:

J(x,y)=(x=x)" +(r-»)’

La funcion de ligadura es la orbita del meteoro:

El Hamiltoniano es:
x2 y2
2 2
H(x,y,A)=(x=x,)"+(y=») +ﬂ‘[a——b—2—}

Las condiciones para un punto estacionario son:

H =2(x- x1)+/1( %]20

=

L =2(r-y)- z( %)z
0

H, = ~1=

2

vw|\<

De la primera y segunda ecuaciones se pueden despejar x e y como una funcién de A,

respectivamente:

2

o X, a-x
- -2
l_l_iz a +A
a
y= Y1 :bz'%
A b=A
s

Sustituyen estas dos ecuaciones en la expresion de H;,

18
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2 2
ERRENE
a’+A b =2

y reordenando los términos se llega a la siguiente ecuacion de cuarto orden para A:

Ao B +e, A +eyd+e, =0
Donde

¢, ==2(b>-a’)
c,=(b*>—a’) —=2:a>b> +b*y} —a’-x}
c; =2a>b*(b* -a’ +x12 +y12)

_ 44 294 2 4,722, .2
c,=a"b"—a"b"x; +a by,

Obsérvese que los coeficientes ¢y, ¢a, €3 Y ¢4 SON conocidos ya que son funcién de a, b, x; y y; que
son datos conocidos. Si se tuviesen sus valores numéricos se podria resolver la ecuacion de cuarto
orden para X, que obviamente tendra cuatro raices, es decir, existen 4 posibles valores de A. Si se
sustituyen estos valores en la expresiones de x e y en funcion de L se obtendran 4 puntos

estacionarios (x, y).

Sustituyendo estos puntos en la expresion de J(x,y), se obtendrian cuatro valores. El punto (x,y) que
produzca el valor de J mas pequefio sera el punto critico asociado a la distancia minima entre el

meteoro y el satélite.

Existe otro método, aparte del de sustitucion directa, para verificar que la distancia es la minima, se

trata de calcular la matriz de curvatura de J(x,y), Jy.

Despejando x de la funcion de ligadura se obtiene la siguiente relacion entre x e y:

2
x=a~1/1+Jb/—2

Sustituyendo esta expresion en J(x,y), se obtiene:

2
2
J(y)= a-,/1+g—2—xl +(y-y)

Luego

19
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a2 a-xl y2 -3/2
L];y =4 1 +‘2;5"— l)z ‘ 1 +'};§-

En el punto de maxima aproximacion la distancia es minima y J,, debe ser positiva. Los valores de y

para los que J,, es positiva son:

Llevando esta condicion a la expresién de y en funcion de A se obtiene:

2 i ax, "
bl\a +b

Esta desigualdad indica que para que la distancia sea minima A debe ser mayor que la parte derecha

-1/2

de la desigualdad. En este caso, cuando hay un s6lo minimo y J,, es definida positiva, sélo puede
haber una A que cumpla dicha condicion, y es la que corresponde a la mayor de las raices de la

ecuacion de cuarto orden para A.

¢ Solucién problema 6.6
El Hamiltoniano es

H(x,y,)=xy+A[2:x+2y— p]
Las condiciones para un punto estacionario son:

H =y+24=0
H, =x+24=0
H,=2x+2y-p=0

De la primera y segunda ecuaciones se pueden despejar x e y como una funcién de A,

respectivamente:

20
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x=-21
y==-21

Sustituyendo estas dos ecuaciones en la funcion de ligadura, es posible obtener el valor de A:
2(=2:A)+2(=2A)—p=0—>-8A=p—> A= —§

Sustituyendo el valor de A en las expresiones anteriormente obtenidas para x e y se obtiene:

En conclusidn, el rectangulo de maxima area que posee un perimetro p es un cuadrado de lado p/4.

¢ Solucién problema 6.7
El Hamiltoniano es

H(x,p,A)=2x+2y+A[xy—a’]
Las condiciones para un punto estacionario son:

H =2+1y=0
H,=2+4x=0
H,=xy-a"=0

De la primera y segunda ecuaciones se pueden despejar x e y como una funcién de A,

respectivamente:

y==2/4
x=-2/1

Sustituyen estas dos ecuaciones en la funcion de ligadura, es posible obtener el valor de A:

Sustituyendo el valor negativo de X (el positivo nos daria longitudes negativas para los lados lo cual

21
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no tiene sentido) en las expresiones anteriormente obtenidas para x e y se obtiene:
xX=a y=a

En conclusion, el rectangulo de minimo perimetro que posee un area a’ es un cuadrado de lado a.

¢ Solucién problema 6.8
La funcidon de coste es
1 I Of x 1 2 1||u
J:_[xl xz]T 1"'_[“1 uz]T 1
2 0 24 x,| 2 1 1]|u,
Se puede expresar equivalentemente en la forma:

2 2
X, s s u
J(xl,xz,ul,uz):7-|-x2 +u; +u, u, +7

Las ecuaciones de ligadura son:

ol

Se pueden expresar equivalentemente en la forma:

x,—1-2u,-2u,=0

xX,=3-u, =0

El Hamiltoniano es

2 2
J(xl,xz,ul,uz,/’tl,iz):x?l+x§ +ul +u,u, +u72+/11-(x1 1 =211, = 2u, )+ Ay (x, =3 —u,)

Las condiciones para un punto estacionario son:
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X

H =2x,+4,=0

H =x+4=0

H, =2u, +u, ~2:2, —2, =0

H, =u +u,-24 =0

H, =x —1-2u-2u, =0
H, =x,-3-u;=0

SOLUCIONES

Hay que resolver un sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas. Una posible forma de hacerlo es

siguiendo los siguientes pasos:

Paso 1: De la primera y segunda ecuaciones se pueden despejar x e y como una funcién de A y A,

respectivamente:
X, =4
A
x, =——2
2

Luego

Paso 3: Despejando u, de la ecuacion Hy,

u, +u, =24, =0->u, =—u, +2-4

y sustituyendo las expresiones obtenidas para u, se obtiene:

u, =24 -4,

Paso 4: Sustituyendo las expresiones obtenidas para x, y us en la segunda ecuacioén de ligadura:

A

x,=3-u, :O—>—72—3—/12 =0

y despejando A., se obtiene:

Paso 5: Sustituyendo las expresiones obtenidas para x4, uq y u, en la primera ecuacion de ligadura
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X, —1=2u =2, =0 —> =4, —~1=2-4, =2:(2:4, - ,) =0

y despejando A4 se obtiene:

Paso 6: Sustituyendo las valores de A; y A, en las expresiones obtenidas para xi, X2, U y Us Se

obtiene
X, =—, X, =1, uy=-2, u,=—
Por lo tanto:
(x)' = % 1)
W =[-2 gj
* 1
@) =[-< _zj

Y sustituyendo estos valores asociados al estacionario en la expresion de la funcién de coste se

obtiene

+ Soluciéon problema 6.7
El Hamiltoniano es

Hx,p,A)=x>y>2" + 1 [x* +y* +2° =]
Las condiciones para un punto estacionario son:

H =2xy>z"+2Ax=0
2,2

H, =2yx"z +24y=0

H. =2zx"y"+24z=0

H,=x"+y"+z"—r’ =0

Multiplicando la primera ecuacion por x, la segunda ecuaciéon por y, la tercera ecuacion por z y
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sumando estas tres ecuaciones se obtiene la ecuacion
6'x2~y2~z2 +2-/1-(x2 +y2 + 22) =0—> 6-xz'y2-z2 +2~/1~(r2) =0

Despejando A

y sustituyendo A en las expresion de Hy
3.x2 2.2
2-)c-)/2-z2 + 2{— XV x=0

es posible despejar x

Tal y como se deseaba demostrar.
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SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 7: Control 6ptimo de sistemas discretos

¢ Solucioén problema 7.1
a) El modelo del sistema es
X =X, u, +1

La funcion de coste es

=
L

N | =
o
i

Comparando (2) con la expresién general
N-1 X
J = (N, x )+ L (x,u,)
k=0
se obtiene
K 1,
¢(N>XN):O L (xkauk):E.uk
Luego el Hamiltoniano es
k 1,
H" (uy,x,) = E'”k + Ay (o uy +1)

Conocido el Hamiltoniano es posible obtener la ecuacién de estado

oH*
X = P =x,u, +1 (1)
k+1
la ecuacion del co-estado
oH*
A = or = A Uy (2)
k
y la condicién estacionaria
oH*
=u, +2,,x,=0 ®)
ou,
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Despejando u, de (5) se obtiene
U, = —A X, (4)
Sustituyendo (4) en (1) y (2), se tienen las ecuaciones de estado y del co-estado con uy eliminado:
Xpsr = A 'x,f +1 (5)
A = _ﬁ“;—l Xk (6)

b1) Evaluando (5) y (6) para k=0 y k=1 se obtienen las siguientes cuatro ecuaciones

x, =—Axg +1 (7)
X, =—4, 'xf +1 (8)
Ay = =A%, 9)
A ==2x, (10)

Sustituyendo (7) en (10) y despejando A4 se obtiene:

8
= (11)
M=
El valor de A, se obtiene sustituyendo (11) en (9):
4
— 1,

Ay=———— 12
-y "

b2) Sustituyendo (11) en (7) se obtiene

Ax]
X =———5—+1 (13)
A xy =1
Sustituyendo (13) en (8) y operando se obtiene
A
x,=l-—"F— (14)

(B -1

b3) Del enunciado se sabe que se desea conseguir que x,=0, sustituyendo este valor en (14),
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operando y reordenando los términos se obtiene la siguiente ecuacion de cuarto orden para i,
xg A =2 x4 -2, +1=0 (15)

¢) Sustituyendo x,=1 en (15) y resolviendo la ecuaciéon de cuarto orden se obtienen los siguientes
raices: 1,=0.52489, 1,=1.4902 y X,=-1.0076 +0.51312i. Soélo interesan las raices reales y en

consecuencia son las Unicas que hay que analizar.

Caso 1 (1,=0.52489): De (11) y (12) se obtiene que 1,=-0.3808 y que 1,=0.1446. Asimismo, de (13) y
(14) se obtiene que x4=1.3803 y que x,=0. Por otra parte de (4) se obtiene que uy=-0.3808, u;=-
0.7245 y u,=0. Finalmente, de (2) se obtiene que J*=0.3349.

Caso 2 (r,=1.4902): De (11) y (12) se obtiene que A1=1.8192 y que 1,=-3.9095. Asimismo, de (13) y
(14) se obtiene que x4=-0.8092 y que x,=0. Por otra parte de (4) se obtiene que uy=-1.8092,
u4=1.2207 y u,=0. Finalmente, de (2) se obtiene que J*=2.3999.

Puesto que el valor de J* obtenido en el caso 2 es mayor que el obtenido en el caso 1, se concluye
que las secuencias optimas para el estado (xo, X1, X2), para el co-estado (Ao, A1, A2) ¥ del control

(uo,uq,uz) se obtienen en el caso 2.

.
¢ Solucion problema 7.2
a) El modelo del sistema es
X, =2x, +u, (1)
y la funcién de coste es
J:S-x52+%z4:(x,f+u,f) (2)

k=0

Se observa que se trata de un sistema escalar lineal discreto. Comparando con las ecuaciones

generales de este tipo de sistemas

R

Se obtienen los valores de las matrices: F=2, G=1, S;=10, Q=1y R=1.
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La ley de realimentacién vendria dada por las siguientes ecuaciones

2
M, =S8, - % _ 5 (5)
1+S, 1+8,
S =4M, +1 (6)
2-S
K = k =2'M 7
s, * "

Para k=5 se toma como condiciones iniciales Ks=0 y S5=10, y se obtiene:

SS
1+8;

M, = =0.9091

S, =4-M, +1=4.6364

K, =2-M,=18182

Para k=4
M, = 15?94 =0.8226
S, =4M,+1=4.2904
K, =2-M,=1.6452
Para k=3
;= 15?5'3 =0.8110
S, =4M, +1=4.2440
K,=2M,=1.6220
Para k=2
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M, = %, =0.8093
1+8,

S1 = 4-M2 +1=4.2372
K, =2M, =1.6186
Para k=1

Sl
1+,

M, = =0.8091

Sy =4M,+1=4.2364
K,=2M, =1.6182
La sefial de control es
u,=—K,x, sik<N (8)
Sustituyendo esta expresion en (1) se obtiene:
X = (2K ) x, 9)

Puesto que no se conoce el estado inicial xo, se va determinar la secuencia xy/x, del estado y uy/ug

de la sefial de control.

Yo g sik<N (10)
Xo Xo

Tl Z(2- K, )k (11)
X, X,

Utilizando las expresiones (10) y (11) y las ganancias K k=0,1,..,5 calculadas anteriormente, se

obtiene:

Para k=0
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%o _Kk,=-16182
Xo
Para k=1
Mook, X =03818
Xo Xo
Mok, =-16180
Xo Xo
Para k=2
% 0ok, =0.1456
Xo Xo
%o g, = 02362
Xo Xo
Para k=3
Yo 2-K,) 2 =0.0551
Xo Xo
% k20,0906
Xo X0
Para k=4
o (2-K,)22=0.0195
X9 Xo
o g, 4200352
Xo Xo
Para k=5
xS

5 (2-K,)4 =0.0036
X,

Xo 0
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u X
S — s
=-K, =0
Xo Xo

¢ Solucién problema 7.3
a) Comparando el sistema dado con la ecuacion general de un sistema lineal continuo

x=Ax+Bu

oo ol

Por otra parte la ecuacion general del sistema discretizado es:

se obtiene

Xy =DOx, +Tu,

con

-T

d =

A
e
T
r= J-e/” -B-dt

siendo T el periodo de muestreo.

Para determinar la matriz @ es necesario calcular la exponencial de una matriz, que se puede

obtener mediante una desarrollo en serie de potencias:

7o’ 7w

AT A, A - 2! i - 3!
O=¢"" =I+AT+—T " +—T" +..... = 3 4 2o
2! 3| », To "o

—T-w — +... 1- >

Recordando las expresiones de los desarrollos en serie de Taylor de la funcion seno y de la funcién

coseno:

S (_1)” L2ntl

(2 +1)!

sinx =
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la expresion de @ se puede expresar de forma equivalente como:

O = cos(wT) sen(@T)
= 10}
wsen(oT) cos(wT)
Asimismo
. 1 —cos(wt)
o tl cos(ewrt) @ -[O}dt: ’
o| wrsen(art) cos(wt) 1 sen(@1t)

0]

b) De la expresion de la funciéon de coste dada en el enunciado comparandola con la expresion

general

N-1 N-1
J=¢(N, xN)-i-ZLk(xk,uk) :%'xﬁ'S'xN +%~Z(x,f-Q'xk +ukT-R~uk)
k=0

k=0

se obtiene que

SN, xy) =%-[sl (x})? +5,(x2)]

L (xy ) = %-[ql (1) + 4y (62 + 7, )2

y que

El modelo del sistema es:
k
X = (xu,)=0x, + Ty,

El Hamiltoniano es:
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1 r
Hk(xksuk):[*k(xke”k)"‘/lgﬂfk(xka”k)zz'[%(x}f)z +Q2(x1§)2 +”'(”k)2]+ [’1 }f+l’2’i+l] K1 =

1 T 1- -T
= L) + 4,20 + ()] A Ll{x,i-cos(w-T) sy ten@d) ,, 1-cos( )} +
2 w 0]
T
+ iﬂ-[— x; @sen(wT)+x;-cos(wT)+u, M}
0]
La ecuacion de estado es:
k
Xp = OH =Ox, +I"u,
a}“ k+1
La ecuacion del co-estado es:
OH* ,
A= =0x, + 04,
ox,

A= g, ()4 AL, cos(@T) - A2, arsen(@T)

=gy (xp)+ A }M.%;erﬂ 2 rcos(wT)

La condicién estacionaria es:

_OoH" 1

0 =—R+T"2 .,
ou,

l_r+/1 Ll'(l —cosz(a)-T)j_H1 iﬂ_sen(a)-T) _o
2 w w

Las condiciones frontera son:

T
%— v | dxy =0
Ox

1 1
(E'sl -1 lN}dx}V J{?sz -1 f\,j-dva =0
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oH"
( ] ‘dx, =0

ox,

[0, () + AL cos(@T) = 22, rarsen(wT) fdx) +[g, (x2) + A }-%j’ﬂ + 2 2cos(@T)]-dx =0

¢ Solucién problema 7.4
a) Comparando el sistema dado con la ecuacién general de un sistema lineal continuo
x=Ax+Bu

se obtiene

Por otra parte la ecuacion general del sistema discretizado es:
X =DOx, +1Mu,

con

AT

S
I

e
T
r=[e" Bt

siendo T el periodo de muestreo.

Para determinar la matriz @ es necesario calcular la exponencial de una matriz, que se puede

obtener mediante una desarrollo en serie de potencias:

2 3 1+
O=c' = [4 AT+ 2!
2! 3! “at

3!
T*-a’

+...

Recordando las expresiones de los desarrollos en serie de Taylor de la funcidon seno hiperbdlico y de

la funcion coseno hiperbdlico:
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senhx = Z;-xz'"“
= 2n+1)!

| 5.
coshx = x"
Z(; (2:n)!

la expresion de @ se puede expresar de forma equivalente como:

[ cosary seriteD)
= a
a-senh(a'T) cosh(a'T)
Asimismo:
. senh(at) g b-(1+cosh(a‘t))
_ | cosh(at) ————= _ a’
I'= d 15 = b-senh(a-T)
o| arsenh(at) cosh(at) —_
a

b) De la expresion de la funcién de coste dada en el enunciado comparandola con la expresion

general

N-1 1 1 N-1
J=¢(N, xN)"'ZLk(xkauk) :—-x]Tv-S-xN +5'

(ka 0x, +ukT -R-uk)
k=0 2 k=0

se obtiene que

JN,x )= s () 5, xD)?]

L (xoy) = %-[ql () +q, () + (1)

Y que

El modelo del sistema es:
k
X = (X0, ) =Ox, +Tu,

El Hamiltoniano es:
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1 r
Hk(xksuk):[*k(xke”k)"‘/l£+1fk(xka”k):;[%(x}f)2 +Q2(x1§)2 +’”'(”k)2]+ [/1 iwﬁ“iﬂ] K =

1 -T . h(a'T)-1
G g0 4 e AL ot ) g D) BEED D
+4 iﬂ{x}( -arsenh(a-T)+ x; -cosh(a'T)+u, -M}
La ecuacion de estado es:
k
Xp = OH =Ox, +I"u,
a}“ k+1
La ecuacion del co-estado es:
_oH"

Ay

ZQ'xk + (DT ﬂ’l{ﬂ
ox,

Ar=q,(x))+ A, cosh(aT)+ A asenh(aT)

A=y (x)+ A senh(aT) +A7,,-cosh(a'T)
a

La condicién estacionaria es:

k
0= oH :l-R-+FT-/1 .
ou,
%.,,+/1 }Hl.b'(COSh(Z"T)—l) ) iﬂ.b'senh(a-T) 0
a a

Las condiciones frontera son:

Ox

[%—ZNJ “dx, =0

1 1
(E'Sl -1 ﬁvj-dx;\, + (;sz -1 ?\,j-dx?\, =0
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+A }-cosh(a-T)]-dx; =0

[g.x0)+ 2 L cosh(@T) + AT yassenh(aT) ) +[g, () + 2 122D
a

¢ Soluciéon problema 7.5

a) La discretizacion de la planta es la misma que la del Problema 7.3, luego
sen(awrT

cos(wT) sen(@T)

wrsen(owT) cos(wT)

b =

1—cos(wrt)

2
_ @

sen(rt)
0]

b) De acuerdo con el enunciado la expresion de la funcién de coste ahora es:
J—l-[ 172 22] l,N_l[ 172 232 49 ol Doy x2- ) 2]
) 85, (x)" +5,(x;) +EZ ¢ (X)) +q, (X)) +2vx oy, + 20, X u, +r(uy)
k=0
Que se puede expresar equivalentemente en la forma:
J_l. r.s- IN(T. . 2Ty T.R- )
_EXN Xy EZ x,Ox, +2:x,V-u, +u, ‘Ru,
k=0

donde

Asimismo comparando con:
N-1 .
J =N, x)+ D L (x, 1)
k=0
se obtiene que

G, x )= () 5, xD)?]
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If (xk,uk):%'[q1 (x,lc )? +q, (x,f )? +2v, -x,lc U, +2+v, ~x,f u, +r(u, )2]
El modelo del sistema es:
Xin1 = fk(xk’uk) =Ox, +Tuy,
El Hamiltoniano es:
H*(xu)=L(x,u )+ AL, f (x,u,) =%-[ql(x,1()2 +q, (x0) +2v,x,u, +2v,x;u, +1(u, )2]+

1 2 | .
+ [ﬁ' P k+1] X =

1
= E-[ql(x,lC )2 +4q, (x,f )2 +2v, -x,lC U, +2'v, -x,f u, +r(u, )2]+

T 1-— T
+/1}Hl-[x}(-cos(a)-T)+x§.sen(a’ )+u 1—cos(w )}+

k COZ
sen(o'T
+ iﬂ{— x, -@sen(wT)+x;-cos(wT)+u, ﬁ}
@
La ecuacion de estado es:

oH*

Xy =——=0x, +1u,
61 k+1

La ecuacion del co-estado es:

_oH"
ox,

A, =0x, +Vu, +(I)T-/1k+1

Av=q(xp)+vu, + A, cos(wT)— A7, orsen(wrT)

sen(wT)

A i: q, (xlf )++vyu, +A4 }m +4 iﬂ'COS(G)'T)

La condicion estacionaria es:

_OH"
ou,

0 =x, ~V-+%-R+FT~/1 .
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(v + (v, + o+ 2 (1—%5(”)} 52 sen@T)

Las condiciones frontera son:

(%— Nj dx, =0

ox ),

1 1
[E‘Sl -4 i\,j‘dxb +[5~52 -4 f\,j‘dx;"v =0

oH' '
( j ‘dx, =0
ox,

[0, )+ v,y + 4L cos(@T) = A2, arsen(arT) ), +

) }.Sen(arT)

+[ g, (x3) +v,u, + A pcos(@T)]-dx; =0

¢ Soluciéon problema 7.6
a) Comparando el sistema del enunciado con la expresion general de un sistema discreto

X, =Fx +Gu,

o] ol

La ecuacién de Ricatti en el estado estacionario toma la siguiente forma:

se obtiene

S=FT [S ~SG(R+G"-SG)" -G -S]F +0

La matriz S es simétrica y definida positiva, luego su estructura es:
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Sustituyendo las expresiones de F, G, S, Q y R en la ecuaciéon de Ricatti y operando se obtiene la

siguiente igualdad:

q q
S: Sl S2 = 1 ’ Sj
9, 4+ —

Sy +F

Luego se obtienen las siguientes ecuaciones escalares:

5,=q, M
S, =4, )
2
S3 =4, +5; _S L)
3

Sustituyendo en la dltima ecuacién los valores de s; y s, y reordenando términos se obtiene la

siguiente ecuacion de segundo grado para s3:
S32 +(r—2q,)s, +(Q§ —24,r)=0

Cuya soluciones son

1 1 1 1
§3 = —5'(”—2'%)i5'\/(’”—2'%)2 —4(q; —2q,1) = —E'(”—z'%)iz‘\/(’”"‘z'ql ) —4q; (3)

De las dos soluciones para s3 se debe escoger aquella que haga que la matriz S sea definida
positiva. La ecuacion de los autovalores de S es:

s, =4 s,

=0= 1 —A(s) +53)+ (5,55 _SZZ):O
s,  S;—A

Cuya autovalores son:

_ (s, +S3)i\/(sl +5,) —4(5,8, —53)
2

A

Para que una matriz sea definida positiva sus autovalores deben ser positivos. En este caso esto se
cumple si dan las siguientes condiciones (las cuales se obtienen facilmente analizando la solucion

con el signo de la raiz negativo):

(s, +55)>0 4)
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(51'53_522)>0 (5)

Por otra parte, para poder aplicar la metodologia de obtencién del controlador éptimo, una suposicion

que se realiza es que la matriz Q es simétrica y al menos semidefinida positiva. En este problema,

Q:[‘h qz}
q, 4,

Los autovalores de esta matriz se obtendrian de la ecuacion:

segun el enunciado:

q,—4 q,

. g =0 (g ~4) ~¢; =0> 2 ~2:¢;A+¢; —¢; =0
2 1

Resolviendo la ecuacién de segundo orden, se obtienen los siguientes autovalores:

2-q, ++/4q> —4(q’ —qg?
1= q, \/%2 (g, Q2):qliq2

Si Q tiene que ser al menos semidefinida positiva sus autovalores A1=q4+ q, y A,=q4- g2 tienen que ser

mayores o iguales a 0. Luego:
q,+9,>0= g, >0 (supuesto que g,>0)

9,-9,20=>q,2¢q, (6)

Asimismo, para poder aplicar la metodologia de obtencion del controlador éptimo, otra suposiciéon que
se realiza es que el par (F,C) es observable, en consecuencia C debe ser no nula. Supongamos que

el sistema tiene una Unica salida en dicho caso la matriz C tendria la forma C=[c; ¢;].

r 2
|:Q1 %}:{Cl} [c ¢ ]: ¢ C°Cy
9, 4, G, 1 ? C G 6‘22

Se sabe que Q=C'-C luego

igualando se obtiene:

Luego si ;=0 la matriz C seria nula y el sistema seria no observable. En consecuencia
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q,>0 (7)

Por lo tanto, teniendo en cuenta las desigualdades (6) y (7), y las ecuaciones (1) y (2), se obtiene que

5,>0 (8)
5,25, (9)
La condicion (5) implica que
(8,78)> Sj

Luego o bien s; o s3 son simultdneamente positivos o simultdneamente negativos, pero por la

condicion (8) o la condicion (6), se deduce que ambos deben ser positivos.

Faltaria por ver cuando s; es positivo, para ello hay que analizar las dos posibles soluciones dadas

en la expresion (3), que equivalentemente pueden expresarse en la forma:
s;=X1Y

donde

1
X=—2(r=2q)

1
V= r=2)) =45 ~24,7)

Por definicién la raiz cuadrada de un numero siempre es positiva, luego Y>0. Tomando como
referencia los posibles valores de X, existen tres casos que hacen que s; sea positivo:

Caso 1: s3=X+Y es positivo si X>0

Caso 2: s3=X+Y es positivo si X<0y Y>X

Caso 3: s3=X-Y es positivo si X>0y X>Y

Se observa que existen mas casos asociados a la solucion de s;=X+Y que hacen que s;3 sea positivo,
lo que significa que existe mayor libertad para configurar los posibles valores de los parametros r o

q,- Por lo tanto esta sera la solucién que se escogera.

1 1
5= (=24 + N7+ 24))" ~ 44 (10)

El valor 6ptimo de la ganancia en estado estacionario es:
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K=(R+G"-SG)'G"-S'F

Sustituyendo las matrices R, G, S y F se obtiene

1?:[0 52 }
s, +r

Sustituyendo (2) y (10) en la expresién anterior se obtiene:

K=|0 b (11)

;-qu +;J (r+2¢,)" —4q;

b) La ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado es:
|21 = (F-GK)|=0
Sustituyendo las matrices y operando se obtiene

z -1 p
0 z4_2 IZ'[Z-i- 2 JzO

Sy +r

Luego los polos en lazo cerrado son:

S _ q,

S g e 2g) -4

El sistema en lazo cerrado sera estable si los dos polos se encuentran dentro del circulo unidad, es
decir, |z4|<1y |z2|<1. Obviamente z,=0 se encuentra dentro del circulo unidad. Faltaria por comprobar

si esto también sucede con z,.

Para que |zo|<1 se tiene que cumplir la siguiente condicién:

1 1
(5-1’ +4, +5'J (r+2:¢,)" —4¢; ) >q,

Se observa que
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(1-r+ g+ 2g, 7 — 4 j > (1-r+qu > q,
2 2 2
Por otra parte de la relacién (6) se sabe

9,249,
Luego efectivamente |z,|<1.

En consecuencia el sistema en lazo cerrado es estable.

.
¢ Solucién problema 7.7
La ecuacién de Chang-Letov es:
N ()N (2)=|HT (" H(2)+RIA (27)A (2)]GTSG+R| (1)

En la expresion anterior A (z)y H(z) son la ecuacion caracteristica y la funcion de transferencia del

sistema en lazo abierto, mientras que A°(z) es la ecuacion caracteristica en lazo cerrado.
Con los datos del enunciado, y supuesto que C = \/E = \/E-I = [ es posible calcular A (z)y H(z):

A(z)=|z1-F|=(z-1) )

-1 . —_— 1 o 1
H(z)=C(zI-F)"-G= GO L - J (3)

Equivalentemente, H(z) puede expresarse como:

_N(2)
H(z)= ACZ) (4)
donde
1
vorl )
z—1

Luego, sustituyendo (5) en (1) y reordenando, la ecuacién de Chang-Letov puede expresarse de la

siguiente forma:
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SNz YA (2)=1/r)N"(z")N(z) + Az )-A(2)
donde
§=1+G"-SG/r
Las raices de A°(z™'):A°(z) =0, son los ceros de
(1/r)yN"(z")N(2)+ Az )A(2)
que puede expresarse en la forma:

N 1 N"(z)N(z)
r Az A(2)

Sustituyendo (4) y (5) en (8) se obtiene

1[1 z‘l—l}{ :

T 2 lej|_1+l'1+(121_21).(2_12)
r(z--1)"(z-1) r (z7-1)"(z-1)

Para r=0.1, los ceros de (9) son:

+L.l+(z_l—l)-(z—1)
0.1 (z"=1)*(z-1)

y Sus raices
z,=0.093 z, =0.362 z, =2.765 z, =10.78
Obsérvese que

zvzy =1 z,zy =1

=z'-142 +36z* -14z+1=0

SOLUCIONES

(6)

)

8)

9)

Los ceros estables ( |z|<1) son: z;, =0.093 z, =0.362, por lo que la ecuacion caracteristica en lazo

cerrada deseada es:

A (2)=(z-0.093)(z—0.362) = 2 —0.4552+0.034 = 0

(10)

La ganancia constante que situa los polos del sistema en lazo cerrado en las raices de A°(z) se

obtiene de la formula de Ackerman.
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K=[0 1M, "A(F) (11)

Donde M.y es la matriz de controlabilidad y A°(F') representa el polinomio matricial obtenido al

sustituir la matriz F por la variable z en la ecuacion caracteristica

, , 117 11 10
N (F)=F*—-0.455F +0.0341 = —~0.455- +0.034- ~
0 1 01 0 1 2)

[0.579 1.545
10 0579

A°(F') que es una matriz real de dimension 2 x 2. Por otra parte la matriz de controlabilidad es

0 1
M, =[G FG]:1 | (13)
y su inversa
4 -1 1
M, = 1 o (14)

Finalmente, sustituyendo (14) y (12) en (11) y operando se obtiene la ganancia en el estado

estacionario

K =[0.579 1.545] (12)
b) Desarrollando (9) se obtiene:
1 -z 43z —2
r{z4—4-z3+6-22—4-z+1} 19)

Analizando esta expresion se observa lo siguiente:

B Para r=0, se obtiene los ceros z, =0 z, =0.382 z; =2.618

B Para 0<r<0.25, los ceros se encuentran sobre el eje real, y estan situados en los
siguientes intervalos (0, 2.68), (0.268, 0.382), (2.618, 3.732) y (3.732, «). Ademas tienden

hacia 0.268 o 3.732 a medida que r aumenta.
B Para r=0.25, tenemos dos ceros dobles, uno situado en 0.268, y el otro en 3.732

B Para r>0.25, los ceros son complejos conjugados. Cuando r—oo, estos ceros tienden hacia
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el eje real, que tiene un punto cuadruple en z=1.

Teniendo en cuenta esta informacion en la Figura 3 se representa el lugar de las raices de (13)

cuando r varia de 0 a oo.

0.5

Imag Axis
o
T

15 I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5

Real Axis

Figura 3: Lugar de las raices de la ecuacién (13) cuando r varia de 0 a «

4 Solucién problema 7.8

Las raices de
2 2
z-+2az+w =0

son

z,=—a+VJa’ -’

Mientras que las raices de
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SOLUCIONES
0’2" +2:0z+1=0
son

z, =§(—a+\/a2 -’ )
z, :ﬁ(—a—\/az -’ )

Se dice que z; es la raiz reflejada de z; si zz=1. En este caso

2,2, = (—a—i-\/az -’ )Lz(—a— a’ -’ ): Lz~<a2 —(a’ —wz)):l
w w
De forma analoga se puede comprobar que
z,zy =1
Luego z, es la raiz reflejada de z, y z; es la raiz reflejada de z,.
.

49



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial) SOLUCIONES

SOLUCIONES PROBLEMAS
TEMA 8: Control 6ptimo de sistemas continuos

¢ Solucioén problema 8.1

Para este sistema se va definir la entrada como

Comparando con la ecuacion general

x(t) = f(x,u,t)

se obtiene

f(x,u,t)=u

De acuerdo con el enunciado del problema la funcion de coste es:

J= J'O”ffdz :j u>dt 2)

0
Comparando con la ecuacion general de la funcién de coste
J(t,)= ¢(x(T),T)-a’T+LOTL(x(t),u(t),t)-dt
se obtienen
$(x(T),T)=0
L(x(t),u(t),t) =u’
Ademas f,=0y T=mn.
La ligadura en el estado final es:
Y (x(T),T)=0
El Hamiltoniano es:
H(x,u,t) = L(x,u,t)+A" f(x,u,t) =u” + Au

La ecuacién de estado es:
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oH
X=—=u
oA
La ecuacion del co-estado es:
A= oH =0
ox

Luego si la derivada de A es 0 entonces A debe ser constante.

La condicion de estacionaridad es

OH
O=—=2u+Ar
ou
Despejando u de esta ecuacién se obtiene
A
U=-——
2

Puesto que A es constante u también es constante.

La condicion frontera es:

(¢ +W v- xT)\de(T) +(f +¥v+H)| dt =0

SOLUCIONES

®)

Como el tiempo final es fijo (T=r) entonces dt| =0, por lo que la condicién frontera queda

(¢ x+\1’jv-xT)\de(T)=o

Como ¢=0, ¥=0 entonces

M(T)dx(T) =0

En general dx(T) es distinto de 0 ya que no se ha puesto ninguna restricciéon al estado final luego se

debe cumplir que

AT)=A(r)=0

De acuerdo con la ecuacién (3) entonces u=0. Asimismo, de acuerdo con (1)

x=0
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Por lo tanto que el estado es constante y sera igual al estado inicial
x(1) = x(0)
Asimismo de acuerdo con (2), puesto que u=0 entonces

=0

4 Solucién problema 8.2
El modelo del sistema es
X=-x"+u
comparando con la ecuacion general
x(t) = f(x,u,t)
se obtiene
f(xu,t)=—x"+u

La funcion de coste es:
1, 12 5 5
= (2)+5j0(x +u’)dt

comparando con la ecuacion general de la funcidon de coste

J(ty) = $(x(T),TYdT + | tTL(x(t),u(t),t)dt

se obtienen

$(x(T).T) =%~x2<2>

L(x(t),u(t),t)= %-(x2 +u’)

Ademas t,=0y T=2.
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La ligadura en el estado final es:
Y (x(T),T)=0

El Hamiltoniano es:
H(x,u,t) = L(x,u,t) +A" f(x,u,t) = %-(x2 +ut)+ A (=x" +u)

La ecuacioén de estado es:

oH ,
=—=—Xx"+4u
oA
La ecuacion del co-estado es:
-y :a—H:x—3-}t-x2
ox

La condicion de estacionaridad es:

Oza—H:u+X:>u:-k
ou

La condicion frontera en =0 es
x(0) 2%
La condicion frontera en t=T=2 es
(¢ +¥v- xT)\de(T) +(¢ + ¥/ v+H)| dr=0

Como el tiempo final es fijo entonces a’t|T: 0, por lo que la condicion frontera queda

(¢ +¥v -xT)\de(T) =0
Como ¥=0y dx(T) es distinto de 0 entonces

(¢ -V, =0=x(2)=4(2)

Para eliminar u(f) de las ecuaciones de estado y del co-estado habria que sustituir la ecuaciéon de

estacionaridad en ellas. Se obtiene
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4 Solucion problema 8.3

a) La diferencia de potencial que genera la fuente sera igual a la suma de las diferencias de tension

en la resistencia Ry en la inductancia L
dx
u(t)=R-x(t)+L—
dt

Como R=1y L=1, entonces la ecuacion de estado es:

X=—x+u
b) Si se compara la ecuacion del modelo del sistema estado obtenida con la ecuacién general
x(t) = f(x,u,t)
se obtiene
f(xu,t)y=—x+u
La funcién de coste es:
J= .[01 w’dt
Comparando con la ecuacion general de la funcion de coste
J(t))= $((T).TydT + [ LGx(0)u(0) 0y
se obtienen
$(x(T),T)=0
L(x(t),u(t),t) =u’

Ademas t,=0y T=1.
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De acuerdo con el enunciado x(T)= x(1)=2, luego la ecuacién de ligadura en el estado final es:
Y (x(T),T)=x(1)-2=0
El Hamiltoniano es:
H(x,u,t) = L(x,u,t)+A" f(x,u,t) =u” + A-(—x +u)

La ecuacién de estado es:

oH
=—=—Xx+u
oA
La ecuacion del co-estado es:
. OoH .
—A=——=-A= A=A (1)
Ox
La condicion de estacionaridad es:
oH A
O0=—=2u+A=>u=—— (2)
ou 2
La condicion frontera en t=0 es:
x(0)=0
La condicion frontera en t=T=1 es:
x(1)=2

Una solucién genérica para la ecuacion diferencial (1) es:

A=Ae (3)
Sustituyendo este valor en (2) se obtiene
A4,
Uu=-——e (4)
2

Hay que calcular el valor de la constante A. Para ello sustituyendo (4) en la ecuacién de estado se

obtiene:
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X=—-x——e (5)

La solucion general de esta ecuacion diferencial es

x=Be ' +Ceé

Sustituyendo esta solucién en (5) y operando se obtiene el valor de la constante C:

c=-4
4
Luego
x=B-e" —é-e’ (6)
4
Si se evalua (6) en =0, como x(0)=0, se obtiene
x(0)= B-—é-: 0=B= é
4 4
Luego
A -t t
x=—(e —e 7
2 ( ) (7)

Asimismo si se evalla (7) en t=T=1, como x(1)=2, se obtiene:

- =-3.4037

A 8e
2="v(e'—e)=> A=
4 1-
Finalmente sustituyendo A en (4) se obtiene el control éptimo

u=-1.7018-¢

c¢) La trayectoria 6ptima del estado se obtendria sustituyendo el valor calculado para A en (7):

x=0.8509-(e' —e™)
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¢ Solucién problema 8.4
La ecuacion de estado es:
x=f(x,u,t)=Ax+Bu (1)

La funcion de coste es:

T 14
J(fo)=%xT(T)'S(T)~x(T)+%-LO[xT ”T}L/QT RHﬂdt )

Comparando con la ecuacion general de la funcion de coste
T
J(tg) = $C(T),T)dT + [ L(x(t),u(t),1)dt
fy

se obtienen

¢(x(T>,T)=%xT(T)-S(T)-x(T>

1 T T Q V X 1 T T T T T
L(x(t),u(t),t)=—|x" u 1 |==x"Ox+x" Vu+u V x+x ‘Ru
El Hamiltoniano es:

H(x,u,t)=L(x,u,t) +\" f(x,u,t) = %'[xT‘Q-x+ x"Vau+u"Vix+ xT'R-u]—i- A(Ax+ B-u)

La ecuacion del co-estado es:

—X:a—H:Q-x+V~u+Ar-/1 (3)
ox
La condicion de estacionaridad es:
Ozaa—H:VT-x+R-u+BT-;L 4)
u

La condicion frontera es:

e Tiempo inicial x(ty) conocido.
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e Tiempo final, el estado libre y T fijo:
AT)=S8(T)x(T) (5)

a) Para resolver el problema de optimizacion se va a suponer que x(t) y A(t) satisfacen una ecuacion

como (5) para todo te[ty, TI:
A(t) = S(1)x(¢) (6)
con una matriz S(f) todavia desconocida que debe cumplir una serie de condiciones a determinar.

Sustituyendo (6) en (4) y despejando u se obtiene
Ru=—V"x-B"-Sx=>u=—R"(V" +B"-S}x
De acuerdo con el enunciado se define la ganancia de Kalman modificada como:
K=R"(V"+B"S)

Luego el control 6ptimo es:

u=-Kx (7)
y la ecuacion de estado

x=(4-BK)x (8)

Se van a obtener a continuacién las condiciones que debe satisfacer S(t). Para ello se debe en primer
lugar derivar (6)

A=8x+8%
En segundo lugar se sustituye (8) en la expresion anterior:
A= S'x+S(A-BK)x
Igualando la expresion anterior con (3)
—~(Qx+Vu+A4"A)=Sx+S(4-BK)x
Despejando — S-x se obtiene

—Sx=(Ox+Vu+A"2)+S(4-BK)x
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Sustituyendo (6) y (7) en la expresion anterior y reordenando términos se obtiene la siguiente

expresion:
~Sx=(0x—VKx+A"Sx)+S(A-BK)yx=(SA+4"-S—SBK-VK+Q)x

Luego

—S=8A+A"-S—(SB+V)K+Q 9)
Por otra parte, de la definicion de ganancia de Kalman modificada se obtiene que

RK=V"+B"S=RK) =(r"+B"S) =K"-R" =V +S"-B
Puesto que Sy R son simétricas, entonces S'=S y R'=R, luego
K""R=V+SB
Sustituyendo esta expresion en (9) se obtiene la ecuacion de Ricatti:
—S=8A4+A"S—K"-RK+0Q 9)

b) En la demostracién se van a comparar la expresion:

d(r
—Ix"-Sx 10
e s) (10)
con
x"Qx+x"Vut+u" V' -x+u"-Ru (11)

Asimismo se hara uso entre otras de la siguiente igualdad:
K''RK=K"-(vV"+B"-S)=K" V" +K"-B"-S (12)

En primer lugar se va desarrollar la expresion (10). De (6) se sabe que S-x=A, luego

d d
E(XT'S'X):E( "-2)

Derivando se obtiene
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Sustituyendo en el miembro de la derecha la ecuacion de estado y la ecuacion del co-estado:

%(ﬂz): [(A-BK)x] -A=x"(Qx+V-u+A"-2)

Sustituyendo (6) y (7) en la ecuacion anterior

%(XT%): [(4-BK)x]-Sx—x"(Qx—V-K-x+A"-Sx)

Operando y reordenando términos finalmente se obtiene:

%( T A)=x" (4" =K BTy Sx—x"(Q-V-K+A"-Syx =

:xT-AT-S-x—xT-KT-BT-S-x—xT-Q-x+xT-V-K-x—xT-AT-S-x =
=x"(A"S-K"-B"-S—Q+V-K-A"-S)x=
=x"-(-K"-B"-S-Q+V-K)x

En segundo lugar se va desarrollar la expresion (11). Sustituyendo en ella la expresion (7) se obtiene:

xT-Q-x +x" Vu+u" V' x+u" Ru= xT-Q-x —x"VKx—x"K"V'x+x"K"RKx=
=x"(Q-V-K-K"V'+K"RK)x

Sustituyendo (12) en la expresion anterior y reordenando términos se obtiene:

xT-Q-erxT-V-u+uT-VT-x+uT-R-u = xT-(Q-—V-K—KT'VT +K" V" +K"-B"-S)x =
=x"(Q—V-K+K"B"-S)x

Luego se ha demostrado que

di(xTS-x): —(x"Ox+x"Vu+u" V' -x+u"Ru)
t
La expresion general de la funcion de coste en cualquier subintervalo [t,T] es:
T
J(0) = $(x(T),T)dT + [ Lx(t)u(0)0)dr
t

con

¢(x(T>,T)=%xT<T>-S(T>-x<T)
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L(x(2),u(t),t)= %-[xr Ox+x" Vut+tu" Vix+x" 'R-u]: —%%(xr -S'x)
Luego
ItTL(x(t),u(t),t)-dt _ —% jtT%(xT-S-x)dz _ %-[xT(t)-S(t)-x(t) — X" (T)S(T)x(T)]
Con lo que la funcién de coste queda de la siguiente forma:
J(t)= %xT (T)-S(T)x(T) +%xT (£)-S(t)x(t) —%xT (T)S(T)yx(T)= %xT (£)-S(t)x(t)

Tal y como se queria demostrar.

En resumen en cualquier instante t, el coste restante de aplicar la ley de control 6ptima es funcion

unicamente del estado actual x(f) y de S(f).

¢ Solucién problema 8.5

a) La expresion general de la ecuacion de Ricatti es:
-S=A"S+8A4-SBR"B"-S+Q

Del enunciado se obtiene la siguiente informacion: A=0, B=1, S(T)=s, Q=0 y R=r. Luego la ecuacion

de Ricatti toma la siguiente forma:

. S ds _§?
S=—=>—=—
r dt r
La solucion de esta ecuacion diferencial se obtiene usando el método de separacién de variables:
S(T) T
1 1
[ <zds =—]at
S(t) rs

Nétese que los limites de integracién corresponden a los tiempos ty T, ya que el dato conocido es

S(T), y la funcién S(t) se evalua hacia atras en el tiempo.

El resultado de estas integrales es:
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1 1 1
so s P

Despejando S(f) se obtiene la siguiente solucion para la ecuacion diferencial

s(t) =S
r+S(T)(T - 1)

b) El control 6ptimo es:
u(t) = —K(1)x()
con

rS(TY  S(T)
r+S(TY(T—1t) r+S(T)(T—-1)

K(@#)=R"B"-S(t)= l~S(z) =
r

Luego:

S(T)
r+S(T)(T —t)

u(t)=-— x(1)

La forma de x(t) se obtiene a partir de la ecuacion de estado

dx 1
E =Uu= —;S(I)X(t)

La solucion de esta ecuacion diferencial se obtiene usando separacion de variables:

x(t) t
& Lswyar= [ oL [S(ydt=-
X r X r o

x(ty)

Lt s
r r+S(T)(T—-1)

Notese que a diferencia del calculo de S(t), en este caso los limites de integracion corresponden a los

tiempos fp y t. Ya que x(f) se evalla “hacia delante”, y el dato conocido es x(fy).

El resultado de estas integrales es:

o 2O ) [ 7+ STOT 1) ()= )‘r+S(T)-(T—t)
x(t,) r+S(T)(T -t,) r+S(M(T-t,)

Finalmente, sustituyendo la expresion obtenida para x(t) en la expresién del control éptimo se obtiene
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rS(T) x(t,) r+S8S(T)(T-1) __ rx(t,)S(T)

s a0 sy T ST 1)

Analizando esta expresién se observa que para este problema el control 6ptimo es un valor constante

durante todo el intervalo de tiempo [tp, T].

A modo de resumen se muestran las expresiones de S(t), x(t) y u(t) en el instante inicial f,, en el
instante ty en el instante final T:

to t T
S(t) rS(T) rS(T) S(T)
r+S(T)(T -t,) r+S8(T)(T —1)
x(t) x(t,) x(t,) r+S(T)(T-1) x(t,) r
reS(T)(T-t,) rS(T)(T-t,)
u(t) _rx(t,)-S(T) _rx(t,)-S(T) _rx(t,)-S(T)
r+S(T)(T—t,) r+S(T)(T —t,) r+S(T) (T —t,)

Recuérdese que S(f) se evalua hacia atras desde =T, (con S(T) conocido) hasta t=f,. Mientras que

X(t) se evalua hacia adelante desde t=f, hasta t=T.

+ Solucion problema 8.6

a) La expresion general de la ecuacion de Ricatti es:
-S=A4"-S+54-SBR"B"-S+0Q

La ecuacién de estado para el sistema del Problema 8.3 es:

X=—x+1u

Luego A=-1 y B=1. Asimismo de la funcion de coste se obtiene que S(T)=10, Q=1, R=1 y t,=0.
Sustituyendo estos valores en la ecuacién de Ricatti se obtiene:

S=852+2-5-1

La solucion de esta ecuacion diferencial se obtiene usando el método de separacién de variables:
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ds O .
e =dts [ ——dS=[ar
§24+2:5-1 S 4251

S(

(1

Para resolver la integral de la izquierda conviene tener en cuenta que:
S*+2:5-1 =(5-5,)(8-5,)
donde
S, = —1++2 = 04142 S, =-1-42 = 24142

Descomponiendo en fracciones simples se obtiene:

1 1 1 1
(S_Sl)'(S_Sz) (Sl_Sz)LS_SJ (S_Sz):|
Con lo que el resultado de dicha integral es

S(T)

S(T) . —
1 s 1 { 1 1 }dS 1 .ln{(S(T)—Sl)(S(t) S,)

4 S +2S -1 :(Sl—SJJ,) (S-S) (S-S0 ($,-8) | (S(T)=S)(S()-5,)

Igualando el resultado de las dos integrales de la expresion (1) se obtiene:

! ,h{(S(T) ~S$,)(5(1)~ Sz)} _(T-B
(5,-5,)  L(S(T)=8,)0(5()~=S,)

Hay que despejar S(t) de esta expresién. Para ello en primer lugar hay que reordenar términos y

tomar la exponencial:

S-S, _ S-S, 50
S(-S,  S(T)—s,

m{(S(T)—Sl)-(S(r)—SJ

— (S, — 8, )Tt
(S(T)—S»-(S(z)—sl)} (31 =%0T=0=

Si se define

_SI@)=S, isesor

b S(T)-S§,

Entonces
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NOEE
S()-S, b

Luego

S, —D(t)-S
S(I) — 2 ( ) 1
1-D(¢)
En la expresion anterior el elemento que introduce la dependencia del tiempo en S(f) es D(f). Para
facilitar la evaluacién de S(t) convendria, si es posible, que D(t) apareciese o bien en el numerador o
bien en el denominador. Sumando y restando el término D(f)-S, al numerador de la expresion anterior

y reordenando términos es posible obtener:

S, =D()-S, + D(t)-S, — D(#)'S, _g _D@)[S,-5,] _g S, -5,
1-D(7) I T T R S
D)

S(t) =

Sustituyendo D(t) en la expresion anterior se obtiene:

S -8
S(t)=8, - —
0=5 ST)=S, s _
S(T)-S,

Sustituyendo los valores de Sy, S, y S(T) se obtiene finalmente:

2.8284
0.7722-7 282840 _q

S(t)=-2.4142 -

Obsérvese que si =T entonces

S(Ty=—24142— 28288 _ 1
0.7722 -1

Tal y como se indicaba en el enunciado.

b) El control 6ptimo es:
u(t) = —K(1)x(7)
con

K({)=R"-B"-S(t)=5(¢)
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Luego:
u(t)=-S(t)x()
La forma de x(t) se obtiene a partir de la ecuacion de estado
X=—x+u

@:—x%ru =—x—Sx=—1+95)x
dt

La solucion de esta ecuacion diferencial se obtiene usando separacion de variables:

d A(t)d
&1+ Sydt = j—=—j(1+S)dt @)
X

w0y ¥ 0

En primer lugar se va a resolver la integral del miembro de la derecha, prescindiendo por simplificar
de los limites de integracion:

2.8284
0.7722-7 282840 _1

J.(1+S)-dt:.[(1—2.4142— Ydt =

2.8284
I 0'7722_8—2.8284'(T—t) _1

= (1-2.4142)¢ - dt=(1-2.4142)t+1

donde

2.8284

- 077200

También por simplificar se va a considerar la siguiente notacion: a=2.8284 y b=0.7722. Luego:

a
I=[p

—a(T—t)

Haciendo el cambio de variable z=e¢ se obtiene

I 1/b
:-[(b-z—l)-z Z:-[(z—l/b)-z -

Descomponiendo en fracciones simples:

I(z 0% I_ _j

5 +jldz ~In(bz—1)+In(z) = h{b'z_lj =In(p-z")
z z
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Deshaciendo el cambio de variable:
I = tnfp—e"T0)= 1n(0.7722 — 28470
Con lo que finalmente:

j (1+8)dt =(1-2.4142)-t —1In[0.7722 — *****7™9]

Por lo tanto resultado de las integrales que aparecen en (2) es:

_2.8284(T—1)
| O |2 14140 410 272270
x(0) 0.7722 — e~

Despejando x(t) se obtiene:

),6—1.41421 0-7722 f— 62'8284‘(T_t)

x(1) = x(0 07722 — g25284T

Obsérvese que si =0, entonces la expresion anterior es igual a x(0), tal y como debia ocurrir. Por otra

parte, si t=T se obtiene:

—0.2278-x(0)e 2T
T 0.7722- T

x(T)

Si T—w entonces x(T)—0.

Finalmente, sustituyendo las expresiones obtenidas para S(f) y x(f) en la expresién del control 6ptimo

se obtiene

u(t) = —[—2.4142 -

2.8284 | x(oyeaes 0772 — 2884(T-0)
07720252410 _| 07700 — 25284 T

Obsérvese que en t=T u(T)=-S(T)x(T)=-10-x(T). Si T—w entonces u(T)—0. Asimismo si =0
u(0)=-S(0)-x(0).
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+ Solucion problema 8.7

a) Del enunciado se obtiene la siguiente informacion:

ofp ooy St e

La expresion general de la ecuacion de Ricatti es:
-S=A"S+85A4-SBR"B"-S+Q

La matriz S es simétrica y definida positiva, luego su estructura es:

Se van a realizar por separado cada uno de los productos de matrices que aparecen en la ecuacion
de Ricatti:

R"B"-S= [52 /r s, /r]

SBR—IBTS:|: S22/I” SZ-S3/ri|

2
S,y /v sy/r

Sumando los términos de la derecha se obtiene
-8, =5, 1-s2/7 S, —8,8,/F
-$, =5, $, =8, 85 /7 1425, —s3 /7

Equivalentemente la ecuacion de Ricatti se puede expresar mediante las siguientes ecuaciones

escalares:
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2
s, =s,/r-1
S, =8,8;/r—s,

§, =55 /r—2=s,-1
Por otra parte, la ganancia de realimentacién es:
K:R’I-BT-Sz[Sz/r S5 /r]

b) En el estado estacionario las derivadas de las componentes de la matriz S son cero, luego se

tienen las siguientes ecuaciones:

s;/r—1=0
§,'8;/r—s, =0

s3/r—25,—-1=0
Despejando s, de la primera ecuacién se obtiene:
§,= +r

En la tercera ecuacion despejando s; y sustituyendo el valor de s, se obtiene:

s, =t fr(1+2:5,) = =1 £2+/r

Por ultimo en la segunda ecuacién despejando s, y sustituyendo los valores de s, y s3 se obtiene:

De las posibles soluciones para las componentes de la matriz S se deben escoger aquellas que

hagan que S sea definida positiva. La ecuacion de los autovalores de S es:

s, =4 s,

=0= 1 —A(s) +53)+ (5,55 _SZZ):O
s,  S;—A

Cuya autovalores son:

1= (s, +S3)i\/(sl +S3)2 —4(s;°s; _322)
2

Para que una matriz sea definida positiva sus autovalores deben ser positivos. En este caso esto se

cumple si dan las siguientes condiciones (las cuales se obtienen facilmente analizando la solucion

69



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial) SOLUCIONES
con el signo de la raiz negativo):
(s,+s;)>0
(5,785 =5,)>0

En la siguiente tabla se muestran en funcién de los posibles valores de s,, s; y s4, €l resultado de

evaluar los miembros de la izquierda de estas dos desigualdades:

2
S, S N S, +8;3 S°83 =S,

Jr Jr1+2-r 1+2r (1+r1+2:r r+r

Jr —r1+2+r 142+ — (P12 rr

—Jr Jrall-2-Jr —V1-24r Wr—IW1-2r r=r

—r —Jr1=2r —1+2:4F A=~rW1+2-r r=Ar

A la hora de analizar las soluciones validas se debe tener en cuenta que r es fijado por el disefiador y
podria tomar cualquier valor mayor o igual a 0. Asi las soluciones de la primera fila,
independientemente del valor de r, cumplen las dos desigualdades simultdneamente. Las soluciones
de la segunda fila no cumple la primera desigualdad al dar s4+s3 un valor negativo. Las soluciones de
la tercera fila si r<1 cumplen la primera desigualdad pero no cumplen la segunda, por el contrario si
r>1 no cumplen la primera desigualdad pero cumplen la segunda. Un analisis similar descarta
también a las soluciones de la cuarta fila. En conclusion la soluciones validas para la matriz S en el

estacionario son:

s, =124 s,=r s, =r1+2:4r

Luego, la ganancia estacionaria es:

1 A1+
e

K:[sz/r 53/r]=

+ Solucioén problema 8.8

a) Del enunciado se obtiene la siguiente informacion:

IO LR s A LS
A= 5 B= S(T)= 0= R=r
-0, -20w, b 0 s,(T) 0 g,
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La expresion general de la ecuacion de Ricatti en el estacionario (EAR) es:
0=A4A"-S+5-A-S-B-R™ ~BT~S+Q

La matriz S es simétrica y definida positiva, luego su estructura es:

Se van a realizar por separado cada uno de los productos de matrices que aparecen en la ecuacion
de Ricatti:

2 2
AT_S:|: _a)n‘sz _a)n'S3 }
s, —2:0w,s, S§,—2:0®,"s,

2
-w,s, §-20w,s
S~A={ o 2}
WS, §,—200,s,

S-B-R‘I-BT-SZE[ s Sz'*}

2
rols,s, sy

Sumando los términos de la derecha de EAR se pueden obtener las siguientes ecuaciones escalares:

2 bZ 2
0==2w,s,——s, +q, (1)
r
bZ
0=5,—2:00,5, —®, 5, ——5,°5, (2)
r
b
0=25, 40w, s, ——s5; +¢, 3)
r
De (1) se puede despejar s,:
@ N o ’ q,r
S2: - b2 - b2 + b2 (4)

De (3) se puede despejar s3:
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§;=

®)

_20aw,r N 20w, r ’ N (g, +2s,)r
2 - 2 2
b b b

Y de (2) se puede despejar s1:

2
2
5, =2:0w,s, +®,"s, +7-s2 Sy (6)

De las posibles soluciones para las componentes de la matriz S se deben escoger aquellas que
hagan que S sea definida positiva. Tal y como se demostré en el Problema 8.7 las soluciones validas

deben cumplir las siguientes condiciones
(s, +55)>0 (7)
(585 =55)>0 (8)

Para facilitar el analisis de las soluciones validas se van a considerar unas nuevas variables:

s, =ha,
s, =h,a,
sy = hya,

Es decir, la variable s; que se desea cambiar es igual a la nueva variable a; multiplicada por una cierta
constante h;. Con este nuevas variables se pretende conseguir que en las ecuaciones (4) y (5), el
primer termino fuera y dentro de la raiz sea un 1 para posteriormente facilitar el analisis del signo de
las raices. Por lo tanto la asignacién de las constantes h; se hace de la siguiente forma: h, es el

primer término de la ecuacién (4) (no se considera el signo menos), es decir,

hz es el primer término de la ecuacion (5) (no se considera el signo menos), es decir,

2:0-w,r
h ==
Finalmente, la constante h; se puede obtener sustituyendo en la ecuacién (6) los valores ya

asignados para s,y S3:

25w

h, e
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Con las nuevas variables las ecuaciones (1), (2) y (3) toman la siguiente forma:

L2
a2 +2a, -0 0 ©)
W, r
a, =a,+a;+a,a, (10)
1 q,b’
a; +2-a, ST 4.55.@?? =0 (11)
y las ecuaciones (4) y (5),
T2
a, =—1t 1+% (12)
,r
1 q, b’
a,=-1%_[1+ ‘a, +—= 13
’ \/ 287 7 457wl 1o

Sumando las dos expresiones anteriores se obtiene la siguiente relacion:
a, +a, =-2

Despejando a,. se obtiene:
a, =-2-a,,

Puesto que a,. es siempre positivo, de la relacion anterior se deduce que a,. es siempre negativo.

Las mismas consideraciones se pueden hacer para as.

Para evaluar las desigualdades (7) y (8) en vez de trabajar con s, s, y s3 se va trabajar con a4, a, y
as, ya que a efectos de estudio del signo ambos conjuntos de variables tendran el mismo signo ya
que Unicamente se diferencian en una constante. Se va a construir una tabla en la que aparezcan los

posibles valores de a; en funcidn de los posibles valores que pueden tomar las variables a, y a3
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a, as a,
a2+ a3+ a2+ + a3+ + a2+ .a3+
a,, a,_ a,, +a,_+a, a,
a,_ a;, a,_ + as, + a, 'ds,
a,_ a,_ a, +a,_ +a, -a,
Si en la tabla anterior se sustituye a, =-2-a,,y a, =-2—a,, y se opera se obtiene la siguiente
tabla:
a, as ay
a2+ a3+ a2+ + a3+ + a2+ .a3+
a,, —2- as, - (a2+ tas, ta, a; + 2’)
2-a,, a,, —(ay, +a,, +a,,a,, +2)
—2- a,, -2- as, a,, tas, +a, a;,

Para que se cumpla la desigualdad (8) una condicion necesaria es que s; (0 a;) y S3 (0 az) deben ser
simultaneamente positivos o negativos, esta condicion invalida como soluciones validas las de la
tercera y cuarta fila. Mientras que la desigualdad (7) no la cumplen las soluciones de la segunda fila.
Las soluciones de la primera fila cumplen con la desigualdad (7). Falta por comprobar que cumplen la
desigualdad (8).

2 . _ .
Se desea demostrar que (s,'s;)> s, considerando que a,.>0, a3.>0 y a. =a,, +a,, +a,, a,,

Sustituyendo el valor de s;, s, y s; establecido en la definicién de las variables a; en el cambio de

variables:

260 r 250, T
a. - a,

b2 a1+ b2 a3+ b2

y operando se obtiene:
2 2
467 a,, a,, >a,

. 2 2
Luego equivalentemente se debe demostrar que 4-0°-a,,-a,, es mayor que a,,. Para ello se

. 2 .
sustituye a,, =a,, +a,, +a,,-a;, en 45 -a,, -a,, , se obtiene:
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2
467 (a,, +a,, +a,,a,, )a,,

Se descompone en la suma de dos términos el factor a,.-as.
467 ! !
(612+ +a3+ +5a2+ as, +5a2+ a3+) as,

Se multiplica por 2 el término entre paréntesis:
2:6° (2a,, +2ay, +a,,-a,, +a, a;, ) a;,
Puesto que a,.>0, a;.>0 se cumple la siguiente desigualdad:
2:6° (2ay, +2:ay, +a,,7a,, +a,, a3, )a;, > 2:5° (2:a,, +a,, a5, )a,,

En el miembro de la derecha de la desigualdad realizando el producto con as. y despejando a,. se
obtiene:

2 2 2
2:07(2-a,, +2-a,, +a,,-a,, +a,, a, )a, >2:0"(2:a,, +a; )a,,

1 q, -b?

Despejando  2'a, +a-. de la ecuacion (12) se obtiene ai. +2-'a, = ‘a, +
3+ 3+ 3+ 3+ 252 2+ 4526037"

sustituyendo este valor en la desigualdad anterior se obtiene:

1 q,b’

2'52 .(2.a2+ + 2.a3+ + a2+.a3+ + a2+.a3+ ).a3+ > 252 (252 .a2+ + 452 _a):.r).ah

Finalmente como a,.>0 se cumple la siguiente desigualdad:

1 q,b’
282 (——a? +—2L27 .4 V>2:5%
(2-52 45Tt r ) (2-52

2 2
.a2+) = a2+

. 2 2
Luego efectivamente se ha demostrado que 4-:0°-a,, ‘a,, es mayor que a;, .

En conclusion la soluciones validas para la matriz S en el estacionario son:

@7 oY q,r
S2:_ n + n + 1

b’ b’
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§3=

_28w,r N 20w, r ’ N (g, +2s,)r
2 2 2
b b b

La ganancia de Kalman es

K:Rl.BT.S:{b'ﬁ bi}
r r

y el control 6ptimo

u=—Kx=-— X, — "X,

+ Solucioén problema 8.9

a) Del enunciado se obtiene la siguiente informacion:

ol ofle, oo

La expresion general de la ecuacion de Ricatti en el estacionario (EAR) es:
0=A4"-S+S-A-S-BR"B"-S+0

La matriz S es simétrica y definida positiva, luego su estructura es:

Se van a realizar por separado cada uno de los productos de matrices que aparecen en la ecuacion
de Ricatti:
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S'B'R_I'BT'SZ{ 522 52'33}

2
85783 S3

Sumando los términos de la derecha de EAR se pueden obtener las siguientes ecuaciones escalares:

0=-s; +1 (1)
0=s5,—5,5, +Vv (2)
0=2s,—5: +q (3)

De (1) se puede despejar s,
s, ==1 (4)

De (3) se puede despejar s;3
S5 :i\/q+2's2 =i\/qi2 (5)

De (2) se puede despejar s;
§; =8,8; —V=—vE,/qt2 (6)

De las posibles soluciones para las componentes de la matriz S se deben escoger aquellas que
hagan que S sea definida positiva. Tal y como se demostré en el Problema 8.7 las soluciones validas

deben cumplir las siguientes condiciones
(s, +s5)>0 7
(553 =55)>0 (8)

En la siguiente tabla se muestran en funcion de los posibles valores de sy, s3 y sy, €l resultado de

evaluar los miembros de la izquierda de estas dos desigualdades:

s, S5 s, 5, +8, S5 — 53

1 W —V+4/g+2 -v+24g+2 q+1—v~\/m
1 —\/qj —V—4/q+2 —-v=24/q+2 q+1+v-\/m
-1 \/qj —v—4/q-2 v —q+1—v-\/qT2
-1 —\Jq-2 —Vv+.g-2 v —q+1+v-\/qT2
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Analizando esta tabla se observa que las soluciones de las filas dos, tres y cuatro no cumplen la
desigualdad (7), luego quedan descartadas. Falta comprobar que las soluciones de la fila 1 cumple
tanto esta desigualdad como la (8).

En primer lugar vamos a comprobar que las soluciones de la fila 1 cumplen la desigualdad (7):
—v+24g+2>0
O equivalentemente, reordenando y elevando al cuadrado se tendria que comprobar que
4(g+2)>Vv°
Del enunciado se sabe que
g—v'>0=>g>Vv
Luego como v es mas pequefo que g, bastaria comprobar que
4(q+2)>¢q

para asegurar que se cumple (7). Puesto que g>0, entonces la desigualdad anterior siempre se

cumple. En consecuencia las soluciones de la fila 1 cumplen la desigualdad (7).

En segundo lugar se va a comprobar que las soluciones de la fila 1 cumplen la desigualdad (8):

g+l—vyg+2>0

O equivalentemente, reordenando y elevando al cuadrado se tendria que comprobar que

(g+1)

M 52
q+2

Del enunciado se sabe que
g—v'>0=g>Vv
Luego como v es mas pequefo que g, bastaria comprobar que

H(@> f,(q)

para asegurar que se cumple (7). Siendo
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fKQ)=(q+Q fH@=q
q+2

En la Figura 4 se han representado a fi(q) (linea continua) y a f»(q) (linea discontinua) en el rango
qe[0,10]. Se observa que efectivamente f; es siempre mayor que f,. Ademas para q muy grandes

f1(q)=f2(q). En consecuencia las soluciones de la fila 1 cumplen la desigualdad (8).

f1 f2

Figura 4

En conclusién la soluciones validas para la matriz S en el estacionario son:

S, =—V+4/q+2,5,=1,85, =4/q+2

b) La ganancia de Kalman es
K=R"B"-S=[s, s,]
y el control 6ptimo es:

u=—-Kx=-x-(g+2)x,

c) El sistema en lazo cerrado 6ptimo es:

: 0 1
AL:A_B.K{ }

-1 —4g+2
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La ecuacioén caracteristica en lazo cerrado es:

=5 +(yJg+2)s+1=0

-1
A"(s)=|s-1—(A—B-K)|=“: v+ faT3

Cuyas raices son:
1
s=—Na+2q-2] ©)

Puesto que +2 > —2 las dos raices son siempre negativas por lo que se sitian en el
q q

semiplano izquierdo de s, luego el sistema en lazo cerrado es estable.

d) Si q€[0,2) las dos raices de la ecuacién caracteristica son complejas conjugadas. En q=0 estas

raices son:

s=—Y2 14 /]=-0.70711 £ /]

0.8 \

0.2

aq>>1 g=2

-0.6 b

-0.8 I I I I I I
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Real(s)
Figura 5. Lugar de las raices de (9)

A medida que g aumenta las raices complejas tienden hacia el eje real. Para q=2 las dos raices
confluyen en el eje real que tiene una raiz doble en s=-1. Para g>2 las dos raices estan sobre el eje
real negativo. Una de ellas se situa en el intervalo (-1,0) y la otra en el intervalo (-»,-1). A medida que

q aumenta una tiende al origen y la otra hacia -«. En Figura 5 se representa el lugar de las raices
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cuando q varia de 0 a .

El sistema es estable para todos los valores de g, aunque habria que tomar precauciones cuando q
aumenta ya que la raiz préxima al origen puede provocar que la respuesta transitoria tenga excesivas

oscilaciones, o que sea muy lenta.

+ Solucion problema 8.10

a) Del enunciado se obtiene la siguiente informacion:

La expresion general de la ecuacion de Ricatti en el estacionario (EAR) es:
0=A4"S+S-A-S-BR"B"-S+0
En este caso S es un escalar. Sustituyendo los valores de A, B, Q, R en la EAR se obtiene:
0=25-S5*+1
Cuyas soluciones son:

S=1+2

La solucion definida positiva corresponde a la solucién con el signo positivo antes de la raiz. Luego

S=1++2

b) La ganancia de Kalman es
K=R"B"S=S=1+-2
y el control 6ptimo es:
u=—Kx=—(1+~2)x
El sistema en lazo cerrado 6ptimo es:
A =A-BK=1-(1+2)==2

La ecuacioén caracteristica en lazo cerrado es:
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A (s)=|sT—(A-BK)=s+2
Cuya raiz es

s==2

Como el polo se encuentra en el semiplano izquierdo de s el sistema en lazo cerrado es estable.

+ Solucién problema 8.11

a) Del enunciado se obtiene la siguiente informacion:

o 1) ofelo o
A= B= 0= R=r=1/10
-1 1 0 0 1

La expresion general de la ecuacion de Ricatti en el estacionario (EAR) es:
0=A4"-S+S-A-S-BR"B"-S+0

La matriz S es simétrica y definida positiva, luego su estructura es:

Se van a realizar por separado cada uno de los productos de matrices que aparecen en la ecuacion
de Ricatti:

AT_S=|:SI_S2 32_53}
Sy S3
Si—=8 5
S-A=
S, =83 83

S-B-R“-BT-Szl{S12 SV%}

ris;s, S,

Sumando los términos de la derecha de EAR se pueden obtener las siguientes ecuaciones escalares:
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2

0=25, =25, —-L+1 (1)
r
0=2ws, —5, -1 2 @)
r
S2
0=2s, —“2+1 (3)
r

De (3) se puede despejar s; en funcion de s;

1| s
s, =—| —=-—1 4
=3%-1] @
De (1) se puede despejar s, en funcién de s;
2
8§, = l{l +28 — S—l} (5)
2 r

Sustituyendo (4) en (2) y multiplicando por 2 se obtiene:

2
S 28, °S
0=4s, + 2 _~ZTir2
r r

Sustituyendo (5) en la expresion anterior se obtiene:

2 2 7? 2
25, +1—i{1+2-s1 —S—l} —S—l{uz-sl —S—l}
r 4-r r r r

Operando, reordenando términos y sustituyendo el valor r=1/10 se obtiene la siguiente ecuacion de

0=2+4s, -

cuarto orden para s;:
—250-s! +200-s] =165, +0.5=0

Cuyas soluciones son: s,=-0.2601 s,=0.0316 s,=0.3684 s,=0.6600. Usando (5) y (4) se pueden
obtener las soluciones correspondientes a s, y s3. En la siguiente tabla se muestran en funcién de los
posibles valores de sy, los valores de s, y s3 (obtenidos usando (4) y (5)), asi como el resultado de

evaluar los miembros de la izquierda de las desigualdades

(s, +55)>0 (7)
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(51'53_522)>0 (8)

lo que permitira conocer que soluciones hacen que la matriz S sea definida positiva.

S Sy S3 S +8; 51'53_S§
-0.2601 -0.0984 -0.4516 -0.7117 0.1078
0.0316 0.5266 0.8866 0.9182 -0.2493
0.3684 0.1898 -0.3199 0.0485 -0.1539
0.6600 -1.0180 4.6816 5.3416 2.0535

Analizando esta tabla se observa que las soluciones de la primera fila cumplen Unicamente la
desigualdad (8). Asimismo las soluciones de la filas 2 y 3 cumplen unicamente la desigualdad (7).
Finalmente las soluciones de la fila 4 cumplen simultdneamente (7) y (8). Luego estas son las
soluciones validas: s4=0.6600, s,=-1.0180, s;=4.6816.

b) La ganancia de Kalman es
K=R"B"S=|s, /r s,/r]=[6.6 —-10.18]
y el control 6ptimo es:
u=-Kx=-6.6x, +10.18x,
El sistema en lazo cerrado éptimo es:

-5.6 10.18
A°=A-BK=

-1 -1
La ecuacion caracteristica en lazo cerrado es:
N(s)=|s] —(A=BK)|=5"+4.65+4.58=0

Cuyas raices son: s=-1.4574 y s=-3.1426. Las dos raices son negativas por lo que se situan en el

semiplano izquierdo de s, luego el sistema en lazo cerrado es estable.
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+ Solucion problema 8.12

a) Del enunciado se obtiene la siguiente informacion:

A:{ll}Bzrﬂczpl(ﬂgzc?czr qR:I

0 0 1 0 0
La expresion general de la ecuacion de Ricatti en el estacionario (EAR) es:
0=A4"-S+S4-S-B-R"B"-S+0

La matriz S es simétrica y definida positiva, luego su estructura es:

Se van a realizar por separado cada uno de los productos de matrices que aparecen en la ecuacion

de Ricatti:
0 O
§ 08

S'B'RI'BT'S:{ SZZ S2'S3}

2
85783 S3

Sumando los términos de la derecha de EAR se pueden obtener las siguientes ecuaciones escalares:

0=-s; +1 (1)
0=s, —s,"s, (2)
0=2s, —532 3)

De (1) se puede despejar s,
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s, ==1 (4)
De (3) se puede despejar s;3

8y =%,/25, =+VE2 (5)

De (2) se puede despejar s;
§; =8,8; =tAE2

En la siguiente tabla se muestran todas las posibles soluciones de la EAR:

P S3 S

1 V2 V2
1 -2 —2
-1 ]ﬁ _]ﬁ
-1 —j~2 j2

Obsérvese que algunas soluciones son complejas.

b) Si el par (A, B) es controlable y el par (A,C) es observable entonces el valor estacionario de S es el

mismo para todas las elecciones de S, y ademas S es definida positiva.

Para conocer si estos pares son controlables y observables, se deben examinar la matriz de
controlabilidad y la de observabilidad.

0

M, =[B A-B]:ﬁ 1}

M, =[c” AT~CT]={_1 O}
0 -1

Ambas son de rango n=2, luego el sistema es controlable y observable. Existe por tanto una unica
solucién definida positiva.

La ecuacioén de los autovalores de S es:

=0=> A —A(s, +5;)+ (8,5, —53)=0
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Cuya autovalores son:

2

G2 (s 4 5) 4Gy, —s7)

SOLUCIONES

En la siguiente tabla se muestran en funcién de las posibles soluciones los autovalores que se

obtienen y la definitud de la matriz S

S, S5 S, A A, Definitud de S

1 V2 V2 2.4142 0.4142 Definida
Positiva

1 -2 -2 -0.4142 —-2.4142 Definida
Negativa

-1 2 — 2 -] +J Indefinida

-1 — 2 2 -J +J Indefinida

Se observa que Unicamente existe una Unica solucion definida positiva de S:
S, =\/§,s2=1 , 85 =2
c¢) La ganancia de Kalman es
K=R"B"-S=[s, s]

El sistema en lazo cerrado 6ptimo es:

La ecuacion caracteristica en lazo cerrado es:
. Ky -1
A (s)=|s] —(A-BK)|= |

S+4/q+2

=5 +5,;5+5,=0

Cuyas raices son:

2
s=—2g |3 -,
2 2

En la siguiente tabla se muestran los polos en lazo cerrado y la estabilidad del sistema en lazo

cerrado en funcién del tipo de definitud de la matriz S
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S, S5 s, Definitud de S Polos en lazo cerrado ¢ Estable?
1 V2 V2 Positiva 0.7071-(—=1 j) Si
Ll V2 | =2 Negativa 0.7071-(+1 ) No
-1 j.ﬁ _j.ﬁ Indefinida 0.7071-(£1 - )) No
-1 —j'\/E j.\/z Indefinida 0.7071(£1+ j) No

Analizando la tabla anterior se observa que uUnicamente cuando la matriz S es definida positiva el
sistema en lazo cerrado sea estable, sus dos polos se encuentran ubicados en el semiplano izquierdo
de s. Por su parte, la matriz S definida negativa hace que el sistema en lazo cerrado sea inestable,
sus dos polos se encuentran ubicados en el semiplano derecho de s. Finalmente la matriz S
indefinida hace que el sistema en lazo cerrado sea inestable, con un polo ubicado en el semiplano

izquierdo de s y otro polo en el semiplano derecho de s.

+ Solucioén problema 8.13

a) Del enunciado se obtiene la siguiente informacion:

)l
A= B= 0= R=r=1/10
-1 1 0 0 1

La ecuacién de Chang-Letov es:

A (=) A (s)=|H" (=) H(5)+ R|- A(=s)A(s) | R

En la expresion anterior A (s)y H(s) son la ecuacion caracteristica y la funcion de transferencia del

sistema en lazo abierto, mientras que A°(s) es la ecuacion caracteristica en lazo cerrado.
Con los datos del enunciado, y supuesto que C = @ = \/g-l =1 es posible calcular A (z)y H(z):

A(s) =|sT—A4|=(s—1)* (1)

0o, .S—l
H(s)=C(s"1-A) B_—(S—l)z{—l} )

Asimismo,
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A(=s)A(s) = (=s = 1)*(s=1)> = (s> =1)

T . —_ 1 o — _— _— . 1 . S_l —_ 2_S2
" (_S)H(S)_((—s—l)z[ s 11}(@—1)2{—1}}_@2—1)2

Teniendo en cuenta estos resultados la ecuacién de Chang-Letov se puede expresar de la siguiente

forma:

N (2=s Y 1_ 5 5 2=5"_ 4 (-, 1) 2
A(—S)A(s)—((sz_1)2+r] ((sz—l)zlr_(s 1) + r =g (2+FJS +(l+rj

Considerando r=1/10 se obtiene:

A (=s) A (s)=s* —12-s% +21

Las cuatro raices de la ecuacion anterior son:
s=13.1421 s=+1.4584

Para que el lazo cerrado sea estable se deben escoger las raices situadas en el semiplano izquierdo
de s, es decir:

s=-3.1421 s=-1.4584
Con estas raices A°(s) es:

A (s)=(s+3.1421)(s +1.4584) = 5> + 4.6006-s + 4.5826 = 0

La ganancia en lazo cerrado se puede obtener mediante la formula de Ackermann:
K=[0 1M A (4)

Donde M, es la matriz de controlabilidad y A°(A) representa el polinomio matricial obtenido al

sustituir la matriz A por la variable s en la ecuacion caracteristica
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2
c 2 1 0 1 0 1 0
A(A)= A’ +4.6006.4+4.58261 =| | +46006( | |+4.58261 )=
B 10.1831 0
" |-6.6006 10.1831
A°(A) que es una matriz real de dimensién 2 x 2. Por otra parte la matriz de controlabilidad es

M, =[B A-B]:F : }

0 -1

y su inversa

M_1_11
© 1o -1

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion de Ackermann y operando se obtiene la ganancia en el

estado estacionario

K =[6.006 —10.1831]
El sistema en lazo cerrado es:

, -6.6006 10.1831
A° :A—B-Kz{ }

-1 1
Como era previsible su ecuacion caracteristica es:

A(s)=(s+3.1421) (s +1.4584) = 5> + 4.6006-s + 4.5826 = 0

b) Las raices del sistema en lazo cerrado en funcion de r se pueden obtener igualando a 0 el

miembro de la derecha de la ecuacion de Chang-Letov:

s _(2+1}S2 +(1+%)=0
r r

Sus cuatro soluciones son:

2-r

1 1
s==x || 1+ — |T—A/1-4r
27
Estas raices se encuentran situadas de forma simétrica con respecto al eje imaginario del plano s. Se
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van analizar las que se encuentran en el semiplano izquierdo del plano s que corresponden a A“(s).
Si r—0, desarrollando en serie de Taylor, se obtiene que

V1-4r=1-2r

Luego

Con el signo positivo, la raiz tiende a - y con el signo negativo tiende a —\/E =-1.4142

En el rango re(0,0.25), las dos raices estan situadas sobre el eje real negativo, una en el intervalo
(-0,-1.7321) y la otra sobre (-1.7321,-1.4142). A medida que r aumenta ambas raices tienden a
-1.7321.

Para r=0.25 existe una raiz doble en -1.7321.

0.4 \

0.2r

0.1

r=0 N

Imag(s)
o
1
1

1 1 1 1 1
-5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Real(s)

Figura 6: Lugar de las raices cuando r varia de 0 a o«

Si r>0.25, las raices son complejas conjugadas, con el siguiente médulo y argumento:

Var—1

2 1/4
|s| = (1 + 7] arg(s) = 2@l
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Se observa que a medida que r aumenta el médulo de la raiz disminuye, desde 1.7321 con r=0.25 a 1
cuando r—w. Por su parte el argumento es nulo para r=0.25, tiene un maximo de 16.1° en r=1, y

luego disminuye y tiende a 0 cuando r—c.

En la Figura 6 se representa el lugar de las raices cuando r varia de 0 a .
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SOLUCION DE LOS PROBLEMAS
TEMA 9: Control estocastico de sistemas discretos

¢ Soluciéon problema 9.1

Comparando con un proceso cuya forma general es
A(q)y, =C(q)e,

se obtiene

A(g)=q° -12:q+0.4
C(q)=2q" —2.8q+1

De acuerdo con la seccidén 9.3 de los apuntes el predictor de varianza minima sobre m pasos esta

dado por

A . q°G(q)
= Pk k) =129 1
y=yk+m|k) ) Vi (1

Y la varianza del error de prediccion esta dada por:
E[y(k+m|k) =115 + f7+ 17+t [ 10” (2)

donde los polinomios F(q)= f,-q"" + f, \¢" " +...+ y G(g) son el cociente y el resto

m—1

cuando se divide ¢™"-C por A.

a) Si m=1
2:q° =2.8q+1 q° —12:g+0.4
—2¢°> +2.44q-0.8 2

-04¢9+0.2
Luego

F(g)=2

G(q)=-0.4¢9+0.2
Con lo que

—~0.4¢*> +0.2:q —-0.2:¢> +0.1.q
2 .yk = 2 .yk
2:q° -2.8q+1 q" —14q+0.5

yk+1k)=

93



PROBLEMAS DE AUTOMATICA 1I (2° parcial) SOLUCIONES

E[F(k+11K)*]=[f )0 =2*1=4

b) Si m=2
2¢° -2.8q¢° +¢ |4 ~12:g+04
—2¢° +2.4q” 08¢ 2:q—-0.4
—0.4q>+0.2:q
+0.4¢> —0.48¢g+0.16
—0.28¢+0.16
Luego
F(g)=29q-04
G(q) =—-0.28:¢+0.16
Con lo que
. ~0.28¢> +0.16- —0.14-¢> +0.08:
pk+2|hy="—"1 Ly, =1 Ly,
2:q°-2.8q+1 q° —14q+0.5
E[y(k+2|k)1=1f] + f’1c” =[2° +(-0.4)’]1=4.16
b) Si m=3
2¢* -2.8q¢° +4° |4 ~12:g+04
-2q* +2.4q¢° -0.8¢q° 2:q> —0.4-q—0.28
—0.4¢> +0.2:¢°
+0.4¢> —0.48¢> +0.16q
—0.28¢” +0.16g
+0.28:¢° —0.34-¢ +0.11
—0.18¢+0.11
Luego
F(q)=2q"-0.4q-0.28
G(q)=-0.18¢ +0.11
Con lo que
. ~0.18:¢> +0.11- —-0.09-¢> +0.055-
Pk+31k)=—1 Ly, =—1 1y,
2:q° -2.8g+1 q —-14¢9+0.5
y
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E[F(k+31k)1=[f+ [+ [ 10> =[2* +0.4% +0.28°]1 = 4.24

4 Solucién problema 9.2
Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
M+aq ']y, =[l+cq ' le,

O en la forma:

[q+aly, =lq+cle,
Comparando con un proceso cuya forma general es

A(q)y, = C(q)e,

se obtiene

Alg)=q+a
Cl@)=q+c

El orden de los polinomios A(q) y C(q) es n=1.

a) De acuerdo con la seccion 9.3 de los apuntes el predictor de varianza minima sobre m pasos esta
dado por

m| k) = 7Gq).

=Pk 1
y=ylk+ @ Vi (1)

donde los polinomios F(q) y G(q) son el cociente y el resto, respectivamente cuando se divide q™'-c
por A, es decir,

q""C(q) = F(9)-A(q) + G(q) (2)
Se considera que el polinomio F es ménico de grado m-1y G es de grado menor que n:

F(@)=q""+f, 4" +..+ [,
G(@)=g,q9"" +g 9" +..+ g,

Luego sustituyendo en (2) las expresiones de C, A, F y G y multiplicando, se obtiene la siguiente
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expresion:

m m—1 m m—1 m—1 m—2
q" +cq" =q" + f,q" +.. 4+ [, qraq" +af q" "+ . taf,  +8g

Igualando los coeficientes que poseen las mismas potencias se obtienen las siguientes m

ecuaciones:

q" "' c=f +a
0= f, +af,
B 0=f,+alf,
Ozfmfl—i_a.fZ

qg :0=af, +tg,

Cuya solucion es:

fj = (_a)j_l'(c—a) j=L..m-1
=(-a)""(c-a)

Luego, de acuerdo con (1) el predictor de la salida sobre m pasos es:

ﬁ(k+m|k)=( a)" (e a)qy
q+c

k

b) De acuerdo con la seccién 9.3, la varianza del error de prediccion viene dado por la expresion:
2 2 & 2
Ely(k+m|k)]=0 'Z(;f,-
=
Sustituyendo en ella los f; obtenidos en el apartado anterior, se obtiene:

E[5(k+m| k)] = 0'2-[1+ 3 ((—a)j_l-(c—a))z}

=

que es equivalente a:

E[F(k+m|k)]=0c { Loz “)MZI }
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¢ Solucién problema 9.3
Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
[1-0.9¢7' Ty, =[1+5q ' Te,

O en la forma:

[¢=0.9]y, =[g+5]e
Comparando con un proceso cuya forma general es

A(q)y, = C(q)e,

se obtiene

A(q)=9-09
Clg)=q+5

El orden de los polinomios A(q) y C(q) es n=1.

a) De acuerdo con lo explicado en la seccién 9.2.2 de los apuntes si C(q) tiene sus ceros fuera del

circulo unidad, el polinomio debe ser factorizado de la siguiente forma:
c=Cc"-C

donde C~ posee todas sus raices fuera del circulo unidad y C* posee todas sus raices dentro del

circulo unidad. El polinomio C debe ser sustituido por
c=cc ]
En este caso

C" =1
C =q+5=[C *=q[q" +5]=1+5q

Luego el polinomio C debe ser sustituido por:

C=1+5¢
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b) Como m=2 la divisién de polinomios que hay que realizar es:

5-q2 + q q-— 0.9
—5q¢% +4.5¢ 5q+5.5
5.5q
-5.5¢+4.95
495
Luego
F(qg)=5qg+5.5
G(q)=4.95
Con lo que
A 4.95-
Pk+21ky =271y,
Sq+1

E[Yy(k+2k)1=[f] + f’ 10> =[5 +5.5’ 0% =55.250"

¢ Solucioén problema 9.4

Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
yell=q¢"+05¢71=u,[¢7 +0.5¢ 7 | +e,[1+0.8¢" +0.25¢7"]
O en la forma:
vo'ld’ —¢* +0.5q]=u,[q+0.5]+e,[q’ +0.8¢" +0.25:¢]0.5
Comparando con un proceso cuya forma general es
A(@)y, = B(@)u, +C(g)e
se obtiene

Ag)=q’—q* +0.5¢
B(g)=¢g+0.5
C(q)=¢q’ +0.8q° +0.25¢q

El orden del polinomio A(g) es n=3 y el del polinomio B(q) es m=1. Luego d=n-m=2. Se puede
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comprobar que tanto B(q) como C(q) son estables.

Hay que dividir ¢“'C(g) entre A(q):

g +0.8¢° +0.25¢° g’ —q° +0.5q
-q¢*+ ¢ - 0547 q+1.38
1.8¢° —0.25¢°
~1.8¢° +1.8¢”> —0.9.q
1.55¢> —0.9q

En la division anterior se ha prescindido, por simplificar, del factor 0.5 que multiplica a C(q). Para
obtener el resultado correcto de F(q) y G(q) al cociente y al resto de esta division hay que

multiplicarlos por 0.5. Luego

F(g)=0.5(g+1.8)
G(g)=0.5:(1.55¢" —0.9:9)

Con lo que el controlador de varianza minima es:

G(q) 1.55¢> = 0.9q
Vi = Vi

B@)F(@) " (q+05(q+18)

P =

¢ Solucién problema 9.5

Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
Y. [1-0.5¢7" 1=u,[q7 ] +e,[1-0.7g7"]
O en la forma:
v.[g* =0.5q]=u, +e,[q> —0.7q]
Comparando con un proceso cuya forma general es
A@)y, = B(@)u, +C(g)e

se obtiene
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A(g)=q*> -0.5q
B(q) =1
C(g)=q*>-0.7q

El orden del polinomio A(q) es n=2 y el del polinomio B(q) es m=0. Luego d=n-m=2. Se puede

comprobar que tanto B(q) como C(q) son estables.

Hay que dividir ¢“™'-C(g) entre A(q)

g’ -0.7-¢° q° —0.5q
—q> +0.5¢° q-0.2
-0.2:¢°
0.2:g° - 0.1q
-0.1q

Luego

F(q)=¢-02
G(q) = 0.1

Con lo que el controlador de varianza minima es:

___ G _Olq
B F T g—12

¢ Soluciéon problema 9.6
Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
vell+ag ' 1=u, (g7 1+ e [1+cq ']
O en la forma:
J’k'[qz taql=u, + ek'[q2 +cq]
Comparando con un proceso cuya forma general es
A(q)y, = B(g)u, +C(g)e,

se obtiene
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A(q)=q* +aq
B(q) =1
Clg)=q* +cq

El orden del polinomio A(q) es n=2 y el del polinomio B(q) es m=0. Luego d=n-m=2. B(q) es estable, y

se supone que C(q) es estable.

a) Hay que dividir ¢“™'-C(g) entre A(q)

g +cq’ | q’ +aq
¢’ —aq’ qg+(c—a)
(c-ayq’
~(c-ayg* ~a(c-ayg
g

Luego

F(q)=q+(c—a)
G(q)=-a(c—a)q

Con lo que el controlador de varianza minima es:

___Gl@ :a'(c—a)'qy
" B@)F(@) " q+(c-a)"

b) Si a = 0, el controlador se hace 0, por lo que el sistema estaria en lazo abierto. Asimismo la planta,
entendiendo como tal el cociente entre los polinomios B(q)/A(q)= 1/q2=q‘2, simplemente seria un
retardador de orden 2. En otras palabras, la salida yx en el instante k seria la entrada uy que se

produjo en el instante k-2, mas la dinamica C(q) del ruido e,

Vi Tl T e T,

¢ Soluciéon problema 9.7

Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
v [1-1.7¢7' +0.7:¢?1=u,[¢7“ +0.5¢ " J+e, - [1+1.5¢" +0.9¢7"]

O en la forma:
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Vi 1g°" =1.7-¢* +0.7:¢° "] = u,[g+0.5]+e, 1g°" +1.5¢% +0.9.g*"]
Comparando con un proceso cuya forma general es

A(q)y, = B(q@)u, +C(q)e,

se obtiene
Alq)=q“" =1.7-¢* +0.7-g*"
B(g)=¢q+0.5
C(q)=q"" +1.5¢% +0.9-.¢*"
a) Sia=1

Al@)=q° -1.7-q+0.7
B(q)=¢q+0.5
C(q)=q> +1.5¢+09

El orden del polinomio A(q) es n=2 y el del polinomio B(q) es m=1. Luego d=2-1=1. B(q) y C(q) son
estables. Dividiendo g*'-C(q) entre A(q) se obtiene:

q° +1.5¢+0.9 q° —1.7-g+0.7
—q> +1.7:9—-0.7 1
3.2:q+0.2
Luego
F(g)=1

G(q)=3.2q+0.2
El predictor de varianza minima sobre 1 paso es:

q-G(q) 3.2:¢° +0.2:q
Vi = 2 Vi
C(q) q +1.59g+09

yk+1k)=

El controlador de varianza minima es:

Gy Y _ 329402
B(q)F(q) " q+0.5

k Vi

De acuerdo con la seccion 9.4.1 de los apuntes, la salida del sistema controlado es:
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Vi :F*(q_l)'ek =le, =¢

Luego la varianza de la salida es:

Ely;1=Ele/]=0"

b) Si a=2

AlQ)=q> —1.7-¢> +0.7q
B(g)=q+0.5
C(q)=q’ +1.5¢> +0.9q

El orden del polinomio A(q) es n=3 y el del polinomio B(q) es m=1. Luego d=3-1=2. B(q) y C(q) son
estables. Dividiendo g*'-C(q) entre A(q) se obtiene:

q* +1.5¢° +0.9.¢° g’ —1.7-¢* +0.7-q
—q* +1.7-¢° —0.7-¢* q+3.2
3.2:¢° +0.2:q°
—3.2:¢° +5.44-q> —2.24q
5.64-q° —2.24q

Luego

F(g)=qg+3.2
G(q) =5.64q> —2.24q
El predictor de varianza minima sobre 2 pasos es:

. -G 5.64-g° —2.24-¢*
ph+2|k) =28, _ >64q ~ 244"
C(g) qg +1.5q¢”+0.9q

El controlador de varianza minima es:

_&_y :_(5.64-q3—2.24-q2).y
B(g)F(g) " (¢+0.5(q+32) '

k =

La salida del sistema controlado es:

v, =F*(q " )ye, =(1+3.2:,¢"" e, =, +3.2¢,_,

La varianza de la salida es:
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E[ylf] = E[(e, +3.2°¢,_)(e, +3.2¢, )] =
= E[e,f ]+3.2-Ele, e, |]+3.2:E[e, e, |+ 10.24'E[e,f_1 ]

Puesto que {es} es una secuencia de variables aleatorias independientes entonces E[ecex4]=0 ¥y

COmo su varianza es E[ezk]=cs2 se obtiene el siguiente resultado

E[y}]=11.24c"

¢ Soluciéon problema 9.8

a) En primer lugar, hay que obtener la expresién de la salida en lazo cerrado, para ello hay que

sustituir la expresion u(k) = —K-y(k)en la ecuacion del sistema y reordenar términos:
Vv, +(K =025y, , +0.5y,, =€, +0.5¢,
Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:
y o [1+(K=0.25)g7" +0.5¢7]=¢,[1+0.5¢ "]
O en la forma:

2
g~ +0.5¢q
Vi = 2 €
q° +(K-0.25)g+0.5

Puesto que se la salida se obtiene mediante el filtrado de ruido blanco,

_ B,
y(k) = 40) e(k)

entonces la varianza de la salida, se puede obtener usando la férmula propuesta en la seccién 3.5.4

de los apuntes:

2
_ Byay,e —Baga + B, (a, —a,-e)

Ely;]

- 2 2
ay[(ay —aj)e —(aya, —a;a,)a]

donde
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B, =b; +b +b;
B, =2:(b,"b, +b,D,)
B, = 2:b,°b,

e =a,+a,
En este caso:

B(9)=q’ +0.5¢
A(q)=q° +(K-0.25)¢+0.5

Luego: bo=1, b1=0.5, b,=0, ap=1, a,=K-0.25 y a,=0.5.
Por lo tanto:

B,=1"+0.5* +0* =1.25

B, =2:(b,b, +b,'b,) =2b,"(b, +b,) =2:0.5(1+0) =1
B, =2:b,-b, =210=0

e =a,+a,=1+05=1.5

Sustituyendo valores en la expresion de la varianza de la salida y operando se obtiene

2.125-K
1.125-0.5-(K —0.25)*

Ely;1=

Desarrollando el cuadrado del denominador y reordenando términos se obtiene:

2.125-K
0.5[-K* +0.5K +2.1875]

Elyi]1=

Y descomponiendo en factores, se obtiene la expresion:

2.125-K
0.5(1.75— K)-(1.25+K)

Ely;]1=

Tal y como se pedia demostrar.

b) Equivalentemente el proceso del enunciado puede expresarse en la forma:
Y. [1-025¢7" +0.5¢ 7 1=u,[q" ] +e,[1+0.5¢ "]

O en la forma:
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v.:[q* —0.25q+0.5]=u, [q]+e,[q° +0.5q]
Comparando con un proceso cuya forma general es
A(q)y, = B(@)u, +C(q)e
se obtiene

A(@)=q* —0.25¢+0.5
B(q)=¢q
C(q)=q" +0.5q

El orden del polinomio A(q) es n=2 y el del polinomio B(q) es m=1. Luego d=n-m=1. B(q) y C(q) son

estables.

Dividiendo g*"-C(q) entre A(q) se obtiene:

g’ +0.5q q>-0.25¢+0.5
—¢>+025¢-05 1
0.75-.q—-0.5
Luego
F(g)=1

G(g)=0.75¢-0.5
El controlador de varianza minima es:

. G@  _ 0754-05
‘" B(@)F() " q ‘

La salida del sistema controlado es:
Vi = F*(q_l)'ek =le, =¢
Luego la varianza de la salida es:
E[y{1=Ele/]=0" =1

c) La paradoja se produce porque usando un controlador proporcional con K=2.125 se obtiene una
varianza 0 para la salida del sistema. Lo cual entra en contradiccion con la varianza 1 que se obtiene
utilizando el controlador de varianza minima. La explicacion de esta paradoja es que la expresién

para la varianza dada en el apartado a) Unicamente es valida si el sistema en lazo cerrado
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2
g~ +0.5¢q
yk = 2 ek
q° +(K—-0.25)g+0.5

es estable, ya que de lo contrario la salida no seria un proceso estacionario y se estarian violando las
condiciones del Teorema de factorizacion espectral en el que se basa la metodologia expuesta en la

seccién 3.5.4 para calcular la varianza de la salida.

El denominador para K=2.125 es

q> +1.875¢+0.5

Sus raices son: z=-1.5531 y z=-0.3219. Se observa que existe una raiz (z=-1.5531) fuera del circulo

unidad luego el sistema es inestable. En consecuencia la expresion

2.125-K

= s 025+ 6

no se puede usar para calcular el valor de la varianza de la salida si K=2.125.

4 Solucioén problema 9.9
Equivalentemente el proceso del enunciado puede expresarse en la forma:
e [1-03¢ " 1=u, [q 7 1+ ¢, [1-0.5¢"]
O en la forma:
vl =0.3ql=u, +e,[q° —0.5q]
Comparando con un proceso cuya forma general es
A(@)y, = B(@)u, +C(g)e

se obtiene

A(g)=q* -0.3q
B(g) =1
C(q)=q" -0.5q¢

El orden del polinomio A(q) es n=2 y el del polinomio B(q) es m=0. Luego d=n-m=2. B(q) y C(q) son
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estables.

Para obtener el predictor 6ptimo de la salida sobre d=2 pasos, primero hay que dividir g*-C(q) entre

A(9):

g’ -0.5q° q° —0.3q
-q> +0.3¢> q-0.2
~-0.2:¢°
0.29° —0.06:q
—-0.06-gq
Con lo que
F(q)=q-02
G(q) =-0.06-q
Luego
21k - L0, _ ~0064"

Vi = Vi
C(q) g’ —0.5q
b) El controlador de varianza minima es:

G 0.06-
U, = @) Vi = 1 Vi
B(q) F(q) q—02

c) La salida del sistema controlado es:
Ve =F* (q_l )e, =(1- 0-2"]_1 ye, =e, =02,
d) La varianza de la salida es:

E[ylf] =E[(e, —0.2¢, ) (e, —0.2¢, )] =
= E[e;]-0.2'E[e, e, ,]-0.2:E[e,_,-e, ]+ 0.04-E[e; , ]

Puesto que {e«} es una secuencia de variables aleatorias independientes entonces E[ecex1]=0 y

Como su varianza es E[ezk]=cs2 se obtiene el siguiente resultado

E[y;1=1.04c" =1.04
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¢ Solucién problema 9.10
Equivalentemente este proceso puede expresarse en la forma:

yoll+aqg 1=u,[bg"' 1+e, [1+cq ' [1+ag™]

v+ aq’l] =u, ‘[bqg™' 1+ e, [1+(a+ c)-q’1 + a~c~q’2]

O en la forma:

velg” +aql=u,[bql+e, [q" +(a+c)yq+ac]
Comparando con un proceso cuya forma general es

A(q)y, = B(@)u, +C(q)e

se obtiene

Aq)=q" +aq
B(q)=bq
C(q)=q° +(a+c)g+ac

El orden del polinomio A(q) es n=2 y el del polinomio B(q) es m=1. Luego d=n-m=1. Se supone que

tanto B(q) como C(q) son estables.

Hay que dividir q”’_1 ‘C(q) entre A(q)

q2 +(a+c)yg+ac q2 +aq

-q’ —aq 1
cq+ac
Luego
F(g)=1
G(q)=cq+ac

Con lo que el controlador de varianza minima es:

Y@ __clgra)
“ B(g)F(g) " bg
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¢ Solucién problema 9.11
Equivalentemente el proceso del enunciado puede expresarse en la forma:
Y. [1-02:¢7" +0.6q7 1 =u, [22q" —0.8¢ ] +e,[1+02:q"]
O en la forma:
V. [qg> =0.2:g+0.6]=u, [2:¢—0.8]+e,:[q° +0.2q]
Comparando con un proceso cuya forma general es
A@)y, = B(@)u, +C(g)e

se obtiene

A(@)=qg* -0.2:¢+0.6
B(q)=2¢—-0.8
C(g)=q" +0.2

El orden del polinomio A(qg) es n=2 y el del polinomio B(q) es m=1. Luego d=n-m=1. B(q) y C(q) son
estables.

a) Para obtener el predictor 6ptimo de la salida sobre d=1 paso, primero hay que dividir q‘“-C(q)

entre A(qQ):
q° +0.2q q°—02¢+0.6
—q2 +0.2:g-0.6 1
0.4-g-0.6

Con lo que

F(g)=1

G(g)=0.49-0.6
Luego

- -G 0.49° - 0.6
Pt = 429, _Ddg 20.04.
C(q) q +0.2¢q
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b) El controlador de varianza minima es:

Gg) 04¢-0.6

“ByF() "t 29-08

k Vi

c) La funcién de transferencia en lazo cerrado es
—F¥*(a Ve =1p —
n=F*(q )e =le, =¢,
Es decir, es una ganancia unidad.

d) La varianza de la salida en la lazo cerrado:
Ely;1=Ele]=0"

Para calcular la varianza de la salida en lazo abierto se supone que la sefial de control u, es
determinista y en consecuencia no influye en el calculo de la varianza. Luego la ecuacién del sistema

que se debe considerar es
v, [g° —02:g+0.6]=e,[q” +0.2:q]
Que es equivalente a

2
q-+0.2q
yk = 2 .ek
g —02g+0.6

Si se compara con

_ B,
y(k) = 4(0) e(k)

entonces

B(q)=q> +0.2q
A(@)=q> —0.2:¢+0.6

El numerador B(q) tiene sus ceros (z=0 y z=-0.2) dentro del circulo unidad. Asimismo las raices del
denominador A(q) son z= 0.14j-0.77 que estan dentro del circulo unidad. En consecuencia es posible

utilizar la siguiente férmula (ver seccion 3.5.4) para calcular la varianza de la salida:

2
_ By-ay,e —Bra,a, + B,(a; —a,e)

E[y{]

- 2
ay[(ay — a; )e —(aya, —aay)a]
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donde

B, =b; +b +b;
B, = 2:(byb, +b,b,)
B, = 2:b,°b,

e =4a, +612

De los coeficientes de los polinomios B(q) y A(q) se obtiene que: by=1, b1=0.2, b,=0, ap=1, a;=-0.2 y

a»=0.6. Por lo tanto:

B,=1"+0.2> +0° =1.04

B, =2:(by,b, +b,-b,) =2:b,"(b, +b,) =2:0.2:(1+0)=0.4
B, =2b,-b, =210=0

e, =a,+a,=1+0.6=1.6

Sustituyendo valores en la expresién de la varianza de la salida

1.04-1.6+0.4-0.2
Ely;]= ; o’
[(1-0.6)1.6—-(1-0.6)0.27]
y operando se obtiene
E[y,f] _ 1.664+0.08 ol =173

1.024-0.016

¢ Solucion problema 9.12

a) Equivalentemente el proceso del enunciado puede expresarse en la forma:
Y. [1-0.9z"1=u, +e,[1-0.5z7"]
O en la forma:
Vi'lz2=09]=u,z+e,[z-0.5]
Comparando con un proceso cuya forma general es
Az)y, = B(z)u, +C(2)e,

se obtiene
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A(z)=z-0.9
B(z)=z
C(z)=z-0.5

El orden de los polinomios A(z) y C(z) es deg(A)=deg(C)=n=1y deg(B)=1. Ademas A y B no poseen

ningun factor comun. Ademas los reciprocos de estos polinomios son:

A*(2)=z"" Az ) =2z(z"'-09)=1-09z
B*(z)=z"%B(z")=zz" =1
C*(z)=z"*C(z")=2(z"-05=1-0.5z

Paso 1: Para obtener el controlador LQG en primer lugar hay que obtener un polinomio P(z) ménico
de grado n=1 cuyas raices se encuentran todas dentro del circulo unidad y que es solucién de la

ecuacion de Riccati:
rP(z)P(z"") = p-A(z)-A(z"") + B(z)-B(z™")
Luego:
r(z+p)E"+p)=p(z-09)(z"-09)+zz"
Operando se obtiene
r(l+p)+rp(z" +2)=(1.81p+1)-0.9p(z" +2)

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z se obtienen el siguiente par de ecuaciones:

rp,=-09p (1)
r(+pl)=181p+1 )
De (1) se obtiene
P 0.9-p 3)
P

Y sustituyendo (3) en (2) se obtiene la siguiente ecuacion de segundo orden para p+:

» 181p+l

+1=0
Pi 0.9p P
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La solucion de esta ecuacion que garantiza que P(z) esta dentro del circulo unidad (|p4|<1) es:
1.81p+1  [[1.81p+1Y)
L 0P -4
0.9-p 0.9-p

P = ) (4)

Paso 2: En segundo lugar, hay que calcular el polinomio S(z) a partir de la ecuacioén:
A*(z) X (z2)+rP(z)S*(z)=B(z)C*(z)
Puesto que la ecuacién del sistema posee un término vy entonces deg(S)=n=1. Luego:
S(z)=s8yz+s5,
Su reciproco es:
S*(z) =z -S(z" ) =z(syz7 +5,) =5, +5,°Z
Por otra parte deg(X)<n, luego
X(z)=1x,
Sustituyendo los polinomios A*(z), X(z), P(z), S*(z), B(z) y C*(z) se obtiene
1-0.9z)x, +r(z+ p,)(sy +5,z) =2z (1-0.52)
Multiplicando los factores y reordenando términos se obtiene
rs, 2zt +(=0.9x, + 75, +7p,)z+(x, +1ps,) =05z +z
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z se obtienen tres ecuaciones:
rs; =-0.5
—-0.9x, +rs,+rp =1
X, +rp;s,=0

Resolviéndolas se obtiene:

®)
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1-rp,

0T (1+0.9p) ©)

_pl(l—l”'pl)

X, =—1"p, 'S, =
o T T 1 09p))

()

Paso 3: En tercer lugar hay que determinar el polinomio R(z) a partir de la ecuacién
P*(z)X(z)+ pA(z):S*(z) = R*(2)'B(2)
El grado del polinomio R(z) es deg(R)=n=1. Se supone que su estructura es:
R(z)=ryz+r

Luego su polinomio reciproco es:

R*(2)=z"*" Rz =z@,z" +r)=r,+rz
Luego la ecuacién toma la forma:

I+ p,2)xy + p(z=0.9) (s, +5,°2) =(r, +1,°2)z
Multiplicando los factores y reordenando términos se obtienen
08,20 +[prxy + (s, —0.95)]z +[x, = 0.9, pl =12 +7,z

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z se obtienen directamente las expresiones de

r1y ro, €n funcion de variables ya conocidas.
n=ps (8)
Ty = py:Xy + p(sy —0.95)) 9)
Paso 4: Finalmente la ley de control LQG viene dada

S(q). _ sgzEs

u, = =
R {0) M-

k

b) Si p=1, entonces:
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1.81+1 (1.81-+1
- +

2
—4
0.9 j 31244573
2

0.9
. 2 ~_036
po—09_ 09 55
b —036
~05 -05
S] — = —= 1
r 25
l-rp,  _ 1-25(-036) _ 1409 _19_, .,

S0 = r(1+09p,) 2.501+0.9(=036)) 2.5(1-032) 1.7

X, = —1p,-s, = —2.5(=0.36)1.12 =1.01

=8 =1

ry = pyxg + (s, —0.9:5,) =—0.361.01+(1.12-0.9) = —0.14
Luego el control LQG es:

y _ Spzts o 1+1.12z
Yonz4r 1-0.142
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SOLUCION DE LOS PROBLEMAS
TEMA 10: Control robusto QFT

¢ Solucién problema 10.1

Considérese el caso extremo de la expresién asociado a la especificacion de estabilidad robusta

L(j-w)

—| =W, (1)
1+ L(jw)

La funcion de trasferencia en lazo abierto L(s) puede expresarse equivalentemente en la forma

mddulo-argumento
L(jo)=|L(jo)e
Se define la frecuencia del margen de ganancia . como aquella en la que se verifica que
argL(jow,)=180°
Luego en dicha frecuencia

L(jo,)=-|L(j@,)

Sustituyendo esta expresion en (1) se obtiene:

IL(jo,)
1-|L(j@,)

er

que equivalentemente se puede expresar, como

=W 2
" 2
IL(j,)
Se define el margen de ganancia MG como
1
G=——
IL(jo,)

Luego (2) se puede expresar como:
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1
= Wer
MG -1
Finalmente despejando MG se obtiene:
1
MG =1+—-
w

er

Tal y como se queria demostrar.

Se define la frecuencia de corte o frecuencia del margen de fase o, como aquella en la que se

verifica que

L(jeo,)| =1
Luego
JargL(joy)

L(jo,)=e

Sustituyendo esta expresion en (1) se obtiene

er

Sustituyendo en la expresion anterior
e’? =cosg+ j-sing
y operando se obtiene:

1

\2+2-cos¢

Elevando al cuadrado y despejando ¢ se obtiene:

¢= acos(%— 1]

Pasandolo a grados se obtiene:
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180 0.5
¢= —acos[ﬁ - IJ

7[ er
El margen de fase MF se define como:
MF =180°-¢

Sustituyendo en esta expresion el valor de ¢ se obtiene finalmente:

MF =180°- 180 acos(o;g—l]
T

er

Tal y como se queria demostrar.

¢ Solucion problema 10.2

El margen de fase MF y el margen de ganancia MG se relacionan con W,, a través de las siguientes

expresiones:

MF
cos| w-| 1— +1
[ ( 180"))
1
w, = (2)
MG -1

a) Sustituyendo MF=30° en (1) se obtiene W,=1.93.
b) Sustituyendo MF=75° en (1) se obtiene W,,=0.82.
¢) Sustituyendo MG=1.9 en (2) se obtiene W= 1.11.

d) Pasando MG=10 dB a unidades aritméticas se obtiene MG=3.1623, sustituyendo este valor en (2)
se obtiene W,=0.46.
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¢ Solucién problema 10.3

El margen de fase MF y el margen de ganancia MG se relacionan con W,, a través de las siguientes

expresiones:

MG=1+— (1)
WCr
MF = 180"—@ acos(o;g - lj (2)
T er

a) Sustituyendo W,=1.1 en (1) y en (2) se obtiene MG=1.91 y MF=54.07°.
b) Sustituyendo W,=1.5en (1) y en (2) se obtiene MG=1.67 y MF=38.94°,

¢) Sustituyendo W,,=2.0 en (1) y en (2) se obtiene MG=1.5 y MF=28.9°.

¢ Solucién problema 10.4

a) Los coeficientes del numerador y del denominador de P(s) se pueden expresar en forma matricial

b1 T0o o o o077 96
bl=| 0 —15 0o 2317|436
b |-15 0o 23 oll®] |0
q,
a, =53
0o 29| o
=] =10 62 1 Hn |+
a, 0
02 1 0 ||~
a, 0

Comparando con las expresiones

b= MN-q+n,

a=MDr+d,

se obtiene
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SOLUCIONES
~53
O 0 0 0 9.6 0 0 -29
MN=| 0 -15 0 23|n,=|3.6|MD=|-10 62 1 |d,=
15 0 23 0 0 02 1 0

d) En este caso para no confundirse con la notacion de las expresiones:
b= MN-q+n,

a=MDr+d,

conviene expresar la planta de la siguiente forma:

2
4,8 +4,
P(s)=————
S”+1S+1

Los coeficientes del numerador y del denominador de P(s) se pueden expresar en forma matricial

b, I 0 0}]gq 0
b |=|0 0 Ofgq,|+|0
b,| 10 0 1]|¢| |0
0
“l oo
a, |= . +|0
0 1||n
a, 1
Luego
0 0 0 0 0
MN={0 0 0|n,=0 MD:[ }doz 0
0 0 1 0
.
¢ Solucién problema 10.5
a) La planta se puede expresar de la siguiente forma:
, 1 1 () —0*)-j2: 0w, 0
P(jo)= =

o) 1260, (o) +a: (0 —a*)+ j20o, o (@} —0*) +(2:60,0)
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El moédulo en dB y la fase en grados son:

|P(jo) ,, =—20-log,, (\/(a),f ~0’) +(200,0f )

@’ -’

n

arg[P(jo)] = —@a rctan{zcjﬂ]
T

Para w=1 rad/s estas expresiones toman la siguiente forma:

PG|, = —20-10g10(\/(a)f 1) +(2:60, )2) (1)

arg[P(j-1)] = _180, rctan(z'?w” J (2)
T o

En la siguiente tabla se muestran los puntos de las plantillas 7(1) que se obtienen sustituyendo las

posibles combinaciones de los valores de 6 y o, propuestos en el enunciado en las ecuaciones (1) y

()

b) El punto nominal se obtiene sustituyendo 6=0.5 y ®,=1.5 en las ecuaciones (1) y (2):

@n arg[P(i1)] () [P(1)las

0.5 1 =90 0

0.5 2 =90 -1.5836
0.5 3 =90 -2.9226
0.5 4 =90 -4.0824
0.6 1 -33.69 -11.139
0.6 2 -20.556 -18.633
0.6 3 -14.931 -23.82
0.6 4 -38.66 -11.691
0.7 1 -24.228 -18.863
0.7 2 -17.745 -23.945
0.7 3 -43.025 -12.263
0.7 4 -27.699 -19.119
0.8 1 -20.472 -24.089
0.8 2 -46.848 -12.842
0.8 3 -30.964 -19.397
0.8 4 -23.106 -24.248

(arg[P(j-D],

Py (j1)|,)=(-50.194°, -5.8121 dB)
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c)

Valor nominal

_5F

Magnitud (dB)

-20

_25 | | | | |
-100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10
Fase (grados)

Figura 7

En la Figura 7 se observa que el punto nominal queda fuera del contorno de la plantilla. Esto es asi
porque la aproximacién de la plantilla que se ha calculado mediante el método del barrido en el
espacio de parametros no es lo suficientemente buena. Para mejorarla se debe aumentar el nimero
de puntos a considerar para el parametro ®,, ya que de acuerdo con la tabla es el parametro que
permite trazar longitudinalmente la forma de la plantilla. Por ejemplo considerando que w,={1, 1.5, 2,
2.5, 3, 3.5, 4} se obtendria la aproximacion de la plantilla y el contorno que se muestra en la Figura 8.

Se observa que ahora si el punto nominal queda comprendido dentro del contorno.

-5r Valor nominal

o
z
°
2-10f 1
c
=]
(o]
=
~15}F il
-201- 1
_o5 . . . . . . . f .
-100 -90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0
Fase (grados)
Figura 8
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¢ Solucién problema 10.6
a) La planta se puede expresar de la siguiente forma:

IR e_z-.]xw 1

P(jo)=———= = e

2 2

Jo+a er——;)ﬁmﬂﬁj o +a
w +a je

El médulo en dB y la fase en grados son:

. 1
|P(]a))|d3 = _20'10&0(Wj

arg[P(jo)] = —@'(z’-a) + arctan(gn
T

a

Para ©=2.5 rad/s estas expresiones toman la siguiente forma:

1
|P(j2.5), = —2O-log10[—j

\N6.25+a’

arg[P(j:2.5)] = —@'(z’-a) + arctan(én
p/a

a

SOLUCIONES

. [
—']'[T'ﬂ)+a rctan[fjj
a

(1

)

En la siguiente tabla se muestran los puntos de las plantillas 7(2.5) que se obtienen sustituyendo las

posibles combinaciones de los valores de § y o, propuestos en el enunciado en las ecuaciones (1) y

()
a T arg[P(j-2.5)] (°) |P(-2.5)|48
1 1 -211.44 -8.6034
1 2.5 -426.3 -8.6034
1 5 -784.4 -8.6034
1 10 -1500.6 -8.6034
2.25 1 -191.25 -10.536
2.25 2.5 -406.11 -10.536
2.25 5 -764.21 ~10.536
2.25 10 -1480.4 -10.536
3.75 1 -176.93 -13.078
3.75 2.5 -391.79 -13.078
3.75 5 -749.89 -13.078
3.75 10 -1466.1 -13.078
5 1 -169.8 -14.949
5 2.5 -384.66 -14.949
5 5 -742.76 ~14.949
5 10 -1459 -14.949

b) En la Figura 9 se han dibujado la aproximacion de la plantilla 7(2.5) y su contorno 57(2.5).
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Magnitud (dB)

-8

—12f

-16 L L
-1600 -1400 -1200 -1000 -800 -600 -400 -200
Fase (grados)

Figura 9
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