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El texto que presentamos a continuacioén (On the Use of the Theory of Pro-
babilities in Statistics Relating to Society) es un texto leido por Edgeworth en la
Royal Statistical Society, en diciembre de 1912 y publicado en 1913 en el Jour-
nal of the Royal Statistical Society. Hemos utilizado no, obstante, la seleccién re-
alizada por Philip Mirowski (1994) porque da una vision suficiente de los pro-
blemas relacionados con la aplicacién de la probabilidad al campo social.

Francis Ysidro Edgeworth, el poeta estadistico, como le llama Ted Porter,
se forma en el Trinity Collage de Dublin y en la Oxford University. Estudia De-
recho Comercial en 1870, y en 1877 publica un primer texto (New and Old
methods of Ethics) en el que aplica el calculo a las proposiciones del utilita-
rismo. Su interés por la introduccién de las matematicas en las ciencias socia-
les procede de sus conexiones con el movimiento utilitarista y de su amistad
con Jevons. En 1882 ya se habia planteado explicitamente el uso de las mate-
maticas en Sociologia: un capitulo de Mathematical psychics, llevaba por sub-
titulo On the applications of mathematics to the moral sciences', y en él su-
brayaba los principios y la aplicabilidad de las Matematicas a la Sociologia. Su
objetivo era el célculo utilitario, la cuantificacién del grado de satisfaccion que
produce la accién (Greatest Happiness is the end of right action). La hipétesis
que alli adopta es que el placer, o la satisfaccién, es sinénimo de energia
(Energy may be regarded as the central idea of Mathematical Physics) y la ob-
tencidn del maximo de energia se convierte en el principal objeto de investi-
gacion de una nueva ciencia llamada hedonimetria (we must the carefully con-
sider the existente and nature of a unit of pleasure). Planteamientos que,
aunque despiertan hoy dia bastante perplejidad y algin que otro comentario
malicioso, adquieren mayor sentido si los situamos en el contexto de cambio de

! En la introduccién Edgeworth dice lo siguiente: «La aplicacién de las matematicas para dar
crédito (belief) al calculo de probabilidades ha sido ya un tema tratado por muchos y distinguidos
escritores; pero el calculo del sentimiento (feeling) de placer o de dolor es menos comiin, un tema
que no resulta paraddjico ( hace una referencia a Jevons) en este ensayo. El tema se divide en dos
partes relativas respectivamente a los principios y la practica, raiz y fruto de la aplicabilidad y de la
aplicacion de las matemadticas a la Sociologiax». (The subject divides itself into two parts; concerned
respectively with principle and practice, root and fruit, the applicability and the application of
Mathematics to Sociology)
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paradigma que se estd produciendo en la economia: en el trdnsito que supuso
pasar de la teoria objetiva del valor trabajo, utilizada por los economistas des-
de Adam Smith, al nuevo paradigma de la utilidad marginal, lo que supone pa-
sar a una teoria subjetiva del valor basada en planteamientos sicolégicos y cél-
culo matematico. Un gran debate teérico de finales del siglo XIX y principios
del xX, en el que Edgeworth va a jugar un relevante papel junto a colegas
como Karl Pearson (1857-1936), Arthur L. Bowley (1867-1959), G. Udny
Yule (1871-1951), o Ronald Fisher (1890-1962) y que consigue revitalizar el
interés por la introduccion de las matemadticas en las ciencias sociales?.

A principios de siglo, la ensefianza de la estadistica no era todavia relevante
en Gran Bretafia. Cuenta Arthur Bowley, en su informe de 1906 que en los pla-
nes de estudios de economia® de las universidades britdnicas, las matemaéticas
ocupaban un lugar muy pequefio y las aplicaciones estadisticas o la teoria de la
probabilidad no estaban incluidas en otros planes de estudios. En las facultades
de Comercio de Manchester y Birmingham, las mds avanzadas de la época, se
estudiaban métodos simples no matemadticos, naturaleza de las medias y niime-
ros indices, y en las reputadas universidades de Cambridge y Oxford no habia
cursos ni examenes sobre aplicaciones de la estadistica, lo que va a dar lugar a
un vasto plan de desarrollo y potenciacion de la estadistica matematica en el que
participan Edgeworth y Bowley. En 1909, ambos participan en la XIII sesion del
Instituto Internacional de Estadistica que se celebra en Paris. Francis Isidro Ed-
geworth es el encargado de presentar un amplio texto «On the Application of the
Calculus of probablities to Statistics» en la seccién «Método y estadistica Ma-
tematica» que €l preside, y en la que Max Lazard y Marcel Lenoir actian como
secretarios. En los debates intervinieron M. Yule con una ponencia sobre «El mé-
todo de correlacion en las estadisticas sociales y econémicas»; L. March: De la
aplicacion de los procedimientos matemdticos a la comparacion de estadisti-
cas», A. L. Bowley: Comparacion internacional de los salarios con la ayuda de
la mediana y Emile Borel: Sobre el empleo del método diferencial para la com-
paracion de estadisticas. En el debate sobre el cilculo de probabilidades en la
Estadistica intervinieron, Madello, Lexis, March, Knibbs, Bowley, y Borel,
quien reconoce que los trabajos de los colegas ingleses son poco conocidos en
Francia.

2 Entre las referencias econémicas de Edgeworth, Ted Porter afirma que tratard de mostrar
como la competencia convierte las transacciones del mercado en algo indeterminado, creando la ne-
cesidad de una base cientifica que puede alcanzarse mediante el célculo Porter.

3 En su exposicién, Bowley comienza reconociendo el trabajo realizado por la seccién F de la
Asociacion a favor del desarrollo de la Ciencia estadistica, al menos desde 1835, aunque, sefiala, es
a partir de 1856, cuando recibe e/ curioso nombre de Ciencia Econdmica y Estadistica. También a
nosotros nos resulta curiosa la asociacion de estadistica y economia, puesto que hasta ese momen-
to, la Estadistica habia estado asociada al Estado, a la astronomia, o a la ciencia social. En ese mis-
mo momento, Quetelet, estd impulsando en Bruselas un vasto programa de construccion de la es-
tadistica como ciencia social positiva. En Inglaterra, en cambio, la Royal Society ha vinculado ya la
estadistica a la economia, y la Economia politica, y la Hacienda publica comienzan a transformar-
se en «ciencia econémica».
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En el texto, Edgeworth plantea partir de la l6gica de induccién y pasar a
adoptar la generalizacion de la ley del error.

El fruto de la ciencia, mas que las raices, es el objeto del presente estu-
dio. Las probabilidades no estdn solamente unidas como las ramas al tronco
de la vifia; hay también un entrelazamiento de las raices, una unién de pri-
meros principios que es dificil diseccionar. Por ejemplo, la estadistica en tan-
to que medio para descubrir leyes generales, implica la 16gica de la induc-
cidn, y la induccidn, en el fondo se atiene a esa forma primitiva que se ha
llamado «simple enumeracién»: método que parece tener alguna relacién
con el teorema de las probabilidades* que determina la posibilidad (chance)
de éxito: cuando un acontecimiento se ha producido # veces, se ha tenido
éxito en cada una de las n experiencias, y por tanto, la (n + 1)¢, serd también
coronada por el éxito’.

En la seccidén I dedicaba dos apartados al azar simple y compuesto apoyan-
dose en el apéndice de la segunda edicién del manual de Bowley Elements of
Statistics. Alli Arthur Bowley explicaba la posibilidad de utilizar una muestra de
100 valores elegidos al azar, para evitar a los inversores en bolsa la necesidad de
consultar la tasa de beneficios de 3.878, mediante la utilizacion de la formula del
error probable®. La seccién II, en cambio, estaba dedicada a las distribuciones de
frecuencias, o curvas de frecuencias como €l les llama:

Una curva o superficie de frecuencia nos permite comprender y reunir un
gran nimero de determinaciones de la especie considerada en la seccién I. La
comparacion entre una media y un tamafio determinado, puede ser generali-
zado cuando buscamos la probabilidad por la que una sucesion de frecuencias
estadisticas es conforme con una curva o superficie de frecuencias, y suscep-
tible de ser representada por ella. (p. 243).

Pero vamos a centrarnos en el texto de 1912, porque aunque estd en la mis-
ma linea de estos trabajos anteriores, muestra las conexiones con otra revolucién
tedrica del momento: la fisica del &tomo. Edgeworth comienza citando los cien-
tificos y los trabajos que le han precedido (los progresos de la clase obrera, las
condiciones de la agricultura, la distribucién de los ingresos, las finanzas muni-
cipales, los problemas de la pobreza, la mortalidad infantil, etc.), hechos con los
que se pretendia ilustrar las condiciones de la sociedad de su época, pero él va a

4 Edgeworth inserta una nota en la que dice lo siguiente: Por algunos llamada «regla de su-
cesion», severamente criticada por ciertos logicos como el doctor Venn, pero aceptada por muchos
matemadticos, entre ellos el profesor Pearson (Grammar of Science, pp.141-148)

5 Edgeworth, E. Y. Sur I’applicattion du calcul des probabilités a la statistique, 1IS, X1II Ses-
sion, Paris, 1909, Comte rendue, p. 221.

% En el ejemplo de Bowley, el primero de los grupos examinados da un porcentaje para los di-
videndos menores de Slibras del 68%, mientras que el verdadero porcentaje era de 65,8%, el ver-
dadero valor del error probable para un grupo de 100 era 3,2%, mientras que el valor deducido de
la férmula es 3,15
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centrarse en algo mas matemético como es la «construccion y uso de propor-
ciones, o la deduccién de probabilidades’.

La aplicacién de la probabilidad a los asuntos humanos debe comenzar, se-
gtin Edgeworth, por el uso de la teorfa en Fisica, pues no existe una clase de arit-
mética para lo social y otra para la fisica, sino que es la misma en ambos casos;
en esto sigue a Quetelet y su interés por mantener una estrecha alianza con el
resto de las ciencias a través del cdlculo de probabilidades. Toma como ejemplo
la presion contra las paredes que ejercen las moléculas de un gas encerradas en
un recipiente, en palabras de Maxwell: «la constancia y la uniformidad de las
propiedades de un gas medio es el resultado directo de la inimaginable irregu-
laridad existente en el movimiento y la agitacion de las moléculas». Las analo-
gias con la fisica del 4tomo le condicen a afirmaciones como estas:

El movimiento erratico de las llamadas particulas «alfa» de las sustancias
«radio-activas» presenta alguna analogia con las defunciones en una poblacién
sujeta a una mortalidad constante (...)

En el mundo interior de los corpusculos se ha probado la posibilidad de
observar y registrar el nimero de particulas «alfa» que se descargan por mi-
nuto (o en periodos mas cortos) de una sustancia radioactiva. Los registros lle-
vados a cabo por el Dr. Geiger muestran una variacién en el niimero de salidas
de un momento a otro comparable con la variacién de afio en afo del nimero
de muertes ocurridas en una poblacién uniforme. Estas estadisticas fisicas tie-
nen un claro caracter humano. (...)

De este modo, la principal caracteristica de la probabilidad estadistica, es
decir, la constancia colectiva combinada con la irregularidad individual —ob-
servaciones alrededor de la media, hacia la que convergen— se consigue no-
tablemente en este ambito de la fisica.

Pero también, recoge las fuertes controversias que se han producido al res-
pecto: «;Cémo es posible reconciliar el tratamiento de los elementos individua-
les como fortuitos, mientras se piensa que todo acontecimiento particular obe-
dece a las leyes de la causalidad?» y en el caso del movimiento de las moléculas,
«/todo movimiento individual esta determinado por las estrictas reglas de la fi-
sica matemadtica?» Contradiccion de la que intenta salir con una cita de Poinca-
re: «Aqui, hay algo de misterioso e inaccesible para el matemdtico».

Es también interesante, y en cierto modo sorprendente, la comparacién que
hace entre la ley de la gravitacion universal y la ley de frecuencias normal,
«nuestra ley», como €l la llama:

Igual que esa ley nos muestra que la distancia a la que un cuerpo cae (en el
vacio y partiendo de reposo) se incrementa proporcionalmente al cuadrado del
tiempo que emplea en caer (...) la ley de la frecuencia normal (...) nos infor-
ma de que la precision de un promedio se incrementa proporcionalmente a la
raiz cuadrada del ndmero de observaciones promediadas.

7 Entre las aproximaciones mds recientes, cita las de Bowley y Yule.
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La alusién a los errores en las observaciones de la Fisica no es casual, no sin
raz6n hay una llamada ley del error que constituye una de las lecciones funda-
mentales de la practica de los fisicos. Nos encontramos, dice, «en un momento
extremadamente interesante para la matemaética estadistica», debido a los nuevos
sentidos revelados por la fisica del dtomo. Del mismo modo que un experto en
trenes puede realizar una clasificacién en funcion de la velocidad y nos informa
de cuantos hay de cada clase en cada linea, asi la teoria de frecuencias normal
divide a las moléculas en diferentes clases, de acuerdo con su velocidad y los ni-
meros asignados a cada clase.(La clase mds tipica es la que ha sido caracteri-
zada por una velocidad de aproximadamente un cuarto de milla por segundo).
La frecuencia o probabilidad de que una molécula quede fuera es despreciable.
Solo una molécula de aire sobre dos millones, asegura, tiene una velocidad de
una milla por segundo. Y asi para diferentes ratios de velocidad.

Se recordard que la ley normal de frecuencias en su expresion mds simple
se representa por una curva simétrica cuya forma se asemeja a la de un arco
cuando se tensa. Si a lo largo de la cuerda colocada horizontalmente se miden
desde el punto central (nimeros) de intervalos o grados que correspondan a di-
versas desviaciones de la media, la distancia correspondiente en cada grado
entre el arco y la cuerda (la ordenada o pequefia franja correspondiente a
cada distancia respecto del eje horizontal) representa la frecuencia con la que
cada grado particular de desviacién es posible que ocurra. Estas frecuencias
disminuyen rdpidamente en la medida en que nos movemos del maximo, en el
centro, hasta que se desvanecen finalmente en nada.

Con estas ligeras reservas se puede deducir de la teoria de probabilidades que
las velocidades en un movimiento cadtico de moléculas se distribuyen de acuer-
do con la ley normal de frecuencias. Utiliza también la mortalidad en una po-
blacién con una esperanza de vida de 50 afios, y toma un segundo ejemplo de los
Seguros. Hace también algunas referencias a la utilizacién del muestreo en la ofi-
cina estadistica de Noruega que dirige el Dr. Kider para reforzar la pertinencia
del uso del muestreo (El método del muestreo (sampling) bajo la designacion de
«Sistema representativo» parece ser una institucion permanente en Noruega).
Edgeworth hace notar el peligro de apostar por las muestras cuando estas no han
sido seleccionadas por procedimientos aleatorios, pues es dificil admitir que en
la mayoria de estadisticas relativas a los fendmenos sociales, el concepto de ex-
traccion al azar sea el adecuado, sobre todo si el nimero de observaciones no es
grande. En definitiva, un texto en el que va desgranando los problemas de la apli-
cacion del calculo de probabilidades, y en el que deja marcando las reglas de lo
que serd el método probabilistico, tal como se ensefia y se utiliza hoy dia, en el
campo de las ciencias sociales.
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Sobre el uso de la teoria de
probabilidades en las estadisticas
relacionadas con la sociedad’

F. Y. EDGEWORTH

(Discurso presidencial del Profesor F. Y. Edgeworth, pronunciado ante la Ro-
yal Statistical Society el 17 de diciembre de 1912)

La mayoria de aquellos a quienes indignamente sucedo han distinguido su
entrada en la presidencia aplicando la estadistica a algunos problemas de indu-
dable interés practico. Asi es como Giffen, en 1883, expuso el progreso de las
clases trabajadoras durante el pasado medio siglo, Caird hablé sobre el estado
de la agricultura, Goschen sobre la distribucién de la riqueza o Fowler sobre la
financiacién local. Y, por no multiplicar los ejemplos dignos de admiracion, mi
inmediato predecesor aplicé al problema de la pobreza las estadisticas que él
mismo habia ayudado a reunir como miembro de la Comisién Real para la ley
de Pobres (Royal Comission on the Poor Law). Todos estos ejemplos colman el
proposito de nuestra asociacion tal y como fue instituida por sus fundadores: la
averiguacion y puesta en relacion de aquellos «hechos que se calculan para ilus-
trar el estado actual y el futuro de la sociedad». Creo que también han servido a
este proposito quienes, con Newmarch, han disfrutado explorando e informan-
do sobre los métodos de la ciencia estadistica. Estos son los tinicos precedentes

! Francis Ysidro Edgeworth, «On the Use of the Theory of Probabilities in Statistics Relating
to Society», en Journal of the Royal Statistical Society, vol. 76, n°2, enero 1913, pp. 165-193.

Traduccién y notas: Julio A. del Pino Artacho y Beatriz Manas Ramirez (Dpto. Sociologia I
UNED). El texto que aqui traducimos se corresponde con el seleccionado por Philip Mirowski en su
obra, como editor, Edgeworth on chance. Economic Hazard, and Statistics, Lahman, MD y Rowman
& Littlefield, 1994. Corresponden a €I, por tanto, la seleccién de textos y omisiones del articulo ori-
ginal. Estas omisiones se sitdan al final de la introduccion, al comienzo del apartado 3 y en el apén-
dice. La primera se refiere a los asuntos propios de la asociacién, como los decesos y las nuevas in-
corporaciones, que Edgeworth ha de abordar en un discurso de estas caracteristicas. La segunda
omisién corresponde al apartado 3 dedicado al muestreo. Al comienzo del mismo, Edgeworth hace
repaso de los avances en la materia, particularmente de la experiencia de Bowley, y las criticas y ob-
servaciones suscitadas entre los expertos (cita a De Morgan, Venn y Kiar —cuyo trabajo se refiere
luego, dentro del texto que ahora presentamos)—. Finalmente, esta traduccién aflade como notas al
pie las notas finales del articulo original, incluyendo aquellos aspectos que Edgeworth refiere en el
texto como desarrollados en el «Apéndice», y que Mirowski no muestra en su edicién. Completamos
la labor editorial con algunas notas de traduccién que notamos como N. de T.
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que trato de seguir. A gran distancia. Porque mientras que Newmarch, en su lec-
cion inaugural sobre el progreso y la condicion presente de la investigacion es-
tadistica (1869) trata sobre dieciocho «campos de la investigacion estadistica a
los que se debe prestar pronta atencién en este pais», yo me limito al decimoc-
tavo y ultimo apartado: «la investigacion de las matematicas y la légica de la
evidencia estadistica»; es decir, «la recta construccién y uso de los porcentajes,
la deduccidn de las probabilidades». La supuesta investigacion que refiere asi
Newmarch, tiene una formulacién mucho mas clara en el Dr. Guy, cuando, re-
firiéndose en su leccidn inaugural, algunos afios después, a los «principios del
método numérico de la légica de los grandes nimeros», lamenta «el trata-
miento hasta ahora imperfecto del principio envuelto en la reproduccion cono-
cida y reiterada afio a afio de nimeros parecidos. No se ha hecho ningtn inten-
to serio, dice, de enfrentarnos a este asunto en toda su dimensién y a la luz de la
verdad. El reproche del Dr. Guy se ha superado a la larga en nuestros dias gra-
cias a algunas de las contribuciones mas recientes al Journal, particularmente
las del Sr. Bowley y el Sr. Yule. Pero todavia hay campo para algunas observa-
ciones in pari materid®.

[Seccion omitida]

1. El uso de las Probabilidades en estadisticas relacionadas con asuntos
humanos puede introducirse adecuadamente mediante el uso de la teoria en fi-
sica. Del mismo modo que no hay un tipo de aritmética para los fenémenos so-
ciales y otra para los fenémenos fisicos, el principio de la Probabilidad es esen-
cialmente el mismo en ambas 4reas. Ese principio puede distinguirse y valorarse
mejor considerando sus manifestaciones en el campo mds abstracto y mejor
acreditado de la ciencia. No sin razén Quetelet escribe a Farr® sobre la direccién
del cuarto Congreso Internacional: «insiste con fuerza en que en este pais el ele-
mento cientifico de la estadistica debe desarrollarse en todos los campos para
mantener su temprana alianza con las ciencias puras a través del Calculo de Pro-
babilidades». La conexidn entre la Probabilidad y las ciencias puras ha llegado a
ser mucho mds estrecha desde los dias de Farr y Quetelet. En todo el campo de
la Naturaleza en la que la materia toma forma de gas, las leyes fisicas se pre-
sentan como un promedio resultante de muchas masas mintsculas precipitadas
aqui y alla al azar. De este modo, la presién de un gas comprimido, por ejemplo
el aire, contra la superficie interior de la vasija que lo contiene, se mide por la

2 «Sobre la misma materia». Edgeworth tuvo formacién filolégica y una erudicién notable. Este
mismo texto da cuenta de ello, con las citas latinas de Lucrecio y Bacon, por ejemplo. (N. de T.)

3 La referencia se hace en el discurso inaugural del Dr. Farr en la Statistical Society, 1871 y
1872. El Dr. Farr observa a este respecto: «Esta asociacién debe su origen a dos de los matematicos
y fisicos mds destacados de la época por el motivo de que vieron en el fenémeno estadistico un
campo amplio, mds alld del alcance humano, bajo el 4mbito de la ley». Compdrese la solucién mos-
trada por Quetelet en la sexta reunién del Congreso Estadistico Internacional (citado por Samuel
Brown, Journal of the Statistical Society, vol. xxi, p. 22).
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fuerza de los golpecitos dados por las moléculas del gas al precipitarse contra la
barrera resistente. La mezcla de dos gases, como producto de la desaparicion de
una barrera entre ellos se explica del mismo modo como una consecuencia de
movimientos al azar y colisiones. Siguiendo las autorizadas palabras de Max-
well, «la constancia y uniformidad de las propiedades del medio gaseoso es el
resultado directo de la inimaginable regularidad existente en el movimiento de
agitacion de sus moléculas». Los filésofos antiguos que buscaron el origen de las
cosas en el caos atdmico no estaban tan errados como parecian sugerir los de-
fensores del sentido comun. La agitacién azarosa de los 4tomos chocando juega
un importante papel en la naturaleza.

«Innumerabilibus plagis vexata per aevum»*

Pero tampoco nos importan sélo los dtomos tal y como los entiende la qui-
mica moderna, como cuerpos comparativamente grandes que por su combina-
cién forman las ain mds grandes moléculas, de aire y agua, o de sustancias me-
nos corrientes. También los cientos de particulas mucho més pequeiias o
corpiisculos en los que presumiblemente pueda descomponerse el 4tomo son
susceptibles de tratamiento estadistico. El vuelo errético de las llamadas parti-
culas «alfa» de las sustancias «radio-activas» presenta alguna analogia con las
defunciones en una poblacion sujeta a una mortalidad constante.

En resumen, la Estadistica reina y se deleita en el corazén de la fisica. Las
«uniformidades de la probabilidad» se sitdan, segin dice el Dr. Venn’ en su tra-
tado magistral sobre la l6gica material moderna, como una de las seis clases de
uniformidad. Pero la més reciente ciencia sugiere que estd destinada a absorber
muchas de las otras: que las secuencias que ahora nos parecen leyes de la natu-
raleza, co-existencias que parecen hechos definitivos, pueden terminar siendo el
resultado promedio de los movimientos del invisible mundo de los dtomos y los
corpusculos.

Tampoco debe suponerse que, a causa del frecuentemente elevado niimero de
elementos que se introduce en el promedio en esta clase de estadisticas, la «re-
gularidad promedio» difiere no s6lo en el grado sino también en la calidad res-
pecto a las experiencias de quienes practican la estadistica. Es verdad que el mul-
titudinario eco de trillones de moléculas contra las paredes de una vasija se
presenta a los sentidos como un dnico y simple hecho —el fenémeno de la
presion—. Pero la teoria sugiere que si tuviéramos un microscopio suficiente-
mente poderoso para observar los movimientos en detalle, la irregularidad ca-
racteristica de la estadistica apareceria. Un experimento confirma esta hipétesis.

4 «A innumerables choques de continuo» Verso del poema «De rerum natura» («La naturale-
za de las cosas») de Titus Lucrecius Carus (Lucrecio), que trata de la composicién del mundo me-
diante 4tomos y vacio. (N. de T.)

5 La clasificacién del Dr. Venn de las «uniformidades» es ofrecida en su Empiric Logic,
p-94. Debe compararse con su vision de las «series» estadisticas en su Logia of Chance.
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M. Perrin® ha dispuesto granulos (de pasta de sellado u otra sustancia apropiada)
tan pequeiios que flotando en un liquido no son afectados uniformemente por el
impacto de otras moléculas. Golpeados en diferentes lugares con diversos grados
de fuerza, se dirigen aqui y all4 con diversas velocidades. Aunque pequefios para
verse afectados de este modo, los granulos son suficientemente grandes como
para verlos comportarse como gigantescas moléculas a través del microscopio.
M. Perrin ilustra asi felizmente la accién de moléculas invisibles a través de gra-
nulos visibles como si se tratara del bamboleo de un barco lejano que debido a
las olas no se ve en la distancia.

Ademas, en el mundo interior de los corpuisculos se ha probado la posibili-
dad de observar y registrar el niimero de particulas «alfa» que se descargan por
minuto (o en periodos mds cortos) de una sustancia radioactiva. Los registros lle-
vados a cabo por el Dr. Geiger’ muestran una variacion en el nimero de salidas
de un momento a otro comparable con la variacién de afio en afio del nimero de
muertes ocurridas en una poblacién uniforme. Estas estadisticas fisicas tienen un
claro caracter humano.

De este modo, la principal caracteristica de la probabilidad estadistica, es decir,
la constancia colectiva combinada con la irregularidad individual —observaciones
alrededor de la media, hacia la que convergen— se consigue notablemente en
este ambito de la fisica. Encontramos aqui también las dificultades que asaltan la
relacioén de un promedio con sus elementos. Hay en primer lugar una cuestién se-
mejante a las controversias sobre el libre albedrio, en las que han participado in-
cluso autores sobre estadistica. ;Coémo podemos reconciliar el hecho de que se tra-
te a los elementos individuales como fortuitos mientras que pensamos que
cualquier comportamiento particular obedece a la ley de la causalidad? Como en el
caso del movimiento molecular, ;todo movimiento tnico estd determinado por las
estrictas reglas de la fisica matemadtica? Otra vez, encontramos la antinomia sefia-
lada por Buckle entre la aparente libertad de lo individual y la constancia colectiva
de la estadistica. La regularidad del total no es simplemente explicable porque las
partes obedezcan la regla. Un distinguido autor sobre la 16gica de la Probabilidad,

¢ Los experimentos de M. Jean Perrin son descritos en Annales de Chimie et de Physique, 8™ Se-
ries, Septiembre 1909; traducida al inglés por F. Soddy como Brownian Movement and Molecular Re-
aliry, 1910. (Compdrese con las lecciones de M. Perrin en el Royal Institute el 24 de febrero y re-
portadas en el Chemical News de octubre y noviembre de 1912). Los movimientos brownianos, asi
llamados por su descubridor, no pueden confundirse con la danza de particulas de polvo a la luz del sol
que Lucrecio describe en términos singularmente apropiados para la verdadera accion molecular:

Multa videbis enim plagis ibi percita coecis
Commutare viam retroque repulsa reverti
Nunc huc nunc illuc in cunctas denique partes.

Sic a principiis ascendit motus et exit
Paulatim nostros ad sensus
(De Rerum Natura, 1ib. 11, v. 129 y ss.).

7 Los experimentos del Dr. Geiger se describen en el Philosophical Magazine de 1910, vol. 20,
p- 700.
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Von Kries®, parece incluso negar que las verdades que forman nuestra ciencia
puedan obtenerse empiricamente. No le seguiré en su intento de describir lo in-
descriptible. Mas bien, asentiré el dictum de un gran escritor matematico de nues-
tra materia, Poincaré: «Hay aqui algo misterioso inaccesible para un matematico».

2. El prestigio de la ciencia fisica se encuentra unido no sélo al principio
fundamental de la Probabilidad sino también a la /ey o teoria mas elevada que se
construye sobre ella. La ley que voy a considerar es comparable respecto a su
precision cuantitativa con las leyes de la fisica, por ejemplo la de gravitacion.
Igual que esa ley nos muestra que la distancia a la que un cuerpo cae (en el vacio
y partiendo de reposo) se incrementa proporcionalmente al cuadrado del tiempo
que emplea en caer o, en otras palabras, que el tiempo se incrementa proporcio-
nalmente a la raiz cuadrada de la distancia, del mismo modo, nuestra ley, la ley
de la frecuencia normal, como podemos llamarla, nos informa de que la preci-
sién de un promedio se incrementa proporcionalmente a la raiz cuadrada del ni-
mero de observaciones (independientes) promediadas. Existe, sin embargo, una
importante diferencia, aunque quizds en el fondo lo sea sé6lo de grado, entre la
ley fisica y la ley del azar. La ultima retiene el cardcter de la Probabilidad y se
cumple sélo en el caso del promedio. Si mostramos, por ejemplo, mediante la
posicién de una «manecilla», como las de la esfera de una bdscula, la relacién
entre la (raiz cuadrada de la) distancia y el tiempo, a través de varios experi-
mentos con la caida de cuerpos, esperaremos que el indice permanezca cons-
tantemente en el mismo punto de la esfera, o como mucho muestre sélo peque-
fias oscilaciones debidas a las imperfecciones de la observacion. Pero las
oscilaciones, que son fortuitas para la fisica comun, son esenciales en Probabi-
lidad. Sélo podemos esperar un indice posado sobre un punto.

La alusién a los errores en las observaciones fisicas no es secundaria para
nuestro propoésito. No sin razén se designa a la ley que tratamos de considerar
como ley del error. Porque los errores de observacién presentan un importante
ejemplo, aunque sélo singular, de la ley que estamos tratando. Y, ademads, la te-
oria de los errores de observacion es una de las principales lecciones que el es-
tadistico puede obtener de la practica de los fisicos. Pero, como ya traté con ex-
tension sobre el tema en un ndmero anterior de nuestro Journal’, ahora me
limitaré a las ilustraciones proporcionadas por la fisica molecular.

8 Entre los estadisticos que se han acercado al problema del determinismo filoséfico o la pre-
destinacién teoldgica puede mencionarse al Principe Consorte en su discurso presidencial en el
Congreso Estadistico Internacional de 1860 (Journal of the Statistical Society, vol. xxiii).

El titulo de la disquisicion l16gica de Von Kries es Die Principien der Wahrscheninlichkeits-
Rechnung, 1886. Véanse sus comentarios sobre «das eigentlich Unempirische Princip», p. 170, y
sobre «Spielrdume passin».

° Los trabajos sefialados del Journal a los que se hace referencia son principalmente «Methods
of Statistics», Jubilee Volume, 1885; «The Generalised Law of error», 1906; «The probable errors
of frequency-constants», 1908. Compdrese con la contribucién de (el Bulletin de) I’ Institut Inter-
national Statistique, 1909.
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Es una circunstancia de crucial interés para el estadistico matematico que la
ley que constituye su principal herramienta para tratar estadisticas del mundo ob-
servable se acredite por su total cumplimiento en el mundo extrasensorial que in-
vestiga la nueva fisica. Consideremos, por ejemplo, los millones y trillones de
moléculas de aire que dentro de este salén se mueven aqui y a alld en cualquier
direccién y a diversas velocidades. Asi como el experto en ferrocarriles puede
clasificar los trenes de acuerdo con su velocidad —expreso, regular o lento—y
establece el numero de cada clase en una linea, las moléculas se dividen en di-
ferentes clases, por la teoria normal de la frecuencia, de acuerdo a sus velocida-
des y el nimero proporcional de cada clase asignado. La mas comtn y tipica es
la que se caracteriza por una velocidad de alrededor de un cuarto de milla por se-
gundo. La frecuencia o probabilidad de que una molécula se encuentre en repo-
so es despreciable. Si mis cdlculos no fallan, s6lo una molécula entre dos mi-
llones tiene una velocidad de un milla por segundo. Y del mismo modo ocurre
para las diferentes velocidades.

Si Lucrecio hubiera estado imbuido de la nueva filosofia atomica, se hu-
biera regocijado al ver un ejemplo tan espléndido de orden como el salido de la
colisién promiscua de un caos molecular. Pero hubiera encontrado los miste-
rios de la ciencia moderna incluso mads dificiles que las recénditas doctrinas de
los filésofos griegos «Graiorum obscura reperta»'?, para explicarlo en verso la-
tino. Incluso la prosa inglesa encuentra dificultades para traducir la teoria
matemadtica formulada en su lengua materna de simbolos. S6lo necesitamos
traer aqui sus principales caracteristicas. Se recordard que la ley normal de fre-
cuencias en su expresion mdas simple se representa por una curva simétrica
cuya forma se asemeja a la de un arco cuando se tensa. Si a lo largo de la cuer-
da colocada horizontalmente se miden desde el punto central (niimeros) de in-
tervalos o grados que correspondan a diversas desviaciones de la media, la dis-
tancia correspondiente en cada grado entre el arco y la cuerda (la ordenada o
pequefia franja correspondiente a cada distancia respecto del eje horizontal) re-
presenta la frecuencia con la que cada grado particular de desviacidn es posi-
ble que ocurra. Estas frecuencias disminuyen rapidamente en la medida en que
nos movemos del maximo, en el centro, hasta que se desvanecen finalmente en
nada. La metdfora de la mortalidad es efectivamente apropiada en aquel grupo
de poblacién con edades centrales, digamos el nimero de personas que tienen
cincuenta afos, que disminuirian con una creciente tasa de mortalidad en
afios sucesivos. Pero la analogia es imperfecta si tenemos en cuenta que el in-
cremento de la tasa de mortalidad es mds que proporcional al incremento de la
edad por encima del momento central. Por el contrario, la caracteristica de
nuestra curva es que la disminucién (en porcentaje) de la frecuencia (repre-
sentada por la ordenada de la curva) es exactamente proporcional a la distancia
desde el centro.

10" «Los inventos oscuros de los griegos», como los refiere Lucrecio en De rerum novarum

(N.deT.)
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Para mostrar el cumplimiento de esta ley en el caos molecular permitaseme
formular un modelo para introducir algunas alteraciones de las dimensiones'!.
Primero, excluyamos la fercera dimension y consideremos sélo movimientos de
moléculas sobre un plano. Asimismo, dejemos multiplicar sus dimensiones por
cien millones, de modo que los cuerpos aumentados puedan ser mas o menos del
tamafio de una bola de billar. Dejemos ademas, por conveniencia de la formula-
cién, que todas sean de la misma forma; todas bolas iguales y perfectamente
elasticas. Tenemos ahora que pensar en trillones de tales bolas en movimiento
aqui y alla con choques continuos sobre una mesa de billar inmensa perfecta-
mente lisa y con protecciones perfectamente eldsticas. Bajo tales condiciones las
velocidades de las bolas de billar se distribuirian de acuerdo a la ley normal de
frecuencias.

El cumplimiento de la ley puede comprenderse mds claramente si conside-
ramos que la velocidad de una bola moviéndose en cualquier direccion, digamos
del suroeste al noreste, puede resolverse en dos velocidades compuestas, una en
direccidn sur-norte y otra en direccion oeste-este. De este modo, si los lados de
nuestra mesa de billar (rectangular) se ubican en direccién este a oeste y sur a
norte (paralela a las lineas de latitud y longitud), entonces la velocidad de cual-
quier bola moviéndose en cualquier direccién, es decir, la distancia que reco-
rreria sin impedimento en un segundo (u otra unidad de tiempo), podria su-
puestamente proyectarse sobre el lado este de la tabla. Las proyecciones
deberian entenderse como sombras proyectadas por el sol horizontal del oeste
sobre una pantalla dispuesta adecuadamente a lo largo del lado este de la tabla.
Son estas sombras las que deben satisfacer de manera directa y evidente nuestra
ley. Para ello, consideremos el conjunto de bolas que comienzan a moverse en el
mismo instante desde un conjunto de puntos a lo largo de la linea horizontal (de
cualquier longitud en cualquier lugar de la mesa). Y supongamos —se trata
ciertamente de mucho suponer— que estas bolas pueden moverse durante un se-
gundo sin chocar unas con otras o con cualquiera otras. O, al menos, hagamos
posible representar sobre la pantalla el conjunto correspondiente de sombras mo-
viéndose, por ejemplo en direccién norte, desde cierto punto de partida. Las ve-
locidades de estas sombras se distribuirdn de manera acorde a la ley normal. Si
cada elemento se para en el punto que habia alcanzado transcurrido un segundo
de tiempo desde el inicio, el conjunto asi presentado tomar4 la forma de nuestro
arco normal. Coincidiendo con el punto mds alto estard el caso de ocurrencia
mas frecuente, es decir, aquel en el que no se registra movimiento, estando atn
parados estos casos en el punto de partida. Juicios similares son también ciertos
de las velocidades dadas en una direccién perpendicular a la que se ha conside-

' La ilustracién de los movimientos moleculares en dos dimensiones a través de un conjunto
de bolas de billar es sugerida por el Sr. Jeans en su Dynamical Theory of Gases, p. 5. El mismo tra-
bajo puede ser referido para ilustrar el gran valor de las explicaciones recibidas; el autor comienza
su principal prueba suponiendo tantas dimensiones (en un hiper-espacio) como seis veces las mo-
1éculas consideradas -jalgo asi como varios trillones!
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rado, es decir, sobre una pantalla emplazada a lo largo del lado norte de la
mesa'?.

Esta descripcién puede parecer incoherente respecto a lo que antes hemos se-
fialado acerca de que la velocidad mas comtin o tipica de las moléculas (de aire,
dentro de una habitacion a temperatura normal) era de alrededor de un cuarto de
milla por segundo. Pero sélo lo es aparentemente. La referencia que hicimos an-

12 La génesis de la ley del error puede ilustrarse asi a través de funciones lineales de nimeros
tomados aleatoriamente. Por debajo, encontramos cuarenta y ocho estadisticos, cada uno de los cua-
les se obtiene del siguiente modo: veinticinco se toman al azar de una tabla de logaritmos, formando
cada uno el séptimo lugar entre los decimales de logaritmos sucesivos, empezando por el logaritmo
de 101 (y terminando por el logaritmo de 1300). De la suma de los veinticinco digitos que van a
cada uno de los cuarenta y ocho estadisticos se sustrae 112-5 = 25 veces 4-5; siendo 4-5 la media de
un nimero indefinidamente grande de digitos tomados al azar. Esta diferencia dividida por 5 (la raiz
cuadrada de 25) forma uno de los grupos de estadisticos ofrecidos abajo; un grupo que debe apro-
ximarse a la curva normal del error en la que el punto central es cero y el pardmetro o médulo la
raiz cuadrada de dos veces la media al cuadrado de la desviacion de los digitos al azar de 4-5; sien-
do esta media al cuadrado igual a 8-25.

Bajo el cero, sin signo (negativo), en orden descendente de la magnitud absoluta (no en orden
de ocurrencia), tendremos: 6-9, 6-5, 5-5, 35, 2.7, 2.7, 2.5, 2:5, 2:5,2-3. 2:1, 1:9, 19, 1-7, 1.7, 1.5,
1.3,13,1:3,13,1-1, -9, :3.

Sobre cero, sin signo (positivo) reordenaremos en orden ascendente las magnitudes absolutas:
-1,-1,-1,-3,:5,:5,+7,+7,7,9,1-1,1-5, 1-5, 1.7, 1.9, 1.9, 2.3, 2.7, 2.9, 3.5, 4.9, 5-1, 5-3, 5-5, 6:5.

Puede advertirse que la Media (el punto que tiene tantas observaciones por encima como por
debajo) no es, como debia teéricamente, cero, sino + -15. Pero esta desviacion del valor tedrico estd
dentro del error probable que caracteriza la probabilidad de que si los cuarenta y ocho estadisticos
dados se extraen de muestras realmente sacadas de grupos indefinidamente grandes perfectamente
a la normal, una irregularidad podria ocurrir de hasta por ejemplo -33.

Del mismo modo, los cuartiles (los dos puntos bajo y por encima de los que ocurre un cuarto
del total de observaciones) son —1-9 y + 1-6 (a medio camino entre +1-5 y +1-7). Mientras la des-
viacioén tedrica de cada uno desde cero es -4769 médulos = casi 1:94. Hay asi (en un caso) una di-
ferencia entre lo observado y el valor tedrico de -34, lo que no es nada extraordinario si considera-
mos que el error probable hasta el que la determinacién es fiable es de alrededor de -37.

De este modo, deberia haber cuatro quintos del nimero total, es decir, treinta y ocho o treinta
y nueve observaciones entre los limites +3-68 y — 3-68 (los deciles = -906 médulos). Y de hecho,
cuarenta de las observaciones caen dentro de estos limites.

La media (desviacion de cero) de las cuarenta y ocho observaciones tomadas en absolutos, sin
signos, es 2-266; mientras que teéricamente deberia ser Médulo/NTT, por ejemplo, 2-29. La dife-
rencia entre los valores real y el tedrico es menos de -03 y el error probable de alrededor de -05.

Los agregados de dieciséis digitos presentan caracteristicas similares, pero se ajustan peor de-
bido al menor niimero de elementos en cada observacion. Por debajo hay cuarenta y ocho estadis-
ticos, formado cada uno por los dltimos dieciséis digitos en uno de los lotes arriba descritos. De la
suma de cada lote de dieciséis se sustrajeron setenta y dos (dieciséis veces 4-5), y la diferencia se di-
vidi6 por 4 (la raiz cuadrada de 16).

Por debajo de cero, en orden de magnitud: 5-5, 5-5, 4-75, 3-25, 3-25, 3.25, 3, 3, 2.5, 2.5, 2.5,
2:5,25,2,1.75, 175, 1-75, 15, 1-5, 1-25, 1-25, 125, 1, 75, 75, -5.

En cero, una observacion.

Por encima de cero: -25, -5, 1, 125, 125, 1-5, 2, 2.25, 2.25, 3, 3-25, 3:25, 4, 5, 525, 575, 5-75,
6-5.

La desviacion media de las cuarenta y ocho observaciones en magnitud absoluta es 2-5, mos-
trando una diferencia con la media tedrica, 229, no demasiado mayor que el error probable (véase
el sentido de la explicaciéon mds arriba), de alrededor de -05.
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tes sobre las velocidades reales en cualquier direccién se convierte aqui en velo-
cidades en una direccion concreta. Si una fuente o una manguera dispuesta en to-
das direcciones arroja agua a diversas distancias («al mismo tiempo», deberiamos
decir para hacer perfecto al ejemplo) sobre una césped liso, no cometemos una in-
coherencia al decir que la porcién de césped mas cercana al chorro recibe el ma-
yor niimero de gotas por pulgada cuadrada; pero aquel anillo, entre los formados
por los circulos trazados a igual distancia unos de otros con el origen como cen-
tro, que recibe la mayor parte de las gotas se sitda a cierta distancia del centro.
Las pulgadas cuadradas contenidas en los anillos mds cercanos al centro reciben
menos, en gran medida por la misma razén que una oveja negra come menos que
las blancas —porque hay menos de las unas que de las otras—. La proposicion
asi interpretada seria verdadera incluso cuando la oveja negra tuviera en realidad
mayor apetito.

(Por qué, podriamos preguntarnos, se cumple esta bella teoria en el caso de
las moléculas chocando? El estadistico naturalmente busca explicacién en las
causas con las que estd familiarizado. Estas causas se han descrito frecuente-
mente en nuestro Journal y s6lo necesitan mencionarse resumidamente ahora. La
condicién para que un conjunto de magnitudes deban obedecer a la ley normal
es, en suma, que cada una debe ser una combinacién simple de numerosos ele-
mentos que fluctdan independientemente. Por combinacién simple debe enten-
derse especialmente la suma o el promedio simple (la media aritmética), o el
promedio «ponderado» o la «suma ponderada», como podemos denominar al
numerador de una media ponderada. Por ejemplo, la suma de 25 digitos tomados
al azar y multiplicados cada uno por 0,2 es una suma ponderada que, como se
muestra en el Apéndice'®, cumple bastante bien la ley normal.

La bondad de la ponderacién concreta que acabamos de mostrar es que
guarda la dispersion o difusion de las magnitudes compuestas del mismo modo
que ocurre cuando el nimero de componentes es diferente y la ponderacién se
altera de forma correspondiente. Por tanto, la suma de 16 digitos divididos por
cuatro, como se muestra en el Apéndice'?, presenta la misma dispersién que la
suma de 25 digitos divididos por cinco. Generalmente, si se necesita sumar dos
cantidades estadisticas que tienen la misma dispersion en el entendido de que la
dispersion de la cantidad compuesta ha de ser la misma que la de sus compo-
nentes, es preferible obtener una suma ponderada de los dos componentes con
factores, de modo que las sumas de sus cuadrados sea igual a la unidad. Cual-
quier cantidad de tales factores puede obtenerse de las bien conocidas tablas (tri-
gonométricas); por ejemplo, 0,5 y 0,86602.

Este principio puede emplearse para ilustrar la distribucién de velocidades en
un caos molecular mediante una distribucién caprichosa de una propiedad como
la que sigue: Imaginemos una comunidad de un millén de personas, en la que
cada uno comienza con una porcién de oro y una de plata, distribuidas de acuer-

3 Véasen. 12(N.deT.)
4 Véasen. 12(N.deT.)
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do a algun principio aleatorio. Esta distribucién inicial se transforma entonces
mediante una serie de operaciones —de negocio o juego— de un tipo concreto.
Supongamos que un ciudadano A, que tiene inicialmente ¢ de oro y a de plata
entra en trato con el ciudadano B, que tiene b de oro y 3 de plata. El resultado de
la operacién sera tal que A tendra una porcion de oro que es una «suma ponde-
rada» de las cuatro cantidades (a, o, b y B), calculando las ponderaciones de la
manera que se describe mas concretamente en el Apéndice, mediante la utiliza-
cion de pares de factores tales como 0,5 y 0,866... arriba sefialados. Se efectian
operaciones similares para otros pares de ciudadanos. De manera andloga, A, tras
su transaccion con B, trata con otro ciudadano, por ejemplo M —tanto si M re-
tiene sus porciones iniciales como si éste ha realizado tratos con alguien, por
ejemplo, N—. El proceso es tan dindmico que pronto nadie retiene sus porciones
originales. Tras cientos de operaciones la parte de oro de cada cudl, como la de
plata, serd la suma ponderada de algin centenar de elementos distribuidos ca-
prichosamente, siendo la ponderacion tal que mantiene la dispersion constante'

15 En la prueba variante ofrecida por la teoria de Maxwell sobre la distribucién de las veloci-
dades en un caos molecular, los factores a y « son, por supuesto, reemplazados por sin 0y cos 6.
Sustituyendo por estos cos a, cos By cos ¥ cosenos de las direcciones de una linea en el espacio, la
prueba puede extenderse rapidamente a tres dimensiones.

Similarmente a la expresién de las velocidades medias, digamos que © y v en dos dimensiones,
quizds sea evidente que los cuadrados de la media de la velocidad son iguales. O puede esto con-
siderarse como dado por las condiciones de la presién; como en el trabajo sobre la materia del Phi-
losophical Magazine, enero 1913. O podria deducirse de un supuesto menor, digamos, que la linea
que une centros de un par colindantes de moléculas (iguales, esféricas y perfectamente elasticas)
puede estar en una direccion u otra. Sea 6 el dngulo con el eje x en un momento. Entonces, si u y v,
y U, v, son las velocidades de dos moléculas antes de colisionar resueltas en la direccién del eje
0X, tenemos para U la velocidad de la primera en la direccion de la linea que une los centros u_cos
0+ v_sin 6;y para V la velocidad de la direccién perpendicular — u_sin 6+ v_cos 6, con las co-
rrespondlentes expreswnes para la molécula z. Las velocidades U y U, se intercambian como
consecuen01a de la colision, y de acuerdo tendremos para us’ la velocidad de la molécula s tras la
colision uv = U, cos OV, sin 6; 1,4‘Y = cos 6 (u, cos 8 + v, sin ) + sin 0 (v cos 60— u_sin 6).

Ahora supongamos que ocurre toda variedad de u y v, reteniendo 6 su valor particular. Entonces,
por la hipétesis de que 8 es independiente de las velocidades, obtenemos una expresion para el valor
medio de u para el 6 concreto en términos de velocidades medias (en las direcciones de los ejes).
Aquellas velocidades medias son, ademas, cero (el centro de gravedad del sistema permanece en re-
poso). Pero no asi el cuadrado de la media de las velocidades que como consecuencia de la cir-
cunstancia (deducible del teorema del texto) de que u y v se distribuyen normalmente y el supuesto
posterior de que estdn practicamente, aunque no perfectamente (debido a lo sugerido en el texto) no
correlacionadas, devienen en un aclarado de productos. Si entonces tenemos que [uf], [uf], etc. por
el cuadrado de la media de la velocidad, y denotamos por (u,) el cuadrado de la media de la velo-
cidad en la direccién OX de las moléculas que chocan con la linea que une los centros en un angulo
de 0, obtenemos que () = [u, 2] cos* 6+ [v7] sin® 6 cos? 6 + [v?] sin® 6 cos® 6 + [u*] sin® 6.

Por ejemplo, si 6 =m/2, (u ?) se reduce a [u]; como debe ocurrir, dado que el movimiento en
la direccién OX no estd afectado por la colisién. 'Osif= 0, (u 2) se reduce [u 2] como debe, debido
a que las esferas intercambian velocidad en cada colisién en la direccién OX. Ahora (siendo 6 in-
dependiente de u y v) es apropiado integrar el lado derecho de la ecuacién para obtener una expre-
sion para [u?], la media (u?) para todos los posibles valores de 6, que es la media de u * para todos
los p051bles valore de u. Tenemos integrando entre los limites O y 7/2, 7t/2 [u 1 =[u, ]2 (3/16) T +
v A/16) T+ [v?] (1/16) m + [u?] (3/16) m; V2 [u?] = Y4 [u?].- Q.E.D.
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La interpretacion de esta pardbola no es dificil de encontrar. Cada par de le-
tras, una latina y otra griega, representa las dos velocidades —en direccién sur-
norte y en direccidn oeste-este— en las que la velocidad de una molécula con-
creta, como las representadas por cada una de nuestras bolas de billar, puede
descomponerse. Las velocidades de una segunda bola, con la que la primera co-
lisiona, son representadas asimismo por b y B. El resultado de la colisién de-
penderd no sélo de estas velocidades sino también de la manera en que se en-
cuentran, si chocan de frente o s6lo se rozan. Una vez conocidas las velocidades,
este dato se obtendra cuando sepamos la direccién de la linea que empalma los
centros. Supongamos, por ejemplo, que la linea hace un dngulo de 30° con la ho-
rizontal de este a oeste; en este caso, los factores mencionados, a saber, 0,5 y
0,866... serian apropiados. Por supuesto, podria darse cualquier variedad de fac-
tores (posibles) con el curso de colisiones de nimero indefinido.

Pero debe remarcarse que estos factores no constituyen tal cantidad de ele-
mentos independientes, debido a que, a través de las velocidades iniciales, todos los
factores subsiguientes (o inclinaciones de lineas que unen centros en el momento de
contacto) son tedricamente dados de forma implicita. Si comenzamos con un trillén
de moléculas, sélo tenemos dos (0, en tres dimensiones, tres) trillones de veloci-
dades iniciales independientes. Las velocidades tras un cuatrillon de colisiones no
cumplirian perfectamente las condiciones de la ley normal. Habria cierta interde-
pendencia entre las causas que contribuyen en la distribucion. Se habria cumplido,
estrictamente hablando, no tanto la ley normal de frecuencias, como la més com-
prensiva «ley de los grandes niimeros», que ha sido descrita en este Journal. Pero
creo que ello seria mucho antes de que la diferencia hubiera sido advertida, igual
que el hecho, indudablemente incoherente con la ley normal perfecta, de que nin-
guna molécula pueda asumir mds que la cantidad total de energia de la fuerza del
sistema (j!), constituyéndose por si misma practicamente en un aviso. Con estas pe-
queiias reservas, se deduce de la teoria de Probabilidades que las velocidades en un
caos molecular se distribuirdn de acuerdo a la ley normal de frecuencia.

La simplicidad de esta deduccién contrasta de manera algo sospechosa con
las estupendas demostraciones ofrecidas en los tratados sobre la Teoria Cinética
de Gases. Tampoco es que aleguemos para las Probabilidades algo mds que su
papel de contrafuerte en una construccién que debe sostenerse principalmente
sobre bases mecanicas. Ademas, cuando consideramos las colosales subestruc-
turas empleadas por los fisicos matematicos, se nos ocurre que los propios con-
trafuertes pueden descansar sobre esa base; es decir, que los principios de la Pro-
babilidad deben algo a los principios de la mecédnica que dirigen el movimiento
de las moléculas, que sostienen el fenémeno del azar.

Igualmente, podemos demostrar que si hay dos conjuntos de moléculas, como las arriba con-
sideradas, pero con masas diferentes, el cuadrado de la media de la velocidad para cada conjunto
serd inversamente proporcional a la masa de las moléculas del conjunto. Habrd una particién igual
de la energia media entre los dos conjuntos.

El cédlculo de probabilidades puede emplearse mds generalmente para verificar la teoria de
Maxwell sobre la particién de la energfa.
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Pero sea cual sea el fundamento tltimo o la piedra angular, no puede haber
duda sobre la estabilidad y esplendor del edificio. Es indudable que la principal
ley de probabilidades obtiene una validez afiadida y consideracién de su cone-
xi6n con la fisica molecular. Con algo de la confianza inspirada por la ciencia fi-
sica, volveremos a las aplicaciones de la ley sobre estadisticas relacionadas con
la sociedad.

3.
[Seccion omitida]

El interés de la muestra se confirma mediante su congruencia con una se-
gunda muestra, cuando ambas son comparables, tomada, segiin entiendo, con un
propdsito mas directo centrado en la Seguridad. La necesidad de tal método para
el propdsito que tenemos es fuertemente sugerida por cierto niimero de cuestio-
nes, unas cincuenta, como la ocupacién del padre, el gasto en comida, combus-
tible, ropas y otros, nimero de dias perdidos por enfermedad, etc. Seria caro y
probablemente invéalido preguntar por todas estas cuestiones en un censo general.

El método del muestreo bajo la designacion de «sistema representativo»
parece ser una institucidn establecida en Noruega. El Dr. Kiir, distinguido di-
rector de la Oficina Estadistica en Christiania!® escribe: «Este método ha ofre-
cido, segiin nuestra experiencia, muy buenos resultados y, de este modo, hemos
conseguido una informacién estadistica valiosa que hubiera sido imposible ob-
tener de otra manera». Un dispositivo de seguridad importante consiste en revi-
sar 0, mas exactamente, «controlar» los resultados de la muestra mediante las es-
tadisticas completas de algunas de las cabeceras que admite este test.

En conjunto, estas estadisticas parecen sostener ampliamente el caso para la
muestra, tal y como mantuvo de manera competente el Dr. Kiér en la reunién del
Quinto Instituto Internacional de Estadistica en Berna. Sus oponentes sélo pu-
dieron objetar que la practica era muy peligrosa —como afiadié el Dr. Mayr, es-
pecialmente a la vista de la propension de los matematicos a calcular en vez de
observar—. El peligro en relacién con la maquinaria matematica debe admitirse
francamente. Pero deberia contraponerse no sélo el ahorro de dinero sino tam-
bién la mayor precisién que puede alcanzarse cuando se interpela con preguntas
bien preparadas a unos pocos seleccionados y no a la poblacién general. El na-
mero limitado puede ser «mejor que el todo», como dijo el Profesor Schmoller,
citando a Hesiodo.

El peligro de utilizar muestras de acuerdo con reglas matematicas es parti-
cularmente grande cuando las muestras no son, como en los ejemplos prece-
dentes, seleccionadas por procesos (mds o menos) aleatorios a partir de un con-
junto dado de estadisticas, sino que son las propias muestras las que se
consideran estadisticas, como ejemplares de un conjunto indefinidamente més

16 Nombre oficial de la capital noruega, Oslo, entre 1624 (afio de su reconstruccion por el rey
Cristian IV) y 1925, en que recuper6 su nombre original. (N. de T.)
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grande al que las estadisticas pertenecen, una clase 16gica mas que una multitud
concreta. Por ejemplo, supongamos que la materia que manejamos es la pro-
porcién de hombres casados respecto a los no casados en un cierto periodo de
edad. Una cosa es tomar la cifra obtenida por una muestra cuidadosamente fija-
da como representativa de la verdadera proporcién dada en un censo (actual o
potencial); otra cosa es tomar las cifras del censo como representativas de la ver-
dadera proporcién dada por el censo (actual o potencial); y otra cosa es tomar las
cifras del censo como representativas de la relacion en diferentes tiempos y lu-
gares. No sélo encontramos aqui el azar propio del salto inductivo entre lo co-
nocido y lo desconocido, sino que tampoco tenemos la misma seguridad que se
haya cumplido las condiciones de un buen muestreo. Incluso en las urnas mejor
construidas, como el sefior Yule nos ha recordado, las bolas pueden no compor-
tarse con perfecta aleatoriedad. Las de cierto color pueden brillar més, de modo
que sean evadidas por la mano del agente. Muy frecuentemente, las bolas que re-
presentan fenémenos concretos pueden estar juntas, de modo que el niimero de
causas independientes, el verdadero » de la férmula normal, no es lo que parece,
no es simplemente el nimero de bolas. Negar esta consideracion ha atrofiado
muchos cdlculos elaborados de probabilidad. Se han escrito libros para reco-
mendar el uso de la férmula de Poison en estadisticas médicas'’. Pero los casos
observados en hospitales no pueden tratarse, en general, como bolas escogidas
aleatoriamente y de forma independiente de una urna con una proporcion fija (o
incluso fluctuante) de bolas de diversas clases. Hay grandes causas comunes que
afectan a cifras considerables de pacientes; por ejemplo, el clima en diferentes
periodos, o la circunstancia, que puede no aparecer en las estadisticas, de que el
carécter de una epidemia (sea leve o grave) sea capaz de afectar a grandes grupos
de pacientes de forma idéntica.

Tomo estas objeciones de Von Kries, uno de los autores sobre Probabilidad
que podria ser comparado con la histdrica escuela de economistas criticos de las
autoridades clésicas. Ellos no dudan que se ha llevado a cabo un trabajo titil; y
también agradable, en la medida en que va acompaifiado de un sentido de supe-
rioridad sobre los progenitores intelectuales. Pero la revision de los inspirados
originales puede ser llevada demasiado lejos facilmente. Pecando de «platénico»,
es a veces preferible al sentido comtn de los comentaristas. En el asunto ante-
rior, la condena a las autoridades clasicas debe suavizarse por tres circunstancias
atenuantes.

Primero, las condiciones requeridas para la aplicacion de la férmula de La-
place, o la férmula més general de Poisson (para comprobar el significado de las
diferencias en las proporciones) se cumplen con mayor generalidad de lo que los
criticos suponen. El cumplimiento de las condiciones no est4, de ninguna ma-

17 Los comentarios en el texto sobre el uso de probabilidades en estadisticas médicas estén to-
talmente basadas en Statistique Médicale de Gavarret (Libermeister) y en otros escritores del siglo
XIX in pari materid.
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nera, confinado a la instancia cominmente admitida: la proporcién de los sexos
al nacimiento. En varias categorias importantes de estadisticas relacionadas con
la mortalidad, las condiciones parecen ser satisfechas adecuadamente. Es exce-
sivo decir que en la mayoria de las estadisticas pertenecientes a fendmenos so-
ciales, el concepto de puro azar es apropiado, teniendo en cuenta que el nimero
de observaciones con el que estamos trabajando no es muy grande (en cuanto a
la significacién cuya condicién trata el admirable articulo del Profesor Bortke-
vitch sobre las Aplicaciones de la Probabilidad a la Estadistica, en la Ency-
clopddie der Mathematischen Wissenschaften). El Dr. J. H. Peek'®, de Overveen,
en Holanda, merece una mencién especial al haber establecido empiricamente la
amplia aplicabilidad del urnen-schema, la analogia entre la fluctuacion de esta-
disticas concretas y las de las bolas extraidas al azar de una urna ideal. El Dr.
Peek ha observado este caricter de puro azar en las tasas de mortalidad (en series
de diez afios) de la poblacion general a determinadas edades, y para otras cate-
gorias definidas incluso de forma menos estrecha. Supongamos que en vez de
considerar que el nimero de muertes varia de afio en afio, el autor ha conside-
rado la variacién de las cantidades de dinero pagadas al morir (una suma fija pa-
gable en cada muerte); evidentemente la comparacion de las desviaciones cal-
culadas y observadas de los pagos con respecto a su valor podria haberse
empleado igualmente para verificar la validez del urnen-schema. Esta es, en-
tiendo, la relevancia de ciertas estadisticas presentadas en la comunicacién del
Dr. Peek «Sobre la Aplicacién de la Probabilidad», leida en el Congreso de Ma-
temadticos, que tuvo lugar en Cambridge el pasado agosto. La correspondencia
entre los resultados de su primer método (inferencia del urnen schema) y la se-
gunda determinacién mas empirica de la fluctuacién en cuestién, es muy con-
vincente.

Haciendo una valoracién desde mi propia experiencia en este asunto, en par-
te recogida en el Jorunal de 1885' —experiencia mucho menos extensa que la
del Dr. Peek—, debo decir que él tuvo bastante fortuna en sus ejemplos. Traba-
jando con las tasas de mortalidad inglesas (posiblemente menos homogéneas que
las holandesas?), yo s6lo consegui verificar el cardcter de puro azar —el urnen
schema— para categorias mucho més estrechas, muertes de personas a la misma
edad y con la misma ocupacion.

Segundo, el hecho empirico que acaba de percibirse se corrobora con la te-
oria; la importante teoria del Profesor Bortkevitch segtn la cual las estadisticas
relacionadas con eventos poco frecuentes (o cuya probabilidad es una fraccién
muy pequeiia) pueden fluctuar en una conformidad casi perfecta con el esquema

'8 Las principales observaciones del Dr. Peek sobre la coincidencia entre la dispersién com-
binatoria y fisica (por usar la distincion de Lewis) se encuentran en Zeitung fiir Versicherungs Rect.
u. Wissenschaft, 1899.

1 La referencia al Journal of the Statistical Society no es, por lo menos principalmente, al tra-
bajo presentado en el Jubilee Volume sino al titulado Methods of Ascertaining Variations in the ra-
tes of Births, Deaths, & c., en el nimero de diciembre de dicho afio.
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de una urna ideal. La teoria en cuestion ha sido discutida de nuevo recientemente
por el Dr. Mortara?’, Profesor de Estadistica en Messina, y él ha afiadido algunas
nuevas y llamativas verificaciones empiricas de la teoria. Algunos de sus ejem-
plares no podrian haber sido obtenidos en este pais, tales como matrimonios en-
tre tias y sobrinos. El evento es realmente raro en Italia, pero no es desconocido
y ha sido registrado —alrededor de dos matrimonios como esos cada afio en Si-
cilia, dos en tres afios en Lombardia. Las estadisticas cumplen la notable preci-
sion de la ley de los nimeros pequefios del Profesor Bortkevitch.

Tercero, aunque el urnen-schema ni se cumple de hecho, ni se espera en te-
oria, esta imperfeccién no es fatal para el uso de la ley normal como ayuda a la
induccion. Dado que el grado de imperfeccion —el «coeficiente de divergen-
cia»?! (del tipo normal), en la frase de un autor que encabeza la materia— es
comprobable y constante, la ley normal todavia se cumple, como se muestra en
el volumen del aniversario de nuestra Sociedad. El razonamiento segtin el cual
las diferencias significativas en estadistica se distinguen de las fluctuaciones for-
tuitas es substancialmente el mismo.

Todavia, la importancia generalmente atribuida a la presencia o ausencia de
las condiciones adecuadas para el disefio de urna parecen, en conjunto, no care-
cer de fundamento. Permitanme ilustrar este punto con un ejemplo trivial. Se ha-
bl6 de ellas en el volumen referente a las estadisticas sobre el niimero de avispas
entrando o saliendo de un nido?; y se obtuvo empiricamente un coeficiente
para comprobar que las diferencias en la tasa de movimiento no fueron fortuitas,
sino significativas de condiciones cambiantes. Consecuentemente, se comprobd
que este coeficiente es exactamente el que se presenta bajo la suposicién de que
individuos saliendo y entrando son selecciones aleatorias del gran total con el
que se trabaja. De hecho, las avispas se lanzan adelante con la misma irregula-
ridad regular que las particulas «alfa» a las que me he referido como ejemplares
de la estadistica fisica. Bien, el conocimiento previo de este hecho deberia ser se-
guramente un recurso de alguna importancia en un correcto razonamiento tal
como la interpretacion de la estadistica. Los datos dan ventaja a esa estadistica
sobre las tinicas otras estadisticas in pari materid de las que tengo conocimien-
to. Me refiero a las observaciones hechas por los distinguidos entomoélogos, el

2 Las contribuciones del Dr. Mortara a la «ley de los pequefios niimeros» se ofrecen en Annali
de Statistica, series v., vol. 4, 1912.

2l La «divergencia» de la clasificacion establecida por Dormoy y Lexis no es, por supuesto,
consistente con el cumplimiento de la ley normal mediante el promedio, sobre la que tinicamente es-
tamos tratando en este apartado (dado un suficiente nimero de elementos independientes en el pro-
medio).

22 Las contribuciones a las estadisticas entomoldgicas se encuentra en Journal of the Statisti-
cal Society, 1885, Jubilee Volume, p. 209; 1896, p. 358, Statistics of Unprogressive Communities, y
p- 529, Further Notes; Biometrika, vol. v, Statistics of Wasps and Bees; donde se sefiala el cardcter
normal de la dispersion.
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sefior y la sefiora Peckham?®, sobre un gran avispero en Wisconsin; un registro
continuo de salidas y entradas desde primera hora de la mafiana hasta el medio-
dia de un dia de agosto de 1886. El caracter de la dispersién normal esta cons-
picuamente ausente de este registro. Las comunidades britdnicas que yo habia
observado contrastan favorablemente respecto al movimiento regular con la
mads turbulenta republica del oeste.

He llegado ahora a un punto que marca la transicién entre los atributos dis-
cretos y la cantidad continua. La diferencia es muy estrecha y de poca impor-
tancia en lo que se refiere al funcionamiento de la ley normal de frecuencias. No
existe diferencia esencial, por ejemplo, entre el uso de la ley en un razona-
miento tal como el que he sugerido sobre las ratios del nimero de avispas sa-
liendo por minuto hasta un total determinado, y la longitud absoluta en pulgadas
de los huevos del cuco. Esto es el objeto de una elegante investigacion instituida
por el sefior Latter®*, que propone la cuestion de si los huevos de cucos deposi-
tados en el nido de cualquier otra especie «destacan como un conjunto aparte de
los huevos de cuco depositados en otro sitio», y si es asi, si se desvian en una di-
reccion tal que se aproxime en tamaiio al huevo del padre adoptivo. Usando la
ley normal, €l averigua que los cucos «acentor comun» —aquéllos que ponen sus
huevos en los nidos de «acentor comin»— y ciertas otras clases de cucos defi-
nidas de forma similar, «presentan diferencias delimitdndolos como conjuntos
distintos», y que algunos de ellos, al menos, difieren del cuerpo principal «en el
sentido de la particular especie de padre adoptivo».

Acabo de entrar ahora en un tema amplio, las analogias en estadistica social
de la teoria de los errores en la fisica. Pero, como ya he indicado, no propongo
ahora retocar ese asunto. La omision implica ejemplos de totales (al igual que de
promedios) tales como los que el sefior Bowley ha trabajado formando una es-
timacion del ingreso, aparte de los salarios por debajo del limite de la exencion.
Simplemente reconociendo la gran laguna que queda asi en este breve resumen,
paso a un tema distinto.

4. En los ejemplos precedentes, la ley normal de frecuencias ha sido cons-
truida a través de promedios estadisticos. En los casos que consideraremos aho-
ra, los promedios, 0 mas bien «sumas ponderadas», que cumplen la ley son
proporcionados, confeccionados, por la naturaleza de las cosas. Hemos con-
templado y explicado ya una normalidad de este caricter en las estadisticas
moleculares. Puede conjeturarse que la frecuente aparicion de la ley normal en
las estadisticas bioldgicas admita una explicacién similar. Los atributos heredi-
tarios se distribuyen entre los miembros por cruces continuos en el largo curso de
generaciones, en cierto modo como velocidades resultantes distribuidas entre
moléculas en el curso de colisiones repetidas.

2 Las observaciones del Sr. y la Sra. Peckman se recogen en su articulo «Some senses on
wasps», publicado por la History Society de Wisconsin, en abril de 1887.

24 Para la aplicacion de la teorfa de las observaciones a los huevos de cuco hecha por Mr. Lat-
ter, véase Biometrika, vol. iy vol. iv, parte iii.

EMPIRIA. Revista de Metodologia de Ciencias Sociales. N.° 14, julio-dicembre, 2007, pp. 165-192.
ISSN: 1139-5737



FRANCIS Y. EDGEWORTH SOBRE EL USO DE LA TEORIA DE PROBABILIDADES... 187

Quetelet mas que Laplace es aqui el pionero. A Quetelet le corresponde el
honor de haber reconocido la prevalencia general de la ley normal entre los
miembros de los grupos naturales; y habiendo atribuido la presumible causa de
tal prevalencia, la cooperacién de numerosos organismos independientes. El, de
hecho, ignoraba completamente la asimetria —inconsistente con la normalidad
perfecta— que se presenta cominmente en cierto grado en las agrupaciones re-
ales. Pero la omisidn se excusa en que la causa atribuida por Quetelet conduce
directamente a una correccion de la ley normal que a menudo basta para hacer el
ajuste satisfactoriamente (esa segunda aproximacion que se debe a Poisson, y re-
sulta familiar a los estudiantes de los Elementos del sefior Bowley). Tal era la po-
sicion cuando la segunda Contribucién a la Teoria Matematica de la Evolucion
del profesor Pearson hizo su aparicién en la época. Aunque la necesidad de nue-
vos métodos no fue universalmente reconocida de forma inmediata, la expe-
riencia y la reflexion han mostrado que el profesor Pearson estaba correctamente
inspirado en hacer un nuevo punto de partida. Simplemente un desarrollo de (las
hipétesis subyacentes) de la ley normal (en las lineas de Poisson) no es adecua-
do para representar la variedad de agrupaciones concretas.

Esta serie de intentos para representar grupos naturales mediante formas ma-
temadticas puede ilustrarse a través de la historia de la astronomia —comparar co-
sas ciertas con inciertas—. Primero estd el circulo prescrito con la autoridad de
Aristételes, como el modelo de los movimientos celestiales. La preeminencia atri-
buida al circulo fue, sin duda, un tanto supersticiosa, aunque, como Whewell se-
fiala, las propiedades del circulo son realmente muy importantes, de forma que las
«funciones circulares» son todavia requeridas para representar complicados mo-
vimientos astronémicos. Habiendo fallado el circulo en representar el fenémeno
adecuadamente, se afiaden «epiciclos» con algo de éxito, correspondiendo a la co-
rreccion (poissoniana) de la ley normal. Esta es una mejor curva de ajuste, dis-
tinta, pero relacionada de alguna forma con la curva normal, puesto que la elipse
puede considerarse como un circulo defectivo. Pero, nétese que es con la elipse de
Kepler, no con la de Newton, con la que tenemos que trabajar. Esta elipse no des-
cansa en una causa fisica. Esta, al menos, tan abierta como el resto de disefios es-
tadisticos a la descripcién Miltoniana de las tentativas astronémicas.

How, will they wield
The mighty frame! How build, unbild, contrive
To save appearances! How gird the sphere
With centric and eccentric scribbled o’er
Cycle in epicycle...!?

% Se ha decidido mantener en el texto el poema en su versién original. (N. de T.)

Como empuiiardn

JEl poderoso armazén! Cémo construir, deconstruir, lograr
jPara salvar las apariencias! Como rodear la esfera

Con céntricos y excéntricos garabatos

;jCiclo en epiciclo...!
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El «ciclo» y «epiciclo» estadisticos tienen realmente una ventaja sobre otras
construcciones en que sus formas son deducibles de una causa conocida. Desa-
fortunadamente jla causa no siempre esta presente! Pero la «elipse» s6lo afirma
«salvar las apariencias». No se apoya en la fundacién de una causa fisica; este
aspecto hace recordar la queja de Bacon contra la teoria Copernicana?®.

La siguiente hipdtesis, sin embargo, puede prestarse al método de Pearson.
Como mezcla perfectamente cadtica de organismos, da como resultado la ley nor-
mal de frecuencias, y como caos menos perfecto, la forma generalizada descrita en
nuestro Journal como «la ley de los grandes niimeros»; asi, en la gradual incursién
de la ley en el caos, en la escala de eventualidad, debe haber una etapa caracterizada
por formas que todavia sostienen un parecido con el tipo normal, pero con carac-
teristicas considerablemente desfiguradas —una deformacién mucho méas grande
que la de la mencionada ley «generalizada»—. Por ejemplo, las tres etapas, en or-
den inverso, podrian presumiblemente ser presentadas por una mezcla de gases ca-
yendo desde una violenta perturbacién del estado normal. La construccién pear-
soniana parece bien calculada para expresar esta clase de deformacion.

Pero bajo esta hipétesis, cualquier otra deformacion del «circulo» ideal —al-
glna curva distinta a la «elipse»— puede estar igualmente cualificada para sal-
var apariencias. Una variante de este tipo se sugiere en un documento aportado a
la Seccion Estadistica del Congreso de Matemaéticos de Cambridge este afio. No
pretendo ser un juez imparcial en esta materia. S6lo haré la observacion de que
el asunto no es tanto una cuestién de correccién como de conveniencia, espe-
cialmente a la hora de ahorrarse problemas. La nueva construccién viene, no a
destruir, sino a completar las teorias del Profesor Pearson. Por ejemplo, confirma
su regla sobre la relacién que comtinmente prevalece (en grupos sesgados) entre
las diferentes clases de promedios —la moda, la mediana, y la media.

5. Pasando de las curvas hacia la variacién en dos dimensiones, las super-
ficies normales —de las que una muestra perfecta se ha presentado ya en rela-
cién a la fisica molecular— quiero subrayar que tenemos aqui un nuevo punto de
partida, una etapa superior, en cuanto a un nuevo caso que aqui se presenta re-
lativo a una ley cuantitativa exacta gobernando el fenémeno del azar. Me refiero,
por supuesto, a la razon o linea recta que forma la medida de la llamada regre-
sién o correlacién. Corresponde a Galton el honor de haber sido el primero en
discernir el significado estadistico de la regresién. Tenemos también una deuda
con el Profesor Pearson por haber sefialado el mejor método para determinar el
coeficiente que mide la correlacidn entre dos érganos o atributos. Merece aten-
ci6én el hecho de que obtuviera este resultado a través de un golpe de Probabili-
dad Inversa, un método de razonar que los criticos estrechos de miras de los au-
tores cldsicos acostumbran a desacreditar.

% La llamativa descripcién de Bacon de la teoria copernicana dice: «Ejes sunt viri qui quidvis
in natura fingere, modo calculi bene cedant, nihil putet». Una visién no tan absurda, ante la ausencia
de las bases de fisica suministradas m4s tarde por la ciencia astronémica.
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No necesito extenderme en las propiedades de la correlacion normal, pues
han sido completamente elucidadas por el sefior Yule en nuestro Journal. Uni-
camente ofreceré unas cuantas observaciones sobre algunas desviaciones del tipo
normal puro que ocurren a menudo en la préictica.

Primero, supongamos que —manteniendo lo demds en orden— las estadis-
ticas no satisfacen perfectamente la ley normal, sino que, por el contrario, estan
de alguna forma «sesgadas». Espero que los estadisticos practicos den una
oportunidad a los métodos de representacion de tales grupos, que han sido pro-
puestos en el documento antes mencionado en referencia a las curvas sesgadas.

Seguidamente, supongamos que el material es de hecho normal, o que lo se-
ria si fuera medido perfectamente, pero que las medidas perfectas no se en-
cuentran a mano. Los ejemplos mas suaves de este defecto se dan cuando un
conjunto completo de medidas no se da o, para evitar problemas, se ignora,
como ha hecho con notable éxito el Dr. Macdonell en antropometria. Asi, des-
pejar el coeficiente requerido de los datos imperfectos se ha logrado ingeniosa y
adecuadamente por el Dr. Sheppard, y mas generalmente —con la habilidad ma-
tematica sefialada— por el Profesor Pearson. De mayor interés filoséfico es la
aplicacién de estos métodos a los casos en los que el defecto de medida se
debe a la imperfeccién de nuestras facultades, como en el caso de los colores,
que podemos ordenar en una escala, pero que no podemos medir numérica-
mente. Suponiendo siempre que la ley normal estd en algin sentido satisfecha,
parece posible determinar una correlacion cuantitativa exacta (entre clases de
personas) con respecto a tales atributos no cuantificados, como el color de los
ojos o el buen temperamento. La practica de los autores clasicos de Probabilidad
que no dudaron en hacer «moral», en el sentido de fisico, al resultar favorable
para un tema susceptible de célculo, parece ser apoyada por este moderno arte de
medicién.

Vamos ahora a presentar juntos los dos defectos mencionados. Entonces
volvemos a un caso, anteriormente considerado, en el que la proporcién de una
categoria definida por cierto atributo es diferente para distintas clases —como
cuando la proporcién de muertes es diferente para pacientes (en otro caso simi-
lar) que han sido tratados de forma diferente—. ;Hasta qué punto es ahora, en
estas circunstancias, aconsejable emplear el término coeficiente de correlacion?
(En qué medida los coeficientes de correlacion conducirédn al objetivo practico
de curar pacientes? Pero soy consciente de que éstas son s6lo preguntas apasio-
nadas, y tengo en mente lo que Bagehot dice sobre un asunto controvertido: «Si
dices algo sobre el Acto de 1844, no importa el resto de cosas que puedas decir,
pues pocos prestaran atencion a ellas»... «una sola frase en lo que concierne, es
mucho mads interesante para muchos que un libro entero sobre cualquier otra par-
te del asunto». Asi que, sigo adelante con una cuestion final.

6. No puedo concluir sin referirme a uno de los principales usos sociales de
la Probabilidad, su aplicacién al negocio de los Seguros. Contemplando la cons-
truccidn de las Tablas de Mortalidad, todo estadistico debe unirse al Dr. Farr en
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su tributo al «ilustre Halley que, a través de su tabla, mostrd que las generaciones
de hombres, como los cuerpos celestes, han prescrito érbitas cuyo analisis es po-
sible trazar». Pero, tal como el elogio del Dr. Farr sugiere, debe sefialarse que la
cuestion solo estd en parte dentro de nuestro campo. Porque, como bien observé
uno de los mas ldcidos escritores en la materia, «el problema de la tabla de mor-
talidad [Absterbe-ordnung] parece resolverse parcialmente en un problema fisi-
co [naturwissent-schaftliches] y parcialmente en un problema Probabilistico».
De hecho, estamos aqui en los confines de la ley del azar.

«Here Nature first begins
«Her farthest verge, and Chaos to retire
«As from his outmost works a broken foe»?” «Aqui comienza primero la Na-
turaleza
«Su orilla mas lejana, y el Caos para el retiro
«Y desde su fuero externo actda un mal enemigo»

Mientras las matemadticas actuariales traten con leyes de la naturaleza en el
sentido ordinario del término, excluyendo el azar, no son aqui relevantes. No
debo entretenerme, por tanto, en las finuras de la interpolacidn, en particular, en
el método que parece estar muy de moda entre los actuarios, conocido como «in-
terpolacion osculatoria». El «problema fascinante», como asi lo llama un dis-
tinguido experto, no puede ser tratado aqui. Unicamente sefialo los problemas
que entrafia como elemento de Probabilidad® Son principalmente dos, a saber: la
estimacion del riesgo asumido por una Compaiia de Seguros, y las representa-
ciones de la tabla de mortalidad por una ley de frecuencia del tipo apropiado para
la Probabilidad.

Acerca del primer asunto, me atrevo a expresar la opinién de que para el lec-
tor general de matematicas, si se me permite la expresion, la mejor o, al menos,
una muy buena introduccién al tema es ofrecida por dos de los mds antiguos au-

27 Como en el caso anterior, se mantiene en el texto el poema en su version original. (N. de T.)

«Aqui comienza primero la Naturaleza
«Su orilla mas lejana, y el Caos para el retiro
«Y desde su fuero externo actiia un mal enemigo»

2 Las autoridades en matematicas actuariales a las que me refiero especialmente son:

Laplace, Théorie Analytique des Probabilités, Libro II, cap. ix, art. 40 y el contexto.

De Morgan, Theory of Probabilities, parte de la Encyclopaedia Metropolitana (seccién 146,
contexto y secciones relevantes anteriores)

E. Blaschke, Volesungen ubre Mathematische Statistik, 1906.

G. F. Hardy, Theory of the Construction of Tables of Mortality, 1909.

El «método de empleo de la curva de frecuencias normal para representar las series» dado por
el Sr. Hardy en su p. 91 y ss. forma conjunto con el método descrito en este Journal como «trans-
lacién»; al menos, cuando «tratamos z como una funcién parabdlica de »» (Hardy, loc. cit.) — un tra-
tamiento que es, a mi entender, recomendado por su simplicidad y cierta afinidad con la expansién
tayloriana.
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tores de Teoria de la Probabilidad, Laplace y De Morgan. Debe observarse que el
calculo del riesgo de Laplace no implica la asuncién de que la muerte a diferen-
tes edades varia de la misma forma que muchas bolas de diferentes colores ex-
traidas al azar de una urna ideal. S6lo se ha postulado la constancia estadistica (no
la fluctuacién normal) de las proporciones. De Morgan, de hecho, postula mas
cuando trata la probabilidad de que las proporciones sean responsables de un cier-
to error —un célculo apropiado para una Tabla de Mortalidad especial—.

El problema de «graduar» una tabla de mortalidad ha fascinado desde hace
mucho a los matematicos. Los registros de experiencias han sido «garabateadas»,
para repetir nuestra ilustracién astronémica, con una variedad de formulacién
adaptada para «salvar las apariencias». Especial prestigio se atribuye al esquema
del Profesor Pearson para representar los datos por el uso repetido de su flexible
férmula. Para los datos en los confines de la ley y el azar, parece ser exactamente
del tipo para el cual su férmula es especialmente aplicable.

Una demanda similar puede hacerse en nombre de cierto método practicado
por el sefior Hardy, que consiste en adaptar o «trasladar» una curva normal
para que se ajuste a los datos que estdn lejos de la normalidad. La idea general
—que el autor puso en marcha independientemente— es la misma que la del
método que yo he propuesto; mientras que el ingenio y el éxito de la aplicacién
le corresponden a él.

Pero me atrevo a decir que ninguno de los métodos discernidos serd muy
usado por el actuario préactico. El atenderd, no al elemento de azar en el fend-
meno, sino al elemento de ley —la ley de Gompertz y Makeham— en favor de
lo cual no sélo hay realidad y razén (lo razén asignada por esos autores), sino
también conveniencia, la ley que incluye la férmula que se presta al célculo dis-
puesto de anualidades para el colectivo de vidas. De hecho, para parodiar un
atrevido epigrama francés, si la ley no existiera, seria casi necesario inventar una.
Es licito, al menos, de acuerdo con los distinguidos autores de Tablas de Mor-
talidad «arrojar una lanza» en favor de la ley de Gompertz-Makeham.

Dejando este tema, no puedo afirmar con Laplace: «no me concentraré mas
alld en materias relacionadas con los seguros, porque no presentan ninguna di-
ficultad». Por el contrario, las dificultades que los detalles précticos del tema pre-
sentan al hombre comiin me obligan a contentarme con estas exiguas generali-
dades.

Queda solamente recoger las lecciones que nuestra rdpida investigacion
pueda transmitir.

Nuestra primera ejemplificacion de Probabilidad sugiere una comparacién
entre los usos de las matemadticas superiores en Economia Politica y Estadistica.
La conexidn de la Probabilidad con la fisica molecular tiene para el estadistico el
interés tedrico que la preeminencia del principio del mdximo en fisica matema-
tica puede tener generalmente para el economista. El estadistico encuentra en el
mundo de los atomos un modelo ideal de aquélla ley en la que él deberia ejerci-
tarse dia y noche; el economista es conducido por la teoria del maximo a la con-
templacion de variables interdependientes, y todo ello estd implicito en la con-
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cepcidn de «margen». Pero mientras que estas ideas generales forman la princi-
pal o, de acuerdo con algunas autoridades, la tinica contribucién de las mate-
maticas superiores a la economia politica, el Calculo de Probabilidades ofrece un
servicio mds tangible dirigiendo las operaciones de muestreo. Me refiero espe-
cialmente a los tipos artificiales de muestreo que han sido ejemplificados. Acer-
ca de las constructivas muestras presentadas por los datos, como las experiencias
en hospitales, hay razones para temer que el Célculo de Probabilidades —incluso
si se complementa con los refinamientos de la «Asociacién» y la «Correla-
cion»— puede que no demuestre una ayuda tan poderosa a los ordinarios méto-
dos de Induccién. La independencia de las observaciones postuladas por el cal-
culo estan ausentes demasiado a menudo. De hecho, me he dado cuenta de que
hay un remedio para este defecto. Pero su aplicacion, al requerir una prolongada
serie de observaciones, parece dificilmente aplicable en las estadisticas referidas
a la sociedad, aunque es apropiado en otros sitios, en meteorologia por ejemplo,
o con respecto a las comunidades no-progresivas del mundo animal. La sociedad
humana no se detendré todavia lo suficiente en los «coeficientes de divergencia»
respecto del tipo ideal de frecuencia a calcular. Pero el intento puede no ser en
vano desde el momento en que cultiva el poder de tratar con cifras que difieren
en el grado de precisiéon y que puede llamarse sentido de error probable, que
grandes estadisticos como Giffen parecen poseer instintivamente.

Esta observacion es igualmente aplicable a la extensa rama del problema que
me he visto obligado a omitir, las analogias de la teoria de los errores en la fisi-
ca, como las que la construccién de nimeros indice puede presentar.

El caracter de progreso en las instituciones humanas que ha sido menciona-
do, es también desfavorable para el empleo de curvas analiticas y superficies
para representar grupos de estadisticas. Pero esos métodos parecen particular-
mente bien adaptados para investigar el progreso mas lento de la evolucién bio-
l6gica. Si el término «relativo a la sociedad» en nuestro titulo fuera interpretado
tan ampliamente como para incluir a la biologia, se deberia otorgar algo méas que
un simple tributo de admiracion al grupo de estadisticos matemaéticos que, bajo
los auspicios del Profesor Pearson, han mejorado las armas de la Probabilidad y
traido nuevas regiones bajo su influencia. Hablando de estadistica en sentido es-
tricto, el correspondiente a los estados y a los hombres de estado, pienso que
esas partes son mas déciles hacia los nuevos métodos que estdn relacionados mas
de cerca con nuestra naturaleza fisica —en particular las estadisticas vitales—.

En general, acepto la respuesta prictica que nuestra Sociedad da a la cues-
tién: ;cudl es el uso de los métodos matematicos para nuestros propdsitos? El
sentido general de nuestro razonamiento estadistico se queda en lo que fue du-
rante la época de Porter y Newmarch. Sin embargo, permitimos un brote espo-
radico de las matematicas. Como establecié uno de mis predecesores: deberia
haber una vez por sesién un documento que nadie —o casi nadie— pudiera en-
tender. Espero que haber tenido un solo discurso presidencial de este tipo en toda
una época no parezca excesivo.
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