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Resumen

Para la simulacion del contacto entre dientes de engranajes helicoidales es necesaria una precisa determinacion de
la longitud de la linea de contacto, que es variable a lo largo del ciclo de engrane. Esta variacion viene influenciada
no s6lo por la inclinacion de las lineas, sino también por su alargamiento debido al adelanto del inicio del contacto
inducido por las deformaciones de los dientes bajo carga, asi como por la reduccion que en dicha longitud provoca
la modificaciéon del perfil. Todo ello influye de manera determinante en la rigidez de engrane, el error de
transmision y el reparto de carga, factores que tienen influencia decisiva en el comportamiento dinamico de la
transmision. En este trabajo se presenta un modelo aproximado, sencillo y eficiente, para la simulacion de la rigidez
de engrane, el error de transmision y el reparto de carga para engranajes helicoidales con modificacion de perfil.

Palabras clave: engranajes helicoidales; rigidez de engrane; error de transmision; reparto de carga; modificacion
de perfil.

Abstract

For the simulation of the tooth contact of helical gears, a precise determination of the length of the line of contact
is necessary, which is variable throughout the meshing cycle. This variation is influenced not only by the
inclination of the lines, but also by their elongation due to the sooner start of contact induced by the teeth
deflections under load, as well as by the reduction in this length due to profile modification. All of this influences
the mesh stiffness, transmission error, and load sharing, which have a decisive influence on the dynamic behavior
of the transmission. In this work, an approximate, simple, and efficient model is presented for the simulation of
the mesh stiffness, transmission error, and load sharing for helical gears with profile modification.

Keywords: helical gears; mesh stiffness; transmission error; load sharing; profile modification.

1. Introducciéon

En engranajes de transmision de potencia, las
deformaciones de los dientes en contacto se traducen
en un retraso de la rueda conducida respecto de la
conductora, que se conoce como error de transmision
cuasi estatico [1]. Dado que dicho error de transmision
no es constante a lo largo del ciclo de engrane, se
producen fluctuaciones periddicas de la velocidad de
salida, esto es, aceleraciones y deceleraciones de la
rueda conducida, que son fuente de carga dinamica y
vibraciones [2]. Ademas, este retraso relativo entre las
dos ruedas provoca un adelanto del inicio del contacto

(y un retraso de la finalizacion del mismo), que tiene
lugar entre puntos no conjugados de los perfiles y fuera
de la linea de presion. Ello genera un alargamiento de
la longitud efectiva de contacto, pero induce un choque
entre los dientes, que es fuente, a su vez, de ruido,
sobrecarga y vibracion [3].

Para hacer frente a estos problemas es muy comun la
modificacion del perfil [3,4]. En efecto, si se elimina
material de la cabeza del diente conducido, el inicio del
contacto se retrasa, y si la cantidad eliminada es la
adecuada, el inicio del contacto se desplaza hasta el
punto tedrico [1,3]. Mediante la longitud de perfil



rebajado y la forma del rebaje se puede controlar —en
cierta medida— el error de transmisién, y por tanto la
carga dindmica y vibracién inducidas, el reparto de
carga y la rigidez de engrane [4,5-7]. Este
planteamiento, que resulta intuitivo en el caso de
engranajes rectos, se complica considerablemente con
los engranajes helicoidales. En este caso, las secciones
transversales de los dientes —semejantes a engranajes
rectos de espesor diferencial- estan entrando en
contacto y saliendo de ¢él de manera continua,
produciendo alargamientos del intervalo de contacto
diferentes en cada punto del ciclo de engrane.
Tomando todo esto en consideracion, los autores
presentaron un modelo de rigidez, reparto de carga y
error de transmision para engranajes helicoidales con
rebaje de punta [8], basado en uno mas sencillo para
engranajes rectos, desarrollado con anterioridad [3,9-
11]. En este trabajo se presenta un modelo para
engranajes helicoidales basado en el presentado en [8],
y la aplicacion de dicho modelo a la simulacion del
contacto entre dientes, incluyendo deformaciones bajo
carga y modificacion de perfil.

2. Rigidez de la pareja de dientes

La rigidez de una pareja de engranajes rectos se puede
expresar como [3,9-11]:

KM({) = Kltlmaxb Cos(bo(finn - f‘m)) Emin <€ < &inn
KM(g) = K]\tlmaxb COS(bO(f - gm)) ginn < ’f < fout
Ky (&) = Kymaxb Cos(bo(fout - gm)) Sout =€ < &max

donde b es el ancho de cara, Kypa, Y bo parametros
que dependen de la geometria del engranaje, cuya
determinacion se presenta en [9-11], y ¢ una variable
caracteristica del punto de contacto, definida como:
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en la que Z; es el namero de dientes, 7., el radio del
punto de contacto y 13,; el radio de base, de la rueda
conductora. ¢ es también, por lo tanto, una coordenada
lineal en la linea de presion, indicativa del punto de la
misma en que se produce el contacto. Los subindices
min, inn, m, out y max designan los puntos de contacto
minimo, inferior tedrico, de rigidez maxima [3,4],
superior tedrico y maximo, respectivamente. La Figura
1 representa la evolucion de la rigidez de la pareja de
dientes a lo largo del intervalo de engrane extendido.

Si Fy es la fuerza total transmitida, el reparto de carga
entre dientes se puede calcular a partir de la rigidez
mediante la expresion [9]:

R(E)zp(f)z Ky (%) _ Ky (§)
Fr YiKuj(®) XjKu@E+))
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Figura 1. Curva de rigidez de la pareja de dientes.

de donde se tiene que la deformacion de la pareja de
dientes i viene dada por:

F(§) Fr

5 = @ S K G )

Se observa que el término de la derecha no depende de
i, es decir, de la pareja de dientes, de donde se concluye
que, en cada posicion de engrane, la deformacion es la
misma para todas las parejas en contacto, y representa
por tanto el retraso de la rueda conducida, que es lo que
se conoce como error de transmision [3,4].

Para engranajes helicoidales se puede aplicar este
mismo modelo, considerando el diente helicoidal como
una sucesion de engranajes rectos de espesor
diferencial. La expresion de la rigidez de cada seccion
transversal dK,,(¢) seria la misma, considerando un
ancho de cara db, teniendo en cuenta que [9]:

db = b dé
&

donde &z es el grado de recubrimiento axial. En
adelante &, designara el parametro del punto de
contacto de la seccion transversal de referencia —que
sera la primera en iniciar el contacto—y ¢ el parametro
del punto de contacto de cada seccidon transversal del
diente.

3. Modelo de contacto tedrico

Si se considera el intervalo de engrane teorico, es decir,
de & a &ous, larigidez del par de dientes helicoidales
en cada posicion de engrane &, vendra dada por:

fsup—th(fo)

Ky (o) = f dKy (©)

Sinf—tn(§o0)

donde los limites superior e inferior del intervalo de
contacto en cada &, se pueden calcular con [4,11]:

fsup—th(fﬁ) = MID(finn: EO'fout)
Einf—th(fo) = MID(finn' & — &g, fout)
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Figura 2. Contacto tedrico con &g > &,: izq.: mapa de contacto; dcha.: rigidez del diente.

donde la funcion MID representa el valor intermedio
de los tres. La Figura 2 representa el mapa de contacto
teorico de un engranaje helicoidal —limitado por las
curvas de &g r_tn Y $sup-cn— Y 1a curva de rigidez de la
pareja de dientes, para gg > €,, donde ¢, es grado de
recubrimiento transversal.

La rigidez teorica de engrane K;_;;(&,) serd la suma

KT—th (fo)/KMmax
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Figura 3. Contacto tedrico con &g > &,: sup.: rigidez de
engrane; cent.: error de transmision inf.: reparto de carga.

de larigidez de todas las parejas de dientes en contacto:

Esup-th(§o+))
Ko=) [

inf-tn(o+J)

con lo que el error de transmision y el reparto de carga:

5 __ B
o) =
_ Ky—u (o)
RenGo) =4 = @)

La Figura 3 muestra las correspondientes curvas de
variacion a lo largo del intervalo de engrane del diente.

4. Modelo de contacto extendido

El modelo tedrico del apartado anterior es valido para
engranajes débilmente cargados, pero cuando se
transmiten cargas importantes la rigidez, el error de
transmision y el reparto de carga se ven afectados por
las deformaciones, lo que debe tenerse en cuenta.

Los limites del intervalo de contacto extendido en cada

posicion de engrane, &min—ext (o) ¥ Emax—ext (§0), se
pueden calcular, muy aproximadamente, como [3,4]:

Z

- 8en(So)
fmin—ext(fo) - finn - E P

Cp—innrbl

8en($o)

Cp—outrbl

Zy
gmax—ext(fo) = $our + %

donde Cp,_inn ¥ Cp—out SON constantes que dependen de
la geometria de los engranajes, cuyo calculo se
presenta en [3,4]. El intervalo de variacion de &, a
considerar, vendra dado por el menor de los valores de
$min» que corresponde a §min—ext (ginn)a y el mayor de
los valores de &4, que corresponde a & oy oxt (Sout)-
Dentro del intervalo de contacto extendido, la fuerza
diferencial que transmite una seccion transversal de
engranaje vendra dada por:



dF (&) = dKy (§) (8ext (S0) — 86(5))

donde 6,,;:(&;) es la deformacion con el contacto
extendido (igual para todas las secciones transversales)
y 6;(&) la distancia que el diente conductor ha de
aproximarse al diente conducido para contactar con €l
en el punto ¢. Esta distancia se expresa como [3,4]:
2m\2 5
66(8&) = <Z_) Cp—inn 1 (Einn — &) Emin <€ < &un
1
6:(8)=0 $inn <€ < Eowr
2m\2
A

8 ©®= <_) Cp—out Tr1 (= ‘fout)z Sout =€ < Emax

Integrando la ecuacion anterior, la fuerza sobre una
pareja de dientes en cada posicion de contacto &, sera:

Esup—ext(§o)

P = | 4Ky (©) (B0ue (€0) — 66(D))

finf—ext(fo)

donde, para el contacto extendido:

gsup—ext (50) = MID(gmin—ext (fo)' va fmax—ext (60))
$inf—ext(§o) = MID (Emin—ext(fo)rfo - gﬁr‘fmax—ext(fo))

La fuerza total sera:

f{sup—ext(fo +)

Fr = ) dKM(f)(&zxt(fo) — &8¢ (f))
T &inf-ext(o+))
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Como antes, 8., (&,) no depende de ¢ ni de j, por lo
que se puede sacar factor comun y despejar, resultando:

Fot B fi ) 00

5ext (EO) =

5, ferrettond qie, )

ecuacion que proporciona el error de transmision con
contacto extendido. A partir de aqui, la rigidez de
engrane y el reparto de carga seran:

Koo ( )_L
r-ext0) = 5
1 fsup—ext(fo)
Roxe(60) = — f Ky (©) (Bune (0) — 56(5))
FT finf—ext(fo)

Larigidez de la pareja de dientes se calcula como antes,
pero integrando sobre intervalo de contacto extendido,
es decir:

Esup—ext(§o)

Kuexe60) = | dKyy (©)

finf—ext(fo)

La Figura 4 muestra, en linea de trazos, el mapa de
contacto, la rigidez de la pareja de dientes, el error de
transmision y el reparto de carga con el modelo
extendido, para la misma transmision de las Figuras 2
y 3, con & > g,. Se incluyen también las curvas del
modelo tedrico del apartado anterior para mostrar las
diferencias entre ambos modelos.
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Figura 4. Contacto extendido con &g > &,: sup.-izq.: mapa de contacto; sup.-dcha.: rigidez del diente; inf.-izq.: error de

transmision; inf.-dcha.: reparto de carga.
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5. Modelo con modificacion de perfil

Cuando una pareja de dientes contacta en el intervalo
de rebaje del perfil sucede algo parecido al contacto en
el intervalo de contacto extendido: los dientes han de
aproximarse una cierta distancia (la profundidad de
rebaje en ese punto) para empezar a contactar, y por
tanto a deformarse. Obviamente, la profundidad de
rebaje es una funcién conocida 8,-(§) que, para rebaje
lineal o parabdlico, se puede expresar como:

82(8) = Brinn fmin <8 = Sinn
0 = boan (1-552) L =t
5:() = 0 A
R R I e

6R (E) = AR—ouL‘ fout S f S Emax
donde Ag_inn V Ag—ous SOn las profundidades de rebaje
en la cabeza de las ruedas conducida y conductora,
respectivamente, Aép_inn V Aér_our las respectivas
longitudes de rebaje, y el exponente v toma el valor 1
para rebaje lineal y 2 para rebaje parabolico.

En este caso, la fuerza diferencial que transmite una
seccion transversal de engranaje vendra dada por:

dF(f) = dKM(f)(‘L(fo) - 50(5) - 5R(f))

donde 6(&,) es la deformacion con el contacto con
rebaje, igual para todas las secciones transversales de
todos los dientes. Para integrar esa ecuacion es
necesario definir primero los limites de integracion, es
decir, los limites de los intervalos de contacto en cada
punto, o lo que es lo mismo, el mapa de contacto. Estos
nuevos limites &nin—r(&0) ¥ Emax—r(&o) serdn las
soluciones de la ecuacion:

5ext(fo) = 56(5) + 5R(f)

pues son los puntos donde se anula la fuerza
transmitida. Esta ecuacion toma diferente forma en
funcion la relacion entre la deformacion y la
profundidad de rebaje. Para el inicio del contacto:

e Para 8ext(€0) = AR—inn:

21
5ext(50) = Ap_inn + <Z ) Cp—inn Th1 (finn - ‘fmin—r)2
1

® Para 8, (§0) < Ag—inn:
_ E - éinn)v
5ext(§0) - AR—inn (1 AfR—inn

Para la finalizacion del contacto:

o Para 8,1 (§0) = Ag—out:

2

21
5ext(50) = AR—out + <Z ) Cp—out Th1 (fmax—r - fout)z
1

o Para 6o (§9) < Ap_oue:

5ext(€0) = Ap_out (1

)

A partir de aqui el procedimiento es idéntico a los
anteriores: la fuerza soportada por una pareja de dientes
es:

Esup-r(§o0)

F&) = f dKy (©)(8, (&0) — 84(8) — 6x(O))

Sinf-r(o)

en la que:

fsup—r (50) = MID(fmin—r (fo)' for fmax—r (50))
finf—r(fo) = MID (fmin—r(fo)' $o— &g fmax—‘r(fo))

La fuerza total es:

-3

T8 (§ot))

fsupﬂ‘ (50 +J

)
dKy (£)(8-(§0) — 86() — 8r(£))

Como antes, &, (&) no depende de € ni de j, por lo que
se puede sacar factor comun y despejar, resultando:

Fr 4, f;:;‘:‘:((;‘:])') dKu (8)(85() + 8:(9))
dKy ()

5‘r (50) = fsup—r(§0+j)

J Sinf-r(§o+j)

ecuacion que proporciona el error de transmision para
dientes con rebaje. A partir de aqui, la rigidez de
engrane y el reparto de carga seran, como antes:

Fr
Kr_r(§o) = 5.0
1 fsup—r(fn)
Rr(fo) =T dKM(f)@r(fo)—SG(f)—5R(f))
Frle, @

La Figura 4 muestra, en linea continua, el mapa de
contacto, la rigidez de la pareja de dientes, el error de
transmision y el reparto de carga con el modelo con
rebaje, para la transmision considerada, con &g > &,.

6. Influencia del grado de recubrimiento

El caso presentado en la Figura 4 corresponde a un
engranaje con grado de recubrimiento transversal
€q-tn = 1,3350 y grado de recubrimiento axial &g =
1,6582. Si se toma en consideracion el intervalo de
contacto extendido, el grado de recubrimiento
transversal aumenta hasta &, ., = 1,5250, y se
reduce hasta &,_, = 1,4263 con el rebaje.
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Figura 5. Contacto con rebaje con &g < &,: izq.: rigidez del diente; dcha.: reparto de carga.

En la Figura 5 se representa el mismo engranaje, pero
con el ancho de cara reducido a la tercera parte, de
manera que &g = 0,5527. Los grados de recubrimiento
transversal teorico y extendido se mantienen en 1,3350
y 1,5250; con rebaje se reduce a 1,4267.

Se aprecia que la curva de rigidez de la pareja de
dientes deja de ser plana en la parte central del intervalo
de contacto. Ello es debido a que, como se aprecia en
el mapa de contacto de la Figura 4, cuando &g > ¢,
existe un intervalo en que las lineas de contacto son
idénticas, y se extienden desde &,,;, hasta &,.4. En
cambio, cuando & < &, antes de que las lineas de
contacto alcancen el punto de &,,,, dejan de contactar
en &nin, por lo que son diferentes unas de otras, y la
rigidez de la pareja de dientes varia.

Se aprecia también en la Figura 5 que las curvas de
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reparto de carga teodrica y con rebaje alcanzan el valor
1. Obviamente, eso se debe a que el grado de
recubrimiento total no alcanza el valor 2, por lo que hay
momentos en que toda la fuerza se transmite por una
unica pareja de dientes. No ocurre lo mismo con la
curva de reparto extendida, porque en este caso el
grado de recubrimiento total es &,_cxr = €q_ext +
& = 2,0777 > 2. En cambio, en la Figura 4 el valor
del coeficiente de reparto no supera el valor 0,6. El
maximo se alcanza siempre en el punto medio del
intervalo de contacto, y es menor en el modelo
extendido que en tedrico puesto que las lineas de
contacto son mas largas. Sin embargo, el maximo con
rebaje, que es mayor que el extendido por la misma
razén, es menor que el tedrico porque, aunque las
lineas de contacto son mas largas, la carga transmitida
en la zona de rebaje es menor, por lo que en la zona
central ha de aumentar.
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Figura 6. Engranaje helicoidal con &g > &, y profundidad de rebaje ajustada: sup.-izq.: mapa de contacto; sup.-dcha.:
rigidez del diente; inf.-izq.: error de transmision; inf.-dcha.: reparto de carga.
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7. Influencia de la profundidad de rebaje

En engranajes rectos, la profundidad de rebaje tiene
una influencia decisiva en la reduccion del impacto de
inicio de engrane, que se llega a eliminar por completo
cuando la profundidad coincide con el error de
transmision en el punto de inicio de engrane tedrico, lo
que se conoce como profundidad de rebaje ajustada [4].
En engranajes helicoidales el efecto del rebaje es mas
complicado de visualizar, porque cada seccion
transversal inicia su contacto en unas condiciones de
carga distintas. Sin embargo, es evidente que para
evitar el impacto al inicio del engrane, la profundidad
de rebaje ha de ser igual al error de transmision en el
punto de inicio de contacto tedrico del diente.

En la Figura 4 se consider6 una profundidad de rebaje
del 75% de la ajustada. Se aprecia en los diagramas
superior-derecho e inferior-derecho que el contacto
comienza antes del punto tedrico, lo que significa que
el impacto de inicio de engrane se mitiga, pero no se
elimina por completo. En cambio, el grado de
recubrimiento aumenta ligeramente. Se aprecia
también en el diagrama inferior-izquierdo que el error
de transmision aumenta, pero se reduce drasticamente
la amplitud pico-pico, lo que reduce la sobrecarga
dindmica y la amplitud de la vibracion inducida.

En la Figura 6 se muestra el mismo caso de la Figura
4, pero con profundidad de rebaje ajustada. Se aprecia
en los diagramas superior-derecho e inferior-derecho
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que el inicio del contacto se desplaza al punto tedrico,
lo que evita el impacto de inicio de engrane. En el mapa
de contacto (diagrama superior-izquierdo) se observa
que los limites superior e inferior de la linea de
contacto en cada posicion de engrane se aproximan a
los valores teoricos, &yt ¥V €inn, aunque no llegan a
coincidir debido a la variacion de la longitud de la linea
de contacto a lo largo del ciclo de engrane. El error de
transmision aumenta —puesto que con mayor rebaje las
deformaciones de los dientes son mayores—, pero
manteniendo la amplitud pico-pico en valores muy
pequetios, similares a los de la Figura 4. La fraccion de
carga transmitida se reduce al principio y al final del
engrane del diente, como muestra el diagrama inferior-
derecho, y se mantiene en el 60% en la parte central, si
bien dicha parte central se ensancha.

La Figura 7, finalmente, muestra el mismo caso de las
Figuras 4 y 6, pero con profundidad de rebaje superior
a la ajustada. El contacto comienza después del punto
teorico, y se elimina el impacto de inicio de engrane;
sin embargo se reduce el grado de recubrimiento, lo
que no es, en general, deseable. Las lineas de contacto
se acortan y sus limites superior e inferior quedan por
debajo y por encima, respectivamente, de los
correspondientes limites tedricos, €,yt ¥ $inn, €0 todo
el ciclo de engrane. El error de transmisiéon aumenta
mas aln, y también aumenta la amplitud pico-pico. La
carga transmitida se reduce al principio y al final del
engrane, y aumenta en la parte central, superando
ligeramente el valor del 60% anterior.
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Figura 7. Engranaje helicoidal con &g > &, y profundidad de rebaje superior a la ajustada: sup.-izq.: mapa de contacto;
sup.-dcha.: rigidez del diente; inf.-izq.: error de transmision; inf.-dcha.: reparto de carga.



8. Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un modelo
aproximado, sencillo y eficiente, para la simulacion de
la rigidez de engrane, el error de transmision y el
reparto de carga, para engranajes helicoidales con
modificacion de perfil. Esta basado en un modelo de
rigidez para engranajes rectos, desarrollado con
anterioridad, que se aplica a cada una de las secciones
transversales del diente helicoidal. De este modo, se
han obtenido expresiones analiticas, relativamente
sencillas, para la longitud de contacto, la rigidez de la
pareja de dientes, la rigidez de engrane, el error de
transmision y el reparto de carga, en cada punto del
ciclo de engrane.

Se ha estudiado la influencia del grado de
recubrimiento axial, que a medida que disminuye hace
disminuir la rigidez de engrane, lo que se traduce en
aumentos del pico del reparto de carga y del error de
transmision.

Se ha estudiado la influencia de la profundidad de
rebaje en la longitud de la linea de contacto en cada
punto del ciclo de engrane, asi como en la rigidez de la
pareja de dientes, el reparto de carga y el error de
transmision. Se ha encontrado que el rebaje disminuye
la rigidez de engrane, y por tanto aumenta siempre el
valor del error de transmision. Sin embargo, la
amplitud pico-pico del error de transmision disminuye
muy sensiblemente, incluso cuando la profundidad de
rebaje no es la ajustada.

Finalmente, aunque la distribucién de carga a lo largo
de la linea de contacto de la pareja de dientes no es
uniforme, el reparto de carga entre dientes que
proporciona el modelo permite determinar el punto
mas cargado (o sometido a mayor tension) de la linea
de contacto en cada posicion de engrane, lo que permite
obtener con facilidad las condiciones criticas de carga
y las tensiones criticas correspondientes, necesarias
para el célculo resistente de los dientes.
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