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Resumen

En el presente trabajo se describe un modelo matematico para la simulacion numérica del proceso de soldadura.
Inicialmente el dominio € es un sélido al que se va comunicando calor en determinadas zonas. Este calor aumenta
la temperatura del solido y al alcanzarse la temperatura de fusion del material se produce el cambio de fase del
mismo. A la temperatura de fusion existe una mezcla entre liquido y sélido (modelado como medio poroso) y por
encima de la temperatura de fusion nos encontraremos solamente con liquido. En el liquido se pueden producir
corrientes de conveccion natural debido a la flotabilidad inducida por el campo gravitatorio. Para representar
convenientemente toda la fenomenologia descrita, el modelo matematico se basard en la ecuacion de la
conservacion de la energia, expresada de forma conservativa en términos de la entalpia, junto con las ecuaciones
de conservacion de masa y cantidad de movimiento para determinar la velocidad del fluido. La resolucion numérica
de las ecuaciones se realizara con una formulacion de Lagrange-Galerkin, donde se utilizara un esquema BDF2 de
discretizacion temporal y el método de elementos finitos como esquema de discretizacion espacial.

Palabras clave: problemas de soldadura, procesos térmicos con cambio de fase; simulacién numérica; esquema
Lagrange-Galerkin; método de los elementos finitos.

Abstract

The present work describes a mathematical model for the numerical simulation of the welding process. Initially,
the domain Q is solid to which the heat is released in certain areas. This heat increases the temperature of the solid,
and when the fusion temperature is reached, the phase change occurs. At the fusion temperature, there is a mixture
between liquid and solid (modelled as a porous medium); above this temperature mentioned; we will find only
liquid. Natural convection currents can occur in the liquid due to buoyancy induced by the gravitational field. In
order to conveniently represent all the phenomenology described, the mathematical model will be based on the
energy conservation equation, expressed conservatively in terms of enthalpy, together with the mass and
momentum conservation equations to determine the velocity of the fluid. The numerical resolution of the equations
will be carried out with a Lagrange-Galerkin formulation, where a temporal discretization BDF2 scheme will be
used, and the finite element method will be used as a spatial discretization scheme.

Keywords: welding problems; thermal processes with phases changes; numerical simulation; Lagrange-Galerkin
scheme; finite element method.

1. Introduccion encuentran presentes en la industria debido a su

versatilidad al momento de unir partes de estructuras
La soldadura es uno de los procesos de fabricacion mads ~ complejas, brindando ventajas tanto econdémicas como
importantes en el mundo de la metalurgia, éstos se  tecnoldgicas. Muchos de los problemas de soldadura



conllevan la aplicacion de fuentes de calor de gran
potencia, razon por la cual da lugar al aparecimiento de
complejos procesos fisicos y quimicos de toda indole.

Los problemas que generan los procesos de soldadura
son de gran interés tanto para la industria como para los
centros de investigacion, ya que conocer el
comportamiento del material durante todo el proceso
permite el control y la optimizacion, siendo
especialmente crucial en grandes empresas de
manufactura con produccién en masa.

Con el desarrollo de las técnicas computacionales, la
industria de la soldadura y metalurgia ha apostado por
la modelizacion matematica de los procesos fisicos que
caracterizan el fendmeno y la posterior resolucion
numérica del mismo que logre simular el
comportamiento termo mecanico de las variables
fisicas que intervienen en el proceso de fabricacion [1].

En este trabajo se va a considerar el esquema de la
Figura 1 para analizar el proceso de soldadura. Una
fuente de calor va recorriendo un soélido y va
comunicando una potencia calorifica que hace
aumentar la temperatura del mismo. Cuando se alcanza
la temperatura de fusion del material Tg el solido
empieza a fundirse pasando algunas zonas a parte
liquida. En la zona de fusion la temperatura se
mantiene constante y el calor se emplea en el cambio
de fase, apareciendo una zona de mezcla (llamada en
inglés ‘mushy region’), donde coexisten la fase liquida
y la solida. Cuando localmente todo el sélido se ha
fundido, el liquido resultante puede seguir aumentando
su temperatura al recibir calor (o por el contrario el
liquido se va solidificando si cede calor a otras partes
del solido o al ambiente). La zona fundida al aumentar
su temperatura T > Tr y en presencia del campo
gravitatorio empieza a generar corrientes convectivas
debido a la flotabilidad inducida por la gravedad.

g
Q lg

T
T
©Rsliquid phaser$odr
BRT en ‘Do‘ |gool X
solid phase ©& oo solid phase
53, 0!
1% o
* .
mushy region
Figura 1. Esquema del proceso de soldadura

considerado en este trabajo. Fuente: elaboracion
propia.

Para estudiar este fendmeno se realizard una
modelizacion conjunta de las tres zonas que pueden
aparecer en el dominio (fase solida, fase liquida y zona
de mezcla). Para ello, se plantea la ecuacion de
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conservacion de la energia, expresada de forma
conservativa en términos de la entalpia, junto con
ecuaciones de conservacion de masa y cantidad de
movimiento para determinar la velocidad del fluido
cuando aparezca. Se hace notar que la mayoria de los
modelos presentados en la literatura formulan la
ecuacion de la energia Uinicamente en términos de la
temperatura. Un planteamiento que es erroneo si se
quiere describir con realismo la zona de fusion en
materiales puros que se mantienen a temperatura
constante mientras sucede el cambio de fase.

Son numerosos los métodos numéricos empleados para
resolver numéricamente problemas de naturaleza
metalirgica, como el método de Galerkin para
elementos libres [2], método de Petrov-Galerkin [3],
método de volimenes finitos [4] y método de
elementos finitos [5]. En este trabajo se ha utilizado un
esquema de caracteristicas Lagrange-Galerkin [6] [7]
[8][9], para resolver el modelo matematico.

El método numérico hara uso de un esquema temporal
de tipo BDF2 (en inglés, Backward Differentiation
Formula) cuya tasa de convergencia alcanza el orden
0(At?), mejorando asi a las tasas de convergencia de
trabajos previos presentes en la literatura cuyos valores
alcanzan el orden O (At), equivalente a un esquema tipo
Euler implicito. Como discretizaciéon espacial se
utilizara el método de elementos finitos con polinomios
cuadraticos, alcanzando tasas de convergencia espacial
del orden O(h?) para soluciones regulares. Como en
este caso, las entrefases pueden producir
discontinuidades en las variables fluidas, esta
convergencia cae, el uso de refinamiento local de malla
se hace imprescindible. En este trabajo se utilizaran
técnicas de adaptacion de malla con elementos
anisotropos [8] [9].

2. Metodologia
2.1. Ecuaciones que modelan el fendmeno

En esta seccion se presenta el modelo matematico que
va a describir el fendmeno de soldadura descrito en la
introduccion y mostrado esquematicamente en la
Figura 1.

2.1.1. Ecuaciones de conservacién de masa y
cantidad de movimiento

En primer lugar se plantean las ecuaciones de
conservacion de la masa y cantidad de movimiento
para calcular el campo de velocidades de la fase
liquida. Para simplificar el modelo se considerara que
la densidad del s6lido y del liquido es la misma, un
valor constante que no depende ni de la temperatura ni
del estado tensional del solido.



Contribucién al Modelamiento Matematico y la Simulacién Numérica del Proceso de Soldadura 3

Para la ecuacion de la cantidad de movimiento,
asumimos que el liquido se comporta como un fluido
newtoniano con viscosidad constante y la variacion de
la densidad por cambios de la temperatura solamente
se retienen en el término de flotabilidad segin el
modelo de Boussinesq en la zona fundida. Por otro
lado, para modelar el flujo de fluido a través de medios
porosos, se ha considerado también el modelo de Darcy
[10]. Quedando las ecuaciones como:

V.-v=0
{p (%+V-Vv) = —Vp+uAv—pB(T—TF)g—%v (1)

En el sistema de ecuaciones (1), v = {v;, vy, ..., v4} es
el vector de velocidad del fluido, para nuestro caso en
particular, como el estudio es bidimensional, tenemos
que,d = 2, g es el vector de la aceleracion gravitatoria,
p es la presion hidrostatica, y T es la temperatura.
Ademas, p es la densidad constante tanto para liquido
como para solido, [ es la viscosidad dinamica, 8 es el
coeficiente de expansion térmica y Tg es la temperatura
de fusion, donde la fase liquida comienza a aparecer.
Finalmente, K es la permeabilidad porosa de la zona
mixta o de mezcla de fases, que se modelizara como un
medio poroso, cuyo modelo lo describe la ecuacion de
Carman-Kozeny [11].

K=K, —%~ conK, =% (2
- 0(1—YL)2’COn 0™ 180 @)

donde K, la permeabilidad porosa basica y d, el
diametro promedio de una particula so6lida, que
considerard la zona mixta compuesta por una matriz
regular de granos esféricos sumergidos en el material
liquido, siendo Y}, la fraccion masica de liquido.

Las ecuaciones (1) son validas en el dominio completo,
es decir, para las tres zonas definidas (sélida, liquida y
mixta). Para la zona sélida la solucion es v = 0, donde
Yp=0 y K=0, para la zona liquida quedaran
activadas las ecuaciones de Navier-Stokes, donde
Y, =1 y K- +oo; finalmente, para la zona mixta
donde la temperatura es constante T = T, el modelo se
reduce a la ecuacion de Darcy.

Las ecuaciones mencionadas se completan con la
condicion inicial a tiempo t = 0, partiendo de la zona
solida con v=0, y condicion de contorno donde
también se considera que v = 0 en Q.

2.1.2. Ecuacién de conservacion de la energia

La ecuacion de conservacion de la energia, se formula
como:

donde A es la conductividad térmica, y Q es una fuente
de calor volumétrica conocida, ya sea ésta de tipo laser
o de arco eléctrico. Se considera que A se encuentra
definido por partes, con valores constantes, tanto para
la zona s6lida Ag como para la zona liquida A;.

Para la descripcion de los problemas en soldadura, la
entalpia h, se revela como la variable de estado mas
apropiada para describir la zona mixta, donde coexisten
las fases solida y liquida. El valor de la entalpia h es la
suma de una parte relacionada con el calor sensible y
otra con el latente, asi:

dh = dhgep, + dhyy = cdT + HpdY, (4)

El valor de la entalpia h es una funcion de la
temperatura T, de la fraccion de liquido Y;, del calor
especifico ¢ y del calor latente de fusion Hg. En el
presente estudio, se considerara el valor del calor
latente de fusion constante, y el calor especifico c se
define por partes: cg para la zona sélida, y c;, para la
zona liquida.

cs(T — Ty); T< T Y, =0
h = hs + HFYL; T = TF' 0< YL <1 (5)
hL + CL(T - TF)' T> TFJ YL =1

donde T, es la temperatura ambiente, y Tr es la
temperatura de fusion. Ademads, se define hg =
cs(Tg — Ty) como la entalpia del limite solido y h;, =
cs(Tg — Ty) + Hg como la entalpia del limite liquido.
La definicion de la entalpia en (5) permite calcular la
temperatura T y la fraccion masica de liquido Y;,, como
funcioén tUnica de la entalpia de forma monoétona y
univaluada. Lo que sera fundamental para la resolucion
numérica de la ecuacion.

{TO + %, h S hs,
T=4Tpy he < h < hy, (6)
Tp + 22k h>h,
CL
0; h S hs,
h—-hg |
Y, = hohs’ hs < h <hy, @)
1, h 2 hL’

Ademas, de nuevo para facilitar la convergencia del
método numérico resulta conveniente definir una
nueva variable auxiliar du = A(T)dT, que estard
definida como:

}\S(T - TO)! T S TF!
u= (®)
As(Tg = To) +AL(T = Tg); T > T,

Por ultimo, las ecuaciones se completan con
condiciones iniciales y de contorno. Para t =0 se



considera un medio solido, Y; = 0, a temperatura
ambiente, T =T, (con entalpia h=0). Las
condiciones de contorno pueden ser impuestas como la
temperatura en el contorno Iy de tipo Dirichlet, o un
fluyjo de calor impuesto, como la pérdida de calor
debido a los mecanismos de conveccion en el contorno
[r de tipo Robin.

T= T07 cn FD) (9)

A2 = (T - Ty), enTx. (10)

2.1.3. Formulacion adimensional

Con la finalidad de caracterizar mejor el fendémeno
fisico es conveniente formular adimensionalmente el
problema. Esta formulacion muestra el orden de
magnitud de los términos de las ecuaciones, y cuales
son realmente relevantes para caracterizar el problema.
Definimos las variables adimensionales como:

A r v U
p*:l; A*:—; r*:—; *=—; t*:—o
As Lo Up Lo
P h T-To
pr=—= =" 0= : (11)
pUg cs(Tg—To) Tr-To

Donde L, es la longitud caracteristica, y U, es la
velocidad caracteristica del problema. Definidas las
variables adimensionales en (11), las ecuaciones
diferenciales a resolver (1) y (3), quedan como:

Veevi =0,
v’ * * * __
6t*+(v Vv =
R U R ¢ __1 A=y
V'p +ReAV +Rez(6 De,, ReDa T.° V¥,
Oh" | Cu rapey L e
E"-V (vh)—PeAu +Q

(12)

donde aparecen los siguientes nameros
adimensionales: Reynolds Re, Grashof Gr, Darcy Da y
Peclet Pe.

PUoLo p?gBLY (Tr — Tp) Ko pcsLoUo
= ,Gr = ,Da= =—

Re —,
M w2 L5

S
13)
De la misma forma, las condiciones de contorno (9) y
(10) se reescriben de la siguiente forma.

v =0; en 0Q
0= O, en FD (14)
22 = Nue; en T

on* ’ R

Donde Nu es el numero de Nusselt, definido como:

aLg

Nu= 2 (15)
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Y las relaciones (6), (7) y (8) se reescriben:

(h*; h*<1
N 1
* 1 Cs * i
1+ - (1 )] mz1eg
(16)
0; h<1
* . * L
Y, (h*) = (h*—=1DSte; 1< h* <1+ s
1; h*>1 +i
Ste
(17)
0; 0<1
u*(8) = (18)

Lo-1+1 6>1
As

En estas relaciones aparece un nimero adimensional de
suma importancia en estos problemas de cambio de
fase, el nimero de Stefan que se define como:

Ste = STET) (19
Hp

De ahora en adelante, se omitira el asterisco (*) en las
variables que lo llevan, para no recargar la notacion de
forma innecesaria. Por lo tanto, a partir de ahora todas
las variables que aparezcan seran adimensionales.

2.2. Método numérico

Para la resolucion numérica del modelo matematico
propuesto se utilizara la formulacion conservativa del
esquema Lagrange-Galerkin. Después de esto, se
procedera a la discretizacion temporal y espacial, que
nos conducira al problema matricial a resolver.

Las variables incognitas del problema seran v,p, h, y
como variables auxiliares tendremos 6, Y, u.

2.2.1. Discretizacion y resolucion de la ec. de la
energia

Si se multiplica la ecuacion de la energia por la funcion
test ¢ y se integra en un dominio mévil (), se llega a la
siguiente ecuacion integro-diferencial.

d 1 Nu

— JahodX + o [ Vu - VodX + P_ef?R 0pdo =

J;QedX, Vo€V, (20)
ConV, = {p € H'(Q): ¢|r, =0, yDd/Dt = 0} .
Estando el dominio moévil Q(t) definido por la

trayectoria de las particulas fluidas X (X, t,; t) calculada
como:
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- t<t,

{M = v(X(x, ty; 1), ); @1
X(x,ty; ty) = X,

donde X(X,t,;t) representa la posicion de la particula
fluida para instantes t <t, que en el instante t,
alcanzara el punto x del dominio Q, como puede verse
en la Figura 2.

X= L(X5 'tu.: tu Ij

Figura 2. Representacion esquematica de la trayectoria
de la particula fluida que parte de X(x,t,; t,—1) para
llegar a x. Fuente: elaboracion propia.

Como la velocidad del fluido en el contorno del
dominio satisface Vv|sq =0, el dominio quedara
invariante O = Q(t) vVt <t,.

El siguiente paso es discretizar la ecuacion anterior en
el tiempo y posteriormente en el espacio. Para llevar a
cabo la discretizacion temporal, se aplicara un esquema
BDF2 de segundo orden O(At?) obteniendose la
correspondiente  formulacion débil del problema.
Conocidas las variables para los instantes previos t,_;
y ty_, debemos encontrar la funcion incognita h(t,) =
h™ € V, que satisface.

2AtNu
Pe @™ @), = (22)
Vgo € Vo,

{3(h“, P)a + g (", Ve)q +
(f", @)q,

donde
7 = 2AtQ" + 4R 1(X" (%)) — " 2(XP 2 (x)).

En la ecuacion (22), se ha empleado la notacion
estandar del producto escalar para reemplazar las
integrales y también se ha empleado la notacion

compacta para X"7{(x) como el pie de la curva
caracteristica en el instante t,_;, X"7{(x)=
X(x,ty;t,—;). BEstas curvas caracteristicas son
calculadas con un método de Runge-Kutta de orden 2
(siendo coherente con la discretizacion del BDF2)
usando a su vez, una extension lineal de la velocidad
definida por las velocidades previas v® 1(x) y
vi2(x).

Para obtener un problema de dimension finita se pasa a
trabajar con un espacio funcional discreto V},, asociado
a una triangulacion o mallado del dominio
seleccionado (), denotada por T},. El espacio V}, se
encuentra formado por polinomios a trozos que son
cuadraticos en cada elemento K €T, de la
triangulacién. Consideramos una base {qol-}?lz"l de 4,
donde cada ¢; es la funcion de base nodal asociada al
nodo i del mallado. De esta manera, buscamos las
funciones incognita discretas hy, 04, up, Y3, € Vi, y se
satisface.

hR(x) = 30 h? ¢, (%),
or =0(hM), Y& =Y.(hD), ul =u(6M) (23)

Una vez introducida la discretizacion de Galerkin de
elementos finitos, la formulacion débil (22) se puede
escribir de forma matricial. Conocidos los datos A™ 1,
h"=2 € RN, asi como la aplicacion para calcular
X"1(x) y X" %(x), el objetivo serd encontrar los

vectores h™, B", i" € RN~ tales que:

=_ 2AtNu =

77N 4 2At5on pn = fm
3MA™ + - Ru" +—— M 8" = f
on = o(hD); Vi=1,., Ny, 24)
u = u(ep); Vi=1,., Ny,

Con las componentes de las matrices y de los vectores
calculados como.

M;; = (éoi,fpj)ﬂ, Ri; = (Voy, Vij)Q, Mrij = (o4 (Pj)r-R

Algoritmo: Algoritmo de tipo Newton para resolver la ec. conservacién de la energfa

. . . -—n—1 —n—2 .
Datos Para el instante de tiempo t,,, son conocidos h~ ~, h ", y la tolerancia de parada del
algoritmo Toln .
“ e g -—n —n—1
Inicializar hy) =h , errory, =1, k= 0;
n o __ n oo _ no\.
Evaluar 0, = 0(hg),) v ug); = u(05););
mientras errory,, > Toly, hacer
—n . =" —n —n
Calcular dhy, ) resolviendo: Jyy dhy ) = —F;
= -n
Calcular erroryw = |[hy11y = hyyll2;

Incrementar k =k +1;
Actualizar hy ) = lz}f) + (1/z}f+1):

Actualizar 0); = 0(hy);) v up); = u(0)),);

fin

Resultado " = /17;). o = 0(h}) yul =u(d)).

Figura 3. Algoritmo de tipo Newton para la resolucién de la ec. conservacion de la energia. Fuente:

elaboracion propia.



£ = (206Q" + 4r" ' (X' () - (X2 (), 94), (25)

Con esta definicion de matrices (25), se puede
introducir el algoritmo de resolucion de Newton, que
se muestra en la Figura 3.

donde las matrices y los vectores del método de
Newton se escriben como:

Fp = 3MR}, + Rip) + 2o i = M, O — ™
(26)

2At 5=

Ji) = 3M + 2= RD} + 2275 My, D

MFRDR)’

Las matrices 5,?) que aparecen en (26), son matrices
diagonales, que se iran actualizando en cada iteracion
del algoritmo. Para ello, se tienen en cuenta las
relaciones (16) y (18), quedando.

du dae
Diyij == an A(ekl) ij
J°
U ae By 4P hk) ) iRy
de
Dk)l} anlnp, i 27
13

2.2.2. Discretizacion y resoluciéon de la ec. de
conservacion de masa y cantidad de movimiento

El mismo formalismo que se aplicé a la ecuacion de la
energia, se puede aplicar a las ecuaciones que
determinan el movimiento del fluido. Aplicando un
esquema de Lagrange-Galerkin, se puede reducir el
problema no lineal de Navier-Stokes a un problema
lineal de Stokes, sobre el que se aplica también un
esquema de discretizacion temporal BDF2. La
formulacion débil del problema consiste en encontrar
en t, las funciones v® € (Wy)? y p™ € L?(Q), tales
que:

Z_At aae ((1-v))* ) _
3(vh,w)g +— (Vv Vw)g+ReD< e V.wﬂ_

ZAt(p ’ v w)ﬂ. + (fvlw>ﬂl vw € (WO)Z'
vq € L2(Q),

(28)

{(V’Vn'q)ﬂ = 0,

donde

fn = 4yn- 1(Xn 1(X))—Vn Z(Xn 2( ))+2 tGr

(en - 1)exz

el espacio funcional W, = {¢p € HX(Q): b|yq = 0}
que tiene en cuenta las condiciones de contorno
homogéneas para la velocidad. A partir de la resolucion
de la ecuacién de la energia, expuesta con anterioridad,
son conocidas en el tiempo t, las propiedades
termodinamicas h", 8", Y; por lo que las tnicas
incognitas de (28) a despejar son la velocidad v" y la
presion p™. Para la discretizacion espacial se utilizaran
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elementos finitos del tipo Taylor-Hood P2/P1,
cuadraticos para la velocidad y lineales para la presion
para satisfacer la condicion de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi.

Finalmente, el sistema lineal de matrices obtenido
mediante la discretizacion espacial serd resuelto con un
algoritmo de gradiente conjugado con
precondicionador de Uzawa [12] [13] [14].

2.2.3. Refinamiento local de malla

Por ultimo, para terminar con la seccion dedicada a la
discretizacion y resolucion numérica de las ecuaciones,
dedicaremos unas lineas a comentar el refinamiento
local de malla utilizado para resolver el problema.

El objetivo principal de las técnicas de adaptacion de
malla es construir para cada instante de tiempo t,, un
mallado T}, con el menor nimero de grados de libertad
y que permita tener una descripcion lo mas precisa
posible de la solucion que se quiere hallar. Para ello,
hay que definir un mallado mas denso en aquellas
zonas donde el error numérico cometido sea mayor.
Eso se consigue construyendo un indicador del error
cometido, que se puede calcular a posteriori utilizando
la solucion numérica. Ademas, otra informacion
valiosa que aporta la solucion numérica es si existe
presencia de alguna orientacion espacial caracteristica.
Es habitual en problemas de Mecanica de Fluidos la
presencia de capas limites, chorros, capas de mezcla,

., motivo por el cual se pueden orientar los elementos
del mallado siguiente esas direcciones, dando lugar al
desarrollo de mallados anisotropos. En la Figura 4, se
puede observar un esquema de un elemento anisétropo
K € T}. Para ser definido se requiere conocer su
tamafio, forma y orientacion, caracteristicas que se
recogen en el llamado tensor métrico Mg que se define
cOmo:

My = |K|"2/9RS 'RiT, (29)

donde el escalar |K| define el tamafio del elemento; la
matriz Ry = {7'1,10 woTag }, con Tig-Tjx = 0,
identifica las direcciones principales (orientacion) del
elemento K; y la matriz de factores de forma Sy =
diag{sLK, ...,sd‘K} . La definicion de esta ultima esta
relacionada con el cociente de las longitudes que
definen los ejes del elipsoide circunscrito al elemento

—2/d ,
six = (%1 Ax) ~ Lparai=1,..,d.

Figura 4. Parametros que definen el elemento
triangular anisétropo bidimensional K que estaran
recogidos en el tensor métrico. Fuente: elaboracion
propia.
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3. Resultados

Con la finalidad de probar el buen comportamiento del
algoritmo, se considera un dominio rectangular de
dimensiones € = [0,2.5] X [-1,0], con contorno
0Q = I UL U UL, como se puede ver en la Figura
5. Se considerard velocidad nula v = 0 en todas las
fronteras, y en la frontera I'y = I UL, UT, se fijard la
temperatura al valor de la temperatura ambiente 6 = 0
(h=0Y,=0), y en la frontera [R=TI; se
considerard una pérdida de calor por conveccion al
ambiente. La condicion inicial serah =0y v = 0.

0,0) I's (2.5,0)
Ty Q I
(0,-1.0) I (25,-1.0)

Figura 5. Esquema del dominio seleccionado. Fuente:
elaboracion propia.

La integracion numérica tendra lugar entre 0.0 < t <
5.0. Se considerara una fuente de calor adimensional Q
que se movera hacia la derecha con velocidad
constante. Para obtener mas informacion del proceso
fisico, la fuente de calor s6lo actuara hasta el instante
t = 1.0, como puede verse en la siguiente expresion:

Q= 256[—So(xl—(0.5+1.5t))z—10(x2+0.5)2](1 — e t< 1.0

1.0<t<5.0,
(30)

Q=0;

Finalmente, para definir completamente el problema
hay que especificar el conjunto de numeros
adimensionales que intervienen en el modelo
matematico, para ello se han seleccionado como
referencia para su calculo, las magnitudes con
dimensiones que se utilizan en algunos trabajos de la

t=025 t=0.5

—h

[|-=-0

literatura [4] [15]. Lo tnico en lo que difiere es que se
ha considerado un Gr mas elevado para que el
movimiento fluido tenga mas influencia en el
transporte de temperatura, y un Ste mas reducido para
que el efecto no lineal tenga mas relevancia, mostrando
asi mejor la eficiencia de nuestro algoritmo. El
conjunto de parametros adimensionales a considerar se
muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Parametros fisicos para el problema.

Numeros adimensionales Simbolo Valor

Stefan Ste 0.5

Reynolds Re 200

Grashof Gr 10°

Darcy Da 107*
Peclet Pe 40
Nusselt Nu 10

Razon entre calores especificos cs/c 0.75

Razén entre conductividades térmicas As/Ay 1.50

Fuente: elaboracion propia.

Como parametros de la simulacién numérica se
considerara un paso de tiempo At = 0.01 y una malla
adaptativa con tamafio maximo de elemento hy,,, =
0.1. Relativo a los detalles computacionales, todas las
simulaciones se han llevado a cabo en un ordenador i7-
8700 CPU con 16GB DDR3 RAM@1.3GHz, con
sistema operativo Ubuntu 20.04.4 LTS, usando un
codigo numérico escrito en lenguaje C.

En las Figuras 6 y 7 se puede ver una representacion
grafica de la solucidn en algunos instantes de tiempo
elegidos. Se representan en la parte inferior de las
figuras las isolineas que marcan la frontera entre la
zona de sélido y liquido, junto con lineas de corriente
azules que indican donde existe movimiento fluido. En
el panel superior se representa un corte por la linea
x, = —0.5 del dominio, para observar los perfiles de
las variables termodinamicas del problema y también
de la componente vertical del campo de velocidades

Uy,

t=075 | — ] T

—h

———f

[[---6

15 2 25 0

051 O 1 05F

1

- - N\
N\
- @Q©
""]. L - - " - " ‘nv
25 o 05 1 15 2 25

Figura 6. Soluciones obtenidas en los primeros instantes de tiempo t < 1.0, en los que est4 actuando la fuente

de calor externa Q. Fuente: elaboracion propia.



En concreto, en la Figura 6 se representa la solucion en
los primeros instantes de tiempo t < 1.0 en los que
actua la fuente de calor. Se puede ver que a partir de
t~0.25 el calor aportado ha conseguido calentar el
solido hasta alcanzar la temperatura de fusion 6 = 1,y
empieza a aparecer la zona de mezcla de fases, llamada
en inglés ‘mushy region’. La fuente en su movimiento
sigue aportando calor y en t~0.5 se observa la primera
zona de liquido puro a temperaturas mayores de las de
fusion. Es a partir de ese momento, cuando los
términos de flotabilidad dejan de ser nulos y empieza
el movimiento del fluido. Para tiempos mayores se
observa una coexistencia de las 3 regiones (zona de
solido, zona de liquido, y zona de mezcla). En la zona
delantera (a donde va llegando la fuente de calor) se
produce la fusion del solido, y presenta gradientes
relativamente suaves en la variable entalpia h. Sin
embargo, en la parte trasera (de donde se aleja la fuente
de calor) se produce la resolidificacion del liquido
formado, y se van formando unos frentes en la variable
entalpia h muy acusados entorno a las lineas que
marcan la zona de mezcla y que hace que la zona donde
coexistan las fases se vaya reduciendo.

Una vez apagada la fuente, empezara el fenomeno de
enfriamiento y de homogeneizacion de la temperatura,
efecto que se puede observar en detalle en la Figura 7.
En pocos instantes de tiempo la zona donde existe la
mezcla de fases empieza a reducirse drasticamente,
fruto de la resolidificacion del material. Se puede
apreciar esta desaparicion de la zona de mezcla muy
bien en los laterales y en la zona superior donde el
movimiento del fluido es mas lento. Sin embargo, en la
zona inferior es donde se mantiene la zona de mezcla
hasta los ultimos instantes de tiempo. Por otro lado,
conforme el tiempo avanza, se observa la desaparicion
completa de la zona de mezcla, quedando solamente la
fase solida y la fase liquida, separada por una zona de
discontinuidad, que va reduciendo su tamaiio debido al
calor que se va perdiendo.

XV CIBIM - 2022, Madrid

Pero el calor solo fluye en los bordes de la entrefase,
porque en el interior, donde esta el liquido a
temperatura 6 = 1, no existe conduccion del calor.

Para finalizar, en la Figura 8, se muestra la evolucion
en el tiempo del nimero de iteraciones internas que
realiza el algoritmo de Newton para resolver la
ecuacion de la energia de naturaleza no lineal. Se puede
observar el buen comportamiento del algoritmo de
Newton utilizado, no llegando a superar las siete
iteraciones en ningin momento del proceso. Por otro
lado, se ha representado el numero de elementos que
configura el mallado adaptativo en funcién del tiempo.
Se observa como alcanza el nimero de elementos un
maximo cerca del instante donde se desactiva la fuente
de calor, y posteriomente el nimero de elementos va
descendiendo ligeramente.

n° Iterations
n° Elements

Figura 8. Evolucion temporal del niimero de
iteraciones internas del método de Newton y del
nimero de elementos en el mallado adaptativo.
Fuente: elaboracion propia.

4. Conclusiones

El presente trabajo presenta un método numérico
basado en la metodologia de Lagrange-Galerkin para
resolver un problema de soldadura. EI modelo
matematico se formula para definir correctamente la
zona solida, liquida y la zona de mezcla o blanda, que
aparecen en el problema.

t=125

t=15

Figura 7. Soluciones obtenidas en los instantes finales de tiempo t > 1.0, en los que deja de actuar la fuente

de calor externa Q. Fuente: elaboracion propia.
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La ecuacion de la energia se escribe de forma
conservativa en la variable entalpia y para obtener el
valor de la entalpia h se emplea el algoritmo de
Newton. La ventaja de utilizar la variable de estado
entalpia h es que el resto de variables termodindmicas
pueden escribirse de forma monotona y univaluada en
funcion de ella. Se ha comprobado las buenas
propiedades del algoritmo de Newton en cuanto a la
velocidad de convergencia, al hecho de no requerir
parametros  adicionales, y al barato coste
computacional para realizar el ensamblado matricial en
cada iteracion.

Para describir el campo de velocidad v, se utilizan las
leyes de conservacion de masa y cantidad de
movimiento, que son validas en las tres zonas del
material. Se considera fluido incompresible, salvo en
los términos de flotabilidad dados por el modelo de
Boussinesq. La zona de mezcla de fases se considera
un medio poroso donde se tiene en cuenta la ley de
Darcy. Para resolver numéricamente el problema de
Stokes que se forma, se utiliza el algoritmo de
gradiente conjugado tipo Uzawa.

Por ultimo, se empled para realizar las simulaciones
numéricas el método de los elementos finitos con
técnicas de adaptacion de mallado anisotropo. Este
mejora sustancialmente los tiempos de calculo y la
precision obtenida.
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