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Abstract 

The objective of this work is to obtain a simplified mathematical model, based on the model of De Pillis 

[1]. This mathematical model governs cancer growth on a cell population level with combination immune 

and chemotherapy treatments. The new model behaves the same way as the model of De Pillis [1] for the 

same initial conditions, the same parameter values and the experimental data obtained by De Pillis [1] in 

mice and humans. This allows an analytical model that is not possible with the full model of article [1]. 

From them, we conclude that chemotherapy alone can remove a tumor. However, the application of 

immunotherapy alone does not always eliminate the tumor. It is more effective to first apply 

chemotherapy and immunotherapy applied between each cycle. Thus we get tumor cells killed in a 

smaller number of cycles. Furthermore, the treatment is less harmful to the rest of the body. 

 
Keywords: Chemotherapy, Immunotherapy, Tumor, Mathematical Model, Interleukin-2 (IL-2), Cytokine. 

Resumen 

El objetivo de este trabajo es obtener un modelo matemático simplificado partiendo del modelo De Pillis 

[1]. Este modelo matemático gobierna el crecimiento de las células tumorales con la combinación de 

tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia .El nuevo modelo obtenido se comporta de la misma 

manera que el modelo de De Pillis [1] para las mismas condiciones iniciales, los mismos valores de los 

parámetros y los datos experimentales obtenidos por De Pillis [1] en ratones y seres humanos. Este 

modelo permite un estudio analítico que no es posible con el modelo completo del artículo [1]. El nuevo 

modelo permite  realizar simulaciones numéricas con distintas condiciones iniciales. Deducimos que 

aplicando únicamente la quimioterapia se  puede eliminar el tumor.  Sin embargo, la aplicación de la 

inmunoterapia por sí sola no siempre elimina el tumor. Es más eficaz dar primero quimioterapia y 

después aplicar la inmunoterapia entre cada ciclo. Así conseguimos matar las células tumorales en un 

número más pequeño de ciclos. De esta forma el tratamiento es menos dañino para el resto del organismo 

Palabras clave: Quimioterapia, Inmunoterapia, Tumor, Modelo matemático, Interleucina-2 (IL-2), Citoquina. 

1 Introducción: El cáncer es una de las principales causas de mortandad.  Debido a ello, esta enfermedad  

es una de las más importantes áreas de investigación. Los modelos matemáticos son muy útiles para 

verificar la validez de un tratamiento y su evolución en el tiempo. Ahorran costes de experimentación .Es 

importante estudiar cómo afectan los tratamientos de quimioterapia e inmunoterapia al crecimiento de las 

células tumorales.  Existen diversos modelos matemáticos donde se incorpora la presencia del sistema 

inmunológico, como el modelo de  De Pillis [1], el modelo de Isaeva[7]  ,el modelo de Kirschner y 

Panetta [8] y el modelo desarrollado por Kuznetsov [9][10]. Y hay numerosos trabajos [11]-[24] que 

estudian la relación del tumor con el sistema inmune. En estos modelos matemáticos se observó un 

comportamiento cíclico del tumor ocasionado por la interacción del tumor con el sistema inmune. El 

modelado matemático de todo el  sistema inmunológico es complejo. Nos debemos centrar en los 

elementos que sabemos que son importantes para controlar el crecimiento tumoral. 

Los tratamientos habituales para la lucha contra el cáncer han sido la cirugía, la quimioterapia y la 

radioterapia. Últimamente se está estudiando cómo afecta la inmunoterapia. Hay trabajos hechos en 

laboratorios y experimentos clínicos donde se ha demostrado la importancia del sistema inmune para la 

lucha del cáncer [2][3][4]. Es conocido que los  pacientes con SIDA son más propensos a padecer esta 

enfermedad. Incluso son propensos a  padecer algunos tipos de cáncer poco usuales como el sarcoma de 

Kaposi, el cáncer cervical invasivo  y el linfoma no Hodgkin. Esto es debido a que su sistema 

inmunológico está debilitado [5][6]. La inmunoterapia fortalece el organismo, mediante la manipulación, 

activación o estimulación del propio sistema inmune. Potencia la  capacidad natural del organismo para la 

lucha contra células extrañas. Hoy en día se conocen tres categorías principales de inmunoterapia: los 

modificadores de la respuesta inmune, los anticuerpos monoclonales y las vacunas. Dentro de los  

modificadores de la respuesta inmune están las interleucinas (IL2),  interferones, factores de necrosis 

tumoral (TNF), factores estimulantes de colonias (CSF) y las células B-factores de crecimiento [25][26]. 

Tendremos en cuenta solo los modificadores de la respuesta inmune como es el caso de las interleucinas 

(IL2). Estas citoquinas naturales del cuerpo humano activan la producción de los linfocitos T  CD8 +. 

Este tipo de linfocitos citotóxicos identifican y atacan de forma directa a las células infectadas. Inyectan 

enzimas tóxicas que ocasionan la destrucción celular. Se les denomina CD8 + por tener el receptor de 

membrana CD8. 

Resumimos a continuación el modelo usado por De Pillis [1]. Este modelo matemático de ecuaciones 

diferenciales ordinarias (EDO) regula el crecimiento de las células cancerígenas cuando se aplicaban 

tratamientos de quimioterapia, inmunoterapia y tratamiento con vacunas .El artículo [1] ajusta los 
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parámetros del sistema con datos experimentales en ratones y humanos. Hace un análisis de estabilidad y 

localiza los puntos de equilibrio. El modelo obtenido en el artículo [1] describe la interacción de cuatro 

poblaciones de células y dos concentraciones de fármaco: 

      Células tumorales. 

      Población de células NK. 

      Población de linfocitos T CD8 +.  

       El  número de linfocitos circulantes.  

    = la concentración de fármaco de quimioterapia en el torrente sanguíneo.  

    = la concentración de medicamento de la inmunoterapia en la sangre. 

El modelo de De Pillis[1] hace las siguientes suposiciones: 

• Un tumor crece logísticamente en la ausencia de una respuesta inmune. 

• Tanto NK y las células CD8 + T son capaces de matar las células tumorales. 

• La actividad y el número de células  NK y las células CD8 + T aumenta al entrar en contacto con  las 

células tumorales.  

• Las células NK se encuentran presentes en el cuerpo humano aunque no hayan células tumorales. Por 

ser parte de la respuesta inmune innata.  

• Los  linfocitos T CD8 +  sólo están presentes en grandes cantidades cuando también lo están las células 

tumorales. Ya que  forman parte de la respuesta inmune específica. 

• Las células NK y las células CD8 + T se desactivan después de un cierto número de encuentros con las 

células tumorales.  Lo  considera como muerte celular. 

• Los niveles circulantes de linfocitos los usa como una medida de la salud del paciente. 

• La fracción de la población tumoral destruida  por la quimioterapia depende de la cantidad de fármaco 

en el sistema .Esta fracción es menor que uno  porque  la quimioterapia sólo mata a las células tumorales 

en ciertas etapas del desarrollo  celular. 

• La quimioterapia también destruye a una fracción de células NK y linfocitos T CD8 +.  

Las ecuaciones que gobiernan la cinética de las poblaciones en [1]  tienen en cuenta: un crecimiento neto 

para cada población (                  , la fracción de células muertas 

(                        ), el reclutamiento de células (      ), la inactivación celular  

          ) y la intervención externa con la medicación (            ). En la Figura 1 se representan 

estas interacciones. Las células que intervienen en el sistema inmune son los NK y los linfocitos T CD8+. 

En [1] el crecimiento del tumor se supone logístico. Por lo tanto,    = aT (1 - bT).  

El crecimiento de los linfocitos T CD8 + consiste sólo en la tasa de muerte natural, ya que no están 

presentes en ausencia de células tumorales.  Por tanto    =-mL. 

La tasa de producción de células NK en el modelo De Pillis[1] está ligada a los niveles de salud 

inmunitaria general. Esta salud inmunitaria se mide por la población de linfocitos circulantes C (t). Luego 

   = eC-fN.  

Supone que los linfocitos circulantes se generan a una velocidad constante. Y que cada célula tiene una 

esperanza de vida natural.  Por lo que         .  
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También tiene en cuenta que después de cada tratamiento el medicamento de quimioterapia se elimina del 

cuerpo con el tiempo.  Ocasiona un decaimiento exponencial. Luego       . 

 Del mismo modo, supone que  el medicamento de inmunoterapia, la interleucina-2 (IL-2) decae 

exponencialmente. Luego      
 
  

 

Figura1: Esquema de [12] donde se representan todas las interacciones. Según el esquema observamos las 

ecuaciones que gobiernan la cinética de las poblaciones. En [1] se tiene en cuenta: un crecimiento neto para 

cada población                  , la fracción de células muertas                            el 

reclutamiento de células        , la inactivación celular (  ,       ) y la intervención externa con la 

medicación            . 

Las condiciones de la fracción de células muertas y la interacción entre las células tumorales y células  

NK toma la forma              . 

La lisis tumoral por células T CD8 +  la representa como: 

         
      

        
  

 

Nombra           
      

        
       y  obtiene            

También incluye un término para la muerte por el  fármaco de quimioterapia en cada una de las 

poblaciones de células. Como la efectividad de la quimioterapia es limitada, usa un término de saturación 

      

Por lo tanto,                   , Para         = T, N, L, C. 

Incluye otro término relacionado con la  administración del fármaco de inmunoterapia, la  interleucina-2 

(IL-2). La interleucina-2 (IL-2)  es una citoquina natural del cuerpo humano que estimula la producción 

de linfocitos T CD8 +. 
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Este es el término de activación desarrollado en el modelo tumor-inmune de Kirschner [8]. 

En [1] el reclutamiento de las células NK tiene la misma forma que la fracción de células muertas  ,  con  

   igual a dos.  

         
  

    
  

En [1] se tiene en cuenta que los linfocitos T CD8+T también son activados por los fragmentos de las 

células tumorales que han sido lisadas por otras células  T CD8 +. Su término de reclutamiento tiene la 

forma           
    

       

Considera que los linfocitos T  CD8+ también pueden ser reclutados por los restos de células tumorales 

lisadas por células NK. Y el término de reclutamiento es proporcional al número de células muertas. 

Luego               .  

El sistema inmune también es estimulado por la presencia de células tumorales para producir más 

linfocitos T CD8+. Tiene en cuenta que el reconocimiento de la presencia del tumor es proporcional al 

número medio de encuentros entre linfocitos circulantes y el tumor. Luego               

Supone que la inactivación se produce cuando las células NK o los linfocitos T CD8+ han interactuado 

con las células tumorales varias veces y dejan de ser efectivas.  

Los términos de  inactivación que usa son: 

              y                  

Usa otro término de inactivación,             , para describir la regulación y represión de actividad 

de los linfocitos T CD8 +que se produce cuando hay niveles muy altos de activación. 

 

El término de intervención farmacológica   , para la población de linfocitos T CD8 + , representa una 

inmunoterapia. En la cual  los niveles de células inmunes son impulsados por la adición de antígenos 

específicos.   , es una función del tiempo denotada por         . La  intervención farmacológica para 

la quimioterapia   ,  y para la inmunoterapia   , son también funciones del tiempo, representadas  por 

          y          respectivamente.  

El Modelo original de De Pillis[1]tiene la forma: 

 
  

  
                                    (1)   

  

  

  
        

  

                            (2) 

  

  
      

    

                                            
    

    
                 (3) 

  

  
                          (4) 

  

  
              (5) 

  

  
               (6) 

   
      

        
    (7) 
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En el artículo [1] se usan  los datos de los pacientes 9 y 10 para el estudio. El paciente 10 tiene un sistema 

inmunológico más débil que el paciente 9. En [1] se obtiene que existe un punto de equilibrio para la 

situación de cero células tumorales. Y calculando el Jacobiano con los parámetros obtenidos 

experimentalmente deduce que es inestable. También usando dichos parámetros  llega al resultado de que 

solo existe un punto de equilibrio con un número de células tumorales   mayor que cero. Este otro punto 

es estable. Deduce que sin aplicación de quimioterapia ni inmunoterapia un tumor crece cuando hay 

pocas células tumorales. Y cuando hay muchas células tumorales se mantendrá y no decrecerá. Observa 

que al aplicar quimioterapia e inmunoterapia cambia la situación. Se consigue estabilidad en el punto de 

equilibrio de cero células tumorales. Así el tumor desaparece y no crece. También observa que la 

inmunoterapia depende del paciente. Ya que con las mismas condiciones iniciales en el paciente 9 la 

inmunoterapia eliminaba un tumor de tamaño     y sin embargo en el paciente 10 funcionaba con un 

tamaño  de    .  

Aunque este modelo del artículo [1] es muy completo y tiene en cuenta gran cantidad de parámetros y 

variables, pudiéndose ajustar a él la mayoría de los tipos de cáncer y características del paciente, este 

ajuste lleva su tiempo y no es sencillo. Y para este tamaño de EDO el estudio analítico es muy complejo. 

Nuestro objetivo será obtener un sistema de EDO simplificado del modelo de De Pillis[1]. Este nuevo 

modelo se comportará  de la misma forma con las mismas condiciones iniciales que el modelo del artículo 

[1]. Y nos servirá para representar la interacción entre los principales tipos de células de un paciente con 

las células tumorales. Permitirá un estudio analítico en situaciones que no son posibles con el modelo del 

artículo [1]. Se apoyará con simulaciones numéricas. Y lo utilizaremos como una herramienta sencilla y 

eficiente para simulaciones con distintas condiciones iniciales y variaciones de parámetros. De esta forma 

nos dará una visión más genérica. 

También observaremos la importancia de la inmunoterapia y la quimioterapia para cambiar la estabilidad 

del sistema. Consiguiendo evitar que el tumor vuelva a crecer.  

Para la obtención de este nuevo modelo matemático, partiremos del modelo de De Pillis[1] que hemos 

comentado. Y aprovecharemos la ventaja de que ya ha sido contrastado con resultados experimentales en 

ratones y humanos. En el apartado 2.1 partimos del modelo adimensional de [1]. En el apartado 2.2 

mostramos el nuevo modelo matemático que hemos obtenido. En el apartado 3 analizamos la estabilidad 

del nuevo sistema. Y en el apartado 4 vemos como afectan los tratamientos de quimioterapia e 

inmunoterapia a la estabilidad del sistema. 

2 El Modelo: 

Hemos obtenido un modelo matemáticamente equivalente partiendo del modelo de De  Pillis [1] 

comentado en el apartado anterior. Lo calculamos para el caso particular de un número constante de 

linfocitos circulantes      . De esta forma trabajábamos con un menor número de variables y parámetros. 

Mantuvimos el comportamiento cualitativo observado experimentalmente en los estudios del artículo [1]. 

Esto nos permitió un análisis matemático para casos en que no era posible con el modelo de [1].   

Tuvimos en cuenta que no existe un acuerdo universal sobre la dinámica que tiene lugar en el proceso 

inmune,  al igual que el tipo de crecimiento del tumor que en algunos trabajos se considera exponencial 

[20], en otros logístico [1] y otros trabajos [7] considera la ley de Gompertz. En el artículo [1] se 

comprobó con datos en ratones inmunodeprimidos que el crecimiento del tumor es de tipo logístico. 

La diferencia con los supuestos del modelo de De Pillis[1] , comentado en la introducción, es que tuvimos 

en cuenta solo el caso en que el número de  linfocitos circulantes      es constante. Esto quiere decir que 

el paciente no tiene otra infección. Ya que en situaciones normales la homeostasis del organismo se 

encarga por medio de la hematopoyesis de mantener constante el número de linfocitos circulantes. La 

alteración de la cantidad de linfocitos se relaciona con la existencia de una enfermedad o infección  [27].  

El nuevo modelo que obtuvimos  estaba formado por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias  

(EDO) cuyas variables de estado eran: Las poblaciones de células tumorales, las células inmunes 

específicas y no específicas, y las concentraciones de las intervenciones terapéuticas. 

Para adimensionar el sistema del artículo [1] hicimos la hipótesis de que las variables adimensionadas 

eran del orden de la unidad. Así pudimos despreciar los términos con coeficientes pequeños. 
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Los parámetros los representamos con letra minúscula y las variables de estado con letra mayúscula. 

Hemos usado una  nomenclatura igual  al artículo [1] para poder comparar los modelos. Y el subíndice 

añadido        para distinguir los términos originales del artículo [1] de los nuevos términos.  

2.1 Obtención del Modelo 

Hicimos un  estudio adimensional  del modelo de De Pillis[1] (ecuaciones  (1)-(7))  cuando se suprime la 

quimioterapia y la inmunoterapia . Así determinamos los parámetros más importantes y los que se pueden 

suprimir. En el Anexo8 se describen los parámetros usados por el artículo [1]. 

El Modelo de De Pillis [1] sin quimioterapia ni inmunoterapia es el siguiente: 

  

  
                      (10) 

  

  
        

  

             (11) 

  

  
      

    

                               (12) 

  

  
          (13) 

  

  
        (14) 

  

  
           (15) 

   
      

        
     (16) 

Efectuamos los cambios de variables, donde                  son las nuevas variables y 

               son los parámetros que adimensionan las variables originales. 

      
            

             
              

                
         

  

  
 

Para destacar la interacción de las células tumorales con los linfocitos T  CD8+ consideramos.   

   
 

 
                

 

 
                 

 

 
                 

 

 
              

   

   
    

En [1] se hizo un estudio adimensional distinto. Se adimensionó con    al tener en cuenta el tamaño del 

tumor. Siendo   el tamaño característico. Consideramos que era más relevante para la dinámica del 

sistema inmunitario adimensionar con    . Tenemos en cuenta el tiempo característico. De esta forma 

conseguimos que se hiciese la unidad en los coeficientes que rigen la dinámica de las células tumorales y  

de los linfocitos T CD8 +. Estos linfocitos T CD8 + representan la  respuesta inmune específica. El 

tiempo característico es el menor de los que determinan las variaciones del número de células tumorales o 

del número de linfocitos T  CD8 +. 

Renombrando  los parámetros obtuvimos 
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Nos quedó el sistema adimensionado sin tratamiento de quimioterapia ni inmunoterapia siguiente: 

   

                                 (17) 

   

                     

        
            (18) 

   

          
          

             
           

      
                   (19) 

   

                 (20) 

     
 
  

   
 

        
  

   
       (21) 

Calculamos los nuevos parámetros de los pacientes según los valores de la Tabla 2[[1]-pag48-49] 

paciente 9 paciente 10 

  = 2.1116667   = 0.0472346 

   = 0.0001465    = 0.0058506 

   = 0.000099    =  0.0000022 

    = 11.4705882    =0.2565790 

   = .2019608    =0 .0045175 

   = 0.0610294     =0.0013651 

    = 0.0009787     = 0.0000006 

   = 0.1220589     = 0.0027303 

    =0.0426125     = 0.0000002 

   = 1     = 1 

  = 2.4084507    = 2.2578616 

   = 1    = 1 

  
   = 0.1701409   

  = 0.0038058 

  
   = 19.9142157   

 =0 .4454496 

   = 0.0839000    = 0.0512000 

    = 66.6621086    = 59.534713 

   = 0.0588235    = 0.0008772 

Tabla 1. Calculamos el valor  los nuevos parámetros adimensionales para los paciente 9 y 10 del artículo [1] 

(anexo7) 

Sustituimos en el sistema adimensional (ecuaciones            los nuevos parámetros obtenidos con 

los datos del paciente 9 de [1]: 

   

                                               (22) 

   

                    
     

             
                (23) 

   

             
          

                
                                                            (24) 
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         (25) 

        
 
  

   
 

      
  

   
     (26) 

Eliminamos el término de reclutamiento         

        
      al observar  los parámetros de la Tabla 1  y 

compararlos con el resto de los términos. Ya que quedaba como     
     

            
   que se aproxima a 

0.06    . Lo pudimos suprimir al ser el término        en la ecuación (23) de magnitud mayor. Y 

además había un flujo mayor debido a los linfocitos circulantes que considerábamos constante. Si en el 

modelo nuevo hubiésemos tenido en cuenta que el número de los linfocitos circulantes no era constante 

no podíamos suprimir dicho término. 

El término        
          

             
        de la ecuación (24) quedaba como     

          

               
   que se 

aproxima a 0.12   . Lo suprimimos ya que en la misma ecuación el término     es de orden mayor.  

El término     
       

           quedaba como                      en la ecuación (24). Lo 

sustituimos por   
      al tener magnitud mayor. Por tanto eliminamos el reclutamiento de las células T  

CD8+ ocasionado por los restos de células NK que han matado las células tumorales. Ya que tenía una 

magnitud menor que el reclutamiento debido a los encuentros de los linfocitos circulantes con las células 

tumorales. 

Al tomar   constante,  era     
   

                        luego                     por tanto     
 

 
     

La ecuación              

              
  tenía  como valor máximo     y valor mínimo  cero. No pudimos 

suprimir la ecuación porque el parámetro           valora la relación entre células tumorales y 

linfocitos. Pudimos sustituirla por una función de comportamiento similar y menor tiempo computacional 

de la forma                

Son ecuaciones similares ya que la función  de tipo        
    

      
   es una función acotada entre 0 y 1. 

Se observó para el caso particular de los parámetros obtenidos en la Tabla 2 del artículo [1] que   tomaba 

valores entre 0 y 1 , y    tomaba valores mayores que 1 y menores que 3. La función se comportaba como 

la Figura 2. Su valor máximo era 1 cuando el número de linfocitos en mucho mayor que de células 

tumorales. Y tendía a 0 cuando el número de células tumorales era mucho mayor que de linfocitos.  

Es una función meseta. En este caso se usa para la saturación. Significa que cuando hay un elevado 

número de células tumorales y pocos linfocitos la fracción de células muertas por los linfocitos es 

prácticamente nula. El parámetro   está relacionado con la pendiente de la curva. Cuando su valor tiende  

a 0 la función        tiende a 1. Y cuando   tiende a 1 la función       tiende a 0 y no hay fracción de 

células tumorales muertas. 

La nueva fórmula                 
  

  

          (27)     

El parámetro   en el artículo [1] tiene valores de 1.81 y 2.09. Tomamos este parámetro   igual a 2. Y de 

esta forma al elevar   y   al cuadrado nos aseguramos que tengan valores positivos. 

La función              
  

   con 0<s<1  también es una función meseta acotada entre 0 y 1. Esta 

función emula al término         , con     y     , usado en los artículos [1] y [2] para 

representar la saturación. Fue sugerida en otros trabajos [8][11]. 
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Vimos hasta qué punto eran similares. Calculamos la distancia de las dos funciones con los parámetros 

del paciente 10 que aparecen en el artículo [1].  

Tomamos                           
                .Nos dio el valor 0.393249219  (ver Anexo1). 

En la Figura 3 la  representamos gráficamente. 

 

paciente 10 paciente 9 

 

En rojo         
     

         
    con               

En azul                   con         

 

En rojo   
     

          
    con                 

En azul            con                   

Figura3: Usando Maple V representamos el comportamiento de las dos funciones meseta con los parámetros   

y   del paciente 9 y 10 de [1]. La usada por De Pillis[1] en rojo y la usada por el Nuevo Modelo en azul. 

Obtuvimos   el sistema de EDO adimensional sin quimioterapia ni inmunoterapia: 

   

                                 (28) 

   

                       (29) 

   

               
                (30) 

         
  

   

            (31) 

 

2.2 Nuevo Modelo dimensional con quimioterapia e inmunoterapia  

Nos quedó el siguiente sistema EDO donde incluimos la quimioterapia y la inmunoterapia. Usamos la 

misma notación que el modelo del artículo [1]  para así poder compararlos. 

 

 
  

  
                              (32) 

  

  
 

   

 
                      (33) 
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          (34) 

  

  
             (35) 

  

  
              (36) 

       
  

  

        (37) 

 

2.3 El crecimiento 

En la introducción comentamos el modelo de De Pillis[1]. El crecimiento del nuevo modelo quedó de la 

siguiente forma. 

             es el crecimiento tumoral . Se supuso logístico igual que el modelo de origen. 

        es  el crecimiento de las células T CD8 +. Tuvimos en cuenta sólo la tasa de muerte natural, 

ya que las células T CD8 + se supone que no están presentes en  ausencia de células tumorales.  

 

    
   

 
     es el crecimiento de las células defensoras NK. Supusimos que el número de linfocitos 

circulantes se mantiene constante con valor  
 

 
 . Aquí si hay diferencia con el modelo del artículo [1]. 

Siendo     un factor que aumenta el número de linfocitos circulantes.  Y  –    es la tasa de muerte o 

inactivación celular. 

Supusimos  que después de la administración del medicamento de quimioterapia se eliminaba del cuerpo 

con el tiempo. La tasa de eliminación del medicamento era proporcional a su concentración, dando un 

decaimiento exponencial:       . 

Se supuso también que el medicamento de inmunoterapia  interleucina-2 (IL-2)  decae 

exponencialmente:      
 
 . 

2.4 Las fracciones de células muertas  

Consideramos las fracciones de células muertas como  las interacciones negativas entre dos poblaciones. 

Puede representar tanto una competencia por espacio y nutrientes como la interacción directa de la 

población celular. 

La fracción de células tumorales muertas por células  NK la tomamos igual que el artículo [1]. 

             

La fracción de células tumorales muertas por las células T CD8 + según el artículo [1] tenía la forma 

        
        

      

        
  

Representábamos  la fracción de células tumorales muertas por los linfocitos CD8 +T con la nueva 

fórmula, que se obtuvo en el apartado 2.1 
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          (8)       

Las fracciones de células muertas por la quimioterapia la dejamos como el modelo original  

                    , para         = T, N, L, C. 

Donde suponíamos que         eran parámetros más pequeños que   , y del mismo orden de magnitud. 

 

 

Figura2: Comportamiento de la función           siendo M>1 para M=1 en cian, M=10 en rojo y M=100 

en azul.   Al observar su comportamiento a concentraciones bajas de fármaco, vemos que la tasa de mortalidad 

es casi lineal, y a mayor  concentración, la tasa de muerte resulta ser independiente de M. 

La inmunoterapia provocaba un aumento de las células T CD8 +. Igual que De Pillis[1] incluimos el 

término que relacionaba la  administración de interleucina-2 (IL-2). 

    
       

    
 

En [1] los tres parámetros,          son similares a los del modelo de Kirschner [8] .Tenían una mínima 

modificación. Se consideraba solo la cantidad de IL-2 que es administrada y no la que es  producida 

naturalmente por el sistema inmune. 

2.5 El Reclutamiento.  

El término reclutamiento de células NK de [1] es                 
       

  

      

En el estudio hecho en el apartado 2.1,  lo eliminábamos al tener magnitud muy inferior al resto. Por el 

mismo motivo tampoco tuvimos en cuenta el reclutamiento de linfocitos T  CD8 +             

        
       

    

       

En [1] también se tuvo en cuenta el reclutamiento de las células T CD8+ ocasionado por los restos de 

células NK que han matado las células tumorales           
            

En el apartado 2.1 donde se desarrolla la obtención del modelo lo eliminamos. Ya que se obtuvo una 

magnitud muy pequeña al sustituir los datos experimentales de [1]. 

Los linfocitos T CD8+ también aumentaban cuando los linfocitos circulantes se encontraban con las 

células tumorales. El reclutamiento de [1]              
               en el apartado 2.1 quedaba como 
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     (9) 

ya que considerábamos constante el número de linfocitos circulantes. 

2.6 Condiciones de inactivación 

Hemos usado los términos de  inactivación desarrollados en el artículo [1]:    

              y                

Los parámetros en los términos de inactivación representaban las  tasas medias de inactivación. Los 

coeficientes de estos términos en las ecuaciones adimensionales  (23) y (24) eran grandes. No las 

eliminamos para que haya relación entre las poblaciones.  

El término de inactivación tercero,           amortiguaba los valores cuando había niveles muy altos 

de activación de linfocitos  T CD8+. 

2.7 Simulaciones comparando los dos modelos sin  quimioterapia ni  inmunoterapia. 

Usando MapleV realizamos simulaciones partiendo de las mismas condiciones iniciales y comparamos 

ambos modelos con los datos experimentales de De Pillis[1] 

Simulaciones: 

T(0)=    , N(0)=   , 

L(0)=1000,  

C(0)=6.2      

T(t) N(t) L(t) 

paciente  9 

En rojo el 

modelo de 

De Pillis[1] 

En azul el 

Nuevo 

Modelo    

paciente  10 

En rojo el 

modelo de 

De Pillis[1] 

En azul el 

Nuevo 

Modelo   
 

Figura4 : Realizamos simulaciones con Maple V, con las mismas condiciones iniciales T(0)=    , N(0)=   , 

L(0)=1000,  C(0)=6.2      y  los mismos valores de los parámetros obtenidos por De Pillis[1]. La abscisa t se 

mide en días. Vemos un comportamiento idéntico a pesar de la eliminación de algunos de los parámetros y la 

variable C(t) que suponemos constante. Este Nuevo Modelo se ajusta a los datos experimentales obtenidos por 

el artículo [1] para los paciente 9 y 10 

Comparamos  la distancia entre            del modelo del artículo [1]  y      del nuevo modelo con los 

datos de los parámetros del paciente 10. Es decir, comparamos el valor de las células tumorales en el 

tiempo. No nos servía la distancia del supremo porque no estaban acotados los comportamientos de 

algunas variables y las soluciones se escapaban de forma exponencial. Comprobamos que su cociente 

tendía a una constante en el infinito,   
           

     
        (ver Anexo2).  
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3 Análisis del Nuevo Modelo adimensional sin quimioterapia ni inmunoterapia. 

El sistema adimensional creado en el apartado 2.1 (ecuaciones           ) para más comodidad lo 

denotamos sin el asterisco, como se hizo en el artículo [1]. Lo dejamos  con la notación: 

  

  
                   (38) 

  

  
              (39) 

  

  
                    (40) 

           
    

     
     (41) 

Calculamos los puntos que tenían las isoclinas igual a cero para obtener los puntos de equilibrio. Los 

obtuvimos como la intersección de dos superficies con isoclinas nulas. Consideramos  el plano fase TL. 

                    (42) 

               (43) 

                     (44) 

           
    

     
     (45) 

Igual que el artículo [1] usamos  el subíndice   para denotar que es un punto de equilibrio , por lo que   , 

  ,    eran los valores   ,   y    en el punto de equilibrio. 

Obtuvimos una solución del sistema (34) a (37)         con lo que          , calculamos     

 

            

Obtuvimos               
 

 
   . La solución     

 

 
 no era válida porque los parámetros eran 

positivos. No puede existir un número de células negativo. 

Por tanto el punto         es una solución. 

Las otras soluciones cuando        se debían obtener numéricamente. Analíticamente podíamos 

estudiar si existía solución y si era única. 

Estudiamos analíticamente el resto de las soluciones. Primero calculamos el valor    en el punto de 

equilibrio y lo despejamos en función de   de la ecuación      

             

   
 

    
 

De la ecuación      calculamos    
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De la      despejamos    

            
    

 

      
   

Tomamos solo la raíz positiva para que tuviera sentido biológico. 

                 
  

 
          (46) 

          

Figura 5: Representamos con Maple V (anexo3) la función                
  

 
     usando los 

parámetros del artículo [1]. Observamos que, para valores de T adimensional  menores de 4000, se  aproxima 

a una recta que pasa por el origen con pendiente     . Tenemos en cuenta que                     por lo 

que    T dimensional es           células tumorales. 

Con la ecuación      igualada a cero obtuvimos        

                           (47) 

Que es una ecuación cuadrática en L 

 

Figura 6 : Gráfica realizada con Maple V (anexo3) usando los parámetros del artículo [1] para el paciente 9. 

Tenemos en cian y rojo  la ecuación      , en azul la ecuación      y {T=0} . Los puntos de corte son las 

soluciones. Observamos que con los parámetros del artículo [1] solo tenemos la solución (T,L)=(0,0) en el 

cuadrante positivo. 
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Como ejemplo, con los parámetros del paciente 9 quedaba de la forma  

                                           

                        

                            

                
    

         
   

Si calculamos un valor del sistema adimensional  debíamos tener en cuenta que  

              

              

              

3.1 Análisis de estabilidad 

Vimos el comportamiento en el punto de equilibrio libre de tumor         estudiando los valores propios 

del Jacobiano [28]-[31] 

                     (48)    

                (49) 

                        (50) 

           
    

     
      (51) 

Calculamos el Jacobiano del sistema  

   
          

 

  
           

 

  
  

         
               

  

Estudiamos el Jacobiano en el punto (0,1,0). La función D no nos era útil en este caso. Por eso la 

tomamos  igual a cero. 

          

     
     
      

  

Los valores propios   ,   ,    eran los elementos de los diagonal principal , por ser una Matriz triangular. 

                                                                       

Por lo tanto, el punto de equilibrio          era estable si y solo si     .Ya que para que sea un nodo 

estable debían ser los tres autovalores negativos. 
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El parámetro   representa la eficacia de las células NK en la lisis de las células tumorales. Esto significa 

que se debe aumentar la efectividad de las células NK para llegar a una estabilidad. 

Cuando el punto de equilibrio es inestable una pequeña perturbación hacía que el sistema se alejara de 

ese punto .Y evolucionara hacia otro estado de equilibrio. 

Vimos que el estado de equilibrio cuando había muy pocas células tumorales era inestable para  los 

parámetros obtenidos en el artículo [1]. Esto significaba que el tumor crecía aunque hubiese pocas células 

tumorales. Y sin embargo si existía un estado de equilibrio para un número elevado de células tumorales, 

este punto era estable. Y el tumor mantenía su tamaño grande. Un tumor con un número elevado de 

células tumorales no disminuía al interrumpir el tratamiento. Un tumor con pocas células tumorales crecía 

y escapaba de la vigilancia inmunológica al interrumpir el tratamiento. 

La inmunoterapia, como comentaba De Pillis [1], tenía como objetivo cambiar los parámetros del sistema. 

Un tratamiento eficaz no se conseguía si solo reducíamos las células tumorales.  

Como teníamos que las variables adimensionales        
   

   
       y            

 

 
 

Esto quería  decir que    
  

  
  luego debía ser   

 

 
     . Para que el punto fuese estable cuando no 

había células tumorales, el producto del número de linfocitos circulantes por su factor de aumento debía 

ser mayor que el producto del factor de crecimiento del tumor por el factor de muerte de células NK 

 

 Era inestable si se cumplía que   
 

 
           

Es decir, cuando los factores de crecimiento tumoral y 

de muerte de células NK eran mayores que el factor de 

linfocitos circulantes y de células tumorales muertas 

por las células NK 

Vimos que era inestable con los parámetros de la tabla 

2 de De Pillis [1] 

                      

Era estable si se cumplía que  
 

 
            

Conseguíamos una estabilidad con los datos 

del paciente 9 de [1]  si el factor de 

crecimiento del tumor   era suficientemente 

bajo o el factor   de la muerte de  células 

tumorales por células NK era suficientemente 

elevado. 

 

Punto (T,N,L) Valores propios con parámetros del paciente 10 [1]  para el Nuevo Modelo 

(0,1,0) 0.047, -0.005, -1 

(0.01,0.9,0.5) -54.591, -0.027, -0.159 

(15,10,15) -0.081, -33.815, -17876.414 

(1000000,10000,10000) -541.814, -2257861.662, -0.119      

(1000,100000,100000) -0.119     , -2258.088, -0.701 

(6956.94,0.000012,8679142.18) -19358.99,-15707.83, -3.93 

Tabla 2.  Representamos los valores propios de varios puntos con los parámetros del paciente 10 [1], hemos 

usado MapleV para calcularlos (anexo 4) . En el caso de existir otro punto de equilibrio para un número 

elevado de células tumorales observamos como los valores propios se convierten en negativos. En el punto 

(0,1,0) hay un valor propio positivo, por tanto cuando hay pocas células tumorales es inestable. 
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Punto (T,N,L,C) Valores propios con parámetros del paciente 10 [1]  en distintos puntos para 

el Modelo de De Pillis[1] 

(0.01,0.9,0.5,1) 0.0048, -0.026, -54.591, -0.00087 

(15,10,15,1) 0.0196, -33.862, -17876.411, -0.00087 

(1000000,10000,10000,1) -541.814, -2257861.660, -0.119     , -0.00087 

(1000,100000,100000,1) -0.537, -2258.087, -0.119     , -0.00087 

Tabla3. Calculamos los valores propios para el modelo de De Pillis[1] de los mismos puntos que la Tabla 2 . 

Vemos que el comportamiento es el mismo. 

Tomamos como ejemplo los parámetros del paciente 9 y vimos que       
   

  
           

El punto de estabilidad (0,1,0) se transformaba en                 al deshacer el cambio de variable, 

donde                              .  

Recordamos que habíamos adimensionado teniendo en cuenta el tiempo característico    y que 

     
 

 
              

   

   
             

              
          

Por lo que   estaba multiplicado por en número de linfocitos circulantes     
 

 
             que 

considerábamos constante.  

Sabíamos que había otro punto de equilibrio distinto de cero y con valores positivos para que tuviera 

sentido biológico.  Lo calculamos con MapleV en el anexo 4.  

                                                        

La solución era obtenida con el sistema adimensional.  Tuvimos en cuenta que : 

             

             

             

Por lo que la solución dimensional quedó como  

           ,             ,                      

3.2 Análisis de bifurcación de los parámetros adimensionales s y   

Aunque se podía estudiar por separado la variación de cada parámetro, vimos el caso particular del 

parámetro  , es decir, el parámetro adimensional       de la ecuación (31) , que valora la relación entre 

células tumorales y linfocitos, y afecta al número de células tumorales eliminadas por los linfocitos  CD8 

+ T. El parámetro   lo estudiamos gráficamente. 

También estudiamos la variación del parámetro   . En este caso lo hicimos con simulaciones numéricas. 

Vimos de esta forma que se puede calcular la bifurcación con varios métodos. 

Estudiamos el parámetro   partiendo de las ecuaciones             . 

Despejamos   en      y la sustituimos en      y despejamos   
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Como en      tengo que  

           
    

     
                             

Por igualación  de  las    y despejando obtuvimos 

                                                      (52) 

Por otro lado teníamos                                                  

Es una ecuación de segundo grado donde  

     

                      

                                 

Dejamos todo en función de T y aplicamos la fórmula de la ecuación de segundo grado. Calculamos   

     
                                        

   
    (53) 

Nombramos las funciones siguientes  

                                                       (54) 

                                                         (55) 

      
                                        

   
    (56) 

      
                                        

   
     (57)  

Como el radicando es siempre positivo tenemos dos soluciones.  

Tomamos dos conjuntos con isoclinas nulas y calculamos la intersección. 

                                                                   

                                         

Se puede estudiar gráficamente cuando los estudios analíticos se complican, teniendo solo en cuenta el 

primer cuadrante para que tenga sentido biológico.  Para que se cortaran las dos nulclinas debemos variar 

la pendiente de la recta      . Las dos nulclinas pueden cortarse variando el parámetro    en la ecuación 

(54), como se ve en la Figura 8. 
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Figura 7: Representación gráfica de las isoclinas 

iguales a cero La función       está representada 

por las líneas azul, cian y roja,  y la función        

está representada por la línea rosa y verde. En esta 

gráfica sólo tenemos el punto (0,0) inestable 

Figura 8: Representación gráfica de las isoclinas 

iguales a cero (anexo3).  El parámetro s  lo 

aumentamos 80 veces. Aquí la función        está 

representada por las líneas {  =0} azul,         cian y 

      roja, y la función        está representada por 

las líneas rosa       y verde      . El punto de corte 

de          con       es un punto silla. 

Si lo estudiamos de forma analítica debíamos dejar una sola ecuación en el plano LT. Al  despejar L en 

función de T se obtuvo:  

                                                                      

                                                                        

Se puede variar los parámetros para hacer un análisis de la bifurcación. Si se representa gráficamente la 

función      , los puntos de bifurcación son los puntos de corte con el eje de abscisas. 

Otra forma de analizar la bifurcación es con simulaciones numéricas utilizando los parámetros de [1] . En 

la simulación de la Figura 9 estudiamos la estabilidad del parámetro adimensional    
 

 
 

   =1.43 

 

   =2 

 

   =2.3 

 

   =2.3395 

 

   =2.5 

 

   =3 

 

Figura 9.Calculamos la bifurcación del parámetro    
 

 
 , usando Maple V y el Nuevo Modelo, para los 

parámetros de De Pillis [1] del paciente 9 con las condiciones iniciales T(0)=1, N(0)=3    , L(0)=1 , es decir, 

cerca del punto de equilibrio . Siendo la  abscisa el tiempo t en días y la ordenada el número de células 

tumorales T. Vimos como variaba el comportamiento del tumor para pocas células tumorales  al variar el 

parámetro    . Este parámetro    es el factor de crecimiento tumoral. El valor de    =2.3395 ocasiona la 

bifurcación 
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Si estudiábamos por separado cada parámetro podíamos analizar a partir de qué valor se transformaba en 

un punto estable. El estudio de esta variación de parámetros es complejo ya que el número de variaciones 

es muy elevado. En el artículo [1] aparece el ajuste de algunos parámetros.  

Valor del parámetro- paciente 10 Condición de estabilidad 

a=0.43078 a<4      

c=6.41       c>7      

e=1.24       e>4      

f=0.0412 f<4      

 =7.5      >7.5      

 =1.2       <1.2      

Tabla 4- Tomada del artículo [1] donde se calculó con variación de parámetros los valores que 

generan estabilidad. 

 

4 La inmunoterapia y la quimioterapia cambian la estabilidad 

El sistema adimensional con quimioterapia e inmunoterapia, con el mismo cambio de variables del 

apartado  2.1, tiene la forma: 

  

  
                 

 

 
             (59) 

  

  
            

 

 
               (60) 

  

  
                   

 

 
           

 

 

    

    
 

 

 
        (61) 

  

  
             (62) 

  

  
               (63) 

           
    

     
     (64) 

Vimos como el signo de los valores propios del Jacobiano del nuevo sistema de EDO estaba influenciado 

por la quimioterapia e inmunoterapia. 

   era el Jacobiano del sistema adimensional sin inmunoterapia ni quimioterapia como vimos 

anteriormente. 

Para      podían aparecer diversos tipos de soluciones, nodos estables, nodos inestables, espirales 

estables, espirales inestables y solución oscilatoria. En la Tabla 2 aparecían algunos ejemplos de valores. 

    
           

 

  
           

 

  
  

         
               

  

Para   =0, como D también es cero,  teníamos el Jacobiano 
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La matriz era triangular superior, por tanto diagonalizable y no tenía valores propios complejos, por lo 

que no había soluciones oscilatorias.  

Para      En la Tabla 2 aparecían algunos ejemplos de valores. 

(0.01,1,0.01) -0.024+0.0265 i, -0.024-0.026 i, -2.194 

(0.01,1,0.5) -60.545, -0.027, -0.159 

(0.1,1,0.1) -0.123+0.020 i, -0.1226115873-0.020 i, -13.00754168, -10. 

(0.1,1,0.001,1) 0.046, -1.218, -0.230, -10. 

(6956.9471, 0.0000120, 

8679142.187) 
-19358.993, -15707.828, -3.929  (éste es el otro punto de equilibrio) 

Tabla5. Comportamiento cerca de los puntos de equilibrio realizado con Maple V para paciente 10[1] 

4.1 Tratamiento con solo quimioterapia 

Es este apartado observamos como al introducir el tratamiento de quimioterapia ocasionaba que la 

estabilidad se alterara. 

Si consideramos el control              como constante, se cumplía que    
  

 
 

Para T=0  como       tomamos cualquier derivada de   como 0, 

 Para el caso de T=0 , como el punto de equilibrio era (T,N,L)=(0,1,0) obtuvimos el Jacobiano 

                          
 

 
      

 
  
                                                                                                                 

                                                                                   
 

 
        

 
  
                                      

 

 
     

 
  
                     

                                                                                                          
 

 
      

 
  
                   

 

 
   

 
  
                      

                                                                                                                                                                     

  Los valores propios   ,   ,   ,   , eran los elementos de la diagonal principal 

  =    
 

 
      

 
  
   

  =     
 

 
        

 
  
   

  =         
 

 
      

 
  
   

  =     
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Al tomar           la estabilidad consistía en conseguir que    
 

 
      

 
  
   fuese mayor que 

  .  Ya que era el único término positivo. El factor de crecimiento tumoral era decisivo para el caso de 

valores cerca del equilibrio. Y la aplicación de quimioterapia favorecía que    se hiciese más negativo 

contrarrestando el crecimiento tumoral.  

Cuando no se suministraba quimioterapia era      . Se debía cumplir que        en el punto de 

equilibrio (T,N,L,M)=(0,1,0,0)  como vimos en el apartado anterior y con los parámetro de [1] del anexo 7 

no se cumplía. Era una solución realista. Ya que el sistema inmune del paciente con cáncer es incapaz de 

controlar por sí solo el tumor y eliminarlo a partir de un determinado número de células tumorales. 

Supusimos que se suministraba quimioterapia con la dosis      , era   
 

 
 . Debía cumplirse que 

    
 

 
      

 
 

     . Sustituimos los parámetros del paciente 9 y 10, y de la Tabla1 de [1] y 

obtuvimos los datos siguientes: 

 Paciente 9 Paciente 10 

    
 

 
      

 
 
   

2.11-0.00009-(1/0.2) 0.9  (1-exp(-1/0.9)=  
-0.909 

0.04-0.0000022-(1/9 12)   (1-exp(-1/0.9))= 
-0.033 

Logramos de esta forma que el autovalor    fuese negativo. Así conseguimos que fuese estable la 

situación de cero células tumorales. El tumor conseguía desaparecer cuando era pequeño con la ayuda de 

la quimioterapia. 

Para el caso de      

Con el  tipo de matriz que se obtuvo con el Jacobiano, los valores propios ya no eran los elementos de la 

diagonal principal (ver anexo 6) 

El Jacobiano quedaba de la forma: 

                                  
 

  
     

 

 
      

 
  
                                              

 

  
                     

 

 
    

 
  
                

                                                                
 

 
        

 
  
                                          

 

 
     

 
  
                     

                                                                                        
 

 
      

 
  
             

 

 
   

 
  
                      

                                                                                                                                                                                                            

 

Ya habíamos calculado con Maple V la solución: 

                                                      

Calculamos con Maple V los valores propios del punto (                                ) 

Obtuvimos cuando no había dosis       que 

  =-19358.993,     =           ,   =  -3.929 

El punto es  estable.  Significa que llegaba un momento que el tumor no podía crecer más. Y se mantenía 

estable con un elevado número de células tumorales. En ese punto de estabilidad el punto correspondiente 
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dimensional era              ,             ,                   . Nos indicaba que las células NK 

estaban al mínimo. El organismo estaba en situación no sostenible y moría. 

Calculamos para el caso      

Observamos un hecho importante. En las simulaciones vimos que al aumentar la dosis cerca del estado de 

equilibrio no se conseguía  que se hiciese inestable. Es decir, la quimioterapia no era efectiva cuando el 

número de células tumorales superaba    . 

(  ,   ,   ,  ) valores propios(  ,     ,   ,   ) 

(6956.9471,  0.0000120, 8679142.187, 1/0.9) -19358.993, -15707.828, -3.929, -0.900 

(10,1,1,1/0.9) 0.043, -22.579, -130.071, -0.900 

(100,1,1,1/0.9) -0.0069, -225.792, -220.069, -0.900 

(1000,1,1,1/0.9) -0.495, -2257.866, -1120.069, -0.900 

Tabla 6. Comportamiento cerca de los puntos de equilibrio realizado con Maple V para paciente 10[1] 

Para    =10 en la simulación se obtuvieron valores propios positivos ocasionando un punto inestable, 

como                           tenemos             

Los tumores muy grandes no conseguían desaparecer con sólo la quimioterapia. Y había situaciones a 

partir de un elevado número de células tumorales en que el organismo entraba en crisis al eliminarse las 

células NK o las células CD8+T. Para hacer más fuerte la quimioterapia se deben realizar ciclos. Antes de 

que el organismo entre en una situación crítica se para el tratamiento para que se recupere y a 

continuación se aplica otra dosis. 

 

Paciente 9 

 Dosis      Dosis      

T(0)=    , 

N(0)=1, 

L(0)=0.1, 

M(0)=0 

  

T(0)=     , 

N(0)=300000, 

L(0)=     , 

M(0)=0 

  

Figura 10 . Simulación realizada con MapleV con paciente 9 de [1]. Siendo la abscisa el tiempo t en días y la 

ordenada el número de células tumorales T. Las figuras superiores representan cuando hay un número 

elevado de células. Las figuras inferiores representan cerca del punto de equilibrio T=0. Se observa como al 

usar una dosis de quimioterapia el sistema evoluciona a la eliminación del tumor 
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Paciente 10 

 Dosis      Dosis      

T(0)=    , 

N(0)=1, 

L(0)=0.1, 

M(0)=0 

  

T(0)=     , 

N(0)=300000, 

L(0)=     , 

M(0)=0 

 
 

Figura 11 . Simulación realizada con MapleV con paciente 10 de [1]. Siendo la abscisa el tiempo t en días y la 

ordenada el número de células tumorales T. Las figuras superiores representan cuando hay un número 

elevado de células. Las figuras inferiores representan cerca del punto de equilibrio T=0. Se observa como al 

usar una dosis de quimioterapia el sistema evoluciona a la eliminación del tumor. 

4.2. Tratamiento con solo inmunoterapia 

Para el caso de T=0, el punto de equilibrio era (T,N,L)= (0,1,0) . Tomando      =   cte será I=
  

  
  

Tuvimos en cuenta el caso en que había un flujo constante         por lo que 
 

  
        . Obtuvimos el 

Jacobiano 

                                                                                                                                                                          

                                                                                                                                                           

                                                                                           
 

 

   

    
                                                         

                                                                                                                                                                                

Este tipo de matriz tenía los valores propios   ,   ,    ,    en su diagonal principal, por lo que  

  =    

  =     

  =    
 

 

  
  
  

  

   
  
  

  
 

  =      
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Por lo que la estabilidad del sistema en el punto de equilibrio (0,1,0) no dependía solo del factor de 

crecimiento tumoral   sino también de  
 

 

  
  
  

  

   
  
  

  
  . Es decir, dependía también de la cantidad de IL-2 

administrada.  

Aunque en el punto T=0 seguía teniendo importancia decisiva que fuese     .  La inmunoterapia 

parecía favorecer que el punto fuese inestable. No tenía sentido aplicar la inmunoterapia cuando no había 

células tumorales o existían pocas. No es cierto que favorecer el sistema inmune ocasionaba que creciese 

el tumor. Al aplicar los parámetros del artículo [1] (anexo7) , el valor de          ,           
      , el valor de          para el paciente 9 y        para el paciente 10,  y la dosis    con 

valores de 0 a 100 , el valor máximo de 
 

 

  
  
  

  

   
  
  

  
 es               .Con lo cual    es negativo. 

 Las soluciones en este punto de equilibrio no podían ser oscilatorias al no haber soluciones complejas, 

son o estables o inestables. Para los valores de los parámetros del artículo [1]  el punto es inestable. 

Para el caso de    0, tomando      =   cte, será  I=
  

  
  .Tuvimos en cuenta el caso en que había un flujo 

constante         por lo que 
 

  
       . 

Estudiamos el Jacobiano     del sistema adimensional añadiendo la inmunoterapia. 

 

                            
 

  
                                                                

 

  
                                         

                                                                                                                                                             

                                                                                                     
 

 

   

    
           

 

 

             

       
   

                                                                                                                                                                                                 

 

En este caso los valores propios no eran los elementos de la diagonal principal (anexo 6). Se podía 

obtener nodos estables, inestables, espiral estable, espiral inestable  y oscilatoria, según las condiciones 

iniciales.  

Usamos simulaciones numéricas con Maple V (Figura 12 y Figura 13). Aplicamos un método iterativo 

manual similar al método de la bisección para obtener el valor que ocasionaba el cambio en la gráfica. 

Observamos que la inmunoterapia era efectiva cuando las condiciones iniciales del tamaño del tumor son 

determinantes para que evolucionara a un crecimiento descontrolado. 

 En nuestro caso el tamaño crítico del tumor para el paciente 9 era de 6.202    con las condiciones 

iniciales de N(0)=    ,L(0)=    ,In(0)=1. Y para el paciente 10 era de 5.7    células tumorales con las 

condiciones iniciales N(0)=    , L(0)=    , In(0)=1 . Aquí si funcionaba  la inmunoterapia. La 

inmunoterapia no era efectiva en casos de un número mucho mayor de células, y dependía del paciente. 
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Paciente 9 

T(0)=            N(0)=   , 

L(0)=    ,In(0)=1 

T(0)=6.202    ,N(0)=    , 

L(0)=    ,In(0)=1 

T(0)=6.202     , N(0)=    , 

L(0)=    ,In(0)=1 

 
vI=0;vL=      

vI=0;vL=     
 

vI=0;vL=     

 
vI=1    ;vL=     

 
vI=1    ;vL=     vI=1    ;vL=     

Figura 12. Observamos con una simulación de MapleV (paciente 9) que al variar las condiciones iniciales del 

tamaño del tumor evoluciona de forma distinta. Siendo la abscisa el tiempo t en días y la ordenada el número 

de células tumorales T. Es en este caso cuando es efectiva la inmunoterapia.  

 

Paciente  10 

T(0)=5.5    ,N(0)=    ,L(0)=    , 

In(0)=1 

T(0)=5.7    ,N(0)=    , L(0)=    , 

In(0)=1 

6.202    ,N(0)=    , 

L(0)=    , In(0)=1 

vI=0;vL=     vI=0;vL=     vI=0;vL=     

vI=1    ;vL=     vI=1    ;vL=     vI=1    ;vL=     

Figura 13. Observamos con una simulación de MapleV (paciente10) que al variar las condiciones iniciales del 

tamaño del tumor evoluciona de forma distinta. Es en este caso cuando es efectiva la inmunoterapia. Siendo la 

abscisa el tiempo t en días y la ordenada el número de células tumorales T 
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4.3 Tratamiento con inmunoterapia y quimioterapia 

Para T=0  tomamos    como 0  

                              
 

 
                                                                                                                                                         

                                                  
 

 
                                                                

 

 
                                       

                                                 
 

 

   

    
  

 

 
            

 

  
                  

   
 

 
             

 

 

             

       
   

                                                                                                                                             
 

  
                                           

                                                                                                                                                                                               
  

 

  
         

 

Consideramos el control              como constante. En el caso de un punto fijo se cumplía que 

  
  

 
. Tomando      =   cte, será I=

  

  
  .Tuvimos en cuenta el caso en que había un flujo constante 

        por lo que 
 

  
         para el punto de equilibrio (0,1,0)  

Los valores propios   ,   ,   ,        eran los elementos de la diagonal principal. 

  =     
 

 
      

 
  
     

  =     
 

 
        

 
  
   

  =     
 

 

  
  
  

   
  
  

  
 

 
      

 
  
         

  =    

  =     

Para que en T=0 hubiese un punto de equilibrio estable debían ser todos los autovalores negativos. 

     
 

 
      

 
  
                      y                     

 

 

  
  
  

   
  
  

  
 

 
      

 
  
      

Como vimos en los apartados  4.1 y 4.2 , en el punto de equilibrio (0,1,0) solo afectaba el tratamiento de  

quimioterapia . Observamos el nuevo Jacobiano y vimos que la matriz era diagonalizable. Por lo que sólo 

obtenemos nodos estables o inestables, y al  no poder obtener valores propios complejos no tenemos 

soluciones oscilatorias ni espirales estables o inestables.  

Para el caso de T   pudimos obtener resultados en los que la matriz no era diagonalizable y que tenían 

soluciones complejas. Por lo que podíamos encontrar alguna solución que se comporte de forma 

oscilatoria, variando las dosis de quimioterapia y quimioterapia. 

Realizando simulaciones con MapleV observamos la estabilidad de algunos puntos. 
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Tipo de 

solución 

(T,N,L,M,I) valores propios 

espiral estable (0.01,1,0.01,1,1) -0.0245+0.0265 i,  -0.0245-0.0265i, -2.194359495, -0.900, -10. 

nodo estable (0.01,1,0.5,1,1) -60.548, -0.027, -0.159, -0.900, -10. 

espiral estable (0.1,1,0.1,1,1) -0.123 + 0.020 i,    -0.123 - 0.020 i,   -13.008,     -0.900,    -10. 

nodo inestable (0.1,1,0.001,1,1) 0.0464,  -1.218,   -0.230, -0.900, -10. 

Tabla 7. Simulaciones con Maple V, con parámetros de paciente 10 de [1] y Nuevo Modelo 

Conclusiones 

Hemos obtenido un nuevo modelo para representar la interacción de las células cancerígenas con las 

células inmunes del cuerpo humano y las células NK.  Observamos un comportamiento idéntico al 

comparar el nuevo modelo con el modelo de De Pillis [1] usando los datos experimentales del artículo [1] 

para los paciente 9 y 10. Hemos visto que representando las soluciones de los dos sistemas en un eje de 

coordenadas tiene la forma de la recta y=x. Calculando los valores propios de los dos sistemas 

observamos que mantienen la misma estabilidad. Comprobamos que el tiempo computacional del nuevo 

modelo es diez veces más rápido para algunas condiciones iniciales al realizar las simulaciones con 

Maple V. 

Se ha verificado la importancia de la quimioterapia y la inmunoterapia para cambiar la estabilidad del 

sistema y de esta forma acabar con las células tumorales. Si no aplicamos ningún tratamiento el punto de 

equilibrio para células tumorales cercanas a cero es inestable. Esto indica que hay situaciones en que el 

sistema inmune por sí solo no consigue eliminar todas las células tumorales pudiendo crecer de nuevo el 

tumor. En cambio el punto de equilibrio obtenido cuando hay un número elevado de células tumorales es 

estable. Esto significa que el sistema inmunitario por sí solo no conseguirá que remita un tumor grande. 

Hemos obtenido soluciones cercanas al punto de equilibrio de cero células tumorales con comportamiento 

estable, inestable y oscilatorio. 

El uso de la quimioterapia consigue favorecer la desaparición del tumor evitando que crezca cuando hay 

pocas células tumorales. La quimioterapia cuando hay un elevado número de células tumorales es efectiva 

siempre que no sea demasiado alto. Por esta razón se realiza el protocolo médico de la extirpación del 

tumor con cirugía antes de aplicar la quimioterapia. De esta forma la quimioterapia llamada adyuvante 

eliminaría las células tumorales restantes o los tumores pequeños de menos de     células tumorales, 

evitando así que el tumor vuelva a reproducirse. La quimioterapia usada cuando hay un elevado número 

de células tumorales mayores de     consigue reducir temporalmente el tamaño del tumor. Pero el tumor 

volverá a crecer si se deja el tratamiento. La aplicación de la quimioterapia en estos casos es útil para 

reducir el tamaño del tumor antes de la extirpación. Y es conocida como tratamiento neoadyuvante .  

En cambio la inmunoterapia consigue desestabilizar los puntos de equilibrio. Cuando hay células 

tumorales escasas, vimos que no afectaba la inmunoterapia, ya que con los parámetros del artículo [1] no 

conseguía hacer positivo el valor propio. En situaciones reales la inmunoterapia si consigue eliminar las 

células tumorales cuando hay pocas. Este punto significa que el modelo es mejorable. Pero nuestro interés 

recae cuando hay un número mayor de células tumorales. Cuando el número de células tumorales era 

demasiado alto vimos en las simulaciones que tampoco era efectiva. En nuestras simulaciones se 

desestabilizaba el sistema  cuando el tamaño del tumor era de 6.202     para el paciente 9 y de 

5.7    células tumorales para el paciente 10. Por lo que el tamaño del tumor donde es efectiva la 

inmunoterapia depende del paciente. En esta situación una pequeña variación es determinante. 

Un tratamiento conjunto de quimioterapia e inmunoterapia efectivo consistirá en reducir el tamaño del 

tumor a 6.202     (paciente 9) células tumorales con la quimioterapia y aplicar a continuación 

inmunoterapia para conseguir eliminarlo totalmente.  Esta combinación sería menos dañina al necesitar 

un número menor de  ciclos de quimioterapia. Consiguiendo que en menos tiempo se reduzcan las células 

tumorales. Como no es posible medir las células tumorales y el tamaño de 6.202     células tumorales 

no es detectable añadiremos inmunoterapia entre cada ciclo de quimioterapia. 
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Cuando se aplica la quimioterapia y la inmunoterapia tanto de forma conjunta como separada en valores 

elevados de células tumorales se puede obtener diversas situaciones cambiando las condiciones iniciales y 

las dosis. Incluso podemos obtener soluciones oscilatorias donde el tumor se mantendría a raya sin llegar 

a ser eliminado. 
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ANEXO 1 

Estudio de la distancia entre las funciones      
 
  

   
 

   
  

   
        y           

  
  

              

 

 
 
 
 
 
 
ANEXO 2 

 

Estudio de la distancia del número de células tumorales del sistema de [1] y el Nuevo Sistema. Habría que 

añadir un factor de corrección de 0.78 

La solución de [1] multiplicada por 0.78 nos da la solución del nuevo modelo. O lo que es lo mismo, la 

solución del modelo nuevo multiplicada por 1.28 nos da la solución de [1]. 
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ANEXO 3 
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ANEXO 4 
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ANEXO 5 

 
Calculamos con Maple V el Jacobiano de varios puntos cercanos al punto de equilibrio 

 

 

 

 
ANEXO 6 

 

 
Estudiamos la forma de los valores propios según el tipo de matriz del Jacobiano para el Nuevo Modelo 

con quimioterapia e inmunoterapia. 
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                      .                           .                             . 
                      .                           .                             . 
 
 

 
               .      .        . 
Observamos que en el caso de T=0 no pueden haber soluciones oscilatorias con este modelo, sólo estables 

o inestables. 

Para el caso de T distinto de cero sí que se pueden encontrar todo tipo de soluciones al observar la 

complejidad de los valores propios obtenidos, ya que hay términos con raíces cuadradas, si se obtiene el 

interior de la raíz negativo conseguiremos soluciones complejas. 
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ANEXO7 

 

 

Tabla tomada del artículo [1], aparecen los valores estimados para los pacientes 9 y 10  
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ANEXO8 

 
 

 

Tabla de descripción de parámetros obtenida del artículo [1] en ella también aparecen los valores 

obtenidos para ratones. 


