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Resumen

En este trabajo se van a estudiar y comparar los modelos mas
importantes de disparo neuronal basados en ecuaciones diferenciales no
lineales, empezando por el modelo de Hodgkin—Huxley, original y precursor de
todos ellos, y siguiendo con los modelos de Morris-Lecar, Fitzhugh-Nagumo,
Hindmarsh-Rose e Izhikevich, como un intento de simplificar el original. Para
ello se hara un estudio eléctrico de la neurona como sistema excitable, lo que
permitira, posteriormente, comprender los diferentes parametros que van a
formar parte de las distintas ecuaciones. A continuacién se estudiara el modelo
matematico de Hodgkin-Huxley y su potencial de accién (o disparo neuronal), lo
cual dara una base para describir cada uno de los restantes modelos v,
finalmente, para la obtencion de resultados, se simularan las ecuaciones de los
distintos modelos analizando la evolucion del potencial en el tiempo y/o en el
espacio de fases, lo cual permitira descubrir el avance que supone cada uno de

ellos respecto a sus predecesores.

Abstract

In this paper we will study and compare the most important models of neuronal
firing based on nonlinear differential equations, starting with the Hodgkin-Huxley
model, original and precursor of all of them, and following with Morris-Lecar,
Fitzhugh-Nagumo, Hindmarsh-Rose and lzhikevich models, as an attempt to
simplify the original. To do this, an electrical study of the neuron as an excitable
system will be done, which will allow, later, to understand the different
parameters that will be part of the different equations. Next, the Hodgkin-Huxley
mathematical model and its action potential (or neuronal firing) will be studied,
which will provide a basis for describing each of the remaining models and,
finally, for obtaining results, the equations of the different models will be
simulated analyzing the evolution of the potential in time and/or in the phase
portrait, which will allow to discover the progress that each of them represents

with respect to their predecessors.
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1. Introduccion: Sistemas excitables

Supongamos [1] que se estimula una neurona inyectando en ella un
pulso de corriente. Si el estimulo es pequefio, no ocurre nada extraordinario,
unicamente se incrementa ligeramente el potencial de la membrana de la
neurona vy, posteriormente, ésta vuelve al potencial de reposo. Si el estimulo
excede un cierto umbral, la neurona generara un gran pico de tensién
(potencial de accion), el cual no depende demasiado del tamafio del estimulo,

antes de volver al reposo.

Fendmenos similares se producen en otros tipos de células y en algunas
reacciones quimicas. Estos sistemas se denominan excitables’ los cuales
tienen dos propiedades importantes:

- El sistema tiene un unico estado de reposo

- Un estimulo suficientemente grande puede enviar al sistema a una
larga excursion a través del espacio de fases antes de volver al estado de

reposo.

Este trabajo se centrara en el estudio de las neuronas como sistemas
excitables mediante el analisis y comparacion de diferentes modelos desde
que, alla por 1952, Hodgkin y Huxley [8] propusieron el primero de ellos
formado por cuatro ecuaciones para describir el proceso de excitaciéon del axon
gigante del calamar. Para ello se comenzara, a modo aclaratorio para el resto
del trabajo, con el estudio de la dinamica en el espacio de fases de sistemas
homogéneos y de la actividad eléctrica en una neurona [5][6][7], el cual

permitira el analisis del potencial de accion como caracteristica comun en las

1 Conviene hacer la distincion entre sistema excitable (sin difusién) y medio excitable (con difusién). A
grandes rasgos, un medio excitable se define como un sistema dindmico no lineal que tiene la
capacidad de propagar una onda y que no acepta el paso de otra onda hasta que haya pasado un
tiempo determinado denominado tiempo refractario. Un ejemplo de medio excitable [3] es un bosque:
si el bosque se ha quemado fruto de las llamas, este no se podra volver a quemar hasta que la
vegetacion vuelva a crecer durante su periodo refractario. Un medio excitable estd en reposo mientras
no se le aplique una perturbacién. Dependiendo de la forma de estas perturbaciones, se pueden
generar distintos patrones de onda como, por ejemplo, ondas solitarias, patrones tipo diana y ondas
espirales [2]. Estos medios se encuentran de forma natural en sistemas bioldgicos, pero estos
patrones también se pueden generar en algunos tipos de reacciones quimicas entre las que destaca la
reaccion Bolousov-Zhabotisnsky.
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células excitables y pieza fundamental en todos los modelos de disparo
neuronal. A continuacidon se estudiara el modelo de Morris-Lecar [13], el cual
reduce el sistema a uno de 2 ecuaciones y 2 variables mediante las cuales ya
sera posible utilizar el espacio de fases bidimensional como herramienta de
analisis de estados de equilibrio. El modelo de FitzHugh-Nagumo [10][11][12]
simplificara los modelos anteriores reduciendo considerablemente el nimero de
parametros a configurar, mientras que el Hindmarsh-Rose [16] permitira la
simulacién de un mayor numero de patrones neuronales gracias a que sera
capaz de representar rafagas de potenciales de accion (bursting). Finalmente,
con el modelo de Izhikevich [17], se podra simular el comportamiento de todas

las neuronas corticales conocidas.

Para la simulacién, presentacion y comparacion de resultados y, en
general, para la construccién de todos los graficos que aparecen a los largo del
trabajo, se recurrira al programa MAPLE, el cual es perfectamente apto para

realizar la labor encomendada.

A pesar de que estos modelos ya son conocidos (algunos mas que
otros), no existe literatura en la que se haga una comparativa de todos ellos.

Este es, precisamente, el objetivo de este trabajo.
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2. Sistemas homogéneos

Un sistema homogéneo [4] es aquel en el que la interaccidn entre las
distintas partes es la misma e independiente de la distancia entre ellas. Por lo
tanto su dinamica sera equivalente a la de uno sélo de sus elementos. También
se puede considerar un sistema homogéneo aquel en el que la interaccidn
entre los elementos es nula de forma que la dinamica global del sistema se

reducira a la suma de cada uno de dichos elementos.

Muchas veces es posible describir los elementos de un sistema
mediante un sistema dinamico determinista, es decir, usando ecuaciones
diferenciales ordinarias, de forma que su estado queda definido mediante un
conjunto de variables dependientes del tiempo c¢=(c;,c;,...,c,) y su dindmica

por un sistema de ecuaciones diferenciales de la siguiente forma:

dc

“e=flc.p) (21)

donde la funcién f depende de los parametros p=(pi,ps,..., Pu)

Tal y como se vera en este trabajo, la dinamica de muchos medios
homogéneos importantes en la practica pueden describirse mediante un
pequeio numero de variables, lo cual hace mas accesible su analisis. En
particular, en la mayoria de los casos, se trabajara con sistemas en los que

bastan dos grados de libertad para ser representados de la siguiente forma:

dc,

E:fi(cl,cz) con i=1,2 (2.2)

Por lo general, la dinamica de una de las variables ¢, o ¢, sera

mucho mas rapida que la de la otra y la interseccién de las ceroclinas ;=0 |,
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definidas por las componentes del campo de velocidades (c;,c,) , dara lugar

a los puntos fijos.

Teniendo todo esto en cuenta, y para el caso que nos incumbe de
sistemas homogéneos sencillos en los que bastan dos grados de libertad para
ser representados, en funcién de su dinamica en el espacio de fases se podra
hablar de sistemas dinamicos monoestables, biestables, excitables (los cuales
ya han sido descritos de forma tedrica e introductoria anteriormente) y
oscilantes. A continuacion se describen, mediante algunos ejemplos, cada uno
de los diferentes casos. Para ello se utiliza un sistema con dos variables v,
como en el modelo de FitzHugh-Nagumo, con una ecuacion lineal y otra no
lineal:

¢i=f(c,)—cy+I (2.3)
¢,=a(c,—bc,) (2.4)

donde f(c;) es un polinomio de tercer grado y a, b e I son parametros de
control mediante los cuales se varia la dinamica en el espacio de fases. Se
supone que ¢; es mucho mas rapida que ¢, , es decir, ¢,>¢, . Notese,
mediante la ecuacion (2.4), que ¢, es una variable de recuperacién en el

sentido de que, si ¢, se hace grande, entonces ¢, crece. Pero si ¢, se

hace demasiado grande, entonces ella misma se neutraliza decreciendo.

Las ceroclinas definen las lineas en el espacio de fases:

fi=¢c,=0 = szf(cl>+l (2.9)
f,=¢,=0 = c¢,=c,/b (2.6)

Como ya se ha comentado, los puntos fijos quedan determinados por la

interseccion de las ceroclinas.
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2.1. Caso monoestable

Es el caso mas sencillo. Existe un unico punto fijo estable en el espacio

de fases de forma que cuando el sistema es perturbado éste siempre vuelve al

estado de dicho atractor.

2.2. Caso biestable

El sistema tiene dos puntos fijos estables.

C2A

Figura 1: Espacio de fases de un sistema de dos variables biestable. Las ceroclinas
fi=0 se cortan en tres puntos: estables en azul e inestable en negro. Los puntos rojos
indican perturbaciones que sacan al sistema fuera del equilibrio. Las flechas verdes

indican el flujo del campo (¢,,¢,) en torno a los puntos fijos, el cual es responsable

de que éstos sean estables o inestables.

Como se puede apreciar en la figura 1, las ceroclinas ;=0 se intersectan en

tres puntos, dos de los cuales, debido al flujo del campo (c;,¢,) , son estables

(atractores 7 y 3) y uno central inestable (repulsor 2). Cuando el sistema es
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desviado del equilibrio (puntos rojos) éste volvera a uno de los puntos estables
dependiendo de si se encuentra en la cuenca de atraccion de uno u otro de los

puntos estables a la izquierda o a la derecha de la rama central de la ceroclina

f1=0 en la que se encuentra el punto inestable.

2.3. Caso excitable

El sistema (ver figura 2) tiene un unico punto fijo (punto azul) al igual que

en el caso monoestable.

Para pequefias perturbaciones proximas a dicho punto el sistema vuelve
rapidamente al estado de equilibrio, pero si el sistema es alejado del equilibrio
(punto rojo) por encima de un determinado umbral condicionado por el flujo del
campo (c¢;,¢,) , éste realiza una larga excursién por el espacio de fases hasta

volver de nuevo al punto de equilibrio.

Como ya se comentd anteriormente, el tiempo necesario para que el

sistema se recupere de una perturbacion se denomina periodo refractario.

2.4. Caso oscilante

Se da cuando, alrededor de un punto fijo inestable resultante de la
interseccion de ambas ceroclinas, se genera un ciclo limite estable tal y como
se muestra en la figura 3, de forma que la dinamica en el espacio de fases
adquiere forma periddica. Al tratarse de un ciclo limite estable, cualquier

perturbacion del sistema hara que éste regrese al ciclo limite.
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Figura 2: Espacio de fases de un sistema excitable. Las ceroclinas f;=0 se cortan en
un punto estable (en azul). El punto rojo indica una perturbacién que saca al sistema
fuera del equilibrio. Las flechas verdes indican el flujo del campo (¢,,¢,) en torno al

punto fijo. Dicho flujo es responsable de que el punto sea estable.

Figura 3: Espacio de fases de un sistema oscilante. Las ceroclinas f;=0 se cortan en
un punto fijo inestable (en negro). El punto rojo indica una perturbacién que saca al
sistema fuera del equilibrio. Las flechas verdes indican el flujo del campo (¢,,¢,) en

torno al punto fijo. Dicho flujo es responsable de que el punto sea inestable.
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3. Actividad eléctrica en una neurona: la membrana neuronal

A grandes rasgos, las partes principales de una neurona son [5][6][7] el
soma, el axén y las dendritas:

- El soma, o cuerpo celular, tiene de un diametro que puede variar entre
los 5y los 135 micrémetros y contiene las partes fundamentales constituyentes
de la célula incluyendo apartato de Golgi, mitocondrias y reticulo
endoplasmatico.

- El axén es una ramificacion del soma cuya longitud puede variar desde
1 milimetro hasta 1 metro y el diametro desde 1 hasta 25 um. Esta cubierto de
proteinas y transportan enzimas y neurotransmisores hacia y desde el soma.

- El arbol dendritico es una red compleja de estructuras en forma de
ramas que varian entre 1 y 20 um de didmetro que desempefia un papel

eléctrico y quimico en la funcién neuronal.

La sinapsis es el mecanismo de comunicacién entre dos o mas
neuronas con el fin de transmitir un impulso nervioso destinado a coordinar una
funcién en el organismo. Cada neurona tiene una media de 1000 sinapsis
aunque este numero puede variar bastante. Una sinapsis es la combinacion de
tres estructuras: 1) la presinapsis, al final del axén, 2) la postsinapsis, al final
de una dendrita, y 3) la hendidura sinaptica, espacio de unos 20 nanémetros
entre presinapsis y postsinapsis. En la figura 4 se muestran dos neuronas y

una sinapsis entre ellas.

A la hora de estudiar las neuronas como sistemas excitables es
necesario conocer las propiedades eléctricas de las mismas para poder

modelarlas computacionalmente.
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PRESINAPSIS POSTSINAPSIS

\ AXON

DENDRITAS

SOMA SINAPSIS

Figura 4: Sinapsis entre dos neuronas y partes principales de las mismas.

Tanto en neuronas como en otro tipo de células excitables, la medida del
voltaje [5] se realiza mediante la insercion de un electrodo intracelular en las
mismas atravesando la membrana celular, la cual separa el medio intracelular
del extracelular. En el caso de las neuronas dicha membrana se utiliza para
transmitir sefiales a cortas o largas distancias. El potencial de membrana en
reposo es de, aproximadamente, -65 mV, lo cual significa que el potencial

dentro de la célula es mas negativo que fuera.

El medio intracelular (citoplasma) y el extracelular contienen diferentes
concentraciones de varios iones. Algunos de estos iones estan cargados
positivamente, como el sodio (Na*), el potasio (K*), el calcio (Ca*) o el
magnesio (Mg?), y otros negativamente, como el cloro (CI"). Normalmente la
concentracion de sodio extracelular es mayor que la intracelular, y a la inversa

para el potasio.
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Tal y como se muestra en la figura 5, el volumen de la membrana esta
conformado por una capa doble de lipidos que actia como barrera
impermeable para los iones y por una serie de canales ionicos y de bombas
i6nicas, los cuales son dos tipos de proteinas que actuan como si fuesen poros
de la membrana a través de los cuales pueden pasar determinados iones. Por
ejemplo, los canales de potasio permiten, principalmente, el paso de iones de

potasio. Hay varios canales i6nicos en funcion de la permeabilidad a cada tipo

de ion.
Canales ionicos Bomba Na*-K*
® \a oK
Medio extracelular A @ >
/-\
Pe9090000e

Bicapa de lipidos

Lobbbobddod S

Medio intracelular
(citoplasma)

. K+ 3Na+ .

Figura 5: Constitucion de la membrana neuronal.

Los canales iénicos pueden ser de dos tipos:

- canales activos, los cuales pueden aparecer como estados abiertos si
los iones pueden pasar a través del canal, o como estados cerrados, si los
iones no pueden pasar. El hecho de que un canal activo esté en estado abierto
o cerrado dependera del potencial de membrana, de las concentraciones

idnicas o de la presencia de determinados neurotransmisores.
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- canales pasivos, los cuales no cambian su permeabilidad como
respuesta a cambios en el potencial de membrana. Tanto los canales activos

como los pasivos exhiben permeabilidad selectiva a diferentes tipos de iones.

Las bombas iénicas (ver de nuevo figura 5) son estructuras proteinicas
que bombean determinados iones y moléculas dentro y fuera de la célula. Los
iones tienden a fluir desde desde el lado de la membrana donde la
concentracion es mayor hacia el lado donde la concentracion es menor. Las
bombas contrarrestan este hecho al bombear iones contra el gradiente de
concentracion. Cada tipo de bomba mueve una combinacion diferente de iones.
La bomba sodio-potasio, por ejemplo, empuja K* dentro de la neurona y Na*
fuera de la célula. Por cada dos iones K* bombeados dentro de la célula, tres

iones Na® son bombeados fuera.

Por convencion, el potencial de membrana (Vi) o diferencia de potencial
entre un lado y otro de la membrana celular, se define como el potencial dentro
de la célula menos el potencial fuera de la misma. De acuerdo con esta
definicion, cuando el interior de la célula esta mas positivamente cargado que
el exterior, el potencial de membrana es positivo y la corriente fluye desde

donde el voltaje es mayor hacia donde es menor.

El potencial de membrana en reposo es, como ya se ha apuntado, de,
aproximadamente, -65 mV. Cualquier cambio positivo en el potencial de
membrana se denomina despolarizacion, si dicho cambio es negativo éste se
denomina repolarizacion vy, si el voltaje cae por debajo del potencial de reposo,

se denomina hiperpolarizacion.

La difusién describe el movimiento de los iones debido al gradiente de
concentracion y el flujo eléctrico describe el movimiento de los iones como
respuesta a un gradiente de potencial. Ambas, la difusion y el flujo eléctrico dan
lugar a la electrodifusion. Si, por ejemplo, hay un movimiento de un i6n
determinado, ya sea de carga positiva o negativa, desde un lado hacia el otro
de la membrana debido a un gradiente de concentracién, se producira un flujo

eléctrico en la direccién contraria debido a la diferencia de potencial generada
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que afecta unicamente a esos iones, ya que el resto o estan en equilibrio o la
membrana es impermeable para ellos. El sistema estara en equilibrio cuando el
numero de iones en movimiento que fluyen hacia un lado de la membrana
debido a la difusion sea igual al numero de los mismos que fluyen en direccién
contraria debido al flujo eléctrico. En esta situacion de equilibrio la diferencia de
potencial a ambos lados de la membrana se denomina potencial de equilibrio

para ese ion.

La ecuacion de Nernst [5][7] define el potencial de equilibrio o potencial
de Nernst Ex de un i6n X debido a la permeabilidad de la membrana a dicho

ion:

) (3.1)

donde

. J
R es la constante universal de los gases R=8.314 ,
mol-K

T es la temperatura  [K]|

Zx es la valencia (carga) del ion X,

F es la constante de Farady F=96485lmiol] y

[X]; y [X], las concentraciones interna y externa de X .

La corriente de membrana (I,) es una mediada del movimiento de los
iones a través de la membrana. Por convencion, una corriente de membrana
positiva es una carga positiva que abandona la célula y, por lo tanto, una

corriente de membrana positiva repolariza el potencial de membrana.

Si no se inyecta ninguna corriente externa en forma de estimulo a la
membrana de la célula, y suponiendo que no hay sinapsis:
I=I+1, (3.2)
donde:
- La corriente capacitiva /. resulta de la capacitancia natural de la

membrana neuronal, ya que esta ultima estd compuesta de lipidos, los cuales
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son aislantes naturales, y los medios extra e intracelulares son basicamente

agua salada, la cual es buena conductora.
- La corriente ionica ., es la suma de las diferentes corrientes que

transportan los diferentes iones.
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4. El modelo de Hodgkin-Huxley del potencial de accion

Hasta ahora se ha visto una descripcion basica del potencial de la
membrana neuronal. A partir de ahora se analizara una caracteristica comun en
células excitables como son, aparte de las neuronas, las células musculares y

las endocrinas: el potencial de accion.

En este apartado se describe el primer modelo cuantitativo de las
propiedades de la membrana de la neurona, el cual se usé para calcular la
forma de los potenciales de accion del axon gigante del calamar. Hodgkin y
Huxley [5][8] usaron la técnica de fijacion del voltaje (voltage clamp) para
construir un modelo matematico sobre como las corrientes de sodio, potasio y

de fuga dependen del potencial de membrana.

4.1. Fijacién del voltaje

Como ya se ha comentado, Hodgkin y Huxley [8] usaron la técnica de
fijacion del voltaje: la fijacién del voltaje es un método para forzar al potencial
de membrana (V) a permanecer en un valor estacionario V; ajustable o en un
perfil variable en el tiempo. Para ello (figura 6) se usa un electrodo que inyecta
una corriente | en la célula al mismo tiempo que otro electrodo registra el
potencial de membrana. El aparato ajusta continuamente la corriente inyectada
para contrarrestar desviaciones en el potencial de membrana registrado. Hay
que recordar que la corriente de membrana estd compuesta por una
componente capacitiva y otra idnica (ecuacion (3.2)). Al fijar el potencial de
membrana a un valor determinado se cumplira que dV/dt=0, de forma que la
componente capacitiva desaparece. Esto significa que al medir la corriente con

fijacion de voltaje se esta midiendo directamente la corriente idnica.
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AX() N Electrodo

de voltaje |

7 Vm:Vi - Vo

%\ |
Electrodo de J/

corriente E—

{ t\\\ - // / V [ ////m/
I L

Figura 6: Fijacion del voltaje y fijacion espacial primera mediante dos amplificadores,
dos electrodos de voltaje y dos electrodos de corriente. Si V. aumenta (disminuye),
entonces Vy,, aumenta (disminuye) y, por lo tanto, V. disminuye (aumenta). Los
electrodos de corrientes son largos para promover la fijacion espacial en la region de la

membrana que abarcan.

Hodgkin y Huxley también utilizaron una configuracion de fijacion
espacial (space clamp) en la cual los electrodos de corriente son largos (ver de
nuevo la figura 6), lo cual asegura que el potencial sea uniforme en una gran
region de la membrana de forma que no existe corriente axial en dicha region.
Mediante esta configuraciéon la corriente de membrana es, exactamente, la
corriente que hay que suministrar al electrodo para mantener la membrana en

el potencial deseado.

4.2. El modelo matematico

La primera suposicién que hicieron Hodgkin y Huxley para disefar el

modelo fue que la corriente idnica estaba compuesta de tres corrientes que

Ve

vV, -V
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actuaban independientemente unas de otras: la corriente de sodio (Ina), la de
potasio (Ik) y una tercera corriente que denominaron corriente de fuga (I.)
formada basicamente de iones de cloro. Los experimentos les demostraron que
la corriente de fuga era una corriente lineal, mientras que las corrientes de
sodio y potasio eran no lineales. Por lo tanto, el circuito eléctrico equivalente de

Hodgkin y Huxley es el que se muestra en la figura 7.

Figura 7: Circuito eléctrico equivalente de Hodgkin-Huxley. Las “g” son las
conductancias y las “E” los potenciales de equilibrio del sodio (Na), Potasio (K) y de
fuga (L). Cn, es la capacitancia natural de la membrana neuronal. V;y V, son los
potenciales dentro y fuera de la membrana, respectivamente. Las flechas sobre las

conductancias del sodio y del potasio indican que éstas son no lineales.

La ecuacién correspondiente al circuito equivalente es, a partir de la

ecuacion (3.2):

dv
Im:CmT+IK+INa+IL (41)

donde, a partir de la figura 7:
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IK:gK(Vm_EK) (4.2)
INa:gNa(Vm_ENa) (43)
I,=g,(V,—E, (4.4)

donde ¢gx , 9w. Y 9. son las conductancias del potasio, sodio y de fuga,
respectivamente y Ex, Ena ¥ E. sus respectivos potenciales de equilibrio o de
Nernst cuyo significado ya ha sido explicado con anterioridad (ecuacion (3.1)).
Se ha colocado una barra sobre la conductancia de la corriente de fuga para
indicar que esta es lineal, a diferencia de las conductancias del potasio y del

sodio.

La corriente de fuga es lineal y, por lo tanto, puede ser tratada como tal
mediante la ecuacion (4.4) para la cual Hodgkin y Huxley obtuvieron g,
experimentalmente. Por el contrario, las corrientes de sodio y potasio son no
lineales y sus conductancias son funciones del potencial de membrana. Esta
interdependencia explica el porqué el método de fijacion de voltaje es tan

importante y, hoy en dia, se sigue utilizando.

Para las corrientes no lineales el modelo de Hodgkin-Huxley esta
basado en la probabilidad de que un canal idnico esté abierto asumiendo que

hay millones de canales en un pequefio pedazo de membrana.

4.2.1. Corriente idnica del potasio

Experimentalmente, mediante el método de fijacion del voltaje, Hodgkin
y Huxley descubrieron que habia una conductancia maxima para el potasio, la
cual denotaron mediante gx Yy la estimaron experimentalmente.
Establecieron la idea de que la membrana contiene una serie de compuertas?,

las cuales pueden estar cerradas a todos los iones o abiertas al paso de iones

2 Actualmente estas compuertas son conocidas como canales iénicos (de potasio en este caso)
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de potasio. Cada compuerta esta controlada por una serie de particulas®, cada
una de las cuales puede estar abierta o cerrada. Para que el flujo de los iones
de potasio a través de una compuerta sea posible, todas las particulas en la

compuerta han de estar abiertas al paso de iones de potasio.

El hecho de que una particula de compuerta esté en estado abierto o
cerrado depende del potencial de membrana. La variable de compuerta n es la
probabilidad de que una particula de compuerta del potasio esté en estado
abierto. En el caso del axéon gigante del calamar, Hodgkin y Huxley
demostraron experimentalmente que, para el caso del potasio, cada compuerta
esta controlada por cuatro tipos de particulas independientes unas de otras vy,
por lo tanto, la probabilidad de que una compuerta esté abierta es igual a n*, es

decir:

gKZS_]Kn4 (4.5)

ya que la conductancia de un idn en la membrana viene dada por la
conductancia maxima de ese ion multiplicada por la probabilidad de que la

compuerta esté abierta al paso del mismo.

Para obtener una expresion de la variacion temporal de la variable de
compuerta n, tal y como se indica en [5], el transito desde que ésta esta en
estado cerrado (C) hasta que estd en estado abierto (A) se puede expresar

como una reacciéon quimica reversible:

donde la fraccion de particulas que esta en estado abierto es ny la que esta en

estado cerrado 1-ny ap y Bp son los coeficientes de la reaccion, los cuales

3 Actualmente estas particulas son conocidas como compuertas (gates)
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dependen del potencial de membrana, pero no del tiempo. Por lo tanto, al igual

gue en una reaccion quimica:

——=a,(1-n)-p,n (4.6)

Integrando la ecuacion (4.6) y a partir de datos experimentales*

obtenidos utilizando la técnica de fijacion del voltaje a 6.3°C, Hodgkin y Huxley
obtienen, como solucion a la corriente i6nica del potasio, el siguiente conjunto

de ecuaciones:

Iy=gxn"(V,—Ex) (4.2)
g, (1=n)=p, (4.6)
001 V,~V,,—10
= —exp(_ Ve V=10, (4.7)
P 10
V.~V
/3n=0.125-exp(—%) (4.8)

donde V., es el potencial de membrana en reposo y, en el estado de reposo o

para t = 0, la variable de compuerta n toma el siguiente valor:

anO

nha=———
0 an0+ﬁn0

4.9)

donde anp y Bno son, respectivamente, los valores de ap y Bp en el estado

de reposo o para t = 0.

4 Aislando la corriente de potasio y calculando las curvas de conductancia para varios valores de Vj en
el método de la fijacion del voltaje.
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4.2.2. Corriente idnica del sodio

Procediendo de forma similar a como hicieron con el potasio, en el caso
del sodio, Hodgkin y Huxley determinaron experimentalmente que cada
compuerta también esta controlada por cuatro particulas pero, en este caso,
tres de ellas son de activacién, a las que llamaron m, y la restante de
inactivacién, h, de forma que h es la probabilidad de que una particula de
compuerta de inactivacién del sodio esté cerrada, mientras que m es, al igual
que lo que ocurria con n, la probabilidad de que una particula de activacion del
sodio esté en estado abierto. Para que el flujo de los iones de sodio a través de
una compuerta sea posible, todas las particulas de activacion en la compuerta
han de estar abiertas y la de inactivacion ha de estar cerrada de forma que,

ahora:

Gva=Gnam’h (4.10)

donde, por razones obvias, la variacion temporal de m y h tiene la misma forma

que para n:

dm_

T =a,(1-m)=p,m (4.11)
dh_ .
E—ah(l h)—pB,h (4.12)

Integrando las ecuaciones (4.11) y (4.12) y, de nuevo, apoyandose en
datos obtenidos experimentalmente utilizando la técnica de fijacion del voltaje a
6.3°C, obtuvieron los coeficientes de reaccion para las particulas de compuerta

del sodio; para m son:

o1 VeV
G =T —exp(_ Y2 V=25 (4.13)
P 10
vV —v
B, =4exp(———=£) (4.14)
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y para h:
Vm_Vre
ah20.07-exp(—Tp) (4.15)
B,= 1
e V —-V.—30
1+exp(——"—12 — 168” ) (4.16)

De forma similar que para n, en el estado de reposo o para t = 0, las

variables de compuerta del sodio my h toman los siguientes valores:

_ amO
mO am0+ﬂm0 (417)

_ Oy
hy= ot By (4.18)

Por lo tanto, hay dos tipos de variables de compuerta: de activacion (my
n) y de inactivacion (h), las cuales representan la probabilidad de que los
canales o compuertas de sodio (compuertas m y h) y de potasio (compuerta n)
se abran. Si el valor o la probabilidad de las compuertas de activacion
aumenta, significa que hay un incremento en la despolarizacion de la
membrana celular, mientras que si el valor o la probabilidad de la compuerta de
inactivacion aumenta, significa que hay una disminucion en la despolarizacion o

una repolarizacion de la membrana celular.
4.2.3. Sumario de ecuaciones del modelo completo
A partir de las ecuaciones (4.1) a (4.5) mas la ecuacion (4.10), Hodgkin y

Huxley [8] dieron una expresion de cdmo varia con el tiempo el potencial de

membrana en una pequefia region del axén gigante del calamar:

Imzcm%ﬂan“(Vm—EK)+§Nam3h(Vm—ENa)+§L(Vm—EL) (4.19)
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El sistema se simplifica imponiendo la condicién de fijacion espacial (ver
apartado 4.1). Esta condicion asegura el hecho de que el potencial de
membrana sea constante a lo largo de la membrana en una region del espacio,
lo cual significa que en esta region no hay corriente local, es decir, /,=0 excepto
cuando se inyecta una corriente externa /. a modo de estimulo, caso en el que
Im=le.

Por lo tanto, bajo condiciones de fijacion espacial, el conjunto de

ecuaciones del modelo de Hodgkin-Huxley a 6.3°C es el siguiente:

dv
Co dtm:_gKHA(Vm_EK)_gNamE;h(Vm_ENa)_gL(Vm_EL) (4.20)

donde
dn _
E_an(l_n)_/jnn (46)
dm _
—=a,(1-m)-B, m (4.11)
dt
dh_  (1—h)—B,h (4.12)
dt
con
—0.01 Vm—Vrep—IO
= —exp(_ Ve V=10, (4.7)
P 10
V,—V
=0.125- - 4.8
B, exp(——2—") (4.8)
—0.1 Vm—Vrep—ZS
=" —exp(_ Y2V =25 (4.13)
P 10
V -V
—4exp(——m_Lre 4.14
pu=texpl- Yo Vo) (@.14)
Vm_Vre
ah=0.07-exp(—Tp) (4.15)
B,= 1
" vV, -V, -30
1+exp(———r2—) (4.16)

10
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y, en el estado de reposo o para t = 0:

_ anO
nO_ an0+/3n0 (49)

_ amO
mo_iamo-'-ﬁmo (4.17)

Oy
ho_iaho-’-/))ho (4.18)

Los valores de los parametros, independientes de la temperatura, que
aparecen en la ecuacion (4.20), obtenidos experimentalmente por Hodgkin y

Huxley [8], son los siguientes:

C,=1 uF/cm’
Ey=—12+V,, mV
E\=115+V,, mV
E,=10.6+V__ mV

rep

Gy, =120 mS/cm’
Gx=36 mS/cm’
g,=0.3 mS/cm’

Los potenciales de todas las ecuaciones estan dados en mV, la
densidad de corriente en yA/cm? las conductancias en mS/cm? la capacidad

en uF/cm?y el tiempo en ms.

4.2.4. El potencial de accion

Hodgkin y Huxley, en una serie de experimentos en condiciones de
fijacion espacial, aplicaron breves pulsos de corriente sobre la membrana para
despolarizar el potencial de membrana y estudiar como varia éste con el
tiempo [8]. Si la despolarizacion era pequena, el valor del potencial de
membrana volvia rapidamente a su valor de reposo, pero cuando el potencial
de membrana se despolarizaba por encima de un valor umbral de alrededor de
10mV, se generaba un gran pico de tension. Hodgkin y Huxley llamaron a este

pico de tension potencial de accion de la membrana.
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Figura 8: Arriba: Potencial de accion y sus diferentes fases.
Abajo: Variables de compuerta del sodio (m y h) y del potasio (n).

Ver el texto para la descripcion de las figuras.
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En la figura 8° se muestran las diferentes fases de un potencial de
accion: inicialmente, la membrana se ha despolarizado por encima del valor
umbral, lo cual provoca la activacion de la corriente de sodio tal y como queda
reflejado en el aumento de m.

Siguiendo la numeracién de la propia figura, las etapas se pueden
clasificar de la siguiente forma:

1- La membrana se despolariza por encima del umbral minimo, lo que
causa la activacion de la corriente de sodio (m aumenta) hacia el interior de la
neurona debido a que Vu-Ena<0 (ver figura 7 y ecuacion (4.3)).

2- La entrada de iones de sodio en la célula provoca un rapido
crecimiento (despolarizacion) del potencial de membrana, lo cual activa la
corriente de potasio hacia el exterior de la célula (ahora Ex<<0).

3- En el pico del potencial de accion, las compuertas (canales) de sodio
se hacen refractarias y ya no hay mas entrada de sodio en la membrana.

4- El potencial de membrana se repolariza, lo cual es ayudado por el
hecho de que, durante la despolarizacién de la membrana, la variable de
inactivacion h ha disminuido.

5- Todas las variables de compuerta vuelven a su estado de reposo e,
incluso, se produce una hiperpolarizacién del potencial de membrana. Durante
el periodo de inactivacion es casi imposible que se produzca un nuevo
potencial de accion (periodo absolutamente refractario) debido a que cualquier
aumento en m no aumentara la conductancia del sodio tanto como cuando h
esta en su estado de reposo. Ademas, la corriente del sodio entrando en la
célula tiene que contrarrestar la salida del potasio de la misma.

6- El potencial de membrana vuelve a su estado de reposo donde, tras
un periodo relativamente refractario (el umbral es algo mayor que cuando la
membrana esta en reposo), ahora si, se mantiene a la espera de un nuevo

potencial de accion.

5 Los gréficos de la figura estan obtenidos con MAPLE a partir de las ecuaciones del modelo de
Hodgkin-Huxley aplicando una corriente externa constante de 6.21 pA/cm? durante 10 ms.
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5. Modelos simplificados de disparo neuronal

A pesar de que el modelo de Hodgkin-Huxley describe con bastante
realismo el potencial de accion, este modelo no es comodo para el estudio del
comportamiento de la neurona como sistema excitable debido a la complejidad
del mismo ya que, como se ha visto, el espacio de fases es de cuatro
dimensiones, lo que hace realmente oneroso el analisis de la dinamica de la
neurona. Ademas, la simulacion numérica de este sistema requiere el ajuste
simultaneo de un gran numero de parametros y no es sencillo encontrar los

requerimientos exactos para que se produzcan oscilaciones.

Por todo ello, es conveniente explorar modelos mas simples que
capturen el comportamiento del potencial de accion. En los siguientes

subapartados se presentan los mas importantes.

5.1. Morris-Lecar

Es un modelo [13] propuesto en 1981 para describir una gran variedad
de patrones oscilatorios de voltaje en la fibra muscular del percebe gigante.
Realmente se trata de una reduccion del sistema original de cuatro ecuaciones
de Hodgkin-Huxley en el que se desprecia el proceso de inactivacién en las

conductancias por considerarse poco determinantes en los resultados.

Los experimentos se realizaron a una temperatura de,
aproximadamente, 22°C vy, al igual que en el modelo de Hodgkin y Huxley, se

utilizaron métodos de fijacion de voltaje y espacial.

El modelo fue creado para ajustarse de la forma mas precisa posible a
los datos obtenidos experimentalmente en la fibra, la cual posee un sistema

simple de conductancias formado por canales de calcio y potasio, ninguno de
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los cuales se inactiva apreciablemente y para cada una de los cuales las

ecuaciones se pueden generalizar de la siguiente forma [13]:

I=CV+g,(V-V,)+gu(Vv-Vv,) (5.1)
=2 (u,—u) (5.2)

donde, en la primera ecuacion, u se puede referir a la fraccion de canales
abiertos de calcio o de potasio e i al calcio o al potasio y, en la segunda, A es
un ratio de apertura® del canal en cuestion y el simbolo de infinito indica que el

canal esta en estado estacionario.

La principal diferencial respecto al modelo de Hodgkin y Huxley es que,
en este caso, las corrientes que van a predominar son de calcio (Ca?) y de
potasio (K*) en lugar de sodio y de potasio, de forma que el circuito eléctrico
equivalente del modelo es idéntico al descrito en el modelo de Hodgkin y
Huxley, pero substituyendo la corriente y la conductancia del sodio por las del

calcio.

Por lo tanto, las ecuaciones que describen el funcionamiento de la

membrana celular son las siguientes:

I=CV+g,(V-V,)+geaM(V—=V ) +gx N(V—V,) (5.3)
M=Ay(M,—M) (5.4)
N=Ay(N_.—N) (5.5)
con

M,=1/2[1+tanh ((V —V,)/V,)] (5.6)
Ay=Aycosh((V=V,)IV,) (5.7)
N_=1/2[1+tanh((V —=V,)/V,)] (5.8)
Ay=Aycosh((V-V,)/V,) (5.9)

donde

I es lacorriente aplicadaen uA/cm’

6 relacionada con el tiempo de relajacién del canal hasta llegar al estado estacionario
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9« 9c. Y 9, son los las conductancias maximasdel K* , Ca®™"

y de la corriente de fuga, respectivamente en mS/cm’
V es el potencial de membranaen mV
Vi.Vea Y V., son los los potenciales de equilibrio del K*
Ca'" vy de la corriente de fuga, respectivamente en mV
Ay,A, son ratios para la apertura de los canalesde K* y Ca™" |,
respectivamente, en s ' .
Ay, sonvalores maximosde 4, y A, respectivamente.
N,M es la fraccion de canales abiertos de K* vy Ca™
respectivamente, es decir, la probabilidad de que dichos canales conduzcan.
N,,M, es la fraccion de canales abiertos de K* y Ca*" ,
respectivamente, en estado estacionario®.
V., eselpotencial paraelcual M,=05mV en mV
V, es la inversa de la pendiente de la dependencia del voltaje de
M, en mV
V., eselpotencial paraelcual N,=0.5mV en mV
V, es la inversa de la pendiente de la dependencia del voltaje de
N, en mV

C es la capacitancia de la membranaen uF/cm’

Como se ha comentado, se puede observar que en este método no se
tiene en cuenta (se desprecia) el proceso de inactivacion del calcio tal y como
si se hace mediante la variable de compuerta de inactivacion h del sodio en el

modelo de Hodgkin y Huxley.

Tal y como ocurria con el modelo de Hodgkin-Huxley, la simulacion
numeérica de este sistema requiere el ajuste simultaneo de un gran numero de
parametros y no es sencillo encontrar los requerimientos exactos para que se

produzcan oscilaciones.

7  La expresion de los ratios de apertura de canales estan relacionados con la relajacién dieléctrica en un
campo eléctrico.

8 Se supone que, en el equilibrio, los estados abiertos o cerrados de un canal estan particionados de
acuerdo a una distribucién de Boltzman.
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Para realizar dicho estudio el sistema se reduce a 2 ecuaciones en las
cuales se asume que el sistema Cag*™ es mucho mas rapido que el K* ,
de forma que el primero se puede suponer en estado estacionario en todo

momento de forma que M=M_ .

De esta forma, las ecuaciones que describen el funcionamiento de la

membrana son las siguientes:

I:CV+gL(V_VL)+gCaMoo(V_VCa)+gKN(V_VK) (5.10)
N=Ay(N,—N) (5.11)

0.4+

0.3+

0.11

-01

-50 -40 -30 -20 -10 O 10 20 30
¥

I — Ceroclina V Ceroclina I\'l

Figura 9: Ceroclinas en el modelo de Morris-Lecar dados los siguientes valores para los

gCa:4’gK:8’gL:2’ VK:_8O’ VCa:120’VL:_60’TN:1/15’

parametros: C=20,V,=—1.2,V,=18,V,=12,V,=17.4,1=70

Variando los parametros se puede variar la estabilidad del punto critico.
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De esta forma, el espacio de fases se ha reducido a uno de dos
dimensiones, a diferencia de las cuatro dimensiones que tiene el espacio de
fases del modelo de Hodgkin y Huxley. En la figura 9 se muestran las

ceroclinas de este modelo para los parametros indicados.

5.2. FitzZHugh-Nagumo

Es el modelo mas conocido. Es un modelo simplificado [10][11][12] de
1962 del propuesto por Hodgkin-Huxley original de 4 ecuaciones, en el que se
eliminan las variables m y n que modelan la apertura de los canales

ionicos del sodio y potasio.

FitzHugh [11] buscaba reducir el modelo de Hodgkin-Huxley a uno de
dos variables de forma que fuese aplicable el analisis en el espacio de fases.
Para ello se apoy6é en varias de sus observaciones segun las cuales la
dinamica de las variables de compuerta n'y h es similar y mas lenta que la de
m, y en que la suma de n y h es, aproximadamente, 0.8 (ver figura 8). De esta
forma, m se podria suponer continuamente en estado estacionario (Unicamente
dependiente del potencial de membrana, pero no directamente del tiempo) y h
y n se podrian substituir por una unica variable W, ya que n + h = 0.8. Asi, las 4

ecuaciones del modelo de Hodgkin-Huxley, quedarian reducidas a 2.

Posteriores observaciones de FitzHugh [11] le llevaron a la conclusidn
de que la ceroclina V tenia la forma de una funcion cubica y que la ceroclina W
podia aproximarse por una linea recta, resultados a partir de los cuales derivo
un modelo de 2 ecuaciones (una lineal y otra no lineal) para una neurona

excitable de la siguiente forma:

: \%&
V:V—?—W+I (5.12)

W=2(V+a—bw) (5.13)
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I —— Ceroclina V’ Ceroclina W I

Figura 10: Ceroclinas en el modelo de FitzHugh-Nagumo con las ecuaciones
(5.12) y (5.13) para 1=0.3. Variando el estimulo se puede variar el nimero de puntos

fijos y su estabilidad.

donde

V es el potencial de membrana (variable rapida)

W es un variable de recuperacion (variable lenta)

I es una corriente externa aplicada en forma de estimulo

7 es una constante temporal relacionada con el tiempo de relajacion
de las variables de compuerta hasta llegar al estado estacionario, con valor
tipico =125

ayb son parametros con valores tipicos a=0.7, b=0.8

Posteriormente, Nagumo [12] construy6 un circuito usando diodos tunel
mediante el cual simuld las ecuaciones de FitzHugh. A partir de entonces, a las
ecuaciones (5.12) y (5.13) se las conoce como el modelo de FitzHugh-

Nagumo. En la figura 10 se muestran las ceroclinas de este modelo para I=0.3.
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En la actualidad, este modelo también se suele utilizar en la siguiente

forma:

V:V(V—a)(l—V)—W+I (514)
W=e(V—bW) (5.15)
02
0.1+
W
0_
~014— , . |
02 0 03 1 15
v
| —— Ceroclina v Ceroclina W |

Figura 11: Ceroclinas en el modelo de FitzHugh-Nagumo con las ecuaciones
(5.14) y (5.15) paral=0 con a=0.1 , b=1 y £=0.0023 . Variando estos

parametros se puede variar el nimero de puntos fijos y su estabilidad.

donde el parametro ¢ adopta valores muy pequefios, de forma que la
variable W sea lentafrente auna V rapida. En la figura 11 se muestran las

ceroclinas de este modelo para I=0con a=0.1 , b=1 y £=0.0023 .

5.3. Hindmarsh-Rose

Propuesto en 1984 [16], es uno de los modelos neuronales mas
interesantes y utilizados en la actualidad debido a que es capaz de generar
rafagas de potenciales de accion. El modelo fue iniciado por Hindmarsh y Rose

tras el descubrimiento de una célula en el cerebro del caracol de estanque la
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cual, tras ser despolarizada por un pulso corto de corriente, generaba una
rafaga que superaba con creces el estimulo.

Para simular este comportamiento, Hindmarsh y Rose propusieron el
siguiente modelo con dos ecuaciones [16]:

x=y—ax’+bx’+1

(5.16)
y=c—dx’—y (5.17)
[}_
C
, B
—5-
v
- 1 |:|._
A
-15
_2[} T T T T T
-2 -1 0 1 2
X
|— Ceroclinax Ceroclina ‘.l

Figura 12: Ceroclinas y puntos criticos (A, B y C) en el modelo de Hindmarsh-Rose de

2 ecuaciones para a=1,b=3,c=1,d=5 e I=0
donde

x es el potencial de la membrana (adimensional).

y es una variable de recuperacion (también llamada spiking variable
o variable generadora de picos).

a,b,c y d

son parametros que definen el comportamiento de la
neurona.
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I es una corriente externa aplicada en forma de estimulo o de

parametro de control,

el cual es una modificacion del modelo de Fitzhugh (ecuaciones (5.12) y (5.13))
y en el que, al igual que en el modelo de Morris-Lecar, no se tiene en cuenta el
mecanismo de inactivacion, con la propiedad de que cada potencial de accion
esta separado del siguiente y del anterior por un gran espacio relativo entre
picos propio de las neuronas reales, debido a que en este modelo la
recuperacion es mas rapida ya que se ha introducido un término de segundo
grado en la ecuacion de la variable de recuperacién. En la figura 13 se muestra

una respuesta tipica de este modelo tras aplicar un pulso corto de corriente.

2

0 50 100 150 200

— It

Figura 13: Respuesta tipica en el modelo de Hindmarsh-Rose de 2 ecuaciones tras

aplicar un pulso corto de corriente para a=1,b=3,c=1,d=5 el=1.

Como se observa en las ecuaciones (5.16) y (5.17) y en la figura 12, la
principal diferencia entre estas ecuaciones y las del modelo de Fitzhugh-
Nagumo es que, ahora, la ceroclina y , debido a lo recién comentado, es

parabdlica en lugar de una linea recta.
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Los puntos criticos y la estabilidad del modelo, de acuerdo a la regién a
la que pertenece el valor del potencial de membrana x, estudiado, son los que
se muestran en la tabla 1 (obviando el estimulo aplicado)®. La figura 12 puede
servir de apoyo para visualizar dichos puntos. En la figura 14 se muestra un

detalle de los dos puntos criticos A y B que aparecen en la mitad izquierda de

la figura 12.
Region Valor de xo Punto critico
/ Xo < -2(d-b)/3a Nodo o espiral estables
I -2(d-b)/3a < xo <0 Punto de silla inestable
1l 0 < Xxo < (b-D)/3a Foco o espiral estables
v (b-D)/3a < xo < (b+D)/3a Foco o espiral inestables
vV (b+D)/3a < xo Foco o espiral estables

Tabla 1: Puntos de equilibrio y estabilidad del modelo de Hindmarsh-Rose donde D =

(b*-3a)"” imponiendo la condicién b® > 3a

Por lo tanto, para que se produzcan oscilaciones, es decir, para que se
genere un ciclo limite, son necesarias dos condiciones: 1) que los valores de
los parametros de las ecuaciones del modelo sean tales que el punto C de la
figura 12 se encuentre en la region marcada como /V en la tabla |, y 2) que los
valores iniciales para las variables x e y se tomen cerca de dicho punto C,
ya que, de lo contrario, si los valores iniciales de las variables se toman cerca
del punto A (estable), el sistema tenderia hacia el equilibrio. En este ultimo caso

se podria utilizar el estimulo / para salir del equilibrio.

9 El andlisis de puntos de equilibrio y su estabilidad estd perfectamente realizado en el documento de

Hindmasrh-Rose de 1984
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Figura 14: Detalle de los dos puntos criticos que aparecen en la mitad izquierda de la

figura 12.

Sin embargo, las neuronas sobre las que se realizaron los experimentos
no generaban trenes de potenciales de accion tal y como aparecen en la figura
13, sino que dichos potenciales cesaban con una onda lenta tras la
repolarizacion tal y como se muestra en la figura 15. Para simular este efecto
(bursting) se afnadié una tercera ecuacion al modelo con una nueva variable
lenta z (también llamada bursting variable o variable generadora de rafagas),

dando lugar al siguiente modelo con tres ecuaciones [16]:

x=y—axX’+bx’+I1—z (5.18)
y=c—dx’—y (5.19)
z=r(s(x—x,)—z) (5.20)

donde r tiene un valor muy pequefo para que =z sealenta, s es un
nuevo parametro constante y x; es la coordenada x del punto de

equilibrio situado mas a la izquierda del modelo con 2 ecuaciones (punto A en

las figuras 12 y 14).
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Figura 15: Respuesta tipica en el modelo de Hindmarsh-Rose de 3 ecuaciones tras
aplicar un pulso corto de corriente con los mismos valores para los parametros que en la

figura 13y con r=0.001 y s=1

Si se desea representar la variable z en el espacio de fases, este

ultimo ha de ser, l6gicamente, de tres dimensiones.

5.4. Izhikevich

Es uno de los modelos mas modernos (2003) [17]. En cierto modo esta
relacionado con el modelo de Hindmarsh-Rose, ya que se centra en la
formacion de trenes de potenciales de accién y de rafagas (bursting) de la
forma mas sencilla posible para simular el comportamiento de varios tipos de
neuronas corticales. Para ello, el modelo trata de encontrar un equilibrio entre
los dos siguientes requisitos: primero, ser computacionalmente simple v,
segundo, ser capaz de reproducir de la forma mas rica posible patrones de
disparo exhibidos por neuronas reales. El cumplimiento de ambos requisitos,
simultaneamente, con los modelos vistos hasta ahora es computacionalmente

prohibitivo.
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El analisis matematico del modelo esta realizado en [6] y [18], esta
basado en teoria de bifurcaciones y lo conforman las siguientes dos

ecuaciones [17]:

v=0.04v’+5v+140 —u+I (5.21)
u=a(bv—u) (5.22)

junto con la siguiente condicion, la cual resetea las variables v y u

si vz30mV:«[u:Zfd} (5.23)

La variable v representa el potencial de membrana de la neurona y

u una variable de recuperacion, la cual representa la activacién de las
corrientes idnicas de K* , la inactivacién de las de Na® y proporciona
retroalimentacion negativa a la variable v . | es la corriente sinaptica

aplicada.

a,b y d sonparametros adimensionales:

El parametro a describe la escala de tiempo para la variable de
recuperacion u . Valores pequenos indican una recuperacion lenta.
El parametro b describe la sensibilidad de la variable de recuperacion
v a las fluctuaciones del potencial de membrana u
El parametro ¢ describe el valor de retorno del potencial de
membrana v después del potencial de accion. Su unidad es el mV
El parametro d describe el valor de retorno de la variable de

recuperacion u después del potencial de accion.

La elecciébn de diferentes valores para los parametros permite

representar distintos patrones de disparo.

En este modelo, la representacion de ceroclinas en el espacio de fases

no aporta mucha informacion debido a la condicion (5.23).
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6. Resultados

A continuacidn se presentan los resultados obtenidos al simular los
distintos modelos enumerados anteriormente. Para ello se ha utilizado el
programa MAPLE. MAPLE es una opcién realmente interesante para realizar
este tipo de trabajos y, computacionalmente, es comoda y economica. En el
apéndice se muestran los listados del codigo en MAPLE de algunos de los

graficos que a continuacién se obtienen.

A la hora de presentar los resultados se sigue un orden similar al
utilizado en las paginas anteriores, comenzando con el modelo original de
Hodgkin-Huxley y siguiendo con el de Morris-Lecar, el cual es una
simplificacion menos drastica que la del resto, FitzHugh-Nagumo, Hindmarsh-
Rose e Izhikevich. Mediante esta ordenacion se podra apreciar el avance que
supone cada modelo respecto de los anteriores y se podra realizar una
comparativa de las ventajas e inconvenientes de utilizar alguno de ellos

respecto de los otros.

6.1. Modelo de Hodgkin-Huxley

Par simular el modelo se han aplicado las férmulas del modelo completo
tomando como valores iniciales para las variables de compuerta los
correspondientes a t=0 ms, momento en el que se supone el potencial de

membrana en reposo, es decir, V,,=-65V. De esta forma se tiene:

ano=a,(V=—65mV)=0.058

y, de la misma forma:
B,,=0.125

a,,=0.223
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ﬂmO: 4
a,,=0.07
$,,=0.0474

con lo que:

n,=0.317
m,=0.053
m,=0.596

En la figura 16 se muestran distintos potenciales de accion para distintas
intensidades 1 en uA/cm? inyectadas en la membrana neuronal [8][9]. Si la
intensidad inyectada es insuficiente no se genera potencial de accién alguno,
mientras que si se supera un determinado umbral se generan uno o varios
potenciales de acciéon dependiendo del valor de la misma. Si se sigue
aumentando el valor de la corriente inyectada se llega a un punto en el que se
genera una bifurcacién de Hopf y el potencial de membrana adquiere forma
periddica. Si se aplican pulsos cortos de corriente se generan potenciales de

accion individuales.

Hay que recordar que, al tratarse de un sistema tetradimensional, no se
puede estudiar el sistema en un diagrama de fases bidimensional o, incluso,
tridimensional sin ignorar alguna de las variables, con lo que se hace realmente
complicado el estudio pormenorizado del comportamiento del potencial de
membrana en funcion del resto de variables asi como saber cuando el sistema
se hace refractario. En este caso, tal y como se hizo en la figura 8, la solucién
mas sencilla es graficar todas las variables en funcién del tiempo para ver su

evolucion.
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Figura 16: Potencial de membrana para: (a) [=2pA/cm?, insuficientes para despolarizar

la membrana por encima del umbral minimo; (b) I= 4pA/cm?, primer potencial de

accion; (c) 6pA/cm?, dos potenciales de accion; (d) 6.26pA/cm? y (e) 6.27pA/cm?,

bifuracacién de Hopf y el potencial de membrana adquiere forma periédica; (f)

potencial de membrana al aplicar varios pulsos cortos de corriente de 3, 6 y 50pA/cm?2.
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6.3. Modelo de Morris-Lecar

En este caso, aunque el numero de parametros a ajustar sigue siendo
muy grande, el sistema ya es bidimensional y es posible visualizar su
comportamiento en el espacio de fases. Asi, en la figura 17, y para el valor de
los parametros dados [13], el punto de equilibrio varia en funcién de la corriente
de estimulo aplicada. En el espacio de fases se muestra que el sistema
evoluciona hacia el potencial de equilibrio y es sencillo adivinar el flujo del

campo (V,N)

30 0.8+
204 0.77

0.6+

0.4+
Vimi") -104 N1
03+

-20- 02

—30 0.1

— 401 04

-0.14
=30

] 30 100 150 200 -60 -40 -20 0 20 40

#{ms) V) (ml7)

|——1=25 —I=100 1=400| |— Ceroclina Vv

Ceroclina l\'l

Figura 17: Modelo de Morris-Lecar con V (0)=—50, N(0)=N,(V=-50)
9e,=0,9,=8,9,=3,V,=—70,V,=—50,A,=1/15,C=20,V,=—1,V,=145
El espacio de fases mostrado corresponde a la corriente de estimulo de 400pA/cm?.

En todos los casos el sistema evoluciona hacia el potencial de equilibrio.

En las figuras 18 y 19 se muestra como, al variar el valor de los distintos
parametros, se pueden generar dos ciclos limite alrededor de sendos puntos

fijos inestables, lo que da lugar a dos oscilaciones diferentes [14][15].
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Figura 18: Generacién de un ciclo limite alrededor de un punto fijo inestable en el
modelo de Morris-Lecar con  V(0)=—50,N(0)=N,_(V=-50)

9eu=4,g,=8,9,=2,V,=—70,V,,=100,V,=—50,1,=1/15,
C=20,V,=10,V,=20,V,=1,V,=14.5,1=300
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Figura 19: Generacién de un ciclo limite alrededor de un punto fijo inestable en el
modelo de Morris-Lecar con V(0)=—50,N(0)=N, (V=-50)

9o, =4,9,=8,9,=2,V,=—80,V,,=120,V,=—60,1,=1/15,
C=20,V,=—1.2,V,=18,V,=12,V,=17.4,1=70
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Finalmente, en la figura 20 [14] se observa como, tras una bifurcacion de
Hopf, el sistema pasa de evolucionar hacia el potencial de equilibrio mediante
una espiral estable a generar un ciclo limite debido a que una pequefa
variacion en el estimulo aplicado ha provocado que la espiral estable se

convierta en un punto fijo inestable.
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Figura 20: Bifurcacion de Hopf en el modelo de Morris-Lecar con
V(0)=-50,N(0)=N_(V=-50)
9ea=%9,=8,9,=2,V,=—80,V=120,V,=—60,A,=1/15,
C=20,V,=—-1.2,V,=18,V,=2,V,=174

Arriba I=50.25 ;abajo I=50.5
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Los graficos obtenidos en la figura 20 son similares a los obtenidos en el
modelo de Hodgkin-Huxley pero, ahora, con la ventaja de que es posible
visualizarlos en el espacio de fases. Ademas, como se ha visto en las
anteriores figuras, aunque sigue siendo muy complicado el ajuste simultaneo
de todos los parametros, es posible obtener distintos tipos de ondas, a
diferencia de lo que ocurre en el modelo de Hodgkin-Huxley, el cual es un

modelo mas rigido o cerrado.

6.2. Modelo de FitzZHugh-Nagumo

Con los dos modelos vistos hasta ahora, el numero de parametros y
constantes a ajustar es muy grande, y la labor de encontrar valores que hagan
que los modelos generen determinados tipos de oscilaciones o
comportamientos puede resultar muy tediosa. Con el modelo de FitzHugh-
Nagumo, estos inconvenientes disminuyen considerablemente, ya que, ademas
de tratarse de un sistema bidimensional, lo que facilita su representacion en el
espacio de fases, unicamente hay tres parametros a ajustar (aparte del
estimulo aplicado), lo que hace mucho mas sencillo el proceso de encontrar

distintas configuraciones en el sistema.

En la figura 21, y mediante el modelo dado por las ecuaciones (5.12) y
(5.13), se observa como influye el estimulo externo en el potencial de accion y
en el equilibrio del sistema, empezando desde el equilibrio estable (excitable)
con un estimulo pequeno ( I=0.3 ), pasando por un ciclo limite alrededor de
un punto fijo inestable tras una bifurcacion de Hopf en 1=0.325 para
estimulos intermedios ( I=0.5 ), y terminando de nuevo en el equilibrio

estable con estimulos grandes ( I=2 ).
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Figura 21: Tres posibles estados en el modelo de FitzHugh-Nagumo (ecuaciones (5.12)

y (5.13)) para I=0.3 (estable), I=0.5 (ciclo limite) e I=2 (de nuevo estable).
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En las figuras 22 y 23 se hace un estudio similar con el modelo dado por las
ecuaciones (5.14) y (5.15)) pero, en esta ocasiéon, manteniendo el estimulo
constante e igual a cero y modificando el valor de los parametros a y b o el
del inicial de las variables. De esta forma se obtiene un sistema estable
excitable (figura 22), otro biestable y un ciclo limite alrededor de un punto

inestable (los dos ultimos en la figura 23).
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Figura 22: Estado estable excitable en el modelo de FitzHugh-Nagumo (ecuaciones
(5.14) y (5.15)) paraI=0 con b=2 y £=0.0023 para V(0)=0.2 y W(0)=0
Arriba, para a=0.3 , la perturbacién inicial es insuficiente y el sistema vuelve

rapidamente al estado de equilibrio. Abajo, para a=0.1 , la perturbacién lleva al

sistema a recorrer el espacio de fases hasta llegar de nuevo al equilibrio.
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Figura 23: Modelo de FitzHugh-Nagumo (ecuaciones (5.14) y (5.15)) para I=0.
(a) y (b) Sistema biestable con a=—0.5 , b=10 , £=0.0023 ;en(a) V(0)=0.1
y W(0)=0.1 yenb) V(0)=0.5 y W(0)=0.03 . (c) Ciclo limite con punto fijo

inestable con a=—0.1 , b=2 y £=0.0023 para V(0)=0.2 y W(0)=0 .
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En todas las figuras vistas para este modelo se puede observar que,
aunque ha disminuido considerablemente la dificultad para encontrar distintas
configuraciones para el sistema, la anchura de los potenciales de accién es
muy grande si se compara con la de los potenciales vistos en el modelo de
Morris-Lecar y, sobre todo, en el de Hodkin-Huxley, ambos mas realistas en
este sentido. Esto se debe a que, como es claramente observable en el
espacio de fases, la trayectoria durante el periodo absolutamente refractario es
muy extensa. En los siguientes modelos este problema se soluciona. Por otra
parte, tal y como se ha podido comprobar, se trata de un modelo muy cémodo

a la hora de representar a la neurona como sistema excitable.

6.4. Modelo de Hindmarsh-Rose

Durante toda esta seccion y por conveniencia, para los parametros
a,b,c y d se utlizaran los valores con los que Hindmarsh y Rose
realizaron experimentos numéricos y con los que se obtiene un ciclo limite

alrededor de una espiral inestable [16]:

a=1,b=3,c=1,d=5

x(f) y

0 50 100 130 200 -2 -1 0 1 2 3

t x
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Figura 24: Generacién de un ciclo limite en el modelo de Hindmarsh-Rose de 2

ecuaciones alrededor de la espiral inestable E con un pulso corto de corriente.
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Asi, aunque con la configuracion inicial el sistema tiende al equilibrio,
aplicando un pulso corto de corriente ( I=1 ) al modelo de 2 ecuaciones
(ecuaciones (5.16) y (5.17)), el resultado es el que se muestra en la figura 24,
en el cual se genera un tren de potenciales de accién correspondientes al ciclo
limite que aparece en el espacio de fases. Como ya se ha comentado, en este
modelo la recuperacién tras cada potencial de accion es mas rapida, lo cual es
propio de neuronas reales y de modelos como el de Hodkin-Huxley, debido al
término de segundo grado introducido en la ecuacién de la variable de

recuperacion.

Tal y como se ha mencionado anteriormente, las neuronas sobre las que
se realizaron los experimentos no generaban trenes de potenciales de accién
tal y como se muestra en la figura 24, sino que dichos potenciales cesaban con
una onda lenta tras la repolarizacion y se volvia al equilibrio estable. Para
simular este efecto (bursting o rafagas) se utiliza el modelo de tres ecuaciones

(ecuaciones (5.18) - (5.20)) donde, en nuestro caso, la coordenada x,

correspondiente al equilibrio estable es, aproximadamente, x,=—1.6

Repitiendo la ultima simulacion con tres ecuaciones para r=0.001 y

s=1 el resultado es el que se muestra en la figura 25a, el cual, ahora si,
coincide con lo recién comentado. Como se puede observar, en dicha figura ya
se utiliza el espacio de fases en 3 dimensiones, donde se aprecia la variacién

lenta de la variable z

Sienlugarde s=1 se utiliza s=4 el resultado es el que se muestra
en la figura 25b, con un unico potencial de accion, el cual también fue
observado por Thompson & Smith en neuronas de varios moluscos, tal y como

se dice en [16].
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Figura 25: (a) Generacion de una rafaga en el modelo de Hindmarsh-Rose de 3
ecuaciones con un pulso corto de corriente para r=0.001 y s=1 . (b)Mismo caso

que en (a) pero con s=4 en el que se genera un Unico potencial de accion.

Y, si en lugar de utilizar un pulso de corriente, se utiliza la corriente como
un parametro constante, se pueden generar trenes de rafagas (figura 26). Asi,
para [=0.4 se genera una rafaga aislada tras la cual se vuelve al reposo
después de una onda lenta tras la repolarizacion, para =2 ya se forma un
tren de rafagas y, finalmente, para [=4 , se forma una rafaga continua.
Como se dice en [16], este tipo de rafagas es similar a las rafagas vistas en las

neuronas R15 del molusco Aplysia.



54 Modelos de disparo neuronal - Alfonso Fraile Cruz

3
(@)
2_ -
0.5
11 0.4
x(#) (1) 034
[y (e
0.1
14 7
0—
=30
-20
5 -10
0 200 400 600 800 1000 ¥
t
3
21 .
T
11 1.5
x(1) (1) ]_:
o 5
0.5
14 N
0—
-30
e
- . . . . . . . . . 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 ya x(1)
t
3
(©
2_
3
. i
- 2
i =(1)
0 n
_1_
-3
-2
_] _4
2 . . . . vy 3 2 1 o -1 -2 -3
0 200 400 600 800 1000 x( 1)

t

Figura 26: Aplicacion de un estimulo constante en el modelo de Hindmarsh-Rose de 3
ecuaciones para r=0.001 , s=4 con(a) I=0,4 , se genera una rafaga aislada tras
la que se vuelve al reposo; (b) I=2 , se genera un tren de rafagas; (c) I1=4 ,se

genera una rafaga continua.
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Cabe decir que, aunque el sistema es ahora tridimensional, estos
comportamientos se pueden explicar, de la misma forma a como se hace en los
modelos de FitzHugh-Nagumo y Morris-Lecar, en el espacio de fases

bidimensional proyectando el espacio de fases tridimensional sobre el plano

X—y

Siguiendo con los mismos parametros pero, ahora por ejemplo, con
r=0.005 vy un estimulo I=3.25 el resultado es el que se muestra en la
figura 27, donde se observa que el numero de picos en las sucesivas rafagas
es 5,555 5,4,5,4,4,5,4,5,5,5,5, 3,4, 5y 4 sin ningun patron aparente.
Esto es un ejemplo de un sistema determinista produciendo rafagas con una
estructura aleatoria, lo cual indica que no es necesario ruido para que se

produzcan este tipo de estructuras.

T T
o 1000 2000
t

Figura 27: Generacion de rafagas con estructura aleatoria en el modelo de Hindmarsh-

Rose con r=0.005 , s=4 e [=3.25

Finalmente, en la figura 28 se muestra que, ademas de por un pico de
corriente positiva, también se puede generar una rafaga mediante un rebote
post-inhibitorio producido al aplicar corriente negativa durante un periodo

similar a la duracion de la rafaga.

3000
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Figura 28: Generacién de una rafaga mediante rebote post-inhibitorio en el modelo de

Hindmarsh-Rose con r=0.001 , s=4 e [I=-3

En definitiva, con este modelo, ademas de solucionarse el problema de la
anchura de los potenciales de accion observado en el modelo de FitzHugh-
Nagumo, el espectro de comportamientos neuronales susceptibles de ser
simulados ha aumentado considerablemente gracias a que es capaz de
generar rafagas (bursting) mediante la aplicacion de estimulos, ya sea
aplicados de forma constante positiva o en forma de pulsos o mediante rebote

post-inhibitorio aplicando un estimulo negativo.

6.5. Modelo de Izhikevich

Para realizar las simulaciones de este modelo se ha utilizado el método

de Euler en MAPLE con un paso de integraciéon de 1us durante 400ms

En la figura 29 se muestran los potenciales de accién correspondientes
a algunos tipos de neuronas conocidos en funcién del valor de los parametros

a,b,c y d [17]tras aplicar un estimulo =10



57

Modelos de disparo neuronal -

Alfonso Fraile Cruz

(a) Neurona RS (Regular Spiking) a=0.02,b=0.2,c=—-65,d=8

v(mV)

:W—JJJJJ

-2

0

(b) Neurona IB (Intrinsically Bursting) a=0.02,b=0.2,c=-55,d=4

v(mV)

y

vy

\V

=
=
=

(c) Neurona CH (Chattering) a=0.02,b=0.2,c=-50,d=2
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Figura 29: Representacion del potencial de membrana y del espacio de fases de algunos

tipos de neuronas obtenidos mediante el modelo de Izhikevich
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(d) Neurona FS (Fast Spiking) a=0.1,b=0.2,c=—65,d=2
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(e) Neurona LTS (Low Treshold-Spiking) a=0.02,b=0.25,c=—65,d=2
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Figura 29: Continuacion...

- Las neuronas RS (figura 29a) son las mas comunes en el cortex
cerebral y, cuando se les aplica un estimulo prolongado, inicialmente generan
unos cuantos picos (spikes) de tensién con un pequefo periodo entre picos vy,

después, dicho periodo aumenta.

- Las neuronas IB (figura 29b) inicialmente generan una rafaga (bursting)

seguida de picos individuales que se repiten.

- Las neuronas CH (figura 29c) generan rafagas de picos muy cercanos

entre si.
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- Las neuronas FS (figura 29d) generan trenes de potenciales de accion

con una frecuencia muy grande.

- Las neuronas LTS (figura 29e) inicialmente generan, como en el caso
anterior, trenes de potenciales de accion con una gran frecuencia, la cual,

posteriormente, disminuye.

Tal y como indica y demuestra el propio Izhikevich en su obra
“‘Dynamical Systems in Neuroscience” [6], haciendo pequefias variaciones en la
forma de las ecuaciones (5.21) y (5.22) se puede obtener un espectro aun
mayor de comportamientos neuronales conocidos, incluyendo generacion de
picos y de rafagas mediante rebote post-inhibitorio, como ya se ha visto en el

modelo de Hindmarsh-Rose.

Por lo tanto, la gran ventaja de un modelo tan sencillo como este es que,
con Unicamente dos ecuaciones y un unico término no lineal (v°), se puede

reproducir el comportamiento de todas las neuronas corticales conocidas.

A modo de resumen y a partir de las definiciones y resultados
presentados en este trabajo, en la tabla tabla Il se presentan, de forma sucinta,

las principales caracteristicas de cada modelo:
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Modelo

Caracteristicas

Hodgkin-
Huxley
(H-H)

Primer modelo cuantitativo de las propiedades de la
membrana neuronal

4 ecuaciones diferenciales.

Muy realista.

Enorme cantidad de parametros y constantes.

Rigido (no configurable).

No visualizable en el espacio de fases.

No representa bursting.

Morris-
Lecar
(M-L)

Similar al modelo de H-H.

4 ecuaciones reducibles a 2.

Bastante realista.

Gran cantidad de parametros y constantes.
Configuracion laboriosa para obtener oscilaciones.
Modelo muy cémodo a la hora de representar a la
neurona como sistema excitable en el espacio de fases.
No representa bursting.

No tiene en cuenta el mecanismo de inactivacion.

FitzHugh-
Nagumo
(F-N)

2 ecuaciones.

La ceroclina de la variable de recuperacion es una recta.
Poco realista en la forma de los potenciales de accion.

3 parametros a configurar. Facilmente configurable.
Espacio de fases muy similar al del modelo de M-L.

No representa bursting.

Hindmarsh-
Rose
(H-R)

2 ecuaciones y una tercera para representar bursting.

La ceroclina de la variable de recuperacion es una
parabola. Muy realista.

De 4 a 6 parametros, aunque 4 de ellos se pueden
considerar constantes. Facilmente configurable.

Espacio de fases difiere de los modelos de M-L y F-N,
pero comodo para representar un sistema excitable.

No tiene en cuenta el mecanismo de inactivacion.
Representa el comportamiento de varios tipos de
neuronas, incluyendo rafagas.

Izhikevich

2 ecuaciones mas una condicion de reseteo de variables.
Unicamente un término de segundo grado en las
ecuaciones.

Muy realista.

4 parametros.

Facilmente configurable para obtener oscilaciones.
Ceroclinas en el espacio de fases no aportan informacion
debido a la condicion de reseteo.

Representa el comportamiento de todas las neuronas
corticales conocidas.

Tabla II: Caracteristicas de modelos de disparo neuronal
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7. Conclusiones

El modelo matematico de Hodgkin-Huxley describe con realismo los
potenciales de accion en neuronas, pero lo hace mediante un conjunto extenso
de ecuaciones, variables y parametros, lo cual hace realmente complicado ir
mas alld en un analisis mas pormenorizado del comportamiento de las
neuronas como sistemas excitables, ya que el espacio de fases es de cuatro
dimensiones. El modelo de Morris-Lecar describe las tres mismas corrientes
que el de Hodgkin-Huxley pero con, unicamente, dos variables dinamicas, lo
cual permite obtener unas cuantas oscilaciones y visualizarlas en el espacio de
fases. Con el modelo de FitzHugh-Nagumo, aunque de forma menos realista
que en los anteriores, el numero de parametros a configurar ha disminuido
considerablemente y es mas sencillo un analisis de la neurona como sistema
excitable. Con el modelo de Hindmarsh-Rose se dio un salto cualitativo ya que,
por primera vez, se consiguié simular rafagas de potenciales de accién
observadas en el potencial de membrana de una neurona. Finalmente, el
modelo de lzhikevich perfecciona el modelo de Hindmarsh-Rose y consigue,
con unicamente dos ecuaciones, representar el comportamiento de todas las

neuronas conocidas de la corteza cerebral.
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APENDICE: Listados en MAPLE de algunas figuras

A continuacion se muestran los listados del cédigo en MAPLE de
algunos de los gréaficos presentados en el trabajo. Se ha escogido, al menos,
un grafico de cada modelo para que sirva como ejemplo. A partir de dichos

ejemplos, la obtencion del resto puede ser bastante sencilla.



FIGURA 8

"V "V 1

| > restart : with(DEtools) :
> [=0621:gNa=120:gK :=36:gL:=03:VK:=-77:VNa :=50:VL :=-544:C:=1:
0.01-(V(t) +55) B V(t)+65))_a

- (l—exp(—(w))) :bn:=0.l25-exp( ( 5

10
e (e L)
ah = 0.07-exp(—(%§65)):bh = L csys = {i=C

[1ree(-(F )

dzﬁf (), gL (VL — V() -gK-n(t)* (VK —V(t)) —gNa-m(t)>-h(t)- (VNa

V(t) dlﬁ’ t)=an-(1 —n(t)) —bn-n(t),diff (m(t),t) =am-(1 —m(t)) — bm
| m(t), diff (h =ah (1—h(t)) —bh-h(t)}:
| >
> DEplot(sys, [V (t),n(t), m(t), h(t)],t=0..10, V=-100..50, number=4, [[V(0) =-65,n(0)
=0.317, m(0) =0.053, 7(0) =0.596 1], stepsize =0.005, scene = [t, V(t) ], lmecolour
L =blue) :
| >

> DEplot(sys, [V (t),
—O 317, m(0)

(t),m(t), h(t)],t=0..10,n=0..1, number=4, [[V(0) =-65,n(0)
0.053, £(0) =0.5961], stepsize =0.005, scene = [t, n(t) 1, linecolour = blue)

[~

> DEplot(sys [V(2),
=0.317, m(0)
=green) :

> DEplot(sys, [V (1),
—O 317, m(0)

(t),m(t), h(t)],t=0..10,m=0..1, number=4, [[V(0) =-65,n(0)
0.053, £(0) =0.5961], stepsize =0.005, scene = [t, m(t) 1, linecolour

[~

(t),m(t), h(t)],t=0.10, h=0..1, number=4, [[V(0) =-65,n(0)
0.053, 4(0) =0.596 1], stepsize =0.005, scene = [t, h(t) ], linecolour = red)

[~

FIGURA 16f

"V "V "V "V I

> restart : with(DEtools) :
> 1= piecewise(t < 10,0, < 15,2,1 <40,0,t <45,6,t<70,0,t<75,50,0) : gNa :=
120: gK :=36:gL == 03 : VK :=-77:VNa := 50 : VL :=-544:C:=1:an =

¢ :{-EE«(V( 0-455) S 0.125-0xp( - (VLS ) =
(1_62((((3”*0““))) sl (2455))
ah = 0.07-exp( ( +65 )) bh = L csys = {i=C

(1 ee(-(F5)))




dzﬁ” (V(t gL (VL Vit ))—gK-n(t)4-(VK Vit)) — gNa m(t )3-h(t)-(VNa
V(t)) dﬁ )=an-(1 —n(t)) —bn-n(t), diff (m t)=am-(1 —m(t)) —bm
1), diff (h —ah(l—h(t))—bh-h()}.

| >

> DEplot(sys, [V (t),n(t), m(t), h(t)],t=0..100, V=-100..50, number=4, [ [V (0) =-65, n(0)

=0.317, m(0) =0.053, 2(0) =0.596 1], stepsize = 0.005, scene = [t, V(t) ], linecolour

L =blue) :
>
| > plot(i,t=0..100) :
| >
=>
| > FIGURA 23c

>

| > restart : with(DEtools) :

> a:=-01:b:=2:sys:={diff (V(t),t)=V(t)-(V(t) —a)- (1 =V(t)) —W(t),diff (W(t), 1)
L =0.0023-(V(t) —b-W(t))}:

> DEplot(sys, [V (t), W(t)],t=0..1000, V'=-0.5..1.2, W=-0.2..0.3, number=2, [[V(0) =0.2,
W(0) =011, colour =white, stepsize = 0.05, thickness =3, linecolour =red) :

> plot([V-(V—l— 0.1)- (1 —=7V), r , V=—O.5..1.2,—O.2..O.3) :

2
> DEplot(sys, [V (t), W(t)],t=0..1000, V'=-0.5..1.2, W=-0.2..0.3, number=2, [ [V (0) =0.2,
W(0) =011, stepsize =0.05, scene=[t, V(¢)]) :

FIGURA 20 arriba

IV "V "V IIV I

;> restart . with(DEtools) -
> 1:=15025:gCa:=4:gK:=8:gL:=2:VK:=-80:VCa:=120:VL :=-60: LNm :=

L:V] =-12:V2:=18:C:=20:V3:=2:V4:=17.4: Mest := %(1

15
Vi) =VINY . N V) =V3\Y . ra
—I—tanh( 7 )) : Nest := ) (1 +tanh( V4 )) LN = LNm
-cosh(%j sys = {C- dzﬁf —z+gL (VL —V(t)) +gK-N(t)- (VK
| — V(1)) +gCa-Mest-(VCa — V dzﬁ‘ =LN- (Nest —N(t))} :

> DEplot(sys, [V(t), N(t)],t=0..1400, V=-60..50, N=-0.1..0.5, number=2, HV(O) =-50,

M) =5 (1m0 ) |

V4 , colour =white, stepsize =0.05, thickness =3,

linecolour = green) :

B

> DEplot(sys, [V(¢), N(t)],t=0..1400, V=-60..50, N=-0.1..0.5, number =2, [

N(O):%'(l +tanh(¥))

V(0) =-50,

], colour = red, stepsize =0.05, thickness =1,




linecolour = green, scene = [t, V (t) ], maxfun = 500000) :

(-i-gL- (VL —V)-gCa-Mest-(VCa—V(¢))) 1 V—V3 _

>plot([ T ey - (l—l—tanh( - j)]V 60
..30,—0.2..0.5) :

>

| >

> FIGURA 28

| >

| >

| > restart : with(DEtools) :

>a=1:b:=3:¢c:=1:d=5:r=0.001:5:=4:x] :=-1.6:sys = {diff (x(1), 1) =y(1)

—a-x(1) + b-x(t) + piecewise(t < 100, 0, t < 300,-3,0)-z(¢), diff (¥(t),t) =c —d

_ x (1) = (1), diff (2(1), 1) =r (s (x(2) -xI) —2(£)) } :

> DEplot3d(sys, [x(t), y(t),z(t)],t=0..800, x=-4..3, y=-30..1, number=3, [ [x(0) =-1.6, y(0)
=-4,2(0) =011, colour = red, stepsize = 0.005, thickness = 1, linecolour = green, scene

L =[x(2), y(2),2(2) ]) :

> plot( [ piecewise(t < 100, 0, ¢ < 300,-3,0)],7=0..800) :

| > plor([x’ —3-x* —4,1 —5x"],x=-2.3,-10..1) :
DEplot(sys, [x(t),y(t),z(t)],t=0..800,x=-6.5,y=-10 .1, number=3, [[x(0) =-1.6, y(0) =
-4,z(0) =01]], stepsize =0.05, scene = [t, x(t) ], maxfun =500000) :

v

FIGURA 29c

restart : with(DEtools) : with(ArrayTools) : with( plots) : with(LinearAlgebra) :

a=002:p=02:c=-50:d =2
vpeak := 30 :

T :== 400 : tau := .001 :

n := round(7/tau) :
vi=cMatrix(1,1..n,1): u:=0-v:
t == Matrix(1,1.. n, tau) :

1= Matrix(l, 1.n Mam'x(l, o oj,ﬁzz= 10) :

v "V I v IIV "V IIV "V IIV "V IIV "V IIV "V IIV "V IIV "V I

for i from 1 by 1 ton — 1 do #método de Euler

v(i+1) = v(i) +tau* (0.04- v(i)? 4+ 5-v(i) + 140 —u(i) +11(i));
u(i+1) =u(i) +tau*a* (b*v(i) —u(i));

t(i+1) = ¢(i) +tau

if v(i +1) = vpeak then

v(i) = vpeak;




vii+1) ==c¢;
u(i+1)=u(i+1) +d;
end if:

end do:

>

| > ul := convert(u, Vector) :

| > vl := convert(v, Vector) :

| > t] = convert(t, Vector) :

| > 12 := convert(1l, Vector) :

| > plot(vl, ul, labels = ["v(mV)", "u"]) :

| > plot(tl, vi, labels = ["t(ms)", "v(mV)"]) :
| > plot(t1,12) :

| >
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