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Resumen

Durante los dltimos afios se ha producido un gran interés en el estudio de espacios
topoldgicos dotados de una métrica aleatoria como modelos de sistemas desordenados. En
estos espacios, objetos como geodésicas y bolas presentan geometrias estocdsticas distintas
a la geometria euclidea habitual (rectas y circunferencias), y sus propiedades estadisticas
siguen ciertas leyes de escala que permiten relacionar estos modelos con las clases de
universalidad de los procesos de crecimiento. El modelo discreto mds simple de métrica
aleatoria es la percolacién a primer paso (en inglés first-passage percolation, FPP),
propuesto inicialmente para simular el transporte de un fluido a través de un medio poroso,
y que parece pertenecer a la célebre clase de universalidad de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ).
El trabajo desarrollado en este TFM consta de dos partes fundamentales. En la primera de
ellas hemos reproducido, mediante simulaciones computacionales, algunos de los resultados
mds relevantes de la literatura sobre el modelo FPP. Estos resultados muestran que el
comportamiento asintético del modelo pertenece a la clase de universalidad de KPZ. En la
segunda parte hemos estudiado la equivalencia entre el modelo FPP y las redes aleatorias de
resistencias (en inglés random resistor networks, RRN). La razén principal es que estas redes
han sido utilizadas con mucha frecuencia para simular el transporte en medios desordenados,
como por ejemplo el flujo en medios porosos con aplicaciones en la industria de extraccion
del petréleo, o la conductividad de medios semiconductores o medios mixtos metal-aislante.
Ademads, se ha observado que, en el limite de ruido fuerte, la principal linea de corriente
entre dos nodos coincide con el camino de minima resistencia, es decir, con la geodésica del
modelo FPP equivalente. Por eso nos hemos centrado en el régimen de ruido débil, mucho
menos estudiado. La principal novedad de este trabajo es que para estudiar esta equivalencia,
ademds del camino 6ptimo (k=1), hemos considerado las sucesivas k-geodésicas, es decir,
los siguientes k-ésimos caminos minimos, lo que nos ha llevado a generalizar el modelo FPP
y definir el modelo KPP. Por ultimo, hemos propuesto una interpretaciéon termodindmica del
problema basandonos en el formalismo del colectivo canénico.
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1. Introduccion

En general, se denominan medios desordenados o aleatorios a aquellos sistemas
espacialmente extensos en los que las magnitudes de interés, que pueden tener distinta
naturaleza (fisica, quimica, biologica, ...), estdn distribuidas en el espacio de forma aleatoria
(debido, por ejemplo, a que existen patrones de interaccion heterogéneos entre sus
componentes o a fluctuaciones térmicas o cudnticas). Estos medios son ubicuos en la
naturaleza, manifestandose en disciplinas tan diferentes como la ciencia de la computacion,
la ciencia de la informacién o la neurociencia. En el &mbito de la fisica son de especial interés
en fisica de la materia condensada. Como ejemplos podemos citar: vidrios de espin,
semiconductores magnéticos diluidos (DMS), vidrios estructurales, sistemas cudnticos
desordenados, etc. También se ha aplicado en fisica de polimeros, membranas u otras
interfases fluctuantes.

Cuando una interfase se propaga (“crece”) en un medio desordenado, la naturaleza
desordenada del medio provoca fluctuaciones aleatorias en la evolucién de la interfase que
en la mayoria de los casos conducen a un crecimiento lejos del equilibrio. Los aspectos
fundamentales de esta dindmica del crecimiento son descritos por la teorfa cinética de la
rugosidad (kinetic roughening), en la que el ruido juega un papel principal [1]. El formalismo
matemadtico de la teoria se basa en la teoria del escalado dindmico, desarrollado por primera
vez por Family-Vicsek [2], donde las fluctuaciones de la dindmica y de la geometria de las
interfases se describen mediante leyes de potencias, de la forma y(x) = cx%, las cuales
introducen un conjunto de exponentes de escala o exponentes criticos (en analogia con los
exponentes criticos de las transiciones de fase en sistemas en equilibrio) [3]. En general, el
término crecimiento hace referencia a una amplia variedad de procesos, pudiéndose
distinguir entre: a) procesos de crecimiento/desintegracion de fase, y b) procesos de
propagacion de interfases.

a) Procesos de crecimiento/desintegracion de fase

Son aquellos en los que una fase, por ejemplo, un material s6lido, crece o se
desintegra debido al incremento o pérdida de sus constituyentes. Ejemplos son: el
crecimiento de peliculas delgadas de cristales por deposicion de vapor como la epitaxia
molecular (molecular beam epitaxy, MBE), la deposicion mediante bombardeo con iones
(ion beam sputter deposition), la formacion de nanoestructuras mediante procesos de
nucleacion, el crecimiento de peliculas finas de metal, aleaciones o capas de 6xidos por
electrodeposicidn, o el crecimiento de bacterias. En el caso de procesos de desintegracion de
fase podemos citar la erosion (o sputtering), el etching, la disolucién metdlica y la corrosion,
entre otros.

b) Procesos de propagacion de interfases

En ellos, una determinada fase se propaga a través de un medio generando una
interfase que evoluciona en el tiempo. Como ejemplos, podemos citar, €l flujo de fluidos a
través de medios porosos, el flujo de campos en medios desordenados (por ejemplo, el del
campo magnético en semiconductores con impurezas), el flujo de electricidad en medios
aleatorios, la propagacion de fracturas o grietas, la propagacion de un frente de llamas o de
incendios en bosques, la difusion de noticias en redes sociales o de comunicacion, etc.
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No obstante, hay sistemas que pueden ser interpretados de las dos formas, por lo que
esta clasificaciéon no hay que considerarla rigurosa. Por ejemplo, el crecimiento de colonias
de bacterias o agregados celulares puede ser visto como la propagacién de la colonia en un
medio con una distribucién de nutrientes.

Los mecanismos que participan en el crecimiento de una interfase estdn sujetos a
fluctuaciones aleatorias o ruido de diferente naturaleza. Puede distinguirse dos tipos de
ruido:

1) Ruido temporal, que depende del tiempo, con una naturaleza digamos “térmica”, y
que estd mucho mads relacionado con los procesos de crecimiento/desintegracion. Por
ejemplo, durante los procesos de deposicion, el flujo de particulas no es uniforme y
los 4&tomos alcanzan la superficie en posiciones aleatorias y en intervalos de tiempo
también aleatorios. Una vez depositados pueden difundirse sobre la superficie en
busca de posiciones energéticamente mas estables siguiendo trayectorias
brownianas, también aleatorias.

2) Ruido congelado (quenched noise) relacionado con la naturaleza desordenada del
medio, siendo determinante en la dindmica de la propagacién de las interfases. En
este caso, las propiedades del medio (por ejemplo, su porosidad) varian
aleatoriamente provocando que el avance de la interfase se vea favorecida en unos
puntos con respecto a otros de forma aleatoria, pudiendo dar lugar a fenémenos
criticos.

Por supuesto, en un mismo proceso pueden darse las dos clases de ruido, las cuales
pueden tener diferentes propiedades: correlacionado/no-correlacionado, conservativo/no
conservativo, tipo gaussiano o tipo ley de potencias, etc.

Como consecuencia del ruido aparecen fluctuaciones y las superficies adoptan
formas irregulares con geometria fractal [3]. La rugosidad es el resultado de la interacciéon
de todos los procesos que tienen lugar en la interfase. Algunos contribuyen positivamente a
su desarrollo, como las fluctuaciones en el campo que conduce el crecimiento o las
heterogeneidades del medio, pero existen también mecanismos de relajacion que se oponen
al desarrollo de la rugosidad como, por ejemplo, la difusion superficial de las particulas
buscando los estados de minima energia. El resultado de esta competencia determina la
geometria final de la superficie. Hablaremos de crecimiento lejos del equilibrio cuando la
evolucion del sistema no posibilita que la superficie se reestructure en busca del estado de
minima energia. En general, un sistema complejo evoluciona lejos del equilibrio cuando su
comportamiento estd dominado por las fluctuaciones.

1.1 Geometria en métricas aleatorias

En el plano euclideo R?, la distancia usual entre dos puntos x e y es dg. Si definimos
un nuevo espacio (manifold o variedad) M dotado de una geometria (de Riemann) cuyo
tensor métrico g es de clase €, la funcion distancia entre ambos puntos serfa ahora d.

Suponemos que este nuevo campo métrico cumple las siguientes condiciones:
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o Independencia en la distancia: los tensores métricos en cualesquiera dos puntos son
independientes.

o Homogeneidad e isotropia estadisticas: la funcién de distribucién de probabilidad
para los valores del tensor métrico es invariante bajo traslaciones y rotaciones en el
plano.

o Suavidad: el tensor métrico g es C*.

Se trata, por tanto, de un campo con métrica aleatoria. Una métrica de Riemann con
tensor métrico g define, en cada punto xe M, una norma sobre el subespacio tangente 7, dada

por ||Vl = /< v,g(x)v >, donde v € T. Para una curva y que conecta dos puntos x e
y € M, se define su longitud de Riemann como:

R(y) = [Iyllgdt (1.1)

donde y € T. Se define la funcién distancia dg(x, y) = inf, R(y), que se obtiene sobre todas
las curvas suaves que conectan x e y [4]. El camino recorrido para obtener la distancia
minima entre dos puntos se denomina geodésica. La curva geodésica se puede obtener
también a través del cdlculo del tiempo minimo empleado en recorrer la distancia desde el
punto x al punto y con velocidad unitaria.

Por otro lado, elijamos un punto fijo x, (p. €j. el origen) y consideremos el conjunto
de puntos By (r) = {x/dg4(x, x¢) < r}. Esta “bola” de radio r puede no ser topolégicamente
equivalente a la bola euclidea, ya que no necesita ser simplemente conexa, esto es, su frontera
OBy, (r) dispondrd, en general, de una serie de elementos en el plano euclideo: un “frente”
irregular exterior y una serie de “burbujas” en su interior (Fig. 1.1). En el plano euclideo,
esta frontera OB, (r) se sitda entre dos circulos centrados en Xx,, cuyos radios crecen
linealmente con r. La interfase sera el frente exterior [1].

Fig. 1.1. Bola tipica B, (r) de radio r alrededor de un punto x,,
obtenida en una métrica aleatoria con las propiedades descritas en
el texto. La frontera B, (r) (lineas sdlidas) puede contener diferentes
componentes. La frontera estd encerrada entre dos circulos (lineas
discontinuas), cuyos radios crecen linealmente con r [1].
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Si consideramos 2 puntos separados en R? por una distancia L, la geodésica (curva
minima) que los une en una métrica aleatoria puede ser vista como una curva aleatoria, desde
un punto de vista euclideo. Su mdxima desviacidn con respecto a la linea recta euclidea que
los une crecerd como Lé. Si, por otro lado, en esta métrica aleatoria, obtenemos la bola de
radio R alrededor de cualquier punto, desde el punto de vista euclideo se verd también una
curva aleatoria. Para radios R grandes, la forma de esta curva se aproximard a una
circunferencia, cuyo radio es proporcional a R. Se conjetura que se situard dentro de un anillo
cuya anchura crece como R* [2].

Los exponentes ¢ y y para las fluctuaciones de las geodésicas y las bolas,
respectivamente, denotan una cierta naturaleza fractal universal de lineas rectas y
circunferencias en una geometria aleatoria. Los valores de los exponentes de escala
obtenidos en estas métricas aleatorias se ajustan a la clase de universalidad de Kardar-
Parisi-Zhang (KPZ) [2].

1.2 Clases de universalidad. Universalidad de Kardar-Parisi-Zhang

Uno de los grandes éxitos de la Mecdnica Estadistica moderna es el concepto de
universalidad. Este concepto describe el hecho de que multitud de sistemas complejos de
diferente naturaleza comparten propiedades estadisticas que son universales. Estas
propiedades se revelan en el limite termodindmico del continuo, es decir, en grandes escalas
tanto temporales como espaciales, y son independientes de los detalles microscopicos de la
dindmica y de la geometria del sistema. Dicho de otro modo, sélo unos pocos mecanismos
determinan el comportamiento de escala (a gran escala) de los procesos. Por lo tanto, si
obtenemos la misma estadistica asintética en procesos diferentes significa que comparte los
mismos mecanismos fundamentales. Esto explica que se obtengan los mismos exponentes
de escala en, por ejemplo, experimentos de percolacion con diferentes tipos de fluido y
medio, y que estos coincidan con los obtenidos en la propagacién de un frente de llama. El
andlisis de escala y la estadistica de las fluctuaciones nos permiten establecer una
clasificacion de los sistemas en clases de universalidad.

El concepto de universalidad se desarroll6 a partir del estudio de fenémenos criticos
y las transiciones de fase. Cerca de los puntos criticos, las variables de interés tienden a cero
o infinito siguiendo leyes de potencia que reflejan la invariancia de escala intrinseca a la
criticalidad del fendmeno. Estas leyes de potencia introducen unos exponentes criticos que
sOlo dependen de la dimension del sistema y no de los detalles microscépicos como, por
ejemplo, la geometria de la red. Las transiciones de fase térmicas como las que experimentan
los materiales ferromagnéticos (modelo de Ising) o la transicion de fase en la teoria de la
percolacion son ejemplos de universalidades. Casi todas las transiciones de fase pueden ser
descritas mediante unas pocas clases de universalidad.

Una de las universalidades més estudiadas es la de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ). Fue
introducida en 1986 para explicar el escalado dinamico del crecimiento de interfases y hoy
se ha convertido en el principal marco de estudio de una gran cantidad de sistemas de no-
equilibrio fuertemente correlacionados, describiendo sus propiedades a gran escala
(invariancia en la escala espacio-temporal). Como ejemplos podemos citar el crecimiento de
colonias de bacterias, cristales liquidos turbulentos, osciladores no-lineales clasicos,
hidrodindmica estocdstica, agregacion coloidal, geometria aleatoria, ondas en sistemas de
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reaccion-difusion, fluidos polares activos incompresibles o entrelazamiento cuantico.

La universalidad de KPZ es descrita mediante la ecuacion diferencial estocastica
(ecuacion KPZ) [5]:

Oh(X,t)

A -
P F+vV2h + > (Vh)? + n(X,t) (1.2)

Esta ecuacion describe la evolucion temporal del campo h(¥,t) dado por la altura de
la superficie en la posicién X del sustrato, de dimensién D, sobre el que se produce el
crecimiento en el tiempo . F es el flujo medio de particulas (y responsable del crecimiento
irreversible), el cual al no depender de X ni de #, puede eliminarse si hacemos el cambio de
variable h — h + Ft, quedando, por tanto:

Oh(xt)

A
2 - 2 2
= =vPPh+ 5 (TR + (%) (1.3)

Como la posicién X varia de forma continua, h(X,t) describe la interfase en escalas
mucho mayores que la unidad caracteristica de red. La competencia entre los distintos
términos determina la evolucidn de la altura.

El término vV 2h, con el coeficiente de tensién superficial v, representa un mecanismo
de relajacion superficial. El efecto del laplaciano es suavizar el perfil de la superficie
manteniendo constante el valor medio de & [6].

(X, t) es un término estocdstico de ruido que refleja las fluctuaciones aleatorias en
el proceso de deposicion. Debido al ruido #(%, t), en cada posicion X e instante ¢, la evolucién
de h(X,t) es aleatoria.

Por dltimo, el término no-lineal 1/2 (Vh)? representa un mecanismo de crecimiento
lateral en la direccién perpendicular a la superficie, y es el que acaba dominando el
comportamiento de escala asintético (4, ¥ — o) de la interfase. La ecuacion (1.3) sin este
término no lineal se denomina ecuacion (y universalidad) de Edwards-Wilkinson (EW) [6].
En este caso, si ademds no hubiese flujo (F = 0), la ecuacion describiria una interfase en el
equilibrio.

La ecuacidon de KPZ es la ecuacion mds simple compatible con las siguientes
simetrias fundamentales del crecimiento:

o Invariancia bajo traslaciones en el tiempo: ¢t — ¢ + ot.
o Invariancia bajo traslaciones en la direccion del crecimiento: A — h + Jh.

o Invariancia bajo traslaciones en la direccion perpendicular al crecimiento:
X —X + ox.

o Invariancia bajo rotaciones e inversiones (¥ — —X) alrededor de la direccin de
crecimiento.
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Hay una simetria fundamental que no cumple la ecuacién de KPZ, y es la denominada
simetria up/down para la altura: h — —h. Es decir, las fluctuaciones no tienen por qué ser
simétricas con respecto a la altura media de la interfase. El origen de la ruptura de esta
simetria es la fuerza F causante del crecimiento en la direccidon perpendicular a la superficie,
y que introduce, por tanto, una direccidn privilegiada en el sistema. La existencia de esta
fuerza es una condicidon necesaria pero no suficiente para la ruptura. En el caso de la ecuaciéon
de KPZ es el crecimiento lateral de la superficie lo que provoca dicha ruptura. La ruptura de
esta simetria estd intimamente relacionada con la condicién de no-equilibrio de la interfase
y permite la aparicidon del término no lineal.

Estudios recientes han demostrado que variedades de Riemann bidimensionales
dotadas de un campo métrico aleatorio dado por una perturbaciéon de corto-alcance de la
métrica plana, muestran propiedades fractales universales. De este modo, las lineas rectas y
las circunferencias correspondientes a geodésicas y bolas en una métrica plana, adquieren
una geometria irregular y su rugosidad sigue las leyes de escala de la universalidad de KPZ
[1, 7]. Los resultados concretos son:

o Laanchura de la superficie de la bola de radio R o fluctuacién radial sigue un escalado
del tipo W= R#, donde 8 = 1/3 es el exponente KPZ de crecimiento y, por otro lado,
la desviacion lateral de una geodésica entre dos puntos cuya distancia en el espacio
euclideo es L muestra un escalado de la forma L/%, en la que z = 3/2 es el exponente
KPZ dindmico. Se ha demostrado que bolas de dimensiones superiores también
siguen el escalado KPZ con exponentes diferentes, pero que cumplen la conocida
relacion de KPZ [7], z(1+5) = 2.

o Las fluctuaciones radiales en cualquier punto de la bola siguen la funcién de

distribucion de probabilidad de Tracy-Widom asociada al Gaussian unitary ensemble
(TW-GUE) de matrices aleatorias.

o Antes de alcanzar el comportamiento KPZ, el sistema explora un régimen transitorio:
SAW (SelfAvoiding Walk) 6 EW (Edwards-Wilkinson) para geometria de banda o
circular, respectivamente [2].

2. Modelo de Percolacion a Primer Paso (FPP)

La principal propiedad que distingue a los medios estudiados en este trabajo es que
las fluctuaciones (ruido) estdn inducidas por la propia métrica del espacio (ruido congelado,
en inglés quenched noise), por lo que son independientes del tiempo. Hablamos, por tanto,
de espacios con métricas aleatorias. En estos medios, el crecimiento o propagacion de
interfaces evoluciona generalmente en condiciones de no-equilibrio (régimen dominado por
las fluctuaciones). Su dindmica y geometria apenas han sido estudiadas.

Una version discreta (y muy idealizada) de estas métricas aleatorias estd dada por el
modelo de Percolacion a Primer Paso (First-Passage Percolation, FPP).

En primer lugar, exponemos brevemente las caracteristicas basicas de la teoria de
percolacion, en la que se basa el modelo FPP.
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2.1 Breve repaso sobre la teoria de percolacion

La percolacion es un modelo paradigmatico de la fisica estadistica que explica las
transiciones de fase de muchos sistemas fisicos desordenados, no resueltos exactamente. Se
basa en el concepto de clister en una red discreta, y estudia la estadistica y la geometria de
estos clasteres, generalmente, de naturaleza fractal. Ademds, el modelo tiene su propia
universalidad [8].

En su definicién bésica (site-percolation), el modelo de percolacién consiste en una
red regular de nodos que pueden estar ocupados con cierta probabilidad p (no ocupados, con
probabilidad /—p). Existe una variante principal denominada bond-percolation en la que
estas probabilidades se aplican a los enlaces entre nodos vecinos, que pueden estar abiertos
o cerrados con esa misma probabilidad. Para una red finita, L < oo, si la probabilidad de
ocupacion p es pequeiia, existen escasas posibilidades de que dos nodos situados en bordes
opuestos estén conectados. Si p ~ 1, las posibilidades son altas de que aparezca un clister de
percolaciéon que conecte ambos nodos a través de la red. En estas condiciones, debe existir
un umbral de percolacién o probabilidad critica, p., en la cual aparecerd un clister de
percolaciéon por primera vez. Estos conceptos pueden extenderse a una red infinita. La
concentracion p, es independiente del tamafio de la red, y estd tabulada, dependiendo
unicamente del tipo de red y de su dimensidon espacial. Se demuestra [8], entre otras
propiedades, que existe una longitud caracteristica de correlacion &, la cual escala como
1/|p. — p|” cuando p —p,, por lo que diverge cuando p = p.. Asi, si [8, 9]:

L <<& el sistema percola, por lo que las propiedades cambian drasticamente,
adoptando una geometria fractal.

L>>&  elsistema se comporta como lo hace habitualmente en un espacio euclideo.

En el punto de transicion de fase p = p., el sistema siempre percolaria, con
independencia del tamafio de la red L.

2.2 Descripcion del modelo FPP

El modelo FPP en dos dimensiones fue inicialmente propuesto por Hammersly y
Welsh en 1965 [1, 10] para estudiar el flujo de un fluido en un medio poroso. Actualmente
se ha convertido en un modelo paradigmatico en la teoria matematica de la probabilidad. Su
desarrollo ha tenido un papel importante en el estudio de sistemas con ruido congelado, con
aplicacion en areas tan diversas como el magnetismo, las comunicaciones inaldmbricas, la
competicion ecoldgica o el alineamiento secuencial en biologia molecular [7].

Bésicamente, el modelo consiste en una red discreta en la que a cada enlace entre
nodos vecinos se le asocia un tiempo de paso aleatorio (o tiempo de enlace). Los tiempos de
paso son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas segiin una cierta
distribucidn de probabilidad, cuya densidad de probabilidad llamaremos f(¢) y cuya funcion
de distribucion acumulada es F(7). De este modo puede definirse el tiempo minimo de
llegada T(X), desde el nodo X al nodo X, a través de los nodos de la red, como:

T(xX)= min Y7, t(X;_q,%;) (2.1
m,{ }

X1, Xm—1
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donde se asume que X,,= X y t(X;_1,X;) es el tiempo de paso entre los nodos ¥;_; y X;; si
los nodos x e y no son vecinos, entonces t(X,y) = .

Para esta distribucién de probabilidad, el valor medio < t > y la varianza s? del
tiempo de paso son:

<t>=["tf®dt vy s2=<t?2>—<t>? (2.2)

Para que pueda definirse una operacion distancia entre dos nodos cualesquiera de la
red (y, por tanto, una métrica), a partir del tiempo minimo de llegada, nuestra distribucién
debe cumplir que F(0) = 0, para que los tiempos de enlace sean siempre positivos y mayores
que cero. En estas condiciones, el tiempo minimo de llegada cumple con todas las
propiedades necesarias para dotar a nuestro espacio de una topologia estocéstica. El camino
de tiempo minimo (o camino 6ptimo) serd la geodésica que une los dos puntos. Como los
tiempos de enlace fluctdan de forma independiente, entonces los tiempos de llegada también
fluctuaran. De hecho, un pequefio cambio en los tiempos de enlace puede originar un cambio
grande en el camino de tiempo minimo. Como veremos, esta es una de las propiedades del
ruido fuerte [11, 12]. De este modo, las estadisticas de los caminos minimos y de los tiempos
de llegada minimos estdn fuertemente ligadas [7].

Puede definirse también el concepto de bola de radio T alrededor de cualquier nodo,
B(T), como el conjunto de puntos que pueden ser alcanzados desde ese nodo en un tiempo
minimo menor que 7 y cuya superficie o interfase presentard una cierta rugosidad. Para
obtener las propiedades estadisticas (media y varianza) de observables, como el tiempo
minimo de llegada, es necesario promediar sobre distintas realizaciones del ruido.

Se ha demostrado [7] que el modelo FPP en redes planas, independientemente de su
estructura de nodos (regular o aleatoria) y de la distribucion empleada en la asignacién de
tiempos de enlace, evoluciona asintéticamente dentro de la clase de universalidad de KPZ.
Ademds, en condiciones de ruido débil se ha observado un régimen preasintético (de tipo
gaussiano), en el que la geodésica estd dada por la linea euclidea, ya que atn no se ha
manifestado el crecimiento lateral [7]. El cambio de régimen se produce en la distancia de
crossover o distancia critica, d..

En particular, cuando la red es cuadrada, en [7] se comprueba que el régimen
preasintotico se manifiesta a lo largo de los ejes y, sin embargo, a lo largo de las diagonales
el régimen preasintdtico casi desaparece. Esta diferencia de comportamiento se debe a que
la geodésica a lo largo de la diagonal estd degenerada si consideramos el caso uniforme
homogéneo (s2=0, donde todos los tiempos de enlace son iguales) que tomamos como
referencia. Esta propiedad depende de la direccion considerada en la red y se manifiesta
cuando entre dos nodos existe un nimero de caminos diferentes con el mismo tiempo de
llegada minimo. En cambio, a lo largo del eje no existe tal degeneracion y el camino ptimo
es tnico. Cuando s? es positivo pero muy pequefio, a distancias cortas el camino ptimo estd
muy ligado al eje, hasta que para distancias por encima de d, la amplitud del desorden hace
irrelevantes las ligaduras geométricas de la red y permite a las geodésicas explorar
libremente el espacio.

Nuestro objetivo, en primer lugar, es verificar este comportamiento de las
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fluctuaciones del tiempo minimo de llegada a cada nodo desde el nodo central, y de la
desviacion lateral de las geodésicas, en funcion de la distancia a dichos nodos. Debido a que,
como hemos indicado en el apartado 1.2 6 se demuestra en la referencia [7], el
comportamiento asintético hacia la universalidad de KPZ es independiente de la estructura
de nodos, utilizaremos Unicamente redes cuadradas, ya que permiten la simulacién de un
nimero elevado de realizaciones del ruido usando redes grandes.

Consideramos una red cuadrada de (2L+1)(2L+1) nodos, siendo L el nimero de
nodos desde el origen de coordenadas (0,0) hasta el borde de la red a lo largo de los ejes. La
unidad de distancia que manejaremos serd la constante de red. Logicamente cada nodo tiene
4 vecinos proximos. Cada enlace entre vecinos se caracteriza por un tiempo de paso asignado
de forma aleatoria de acuerdo con una distribucién de probabilidad. En esta parte del TFM
utilizaremos la distribucion uniforme para muestrear los tiempos de enlace, la cual
expresaremos de forma general como U(t,,ins tmax) €ON t € [tmin, tmax]- En particular,
consideraremos los casos U(0.1, 9.9), U(10, 20) y U(1.0, 1.3).

Larazon de elegir esta distribucidn y estos casos concretos es que, como se demuestra
en un trabajo reciente [7], son suficientes para ilustrar los comportamientos que queremos
estudiar. Para la distribuciéon uniforme, el valor medio y la varianza son, respectivamente

[7]:
2_ 1 2

<t>=1=(tmax + tmin)/2 y ST= E (tmax - tmin) (2.3)

Una vez establecida la red FPP con tiempos de paso aleatorios, aplicamos el
algoritmo Dijkstra [13] para obtener el tiempo minimo de llegada a cada uno de los nodos
de la red partiendo del nodo central, asi como el “padre” o nodo que le precede en el
correspondiente camino minimo, lo cual permitird componer las geodésicas a todos los
nodos de la red.

En la Fig. 2.1 se muestran dos ejemplos de las geodésicas obtenidas en una red de
L = 6 con tiempos de paso obtenidos a partir de la distribucién de probabilidad uniforme
U(0.1, 9.9). Se puede apreciar que la estructura del arbol geodésico cambia completamente
en cada realizacion del ruido.
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Fig. 2.1. Geodésicas desde el origen a todos los nodos de una red de tamafio L=6, para dos
configuraciones distintas de los tiempos de enlace, los cuales estdn distribuidos segtin U(0.1, 9.9).

2.3 Fluctuaciones en el tiempo minimo de llegada

En una red cuadrada, si consideramos el caso homogéneo, s?= 0, que tomamos como
referencia, en el que la distribucion de tiempos es una delta de Dirac, por lo que todos los
tiempos de enlace son iguales, el camino 6ptimo entre dos puntos del eje es inico (no existe
degeneracion) y coincide con el eje, mientras que en puntos en cualquier otra direccion el
camino 6ptimo estd degenerado (existen varios caminos con el mismo tiempo minimo),
siendo maxima esta degeneracion en la diagonal.

De este modo, la estructura de red cuadrada sugiere realizar el andlisis en 2
direcciones de la red, el eje y la diagonal, ya que representan dos casos limite a partir de los
cuales pueden deducirse los comportamientos en las direcciones intermedias. Debido a la
simetria que presenta la red, en cada simulacién dispondremos de informacion sobre 4 ejes
y 4 diagonales.

2.3.1 Escalado sobre los ejes

Consideramos los tiempos minimos de llegada a puntos X sobre los ejes, esto es, a
puntos con coordenadas (+d, 0) y (0, +d), cond = 1,...,L, y cuya distancia euclidea al origen
es d(X,, X)=d.

En la Fig. 2.2 se muestra la varianza de las fluctuaciones del tiempo minimo de
llegada (denotada mediante s;2), reescalada con la varianza de los tiempos de enlace, s2, en
funcion de la distancia al origen, en una red de L=100 para las tres distribuciones de los
tiempos de paso estudiadas aqui. El nimero de realizaciones del ruido empleadas se indica
como N,q1i-- Enla Fig. 2.3 se representa la misma informacion pero ambos ejes de la grafica
estan reescalados con la distancia critica, d..
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U(0.1,9.9) +
U(10,20) +
U(1.0,1.3)
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Fig. 2.2. Varianza de las fluctuaciones del tiempo minimo de llegada a puntos sobre el eje de una
red cuadrada en funcién de su distancia euclidea d al origen. Resultados obtenidos con una red de
L=100y N,.¢41i,=1000, para 3 distribuciones de probabilidad uniformes U(t,,;,, timax)- La varianza,
sp2, estd reescalada por la varianza del tiempo de enlace s2. La representacion se muestra en escala
logaritmica. Las rectas de pendientes 1 y 2/3 representan dos comportamientos de escalas diferentes
para el crecimiento de la desviacién estandar, con exponentes f=1/2 y f=1/3.
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Fig. 2.3. Varianza de las fluctuaciones del tiempo minimo de llegada a puntos sobre el eje. Se
representa la misma informacién que en la Fig. 2.2 pero ahora ambos ejes de la grafica estdn

reescalados con la distancia critica d...

Se distinguen dos comportamientos de escala diferentes (indicados con lineas
continuas, rectas de pendientes 1 y 2/3). Se observa un régimen inicial o preasintético de
tipo gaussiano que escala como (s7/s)? ~ d, el cual es seguido por un segundo régimen (que
podrfamos denominar asintético) con (sy/s)? ~ d?/3, o lo que es lo mismo, en el que las
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fluctuaciones siguen un comportamiento del tipo sy/s ~ d'/3, independientemente de la
funcién de distribucidon de probabilidad elegida. Este exponente coincide con el exponente
de crecimiento £ =1/3 de la clase de universalidad de KPZ. El crossover entre los dos
escalados, el preasinttico gaussiano y el asintético tipo KPZ, se produce en una cierta
distancia que llamaremos distancia critica d., y que depende de la distribucién. El régimen
preasintético puede ser arbitrariamente largo y exceder los limites de la red, aunque, como
se observa en las figuras, en nuestros casos esto no sucede (siempre se produce antes del
limite de la red).

Como se demuestra en [7], la distancia critica para el cambio de comportamiento es
d. = (*/5)?/3. Esta expresion es vilida para cualquier distribucién. En el caso de la
distribucién uniforme, sustituyendo las relaciones (2.3) para 7 y s2?, obtenemos
de = (tmax + tmin)?/(tmax — tmin)?, por lo que las distancias criticas asociadas a nuestras
tres distribuciones son:

1) U(0.1,9.9),d.=1.04
2) U(10,20), d.=9.00
3) U(1.0,1.3),d.=58.78

En las Figs. 2.2 y 2.3 se observa que, efectivamente, el cambio de comportamiento
se produce a estas distancias.

La razén del régimen lineal preasintético (s7/s)? ~ d es la siguiente. El camino
6ptimo entre dos puntos del eje para el caso homogéneo, s?=0, que tomamos como
referencia, es tnico (no existe degeneracién). Cuando s? es positivo pero muy pequefio, las
geodésicas todavia seguirdn la recta euclidea porque una desviacién desde la misma
implicaria afiadir nuevos pasos (al menos 2), lo cual supone un coste en tiempo proporcional
a 7, el tiempo de enlace medio. Para distancias cortas, esto es suficiente para evitar cualquier
desviacion del camino minimo con respecto al eje. En este régimen, por tanto, el tiempo de
llegada medio entre dos puntos separados por una distancia d es simplemente <7(d)> = dr,
y su varianza es el resultado de la suma directa de las varianzas de los tiempos de paso
sr2(d) = ds?, lo cual explica el escalado preasint6tico mostrado en las Figs. 2.2 y 2.3.

La amplitud de las fluctuaciones del tiempo de llegada, dada por st (d), crecera con
la distancia d hasta que sea suficientemente grande como para asumir el coste en tiempo de
una eventual desviacion desde la geodésica euclidea, la cual es del orden de 7. Si denotamos
esta distancia critica como d_, este simple argumento nos lleva a concluir que d,. escalara
con los parametros de la distribuciéon como d. ~ (z/s)? = (CV)72, siendo CV = s/t el
coeficiente de variacion de la distribucion de los tiempos de enlace. Este coeficiente
representa una medida de la dispersion y por tanto de la intensidad del ruido, y se define
como la razén entre la desviacion estdndar s y el tiempo medio 7 (cuanto menor sea d.
mayor serd la dispersion o la intensidad del ruido, y viceversa). Para distancias mayores que
d., la amplitud del desorden hace irrelevantes las ligaduras geométricas impuestas por la
red, permitiendo a las geodésicas explorar libremente el espacio.

Como hemos indicado, para la distribucién U(0.1, 9.9), d .= 1.04 es tan pequefia que
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impide que se aprecie el régimen preasintdtico, mientras que si se observa claramente para
U(10, 20), con d.=9.00, y U(1.0, 1.3), con d .= 58.78, al ser inferiores a L = 100. Si se diese
el caso de que d. > L, entonces L no seria suficientemente largo para alcanzar el escalado
KPZ asintético.

Como resumen, en el régimen preasintético a lo largo de los ejes, las fluctuaciones
del tiempo minimo de llegada escalan de la forma sy /s ~ d*/2. Una vez superada la distancia
critica d ., para d >> d aparece el régimen asintdtico que también se observa en la rugosidad
de las bolas y estd caracterizado por s;/s ~ d'/3, cuyo exponente de escala S =1/3
corresponde a la clase de universalidad de KPZ.

2.3.2 Escalado sobre las diagonales

Consideramos los tiempos minimos de llegada a puntos X sobre las diagonales, esto
es, a puntos con coordenadas (xd, +d), cond = 1,...L, y cuya distancia euclidea al origen es

d(%y, %) =/2d.

En la Fig. 2.4 se muestra la varianza de las fluctuaciones del tiempo minimo de
llegada, s;2, reescalada con la varianza de los tiempos de enlace, s2, en funcién de la
distancia d de los puntos al origen, en una red de L=100, para las tres distribuciones
estudiadas.

30

U(0.1,9.9) +
U(10,20) +
U(1.0,1.3)

1 10 50 100
d (diagonal)

Fig. 2.4 Varianza de las fluctuaciones del tiempo minimo de llegada a puntos sobre la diagonal de
una red cuadrada en funcién de su distancia euclidea d al origen. Resultados obtenidos con una red
de L=100 y N;¢q;i,=1000, para 3 distribuciones de probabilidad uniformes U(tin, timax)- La
varianza, s;2, estd reescalada por la varianza del tiempo de enlace s2. La representacién se muestra
en escala logaritmica. Las rectas de pendientes 1 y 2/3 representan, como en el eje, dos
comportamientos de escalas diferentes para el crecimiento de la desviacién estdndar, con exponentes

p=1/2y p=1/3.

Al contrario que en el caso de los ejes, a lo largo de la diagonal no se aprecia el
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régimen preasintético y las fluctuaciones muestran el escalado KPZ, con g = 1/3,
practicamente desde el origen. La razén por la que no existe régimen preasintdtico es que a
lo largo de la diagonal, el camino minimo en el caso homogéneo (s2=0) est4 degenerado [7].
En cuanto introducimos una distribucién de tiempos de paso con s?# 0, la degeneracion se
rompe, pero sigue existiendo un conjunto de caminos al nodo que recorren el mismo nimero
de nodos (misma longitud), por lo que la geodésica puede fluctuar libremente dentro de ese
conjunto sin sufrir el efecto de la geometria de la red que se observaba en el eje. En efecto,
se ha comprobado [7] que en condiciones de ruido débil (como las que estamos estudiando
aqui), el camino éptimo a puntos en la diagonal pertenece a ese conjunto.

Los resultados obtenidos, tanto para los ejes como para las diagonales, estdn de
acuerdo con los mostrados en [7].

2.4 Desviacion lateral de las geodésicas

La desviacion lateral es una propiedad geométrica de las geodésicas de una red FPP
que también caracteriza el comportamiento de escala del modelo.

Definimos el punto medio M de una geodésica como aquel que se alcanza en el
mismo tiempo si partimos desde los dos puntos extremos, o lo que es lo mismo, el punto
alcanzado en la mitad del tiempo de paso total (Fig. 2.5). La desviacion lateral de la
geodésica, que denotaremos como /4, se define como la distancia euclidea desde el punto
medio a la linea recta que une los dos puntos.

Fig. 2.5. Ejemplo de geodésica entre dos puntos, A y B. El punto M se sitda en el punto medio de la
geodésica, el cual puede ser alcanzado desde A y B con el mismo tiempo. También se indica el punto
medio E del segmento AB euclideo entre ambos puntos. La desviacién lateral de la geodésica, &, es la
distancia euclidea desde el punto medio M a la linea recta que une los dos puntos [7]. Como se muestra
en la figura, la proyeccién de M sobre la recta no tiene por qué coincidir con E.

Al igual que hicimos con las fluctuaciones del tiempo minimo de llegada, a
continuacion, estudiamos el comportamiento de escala de la desviacion lateral de las
geodésicas a puntos sobre el eje y la diagonal.

2.4.1 Escalado sobre los ejes
En las Figs. 2.6 y 2.7 se muestra el valor medio de la desviacion lateral de las

geodésicas, <h>, en funcion de la distancia de los nodos del eje al origen, en una red de
L=100, para las tres distribuciones de tiempos de enlace estudiadas aqui.
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Fig. 2.6. Desviacion lateral media <k> de las geodésicas a puntos sobre el eje, en funcién de
su distancia d al origen. Resultados obtenidos con una red cuadrada de Z=100y N,,4;i,=1000,
para 3 distribuciones de probabilidad uniformes U(t,,i, timax)- La representacion se muestra
en escala logaritmica. La recta de pendiente 2/3 representa el comportamiento de escala con
exponente 1/z=2/3.
10
1
<h>
0.1 o
.
/ U(0.1,9.9) +
k U(10,20) +
g U(1.0,1.3)
0.01 - - -
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Fig. 2.7. Desviacién lateral media <#> de las geodésicas a puntos sobre el eje, en funcién de su
distancia d al origen, reescalada mediante d.. Se representa la misma informacién que en la
Fig. 2.6 pero ahora la distancia d al origen estd reescalada con la distancia critica d,..

Se aprecia que el comportamiento de <h> sigue un escalado asintético del tipo
<h> ~ d?/3 para d » d., independientemente de la distribucién utilizada, lo cual es
consistente con la clase de universalidad de KPZ para las geodésicas, segtn se indica en el
apartado 1.2. El valor 2/3 del exponente coincide con la expresion esperada 1/z, donde z=3/2

es el exponente de escala dindmico de esta universalidad.
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Sid K d., <h>— 0, y no se observa desviacion lateral, de modo que las geodésicas
siguen el eje. Este comportamiento preasintético estd en consonancia con lo que indicdbamos
sobre las fluctuaciones de los tiempos minimos de llegada. La distancia d. es el punto de
transicion entre ambos comportamientos, que coincide con los obtenidos para las
fluctuaciones del tiempo de llegada (apartado 2.3) para el eje.

Este mismo comportamiento d%/3 se deduce también si consideramos la desviacién
estandar s; de la desviacion lateral i (Fig. 2.8).

30
10
1
Sh2

0.1

0.01 / U(0.1,9.9) +

U(10,20) +

£ U(1.0,1.3)
0.001 ' ' '
0.5 1 10 50 100

d/d, (eje)

Fig. 2.8 Varianza de la desviacion lateral de las geodésicas a puntos sobre el eje de una red cuadrada,
en funcién de su distancia d al origen reescalada mediante d.. Resultados obtenidos con una red de
L=100 y N,eqiz=1000, para 3 distribuciones de probabilidad uniformes U(tpin, tmax)- La
representacion se muestra en escala logaritmica. La recta de pendiente 4/3 representa el
comportamiento de escala para el crecimiento de la desviacidn estdndar, con exponente 1/z=2/3.

2.4.2 Escalado sobre las diagonales

En la Fig. 2.9 se muestra el valor medio de la desviacion lateral de las geodésicas
<h>, en funcidn de la distancia de los nodos de la diagonal al origen, en una red de L=100,
para las tres distribuciones de tiempos de enlace estudiadas aqui.
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Fig. 2.9. Desviacion lateral media <i> de las geodésicas a puntos sobre la diagonal, en funcién de su
distancia d al origen. Resultados obtenidos con una red cuadrada de L=100 y N,.,4;;,=1000, para 3
distribuciones de probabilidad uniformes U(t,in, tmax)- La representaciéon se muestra en escala
logaritmica. Larecta de pendiente 2/3 representa el comportamiento de escala con exponente 1/z=2/3.
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En este caso, de forma similar a las fluctuaciones del tiempo minimo de llegada a lo

largo de la diagonal (Fig. 2.4), las curvas adquieren rapidamente un comportamiento propio
de la universalidad de KPZ, del tipo <i> ~ d?/3, independientemente de la distribucion de
los tiempos de paso. Este mismo comportamiento d?/3 se aprecia si consideramos la
desviacion estandar s, o fluctuacion lateral (Fig. 2.10), sin que se vea cambio de régimen.

50
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E: U(10,20) +
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< *
0.2
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Fig. 2.10 Varianza de la desviacién lateral de las geodésicas a puntos sobre la diagonal de una red
cuadrada, en funcién de su distancia d al origen. Resultados obtenidos con una red de L=100 y
Nyeaiz=1000, para 3 distribuciones de probabilidad uniformes U(t,,in, tmay)- La representacion se
muestra en escala logaritmica. La recta de pendiente 4/3 representa el comportamiento de escala para
el crecimiento de la desviacién estdndar, con exponente 1/z=2/3.
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Los resultados obtenidos, tanto para los ejes como para las diagonales, estdn de
acuerdo con los mostrados en [7].

2.5 Modelo KPP (k-geodésicas). Algoritmo de Yen

Hasta ahora hemos considerado el modelo FPP, en el que el camino que conecta dos
nodos cualesquiera de la red es la curva geodésica o camino de tiempo de llegada minimo
entre ambos. Sin embargo, en el estudio de determinadas aplicaciones o del comportamiento
de ciertos sistemas, como son, por ejemplo, la distribucion del trafico por diferentes accesos
entre dos ciudades o la distribucién de la corriente en una red de resistencias, resulta
conveniente extender el andlisis a otros caminos. Si ordenamos todos los caminos entre dos
puntos por el tiempo de llegada, de menor a mayor, obtenemos un conjunto de caminos,
denominado k-geodésicas, donde k representa la posicion de un determinado camino en el
conjunto. Por ejemplo, el camino minimo serd la curva con k=1, o 1-geodésica. A este
modelo, que no sélo tiene en cuenta el camino Optimo, sino todos los sucesivos, lo
llamaremos modelo KPP.

El uso de este modelo para el andlisis de los patrones de las rutas elegidas por un
colectivo de individuos, posibilita el poder abordar proyectos ambiciosos, como son: la
comprension de la movilidad humana, la planificacién de infraestructuras urbanas y el
desarrollo de las existentes, el desarrollo de sistemas de transporte, el disefio de sistemas de
navegacion y, en general, la bisqueda de nuevas soluciones de movilidad. La dindmica del
trafico se ha convertido en un tema desafiante que involucra diferentes disciplinas:
matematicas, fisica, informatica, ingenieria civil, sociologia, etc. El interés de este problema
es aun mayor si tenemos en cuenta la disponibilidad de grandes cantidades de datos
recopilados por dispositivos GPS y redes de telefonia mdvil, y que pueden ser procesados
computacionalmente.

El modelo KPP serd de gran utilidad en la sec. 3, cuando estudiemos la distribucién
de las lineas de corriente en redes aleatorias de resistencias.

Los k caminos més cortos entre dos nodos de una red aleatoria pueden ser calculados
a partir de la geodésica que los une mediante el algoritmo de Yen, el cual exponemos a
continuacion.

Algoritmo de Yen

Supongamos que disponemos de una red FPP, con tiempos de paso entre nodos, y
aplicamos el algoritmo Dijkstra para obtener la geodésica entre un nodo origen A y un nodo
destino B. Légicamente esta geodésica serd el camino 6ptimo entre ambos nodos y uno de
los k-caminos que buscamos. La geodésica se almacena en la tabla k_Geo, la cual ira
conteniendo los caminos minimos que se vayan obteniendo. Por su parte, los caminos
candidatos a ser un k camino minimo se irdn almacenando en la tabla k_can. Cada camino
se registra con el tiempo de llegada.

El procedimiento es el siguiente (en la Fig. 2.11 se muestra un esquema): a partir del
nodo A de la geodésica, vamos asignando el que se denomina nodo (gpy,, que
progresivamente ird trasladindose a lo largo de los nodos de la geodésica y, mads
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exactamente, del dltimo camino que se haya almacenado en la tabla k_Geo, hasta alcanzar
el nodo B. El n0do gy, sirve de referencia para el calculo del subcamino minimo desde
este n0do gy, al nodo B, aplicando, como antes, el algoritmo Dijkstra. El tramo A—qgpy,, se
denomina subcamino base (o spur). No obstante, para que el calculo del subcamino qp,,—B
no pase por los enlaces ya utilizados en el subcamino A— ¢y, l0s tiempos de paso de estos
enlaces se ponen a ¢t = c. El camino minimo resultante se compondrd anteponiendo el
subcamino base A—qgpy,,- al subcamino minimo qy,,-—B. Este camino minimo resultante se
almacena en la tabla k_can como candidato, si no estd ya incluido de un proceso anterior.
Por cada nodo ¢y, del dltimo camino almacenado en k_Geo se obtiene un camino minimo
candidato que se almacena en la tabla k_can. Una vez que (gp,, ha alcanzado el nodo B del
altimo camino minimo de k_Geo, de los caminos minimos existentes en k_can, se selecciona
el camino de tiempo de llegada menor, se traslada a la tabla k_Geo y se borra de la k_can.
Para este nuevo camino minimo en k_Geo se aplica de nuevo el procedimiento indicado.
Una vez registrados los k caminos minimos en la tabla k_Geo, o si se llega a la situacion de

que no existen mas candidatos en k_can, el proceso habrd concluido. Explicaciones
detalladas del algoritmo se encuentran en [14, 15].

k_can xGeo
1 - G
3 - £y
3
K_can k Geo
1 G
3 2
A 4 < 3

Fig. 2.11. Algoritmo de Yen. Procedimiento para obtener los k-caminos mas cortos que van
de A a B. Cada enlace tiene un tiempo de paso. Cada camino se representa por un nimero. G
es el camino dptimo. La tabla k-Geo contiene los caminos minimos mds cortos obtenidos hasta
el momento. La tabla k-can almacena los candidatos. El procedimiento es iterativo con cada
nueva k-geodésica obtenida.

3. Redes aleatorias de resistencias

Como equivalente fisico del modelo FPP proponemos el estudio de redes aleatorias
de resistencias (en inglés, random resistor networks, RRN) [16]. La razén principal es que
estos modelos han sido utilizados con mucha frecuencia en la literatura para simular el
transporte en medios desordenados, como por ejemplo el flujo en medios porosos con
aplicaciones en la industria de extraccion del petrdleo [17], o la conductividad de medios
semiconductores o medios mixtos metal-aislante [18]. Ademas, el flujo de la magnitud que
se transporta obedece a ciertos criterios de minimizacién que, aunque tengan un rango local,
guardan muchas similitudes con el modelo FPP (recordamos que en el modelo FPP el camino
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minimo es globalmente minimizante). Por dltimo, se ha observado que en condiciones de
ruido muy fuerte [11], el flujo de la corriente entre dos puntos sigue fundamentalmente el
camino 6ptimo entre los dos puntos, es decir, aquel que minimiza la suma de las resistencias
recorridas (también denominado en este contexto camino de resistencia minima).

La similitud entre los modelos FPP y RRN se basa en el hecho de que pueden
representarse las geodésicas, en el primer caso, de los tiempos de llegada minimos y, en el
segundo, de los caminos de resistencias minimas (caminos 6ptimos), desde un nodo origen
a cada uno de los nodos de la red. En el modelo RRN, entre dos nodos, podemos esperar que
la corriente maxima circulard con mayor probabilidad por el camino 6ptimo de resistencias.
Uno de nuestros objetivos en este trabajo es comprobar si las lineas de corriente del modelo
RRN tienen propiedades estadisticas universales y si su comportamiento sigue la misma
clase de universalidad KPZ que en el modelo FPP.

3.1 Descripcion del modelo RRN

El modelo RRN consiste esencialmente en una red de nodos en la que los nodos
vecinos estan conectados entre si mediante una resistencia cuyo valor esté distribuido de una
cierta forma que pretende capturar las propiedades fisicas del medio que se simula. Uno de
los tipos de desorden mas estudiados es aquel en el que las resistencias pueden valer 1 6 o0
con una cierta probabilidad, lo que nos lleva directamente al modelo de percolaciéon de
enlaces [16]. Otros ejemplos de desorden muy utilizados son la distribucién gaussiana o en
forma de ley de potencias [19, 20]. En analogia con la red FPP presentada en la seccion
anterior, nuestra RRN consistird en una red cuadrada de tamafio (2L + 1)(2L + 1) con un
total de N= (2L + 1)? nodos. Denotaremos los nodos de la RRN mediante un indice i, con
i=0,...,N-1, y donde i = 0 denota el nodo central. Definimos ahora 7;; como la resistencia
que conecta los dos nodos vecinos i y j. Al igual que los tiempos de enlace en la red FPP,
estas resistencias seran variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas. Para
estudiar la analogia entre los dos modelos, asignaremos a cada resistencia de la RRN el
mismo valor que el tiempo de paso del enlace correspondiente en la red FPP, esto es:

r;j =t;j V pareja de nodos vecinos (i, j) 3.1)

De esta manera, los tiempos de enlace y las resistencias correspondientes estardn
distribuidos del mismo modo. Esto es razonable ya que un tiempo de enlace mayor debe
representar en el equivalente RRN una mayor resistencia al paso de la corriente. Por
supuesto, se trata de una hipétesis de trabajo que no excluye otras relaciones no triviales del
tipo 1;; = f (t;;). Definimos ahora I;; como la corriente que va del nodo i al nodo j. Si
aplicamos la ley de Ohm obtenemos

(3.2)

donde V; y V; son los potenciales eléctricos en los dos nodos. Si [;; > 0, se trata de una
corriente saliente del nodo i y entrante al j, y si I;; <0, es entrante al nodo i y saliente del j.

Ahora podemos aplicar la ley de Kirchhoff para la corriente que atraviesa el nodo i (la
corriente que sale del nodo es igual a la que entra):
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Vi—Vi _

Tik

Zk Iik = Zk

I, (3.3)

donde el sumatorio recorre todos los nodos k que son vecinos de i, e I; es la corriente externa
que entra en la red a través del nodo i. De acuerdo con esta definicion, si la corriente entra
en el sistema tenemos I; > 0 (el nodo es una fuente de corriente), mientras que si sale corriente
(el nodo es un sumidero) tendremos I; < 0. De este modo llegamos a un sistema lineal de
ecuaciones para los potenciales en los nodos, que expresamos de forma compacta como

A-V=I (3.4

donde V € RY es el vector potencial con componentes V;, A € RNV es la matriz de
coeficientes que contiene los valores de las resistencias, e I € RN es el vector cuyas
componentes I; son las corrientes que entran/salen de la red a través de cada nodo. Como los
potenciales aparecen en las ecuaciones siempre en parejas, el vector constante V = ¢ es una
solucién del problema homogéneo, es decir A -¢ =0, por lo que la matriz A tiene un autovalor
nulo y no es directamente invertible. Para que el sistema sea compatible se debe cumplir que
YN = 0, es decir, la corriente que entra en el sistema debe ser igual a la que sale
(condicién de conservacion de la corriente). Cumplida esta condicidn, para resolver el
sistema de forma determinada debemos fijar el potencial en un punto. Nosotros
impondremos que el potencial en el nodo central sea 1:

Vo=1 (3.5)

Para definir completamente nuestro modelo sélo nos queda fijar los valores de I;. En
este TFM hemos seguido el esquema mads habitual utilizado en el estudio de las RRN, que
consiste en fijar el potencial en los nodos del contorno de nuestra red a 0, y considerar que
I; =0 para todos los nodos del interior (excepto para el nodo central i = 0). De este modo,
una cierta corriente I, sale por el nodo central que se encuentra a potencial constante 1, se
distribuye por todos los enlaces de la red sin ninguna pérdida, hasta que llega a los nodos en
la frontera de la red, que actian como sumideros. Fijado de este modo el potencial, el valor
I, de la corriente que entra y sale del sistema est4 determinado por la resistencia equivalente
de lared, Reqyip, a través de la ley de Ohm: 1= AVR,qyip= Requiv-

Para resolver el sistema resultante de ecuaciones 3.4, éste puede expresarse en la
forma A’- V= f, donde f contiene los términos constantes debidos a los valores fijos del
potencial V=1 y V;=0 en la frontera (cambiados de signo, porque los pasamos al otro lado
de la igualdad). El sistema lo resolvemos mediante el método de Gauss-Seidel con un método
de sobrerrelajacién SOR [21]. El método de Gauss-Seidel calcula de forma iterativa® la
solucién de un sistema matricial y es apropiado cuando se tratan matrices grandes (>100),
como es nuestro caso, ya que, en cada iteracion, permite calcular de forma independiente la
solucién momentanea para cada nodo sin necesidad de componer completamente la matriz.

(*) Los métodos para resolver sistemas de ecuaciones son una alternativa muy potente a los métodos directos,
como, por ejemplo, el conocido método de eliminacion de Gauss y sus variantes. Entre los iterativos se
encuentran los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel. En éstos se parte de un vector con los valores estimados
de la solucién x(®, el cual va ajustandose de forma iterativa hasta conseguir que la solucién converja. Los
métodos iterativos se usan sobre los métodos directos cuando se trata de un sistema grande (>100), como es
nuestro caso, ya que necesitaremos matrices grandes (NxN) [9].
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Esto evita problemas de memoria cuando el sistema es grande. El método SOR, por su parte,
acelera el proceso de convergencia.

3.2 Linea principal de corriente: Particle Launching Algorithm (PLA)

Uno de los aspectos mds importantes en nuestra investigacion del modelo RRN es el
concepto de linea principal de corriente. Supongamos que consideramos el nodo origen
(i = 0) y un nodo j cualquiera de la red, que actia como nodo final. En el modelo FPP es
evidente que el camino minimo que conecta los dos puntos es dnico. Sin embargo, en el
modelo RRN la corriente se distribuye por todos los enlaces de la red, por lo que el nlimero
de caminos de corriente que podemos seguir entre los dos puntos es muy grande y aumenta
muy rdpidamente con el tamaifio del sistema. En este TFM hemos optado por una estrategia
muy utilizada para trazar rutas de flujo en medios desordenados (como es el caso de las
RRN), y que también ha sido utilizada con éxito en otras redes importantes como son las
redes de percolacion. Es el denominado particle launching algorithm [17] (en adelante
PLA), que describimos a continuacién. Una vez que hemos resuelto nuestras ecuaciones para
una realizacion particular de la red (esto es, para unos ciertos valores aleatorios de las
resistencias), y hemos obtenido los potenciales en todos los nodos de la red y las corrientes
que atraviesan todos los enlaces, lanzamos secuencialmente particulas trazadoras desde el
nodo final j. Estas particulas recorren la red de acuerdo con unas reglas que vamos a explicar
a continuacion, y finalmente son recogidas en el nodo origen i = 0. Cuando una particula
trazadora se encuentra en un cierto nodo k (en su camino desde el nodo final j), decidira
seguir su camino recorriendo el enlace entre el nodo k y el nodo vecino / con una probabilidad
dada por:

Tkl
= sPLA 3.6
Pk S Ten ( ) (3.6)

donde m recorre todos los nodos vecinos de k (incluyendo /), y tenemos que Jim = |lim| si
Lem <0,Y Jiem = 0si I, > 0, es decir, solo se tienen en cuenta las corrientes “entrantes”. En
definitiva, el algoritmo consiste en muestrear aleatoriamente todas las corrientes que entran
en el nodo, asignando una probabilidad a cada una de ellas proporcional a la corriente que
transporta. Aplicando este algoritmo en todos los nodos recorridos por la particula
llegaremos inevitablemente al nodo origen, ya que es la tinica fuente de corriente. El camino
descrito por la particula serd considerado como la linea principal de corriente entre los dos
nodos. Evidentemente, el proceso de trazado es estocéstico por lo que esta linea no es tnica.
Lanzando un gran nimero de particulas (que llamaremos Np4,) obtendremos un conjunto
de lineas principales de corriente que podremos estudiar estadisticamente. Como se indica
en la Ec. (3.6), nos referiremos a este algoritmo estocastico como sPLA (stochastic particle
launching algorithm) para diferenciarlo de una variante determinista del mismo, que también
hemos considerado en este TFM, y que llamaremos dPLA (deterministic particle launching
algorithm). En esta variante, la particula escoge seguir, con probabilidad 1, el enlace con el
mayor valor de corriente entrante:

L silfial > Vim| Vm#l
P = (dPLA) (3.7)
0 en caso contrario
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De este modo, cuando usamos el dPLA tenemos que Npq,+ = 1 y la linea principal de
corriente es aquella que maximiza localmente la corriente.

3.3 Objetivos

La literatura que conocemos sobre el estudio de los caminos de corriente en RRN se
ha centrado en el régimen de desorden muy fuerte [11], es decir, considerando distribuciones
de probabilidad con un CV >> 1, y muy especialmente en condiciones similares a las redes
de percolacidon, donde las resistencias pueden ser o0 con una cierta probabilidad,
representando asi dominios aislantes del medio. En estos casos se podria decir que, en lineas
generales, las lineas principales de corriente coinciden con los caminos 6ptimos, es decir,
con aquellos que minimizan la suma total de las resistencias que atraviesan (aunque la
distribucion de estas lineas no ha sido estudiada con la profundidad con la que lo haremos
aqui). Sin embargo, hasta donde sabemos, no se ha estudiado esta relaciéon en condiciones
de ruido moderado (CV = 1) o débil (CV « 1). Nuestro objetivo principal de esta parte del
TFM ha sido estudiar la relacion entre las geodésicas del modelo FPP y las lineas principales
de corriente obtenidas en el modelo equivalente RRN a partir del PLA, considerando
condiciones de ruido moderado y débil. Para ello, comenzaremos estudiando las 3
distribuciones uniformes consideradas en el estudio del modelo FPP presentado en la seccion
anterior: U(0.1, 9.9) con CV=0.566, U(10, 20) con CV=0.192 y U(1.0, 1.3) con CV=0.0753.
Después extenderemos nuestro andlisis a ruidos mds altos utilizando un desorden de tipo
exponencial que nos permitird tunear de forma continua la intensidad del ruido. La principal
novedad de nuestro enfoque es que las lineas principales de corriente no sélo serdn
comparadas con la geodésica minimizante (la geodésica k = 1), sino también con las
sucesivas k-geodésicas, es decir, con los siguientes k-ésimos caminos minimos. En la
siguiente seccion mostramos los resultados obtenidos.

4. Resultados

Comenzaremos esta seccion de resultados estudiando algunas propiedades de escala
de las lineas principales de corriente. En concreto nos fijaremos en la desviacion lateral.
Como vimos en el estudio del modelo FPP, la desviacion lateral de las geodésicas escala con
la distancia con un exponente 2/3 que estd de acuerdo con la universalidad de KPZ. A
continuacion, estudiaremos como se distribuyen las lineas principales de corriente entre el
espectro de k-geodésicas del modelo FPP equivalente. Para analizar este resultado
emplearemos una interpretacion termodindmica del sistema. Por ultimo, estudiaremos una
distribucién de resistencias que nos permite obtener ruidos arbitrariamente grandes y
veremos cOmo cambia la distribucion de las lineas de corriente con el ruido.

4.1 Escalado de las lineas principales de corriente

A continuacion, estudiamos el comportamiento de escala de la desviacion lateral de
las lineas principales de corriente con el objeto de comprobar si es similar al de las
geodésicas del modelo FPP y por tanto consistente con la clase de universalidad de KPZ.

En este caso no disponemos de un tiempo medio como en FPP, asi que obtendremos
una desviacion lateral media, <A>, dada por la media de los valores absolutos de las
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distancias ortogonales de todos los nodos por los que pasa la linea de corriente (Fig. 4.1) a
la recta que une el nodo central y el nodo que se trate, que estard en el eje o en la diagonal.

i

A Hi '_Jﬂ;m ]_r“"ﬁ B
ol | ]

o T— () ‘I‘_r-l T

[

Fig. 4.1. Ejemplo de linea de corriente entre dos puntos, A y B. La desviacién lateral media de la
linea de corriente, <h>, es la media de los valores absolutos de las distancias euclideas de los
puntos de red situados en la linea de corriente a la linea recta que une los dos puntos.

Asi, por ejemplo, para un nodo i sobre la linea de corriente que une los puntos A y
B, situdndose éstos sobre el eje X, su distancia al eje es h; = |y;|, siendo |y;| el valor absoluto
de la coordenada y del punto i. La desviacidn lateral media <> de la linea de corriente es

<h> = (S, h)im 4.1)
donde m es el numero de nodos de la red situados en la linea de corriente.

El andlisis se realiza a puntos sobre el eje y la diagonal, en primer lugar, para las 3
distribuciones uniformes y los dos algoritmos presentados anteriormente: sPLA y dPLA,
considerando un tamafio de red fijo L = 100. Después se analiza el efecto del tamafio del
sistema, con ambos algoritmos, para una misma distribucién y distintos tamafos de L: 100,
200, 500 y 1000. Debido a la duracién de las simulaciones, s6lo se han podido obtener
resultados con L=1000 en el caso dPLA.

4.1.1 Escalado sobre los ejes
A. Resultados del sPLA

En la Fig. 4.2 se muestra el valor promedio de la desviacidn lateral media de las lineas
principales de corriente, <h>, en funcion de la distancia de los nodos al origen, en una red
de L=100, para las tres distribuciones de tiempos de enlace estudiadas. Este valor promedio
ha sido calculado a partir de 1as Nyeqi;xNpqrt lineas principales de corriente obtenidas en
cada caso.



José Ignacio Jiménez Maroto. Pagina 29 de 51
TFM Fecha: 28 de julio de 2022

<h>

0.01
* U(0.1,0.9), SPLA  +
U(10, 20), sPLA  +
* U(1.0,1.3), sPLA
0.001
1 10 50 100
d (eje)

Fig. 4.2. Promedio de la desviacién lateral media, <4>, de las lineas principales de corriente a puntos
sobre el eje, obtenidas con el algoritmo sPLA, en funcién de su distancia d al origen. Resultados
obtenidos con una red cuadrada de L=100, Ny¢q;;,=1000 y Np,q,=1000, para 3 distribuciones de

probabilidad uniformes U(t,,in, tmax)- La representacion se muestra en escala logaritmica. La recta
de pendiente 1/2 representa el comportamiento de escala con exponente 1/z=1/2.

En la figura vemos que, de forma similar al modelo FPP (Fig. 2.6), existe una
distancia critica, d;, para cada distribucion de probabilidad, en la cual cambia el
comportamiento de <i>. Para d > d, las lineas principales de corriente siguen un escalado
asintético del tipo <h> ~ d/?, independientemente de la distribucién utilizada, que no se
ajusta a la clase de universalidad de KPZ. Si d « d; (comportamiento preasintético),
<h> — 0, y no se observa desviacion lateral, de modo que las lineas de corriente siguen el
eje.

En la Fig. 4.3 hemos intentado colapsar los tres comportamientos mostrados en la
figura anterior, y el mejor resultado se consigue con el reescalado de la distancia d mediante
una nueva distancia critica d, = d, 939 donde d. es la distancia critica en el modelo FPP.
Recordamos que d,=1/3(CV)~2. Vemos que las curvas se aproximan, pero no llegan a
colapsar satisfactoriamente. Este resultado muestra que la distancia critica es menor en el
modelo RRN. Esto puede ser debido a que el algoritmo sPLA incrementa la intensidad del
ruido en la generacion de las lineas principales de corriente, por lo que la desviacion con
respecto al eje se produce antes que en el modelo FPP.
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1
<h>
01 |
+
0.01 |
* U(0.1,9.9), sSPLA  +
U(10, 20), sPLA  +
* U(1.0,1.3), sPLA
0.001

1 10 50 100
d/d 05° (eje)

Fig. 4.3. Mismos resultados que en la Fig. 4.2 pero ahora la distancia d al origen estd reescalada con

la distancia critica d;, = dco'sg. La representacién se muestra en escala logaritmica. Las rectas de
pendientes 2/3 y 1/2 representan los comportamientos de escala con exponentes 1/z =2/3 'y 1/2.

B. Resultados del dPLA

En la Fig. 4.4 se representan los resultados anteriores (sin reescalar) para las lineas
principales de corriente obtenidas del modelo dPLA.

<h>

0.01 U(0.1,9.9), dPLA +
U(10, 20), dPLA  +
U(1.0,1.3), dPLA

0.001
1 10 50 100

d (eje)

Fig. 4.4. Promedio de la desviacion lateral media, <4>, de las lineas principales de corriente a puntos
sobre el eje, obtenidas con el algoritmo dPLA, en funcién de su distancia d al origen. Resultados
obtenidos con una red cuadrada de L=100, Nyq;;,=1000 y N,4,+=1, para 3 distribuciones uniformes
U(tmins tmax)- Los resultados para U(10, 20) y U(1.0, 1.3) no se muestran porque los valores
obtenidos fueron cero. La representacion se muestra en escala logaritmica. Las rectas de pendientes
2/3 y 1/2 representan los comportamientos de escala con exponentes 1/z=2/3 y 1/2.
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La gréfica para la distribucion U(0.1, 9.9) muestra un comportamiento que parece
converger hacia un escalado <i> ~ d?/3, aunque como veremos en el apartado C, cuando se
incrementa el tamafio L, el escalado asintético parece modificar su tendencia a <h> ~ di/z2,
el mismo que el obtenido con sPLA (Fig. 4.2). En cambio, con las distribuciones U(10, 20)
y U(1.0, 1.3) no se observa desviacion lateral y, por tanto, las lineas principales de corriente
siguen siempre el eje. Estas dos ultimas distribuciones, como ya hemos indicado, estdn
categorizadas como ruido débil. Por su parte, U(0.1, 9.9) es una distribucién de ruido
moderado, y el camino 6ptimo presenta fluctuaciones respecto al eje, lo que se traduce en
que la corriente se distribuye por lineas principales de corriente en torno al eje. Esto lo
comprobaremos en el apartado 4.2.

Los resultados mostrados en la Fig. 4.4 parecen indicar que la distancia critica d
asociada al algoritmo dPLA es mucho mayor que d., ya que en los casos U(10, 20) y
U(1.0, 1.3) y una red con L=100 no hay ninguna desviacion lateral con respecto al eje. A
continuacion, cuando estudiemos el efecto del tamaiio del sistema, comprobaremos que esto
es asi también para U(0.1, 9.9). Podemos concluir que el algoritmo sPLA reduce la distancia
critica con respecto al modelo FPP, mientras que el algoritmo dPLA la aumenta.

C. Efecto del tamaio del sistema

Queremos comprobar cémo afecta el tamafio de la red en el comportamiento de la
desviacion lateral a lo largo del eje, aplicando los algoritmos sSPLA y dPLA, y verificar si es
universal. En la Fig. 4.5 se recogen los resultados obtenidos con la distribucién U(0.1, 9.9)
y diferentes valores de L: 100, 200, 500 y 1000, utilizando ambos algoritmos. Como ya
hemos senalado, con L=1000 se han obtenido resultados s6lo en el caso del dPLA.

<h>

L=500, sPLA
L=200, sPLA
L=100, sPLA
L=1000, dPLA x
* L=500, dPLA
L=200,dPLA x
L=100, dPLA

0.1

0.01 * 1 1 1 1 1 1
1 10 50 100 200 300 500 1000

d (eje)

Fig. 4.5. Efecto del tamafio del sistema sobre la desviacién lateral media <#> de las lineas principales
de corriente a puntos sobre el eje, obtenidas con los algoritmos sPLA y dPLA. Resultados obtenidos
con redes cuadradas de tamafios L=100, 200, 500 y 1000, la distribucién U(0.1, 9.9), y N,qi,=1000.
Para L=1000 s6lo se muestran los resultados del dPLA. Para sPLA, N,4,.=1000; dPLA, Njq,.=1.
Escala logaritmica. Las lineas rectas de pendientes 1/2 y 2/3 representan los comportamientos de
escala de exponentes 1/z=1/2 y 1/z=2/3.



José Ignacio Jiménez Maroto. Péagina 32 de 51
TFM Fecha: 28 de julio de 2022

Vemos que, en ambos casos, las curvas para diferentes tamafios se superponen y
parece que inicialmente (régimen preasintético) siguen un escalado <h> ~ d/? (tipo
gaussiano). Sin embargo, en la simulacién con L = 1000 del dPLA se aprecia la posibilidad
de que exista crossover, en una distancia cercana a d = 500, pero no queda claro el escalado
asintdtico que seguiria. Podemos concluir que, con los tamafios de red que hemos utilizado,
no podemos asegurar que el escalado asintético siga la universalidad de KPZ, como el
modelo FPP. Para aclarar esta cuestion serian necesarias simulaciones en redes mds grandes
que las consideradas en este TFM. En la figura también apreciamos lo que comentdbamos
mads arriba, la distancia critica del modelo dPLA es mayor que la del modelo sPLA. Por
dltimo, es conveniente sefialar otro resultado esperado, la desviacion lateral de las lineas de
corriente obtenidas del modelo sPLA es sensiblemente mayor que la de las obtenidas
mediante el dPLA.

4.1.2 Escalado sobre las diagonales
A. Resultados del sPLA

En la Fig. 4.6 se muestra el valor promedio de la desviacidn lateral media de las lineas
principales de corriente, <h>, en funcién de la distancia de los nodos de la diagonal al origen,
enunared de L =100, para las tres distribuciones de tiempos de enlace estudiadas. De nuevo,
este valor promedio ha sido obtenido a partir de 1as Nyeqi,xNpqr; lineas principales de
corriente obtenidas en cada caso.

3
x12 _.h..w-*-"/—-\
<h> o
1 - o L
. e
+
+
04 r . U(0.1,9.9), sPLA  + 1
U(10, 20), sPLA  +
U(1.0,1.3), sPLA
0.2 . .
1 10 50 100

d (diagonal)

Fig. 4.6. Promedio de la desviacion lateral media, <A>, de las lineas principales de corriente a puntos
sobre la diagonal, obtenidas con el algoritmo sPLA en funcién de su distancia d al origen. Resultados
obtenidos con una red cuadrada de L=100, Ny¢q;;,=1000 y N,,,,,=1000, para 3 distribuciones de
probabilidad uniformes U(t,,in, tmayx)- La representacion se muestra en escala logaritmica. La recta
con pendiente 1/2 representa el comportamiento de escala con exponente 1/z=1/2.

Las curvas de las 3 distribuciones colapsan pricticamente desde el nodo central, al
igual que en el modelo FPP, manteniendo un escalado del tipo gaussiano <h> ~ d/2, hasta
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que en las proximidades de la frontera el escalado decae de modo significativo. Es debido a
que a medida que las lineas principales de corriente se aproximan a las esquinas de la red,
aparecen efectos debidos a la geometria de la frontera.

B. Resultados del dPLA
En la Fig. 4.7 se muestra el valor promedio de la desviacion lateral media de las lineas

principales de corriente, <A>, en funcion de la distancia de los nodos de la diagonal al origen,
en una red de L= 100, para las tres distribuciones de tiempos de enlace estudiadas.

2
1
<h>
04 1 U(0.1,9.9), dPLA + |
t U(10,20), dPLA  +
U(1.0,1.3), dPLA
0.2

1 10 50 100
d (diagonal)

Fig. 4.7. Promedio de la desviacién lateral media, <4>, de las lineas principales de corriente a puntos
sobre la diagonal, obtenidas con el algoritmo dPLA en funcién de su distancia d al origen. Resultados
obtenidos con una red cuadrada de L=100, N,cgq;,=1000 y Nyq,.=1, para 3 distribuciones de
probabilidad uniformes U(t,,in, tmax)- La representacion se muestra en escala logaritmica. La recta
con pendiente 1/2 representa el comportamiento de escala con exponente 1/z=1/2.

A diferencia del eje, las distribuciones U(10, 20) y U(1.0, 1.3) si presentan una
desviacion lateral debido a que, por la geometria de la red, la propia diagonal nunca puede
ser una linea de corriente, por lo que siempre habra una desviacion lateral no nula. Las curvas
para las 3 distribuciones estdn separadas, a diferencia del caso del sPLA (Fig. 4.6). El
comportamiento de las curvas parece converger hacia el escalado <h> ~ d'/2, al igual que
en el caso sPLA. En la Fig. 4.8 se representan los resultados para L=100 y 200, y parecen
confirmar este comportamiento.
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2
1
<h>
0.4 U(0.1,9.9), dPLA +
U(10,20), dPLA +
U(1.0,1.3), dPLA
o+
0.2
1 10 50 100 200

d (diagonal)

Fig. 4.8. Mismos resultados que en la Fig. 4.7 pero ahora con redes de L=100 y 200. Las rectas de
pendientes 1/2 representan el comportamiento de escala con exponentes 1/z = 1/2.

En la Fig. 4.9 comprobamos para el caso L =200 que si reescalamos la distancia d
con dco'54, las 3 distribuciones parecen colapsar.

3 -
x112
<h>
1
U(0.1,9.9), dPLA +
0.5 u(10, 20), dPLA +
U(1.0,1.3), dPLA
+
+
0.3

10 50 100 150 200
d/d0-54 (diagonal)

Fig. 4.9. Mismos resultados que en la Fig. 4.7 pero ahora con L=200 y la distancia d al origen

estd reescalada con la distancia critica d; = dco‘54. La recta de pendiente 1/2 representa el
comportamiento de escala de exponente 1/z=1/2.

C. Efecto del tamafio del sistema
A continuacién, comprobamos coémo afecta el tamafio de la red en el comportamiento

de la desviacion lateral a lo largo de la diagonal, aplicando los algoritmos sPLA y dPLA, y
si se deduce que su comportamiento es universal.
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En la Fig. 4.10 se recogen los resultados obtenidos con la distribucién U(0.1, 9.9) y
diferentes valores de L: 100, 200, 500 y 1000, utilizando ambos algoritmos. Como en el eje,
con L=1000 se han obtenido resultados sélo en el caso del dPLA.

<h>

L=500, sPLA
L=200, sPLA
L=100, sPLA
L=1000, dPLA x
L=500, dPLA
L=200, dPLA x
L=100, dPLA

3%

0.5
1 10 50 100 200 300 500 1000

d (diagonal)

Fig. 4.10. Efecto del tamafio del sistema sobre la desviacién lateral media <k> de las lineas
principales de corriente a puntos sobre la diagonal, obtenidas con los algoritmos sPLA y dPLA.
Resultados obtenidos con redes cuadradas de tamafios L=100, 200, 500 y 1000, la distribucién
U(0.1,9.9) y N,241i,=1000. Con L=1000 sélo se muestran resultados para el caso dPLA. Para sPLA,
Npar=1000; dPLA, N,q,=1. La representacion se muestra en escala logaritmica. Las rectas de
pendientes 1/2 representan el comportamiento de escala de exponente 1/z=1/2.

Al igual que en el eje, las curvas para diferentes valores de L se superponen e
inicialmente parece que siguen un escalado <i> ~ d'/2, pero en la simulacién con L= 1000
del dPLA se aprecia la posibilidad de que exista un crossover, en una distancia cercana a
d = 500, aunque no queda claro el escalado asintético que seguirfa. De nuevo, habria que
recurrir a simulaciones con redes de tamafios superiores a las empleadas aqui.

4.2 Distribucion de las lineas principales de corriente

Nuestro propdsito ahora es estudiar como se distribuyen las lineas principales de
corriente entre las k-geodésicas del modelo FPP equivalente. El estudio lo realizaremos con
los dos algoritmos de traza (sPLA y dPLA). También usaremos una red mas pequeiia, de
tamafio Lx L con L =20, con la siguiente configuracion. Si suponemos que la esquina inferior
izquierda de la red coincide con el origen, entonces fijamos a 1 el potencial del punto A con
coordenadas (0, L/2), y a O el potencial del punto B con coordenadas (L, L/2): V, =1y
Vg = 0. De este modo, el punto A actuard como unica fuente y el punto B como unico
sumidero. En el resto de nodos se aplica la ley de Kirchhoff.

El procedimiento que hemos seguido es el siguiente. Sobre cada una de las
realizaciones (distintas configuraciones de resistencias aleatorias para una red de tamafo L),
primero aplicamos el algoritmo Dijkstra, con el que obtenemos la geodésica o camino de
resistencia minima que va desde el nodo A a cada uno de los nodos de la red. Después, al
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camino optimo entre A y B le aplicamos el algoritmo de Yen, segin se indica en el apartado
2.5, para deducir las k-geodésicas o k-caminos minimos de resistencia. En la Fig. 4.11 se
muestra un ejemplo de los 20 primeros caminos minimos obtenidos para una red de L=20.
Posteriormente, lanzamos 1 particula (siendo, en total, Npq,;=1 con el dPLA 'y Ny,qpt= 10*
con el sPLA, por cada realizacién de ruido) desde B hasta A y comprobamos si la linea de
corriente sigue alguna de las k-geodésicas obtenidas. Este proceso se lleva a cabo un nimero
total de realizaciones (N,..q4;i,) ¥ calculamos la frecuencia relativa con la que se obtienen las
k-geodésicas. Por tltimo, representamos el histograma en funcién del orden k de la
geodésica, comenzando en k=1 que representa el camino minimo global.

N
N WA O o N ® & S

._.
=
T 1
=

...
o
Ee)
>
3
3
—
¥
¥
¥
3

O B N W A OO N WV

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Fig. 4.11. Modelo de Yen en una RRN cuadrada. Se representan los 20 primeros
caminos de resistencia minima entre A y B. Resultados obtenidos con =20 y una
distribucién U(0.1, 9.9). La red esta definida con los potenciales V(A)=1y V(B)=0.

En la Fig. 4.12 se representa el histograma obtenido con las distribuciones uniformes
U(tmin, tmax) utilizadas hasta ahora, que sabemos que estdn clasificadas como ruido
débil/moderado, para ambos algoritmos.



José Ignacio Jiménez Maroto. Pégina 37 de 51

TFM Fecha: 28 de julio de 2022
a) dPLA
100 . . . .
1 U(0.1,9.9), dPLA —s—
10 U(10, 20), dPLA ——
U(1.0,1.3), dPLA —%—
10729
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104
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106 . - e L3¢ — - 1
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b) sPLA
100 . .
) U(0.1,9.9), SPLA —w—
3 U(10, 20), sSPLA —%—
101 L U(1.0,1.3), SPLA —#—
‘\-
g 102}
"('u‘ X—0.55
°
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L
10
105 : . .
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Fig. 4.12. Frecuencia relativa con la que una linea principal de corriente entre los puntos A y B,
obtenida mediante (a) dPLA y (b) sPLA, coincide con la geodésica de orden k. Resultados en una
red cuadrada de =20 con las tres distribuciones uniformes U(tp,in, tmax) €mpleadas. Nypqi,= 10°
Y Npgre= 1 con dPLA'y Nyoqiz= 10° y Npqre= 10* con sPLA, para los primeros 100 caminos

minimos. Escala logaritmica. Las rectas de pendientes —0.84 y -0.55 representan los
comportamientos de escala con exponentes —0.84 y —0.55.

Se aprecia que a medida que el ruido es mas débil, para ambos algoritmos, el camino
optimo (k = 1) se toma con mayor frecuencia relativa. Por ejemplo, con dPLA, para
U(1.0, 1.3), la distribucién mdas débil de las utilizadas, las lineas de corriente siguen
generalmente el camino 6ptimo, con una frecuencia muy cercana a 1, por lo que la corriente
no se distribuye practicamente por el resto de caminos. Esperamos que en el limite de ruido
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muy débil, o caso homogéneo (CV — 0), esta distribucién se aproxime a la delta de
Kronecker ;5. Con U(10, 20), la frecuencia del camino 6ptimo es 0.5 y con U(0.1, 9.9),
0.01, y, en este orden, la corriente estd mas distribuida. Lo mismo sucede con sPLA, aunque
baja la frecuencia para k=1 y la corriente estd ain mds distribuida por el resto de caminos
que con dPLA. Puede concluirse que, en condiciones de ruido débil o moderado, al aumentar
la intensidad de ruido, la distribucién en forma de delta de Dirac, correspondiente al limite
de ruido débil, evoluciona hacia un histograma mucho mads distribuido que, inicialmente,
muestra un claro comportamiento en ley de potencias, con exponentes —0.84 para dPLA y
—0.55 para sPLA. El decaimiento con sPLA es menor que con dPLA debido a que el primer
algoritmo introduce fluctuaciones que permiten visitar con mayor probabilidad los caminos
de mayor k.

Por otra parte, la caida final de las curvas podria deberse a algtin efecto de tamafio
finito, por lo que deberiamos aumentar L para comprobarlo. Pero también podria deberse al
hecho de que no estamos estrictamente en el punto de crossover de la intensidad del ruido,
asi que podriamos esperar que el comportamiento en ley de potencias se extendiese a 6rdenes
mayores a medida que nos aproximamos al punto. Un resultado que apoya esta hipétesis es
el hecho de que la distribuciéon para U(10, 20), con dPLA, parece mostrar este
comportamiento, aunque en un intervalo de 6rdenes menor. Esto también se percibe con
sPLA, ya que, conforme incrementamos la intensidad del ruido, se afiaden puntos de 6rdenes
mayores a la ley de potencias. Como veremos cuando estudiemos el desorden exponencial,
este comportamiento aparece siempre que el ruido es débil.

Hemos pensado que podria resultar interesante abordar el andlisis desde un enfoque
termodindmico, y considerar que nuestra red FPP es un sistema en equilibrio con volumen y
temperatura 7 constantes, en el que la k-geodésica entre los puntos A y B representa un
microestado cuyo hamiltoniano Hj, estd dado por la suma de los tiempos de paso de los
enlaces recorridos por el camino, es decir, por el tiempo de llegada entre los dos puntos
cuando seguimos esa k-geodésica, y que denotamos mediante T:

Hy=%t;; =Ty (i, ]) € k—geodésica (4.2)

Siguiendo este argumento tenemos que la funcidon de particion de nuestro sistema
estard dada por

Z=Yyexp(~ 7 T) (4.3)

donde la suma se extiende a todas las k-geodésicas entre los dos puntos (como la red es finita,
este nimero serd finito, aunque aumenta muy rdpidamente con L). De este modo, la
probabilidad P, de que el camino entre los dos puntos esté dado por la k-geodésica es

1 1
P = Z exp(— T Ty) 4.4)

Cuando T = 0, el efecto de la entropia es irrelevante y domina la energia interna de
cada microestado, por lo que el camino entre los dos puntos serd el camino minimo k = 1
(estado fundamental). Cuando T # 0, la probabilidad de obtener cada camino, relativa a la
del camino minimo, denominada Py, sera
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p 1
Py =55 = exp[— 7 (T = T1)] (4.5)

Para obtener esta cantidad a partir de nuestras simulaciones hemos utilizado estas dos
aproximaciones:

1
P14 =exp[— T(< T, >—<T; >)] (4.6a)

1
Pyip =< exp[— 7 (T = T))] > (4.6b)
donde <...> representa el promedio sobre las N,.4;i, realizaciones del ruido.

Por otro lado, en el histograma representado en la Fig. 4.12 disponemos de las
frecuencias relativas con las que los k-caminos minimos son escogidos por las lineas
principales de corriente o, lo que es lo mismo, la probabilidad de que la linea principal de
corriente (escogida segtin el algoritmo sPLA o dPLA) sea una de las k-geodésicas. Llamemos
F}, a esa probabilidad y definimos Fj; como la relacion entre la probabilidad de obtener la
k-geodésica y la probabilidad de obtener el camino 6ptimo: Fj = F;/F;.

Lo que pretendemos es, para cada una de las 3 distribuciones uniformes, y de forma
separada, representar en la misma figura Fy, y las dos aproximaciones de Pj; dadas en las
Ecs. (4.6a) y (4.6b) frente a k. Como Py, depende de la temperatura 7, consideraremos
aquella temperatura que mas aproxime los puntos de P, a la curva Fy,, para las dos
aproximaciones y para los dos algoritmos utilizados. Para deducir 7 no hemos empleado
ningtn tipo de ajuste, sino que ha sido de un modo muy cualitativo probando con diversas
temperaturas.

A continuacién, mostramos los resultados obtenidos del algoritmo sPLA.

a) U(0.1,9.9)

100,

\ Pk1,a(T=2-0)v SPLA —g—

T —— Pr1p(T=2.5), SPLA

Fie1 SPLA ——

10"

102

103

1 3 10 20 50 70 100
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b) U(10, 20)

100 : : . . .
Pk1,a(T=4.0), SPLA —u—
Pk1,b(T=6'5)! sPLA
10'1 L Fk‘l' SPLA —e— |
102 |
Pki1
103 |
104 |
10'5 1 1 1 1 1
1 3 10 20 50 70 100
k
c) U(1.0,1.3)
100
Pk1,a(T=0.4), SPLA —p—
Pkt p(T=0.4), sPLA
101 Fiq» SPLA ——
102
Pk1
103
104
105
1 3 10 20 50 70 100

Fig. 4.13. Modelo termodindmico para cada distribucién uniforme U(t,,in, tmax), Usando
sPLA y las dos aproximaciones. (a) U(0.1, 9.9); (b) U(10, 20); (c) U(1.0, 1.3). Resultados
obtenidos en una red cuadrada de L=20, N,,q;;,= 10°, Npqre= 10*, para los primeros 100
caminos minimos. Escala logaritmica. La temperatura que mds aproxima las curvas, en cada
aproximacion, aparece indicada en la leyenda de la figura.

Comprobamos que nuestro modelo termodindmico reproduce bastante bien los
resultados del algoritmo sPLA en los 6rdenes mds bajos (especialmente en las distribuciones
U(0.1, 9.9) y U(1.0, 1.3), pero falla en los 6rdenes altos. Las temperaturas que mejores
aproximaciones han proporcionado son, segun sea Pyy 4 0 Py1p, T=2.0y T=2.5 para
U(0.1,9.9), T=4.0 y T=6.5 para U(10, 20) y T=0.4, en ambos casos, para U(1.0, 1.3). Las
temperaturas son similares en ambas aproximaciones para U(1.0, 1.3) y varian sensiblemente
en los casos de U(0.1, 9.9) y U(10, 20). En todos los casos tenemos que T > 0 y, por tanto,
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la corriente se distribuye entre todos los caminos minimos debido a la entropia que se genera
con estas distribuciones, como se aprecia en la figura 4.12b.

Ahora mostramos los resultados obtenidos del algoritmo dPLA.

a) U(0.1,9.9)

100,
P1,a(T=14), dPLA —s—
Py1p(T=1.6), dPLA

Fi1» APLA —p—
1071
Pk
102 |
10-3 . . . . .
1 3 10 20 50 70 100

b) U(10, 20)

100

Pit,a(T=2.8), dPLA —y—
101 | Py1,p(T=5.5), dPLA

Fiqs APLA gy
102 |
P
108 |
104
105 . : * ) >
1 3 10 20 50 70 100
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¢) U(1.0,1.3)
100

Py Py1,a(T=0.14), dPLA —y—
1074 Py1,p(T=0.14), dPLA

Fgq, dPLA —p—m
102
Pk

103
104
105
10-6 EVRVRVY) % 13¢

50 70 100

Fig. 4.14. Modelo termodindmico para cada distribuciéon uniforme U(t,,in, tmax)> Usando
dPLA y las dos aproximaciones. (a) U(0.1, 9.9); (b) U(10, 20); (c) U(1.0, 1.3). Resultados
obtenidos en unared cuadrada de L=20, N, 44;;,= 10°, Npgre= 1, para los primeros 100 caminos
minimos. Escala logaritmica. La temperatura que mds aproxima las curvas, en cada
aproximacion, aparece indicada en la leyenda de la figura.

En el caso del dPLA, vemos que el modelo termodindmico, con ambas
aproximaciones, reproduce bien los resultados para la distribuciéon U(1.0, 1.3), como en el
caso sPLA, y para la U(10, 20) es mejor la aproximacion Py, , (Fig. 4.14b). Los valores de
la temperatura que mejor parecen ajustar los datos de la simulacion han sido, segtn se utilice
Pr1q 6 Pyyp, T=1.4y T=1.6 para U(0.1,9.9), T=2.8 y T=5.5 para U(10, 20) y T=0.14,
en ambas aproximaciones, para U(1.0, 1.3). En todos los casos, las temperaturas son mas
bajas que las obtenidas con sPLA. Esto puede ser debido a la “agitacion térmica” que afiade
el algoritmo, ya que los nodos de la linea principal de corriente son muestreados
aleatoriamente. Las temperaturas son similares con ambas aproximaciones para U(0.1, 9.9)
y U(1.0, 1.3) pero son muy diferentes para U(10, 20). De acuerdo con estos valores, para la
distribucién de ruido méas débil, U(1.0, 1.3), la temperatura 7 es proxima a 0, la entropia es
casi nula y, aproximadamente, se cumple lo que deciamos en cuanto a que el camino entre
los dos puntos deberia ser el camino minimo k = 1 (la distribucion adopta la forma de una
delta de Kronecker). Para las distribuciones U(0.1, 9.9) y U(10, 20), las temperaturas son
T > 0, y la corriente se distribuye entre todos los caminos minimos debido a la entropia que
se genera con estas distribuciones.

4.3 Desorden exponencial

Acabamos de estudiar algunos aspectos de la geometria y de la distribucion de las
lineas principales de corriente en las tres distribuciones uniformes estudiadas hasta ahora.
Como ya se ha comentado anteriormente, estos casos corresponden a condiciones que van
de ruido moderado a ruido débil. Sin embargo, el coeficiente de variacién de la distribucion
uniforme est4 limitado superiormente por el valor 37/2, de modo que no podemos conseguir
desordenes muy altos. Efectivamente, como el coeficiente de variacion o dispersién es
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CV =s/t, sustituyendo las expresiones (2.3) obtenemos que CV < 1/4/3 =0.5773. En el caso
de U(0.1, 9.9) obtenemos CV =0.5658, por lo que se sitia muy préximo al maximo de
dispersion que puede proporcionar una distribuciéon uniforme.

Por ello debemos utilizar otro tipo de distribuciones que permitan una variacion
continua del CV desde 0 (caso homogéneo) hasta oo (limite de desorden infinito). Un tipo de
distribucion muy utilizado en la literatura sobre RRN y caminos 6ptimos es el denominado
desorden exponencial [11]. En este desorden, las resistencias entre nodos vecinos tienen la
forma:

1= e Xij 4.7)
donde a es un parametro que controla la intensidad del desorden, y x;; es un nimero aleatorio
uniformemente distribuido en el intervalo [0, 1]. Cuando a = 0 tenemos el caso homogéneo,

y el limite a — oo representa el limite de desorden infinito [11]. La funcién de densidad de
probabilidad asociada a este desorden exponencial tiene la forma

(ar)™! sil<r<e?

f(r)= (4.8)
0 en caso contrario
ysu CV es
_ [2+a+e%(a—2)
cvi = [Pl (4.9

Nuestro propésito es estudiar como se distribuyen las lineas principales de corriente
entre las k-geodésicas, en redes con un desorden exponencial que varia entre el limite de
ruido débil (@ — 0, CV — 0) y el limite de ruido infinito (a — o, CV — o).

A. Resultados del dPLA

En la Fig. 4.15 se representa la frecuencia relativa con la que se han obtenido los 100
primeros caminos minimos (k-geodésicas) para diferentes valores de a, utilizando el
algoritmo dPLA. La figura ha sido dividida en dos partes, que muestran dos rangos diferentes
del parametro a. En la parte (a) se muestran los resultados para ruido débil (CV < 1), y en la
(b) los de ruido fuerte (CV > 1).
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a) a=0.1-2 (ruido débil)
10° . . . .
‘ dPLA a=2, CV=0.5590, d,=1.0667 —w—
B a=1, CV=0.2860, d,=4.0752 —u—
107} a=0.50, CV=0.1440, d,=16.08

a=0.25, CV=0.0721, d;=64.12 —e—
a=0.1, CV=0.0289, d.=399.10

102

103 |

Frec. relativa

104 |

10%|
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b) a=5-30 (ruido fuerte)

100 . . . . .
dPLA a=30, CV=3.7420, d,=0.0891 —a—
a=20, CV=3.0000, d,=0.0370 —e—

10! a=10, CV=2.0000, d=0.0833

a=5, CV=1.2390, d,=0.2171

102 ]

Frec. relativa

103 |

104 |

105 - - - - -
1 3 10 20 50 70 100

Fig. 4.15. Frecuencia de los 100 primeros caminos minimos entre A’y B. Resultados obtenidos en una
red cuadrada de L=20, utilizando el desorden exponencial indicado en las Ecs. (4.7) y (4.8) para
diferentes valores de a, usando el algoritmo dPLA. Se representan dos graficas segtin dos rangos de
valores. (a) a=0.1-2 (ruido débil); (b) a=5-30 (ruido fuerte). N,pq;,= 10°, salvo N, ,q;;,= 4. 103 para
a=30. Np,q,= 1 en todos los casos. Escala logaritmica. Las rectas de pendientes —3/4 y —1 representan

los comportamientos de escala con exponentes —3/4 y —1. Los valores de CV y de d., correspondientes
a los diferentes valores de a, se incluyen en la leyenda.

Observamos que las curvas presentan picos agudos para los valores més bajos y mas
altos de a, y que estos picos se agudizan conforme disminuye a cuando el ruido es débil, y
conforme aumenta a cuando el ruido es fuerte. Puede concluirse que la corriente elige
preferentemente el camino 6ptimo en ruido alto y en ruido muy bajo. Cuando el ruido es tal
que los valores de CV estan proximos al valor de crossover CV =1 (el ruido de crossover
estaria entre a =2 y a =5), observamos que aparece una region en la que la distribucion
decae en forma de ley de potencias, como ya vimos cuando estudiamos la distribucion
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uniforme (Fig. 4.12). En esta region, el exponente parece tomar un valor entre —3/4 y —1.
También vemos que esta region parece aumentar a medida que nos acercamos al punto de
Crossover.

Es interesante representar la frecuencia del camino 6ptimo F; frente al logaritmo del
CV de cada distribucidn. El resultado se muestra en la Fig. 4.16. En la misma figura, se
incluyen los resultados obtenidos para las 3 distribuciones uniformes.

Gl
dPLA exp(au[0,1]) e
0.8 Ultmintmax) O
[ ]
0.6
04 .
0.2 °
[ ]
[ ]
0 . . . @ . . . .
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

log CV

Fig. 4.16. Frecuencia del camino 6ptimo en funcién de log CV de cada distribucién. Resultados
obtenidos en una red cuadrada =20, utilizando el algoritmo dPLA y considerando desérdenes
exponenciales de diversa intensidad (diferentes valores de a) y las tres distribuciones uniformes
estudiadas aqui. N,qi,= 10°, salvo Nyeq,= 10° para @ =20 y N,.qi,= 4.10% para a =30.
Npgre= 1 en todos los casos.

Como esperdbamos, la curva muestra un minimo en las cercanias de CV =1, que
representa el valor de transicion entre el ruido fuerte y el ruido débil, y se aproxima a 1 (la
distribucion seria la delta de Kronecker, o, ) por los dos lados, cuando CV — 0 y cuando
CV — . Siredujéramos CV desde 1 hasta 0, es posible que exista un cierto valor de CV a
partir del cual la frecuencia siempre sea 1. Una impresion, a simple vista, que nos da la
gréifica es que la curva podria ser simétrica respecto a un valor cercano a CV = 1, lo cual
sugiere que si aumentdramos CV desde 0 a oo, también podria existir un valor de CV a partir
del cual la frecuencia también fuese 1. No obstante, esta conjetura debe ser comprobada con
nuevas simulaciones. Ademas, los resultados de las distribuciones uniformes coinciden
perfectamente con los del ruido exponencial, lo que indica que el comportamiento mostrado
en la figura es universal, siendo independiente de la expresion matematica de la funcién de
distribucion, y que s6lo depende del CV de la distribucion empleada.

B. Resultados del sPLA

En la Fig. 4.17 se representa la frecuencia relativa con la que se han obtenido los 100
primeros caminos minimos (k-geodésicas) para diferentes valores de a, utilizando el
algoritmo sPLA. Como en el caso anterior, la figura ha sido dividida en dos partes que
muestran diferentes rangos de valores de a: (a) ruido débil y (b) ruido fuerte.
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\ a=1, CV=0.2860, d;=4.0752 —u—
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a=0.1, Cv=0.0289, d,=399.10
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105 : : : : : Y
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b) a=5-20 (ruido fuerte)

Frec. relativa

al del

100 . . .

sPLA a=20, CV=3.0000, d,=0.0370 ——
a=10, CV=2.0000, d,=0.0833

a=5, CV=1.2390, d,=0.2171
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Fig. 4.17. Mismos resultados que la Fig. 4.15, pero usando el algoritmo sPLA. N,,g;;,= 10° y
Npare= 10°, en todos los casos. Escala logaritmica. Las rectas de pendientes —0.6 y —0.7

representan los comportamientos de escala con exponentes —0.6 y —0.7.

Vemos que, aunque los picos son mucho menos agudos, el comportamiento es similar
dPLA. Cerca del punto de crossover, la distribucion decae también en forma de ley de

potencias, aunque, en este caso, el exponente parece tomar un valor entre —0.6 y —0.7.

Al igual que con el dPLA, en la Fig. 4.18 representamos la frecuencia del camino

optimo F; frente a log CV, para el caso del sPLA.



José Ignacio Jiménez Maroto. Pagina 47 de 51

TFM Fecha: 28 de julio de 2022
0.4 *
° sPLA exp(au[o,1]) e
U(tminvtmax) O
Fi
° °
0.2 o
[ ]
[ ]
0 : : —— e
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
log CV

Fig. 4.18. Mismos resultados que la Fig. 4.16, pero usando el algoritmo SPLA. N, q;;,= 10°
Y Npgre= 10°, en todos los casos.

Se observa que la curva tiene un comportamiento similar a la obtenida con dPLA,
pero ahora el mdximo de probabilidad, al menos para el ruido muy débil, parece que se sitia
cerca de 0.4. Esto significa que, en el limite CV — 0, la curva no seria la delta de Kronecker
Ok, Sino una cierta distribucién cuya forma nos sugiere la evolucion de las curvas de la
Fig. 4.17a. También planteamos la conjetura de que la curva fuese simétrica, al menos
localmente alrededor de CV = 1, pero para comprobarlo serian necesarias nuevas
simulaciones con ruidos muy débiles y muy fuertes. Los resultados de las distribuciones
uniformes estdn integrados perfectamente dentro de los correspondientes al ruido
exponencial. De este modo, podemos concluir que el sistema muestra un comportamiento
universal en la toma del camino minimo, cuando usamos el algoritmo sPLA.

5. Conclusiones y lineas de trabajo futuro

A continuacién, enumeramos las principales conclusiones del trabajo y proponemos
algunas lineas de trabajo futuro que se derivan del mismo.

Respecto al escalado de la desviacion lateral de las lineas principales de corriente del
modelo RRN, en relacion al escalado del camino 6ptimo en el modelo FPP equivalente,
podemos concluir lo siguiente:

1) Si consideramos puntos sobre el eje, el algoritmo sPLA parece reducir la distancia
critica d, obtenida en el modelo FPP, mientras que el algoritmo dPLA la aumenta.

2) A lo largo de la diagonal, el algoritmo sPLA muestra el mismo comportamiento
cualitativo que el mostrado por las geodésicas en FPP: no parece haber crossover y el
comportamiento de escala se observa practicamente desde el origen. Sin embargo, el
algoritmo dPLA si que introduce una distancia critica, por debajo de la cual las lineas
de corriente van junto a la diagonal, y por lo tanto, debido a la geometria de la red,
tienen una separacion lateral minima (la separacion minima no es 0 como en el caso
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del eje).

Los resultados muestran que, en el modelo RRN, con los tamafios de red (L = 100, 200,
500 y 1000) y los algoritmos sPLA y dPLA utilizados, el comportamiento de la
desviacion lateral de las geodésicas es universal de tipo gaussiano. Sin embargo, en la
simulacién con L= 1000 del dPLA, tanto a lo largo de los ejes como de la diagonal, se
aprecia la posibilidad de que exista un crossover en una distancia cercana a d = 500,
pero no queda claro si los escalados asintéticos seguirian la universalidad de KPZ,
como sucede en el modelo FPP. Para aclarar esta cuestion serian necesarias nuevas
simulaciones en redes mds grandes que las consideradas en este TFM.

Respecto a la distribucién de probabilidad de las lineas principales de corriente entre

el conjunto de k-geodésicas, podemos concluir lo siguiente:

1)

2)

3)

En todos los casos, la distribucion tiene la forma general esperada: el maximo de
probabilidad tiene lugar en k = 1 (camino minimo) y la probabilidad decae en promedio
de forma moné6tona con k.

La forma de la distribucién depende de la intensidad del ruido, del tamafio del sistema
y del algoritmo (dPLA 6 sPLA) utilizado. Para un valor fijo de L, y un mismo algoritmo,
la distribucién parece estar determinada Unicamente por el pardmetro CV de la
distribucidon de probabilidad de las resistencias, de modo que diferentes funciones de
probabilidad pero con el mismo CV daran lugar a la misma distribucién de lineas de
corriente. En este TFM hemos utilizado dos tipos de distribucién, la uniforme y el
desorden exponencial, pero seria interesante extender este andlisis a otras familias de
distribuciones y comprobar que es asi.

De nuevo para un tamafio constante, en el limite del ruido débil, o caso homogéneo
(CV — 0), la distribucién de las lineas principales de corriente se aproxima a,
dependiendo del algoritmo empleado, a) dPLA: a la delta de Kronecker &, de modo
que todas las lineas de corriente siguen el camino 6ptimo k = 1; b) sPLA: a una
distribucidén cuya probabilidad mdxima es un valor préximo a 0.4. Con ambos
algoritmos, a medida que aumenta CV, y por tanto también aumenta el ruido, las lineas
de corriente empiezan a distribuirse mds homogéneamente entre el espectro de
k-geodésicas, de modo que la varianza de la distribucion aumenta. Cerca del punto de
crossover entre ruido débil y ruido fuerte (CV = 1), la distribucién muestra inicialmente
un claro comportamiento en ley de potencias, para luego decaer rapidamente con k. Los
resultados obtenidos en este TFM parecen indicar que, a medida que nos aproximamos
a este punto de transicion, este comportamiento en ley de potencias parece extenderse
a valores de k cada vez mayores. Esta hipGtesis es muy interesante y sin duda merece
un estudio en profundidad, ya que podria revelar algun tipo de comportamiento critico
cerca del punto de transicion. Este seria el caso de si en el punto de transicion la ley de
potencias se extendiese a todos los drdenes. Cuando entramos en el régimen de ruido
fuerte (CV >> 1), al aumentar el ruido observamos el proceso inverso, segun el
algoritmo empleado. a) dPLA: la distribucion de las lineas de corriente vuelve a
concentrarse alrededor del camino Optimo, y en el limite de desorden infinito
(CV — o) se espera recuperar la misma delta de Kronecker oy, obtenida en el caso
homogéneo (CV — 0). b) sPLA: Conjeturamos que también se recuperard la
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distribucién limite obtenida en el caso homogéneo. Sobre la forma y evolucién de la
distribucién de las lineas de corriente cuando nos separamos del ruido de crossover
(CV = 1) y nos movemos hacia ruidos débiles (CV << 1) y ruidos fuertes (CV >> 1),
los resultados parecen indicar que el comportamiento podria ser simétrico en ambos
algoritmos, al menos localmente en un cierto entorno alrededor de CV = 1. Hasta donde
sabemos, nunca se ha obtenido la distribucion de las lineas de corriente respecto de las
k-geodésicas.

No obstante, la evolucidn de la distribucion de las lineas de corriente hacia la delta de
Kronecker 6y, cuando CV aumenta y nos aproximamos al limite de ruido infinito, es
mads lenta cuando se usa el algoritmo sPLA que con el dPLA. Esto también se observa
en el espaciado que existe entre curvas, cuando incrementamos a, que es mucho mayor
con sPLA que con dPLA.

En nuestra investigacion sobre la distribucién de las lineas de corriente hemos fijado el
tamafio L del sistema, pero un estudio mds general deberia considerar también el efecto
del tamafio. Por ejemplo, en el caso de la distribuciéon U(1.0, 1.3) tenemos que
CV=0.075y d.=58.78. Es esperable que si usamos L =20 (mucho menor que d.), la
distribucidon obtenida se aproxime mucho a la delta de Kronecker en k = 1. Pero si
considerasemos un sistema con L mucho mayor que d., por ejemplo L = 1000, es
probable que observemos una distribucion mucho mads parecida a la que hemos
obtenido utilizando L=20 y CV = 1. Esto quiere decir que el parametro relevante para
determinar la forma de la distribucién de las lineas de corriente deberia ser una funciéon
de L/d. (no sabemos si el d. del modelo FPP, o los nuevos obtenidos en el modelo
RRN). Por ejemplo, supongamos que k* es el ordinal de la k-geodésica en la que acaba
el comportamiento en ley de potencias y supongamos que k*= L/d.. De este modo,
dado un tamafio L fijo, k* disminuird a medida que disminuye la intensidad de ruido
(CV disminuye y d. aumenta), como observamos en nuestros resultados. Otra
conclusion que se deriva de esta conjetura es que fijada la intensidad del ruido a un
cierto valor de CV (y por tanto de d.), el valor de k* aumentard a medida que
aumentamos el tamafio del sistema, de modo que si L — oo, obtengamos k* — oo, y las
lineas principales de corriente se distribuirdn por todo el espectro de k-geodésicas
siguiendo una ley de potencias. Para investigar esta conjetura pueden realizarse dos
experimentos. El primero consistiria en fijar CV y variar L, y comprobar si las
distribuciones obtenidas coinciden para los primeros valores de k, pero con k*
aumentando con L. El segundo experimento consiste en considerar diversos tamafios L
y diferentes intensidades de ruido (diferentes valores de CV), pero manteniendo
constante la relacién L/d., y comprobar si las distribuciones de las lineas de corriente
son iguales.

Por ultimo, respecto a la interpretacion termodindmica de nuestro modelo, parece
funcionar muy bien cuando el ruido es débil, pero a medida que nos acercamos al ruido
de crossover comienza a fallar. El objetivo era comprobar si podemos interpretar la
intensidad del ruido (medida con CV) como una cierta temperatura que fuese la
responsable de las fluctuaciones de los valores de las resistencias, y por tanto del
potencial y de las intensidades. Es cierto que esta temperatura, como tal, no aparece
explicitamente en la dindmica del modelo RRN, por lo que un posible paso en esta linea
de investigacion podria ser considerar que las probabilidades utilizadas en el modelo
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sPLA para elegir el camino seguido por la linea de corriente estdn activadas
térmicamente.
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