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Abstract

Se presenta un modelo sociofisico de agentes con funcion de energia tipo Blume-Capel
para particulas con tres estados. El sistema esta compuesto por una red Watts-Strogatz y
se estudia la influencia de su conectividad en la formacion de coaliciones de agentes
(paises, organizaciones, asociaciones, gente agrupada por algin objetivo o idea tal
como una opcion de voto, preferencia por una de dos marcas comerciales contendientes,
etc). Tras deducir el hamiltoniano Blume-Capel y hacer una introduccién bibliogréfica a
los trabajos sociofisicos se propone un modelo analizando dos parametros de orden: la
magnetizacion, entendida como coalicion o posicionamiento con respecto a dos
opciones en contienda, y la neutralidad. Las conclusiones analiticas se verifican con una
simulacion por ordenador.

Palabras clave: Blume-Capel, Sociofisica, Watts-Strogatz, Coaliciones, Small-World,
tres estados, modelo de agentes.



Introduccion

Si bien la humanidad ha progresado espectacularmente en nuestro entendimiento de la
materia inerte y de los sistemas bioldgicos, no puede decirse lo mismo de los asuntos
humanos. Aun asi, el hecho de que se observen tantas regularidades estadisticas en las
actividades sociales permite postular la existencia de simplicidad fundamental debajo de
una parte del nuestro comportamiento. La Fisica proporciona un novedoso y eficiente
marco de trabajo para analizar la complejidad humana. EI comportamiento de los
atomos arroja luz sobre ciertas caracteristicas intrigantes de la sociedad. La democracia,
la difusion de opiniones, las guerras, y muchas otras cosas tienen un comportamiento
sorprendentemente similar a fluidos y sélidos [1].

Hasta donde sabemos, no existe ningun tratamiento de temas socioldgicos similar al que
proponemos en este proyecto. La cooperacion y, en particular, la formacion de
coaliciones se ha abordado tradicionalmente recurriendo a teoria de juegos en ambientes
politicos y diplomaticos [2], pero s6lo muy recientemente se han empezado a aplicar los
conceptos de la Fisica Estadistica. No nos consta ningln trabajo que considere la
topologia de un substrato de red.

En lineas generales, se trata de proponer un modelo sociofisico basado en agentes con la
finalidad de entender mejor como se producen los procesos sociales fundamentales. En
concreto, perseguimos una teoria que logre predecir o explicar las alineaciones de
agentes (pudiendo los agentes ser paises, pero también organizaciones, asociaciones,
gente agrupada por algun objetivo o idea tal como una opcién de voto, preferencia por
una de dos marcas comerciales contendientes, etc.). Nuestra propuesta consiste en un
modelo de cooperacion entre agentes combinando el de Blume-Capel (BC) con
unidades o agentes de tres estados caracterizados por el valor de su spin®, los modelos
sociofisicos de Axelrod-Bennet y Galam, y el de Watts-Strogatz para el estudio de redes
complejas. Pretendemos que sea un trabajo multidisciplinar, con métodos tomados de la
Mecanica Estadistica, utilizacion de modelos sociofisicos y de redes complejas, y un
componente computacional.

Tomamos como punto de partida los modelos sociofisicos basados en el concepto de
frustracion (Axelrod-Bennett, Galam), que han producido resultados interesantes
aplicados a la dindmica social. Por ejemplo —en opinidon de sus autores- consiguen
predecir en retrospectiva la formacion de coaliciones, tales como en el escenario de la
Segunda Guerra Mundial, guerras y configuraciones metaestables, como la Guerra Fria.
También, entre otras cosas, las coaliciones entre compafiias con respecto a las diferentes
versiones de UNIX, y la aparicion de regiones culturales. Dependiendo del peso o
importancia que se asigne a las diversas variables del modelo, pueden llegar a explicar
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la formacion de comunidades dentro de ciudades, la aparicion de diversos grupos por
fusién de empresas o de fundaciones o incluso la aparicion de grupos marginados o
colectivos de protesta -como por ejemplo el fenomeno 15M en el contexto espafiol- que
surgen del establecimiento de enlaces propiciados por los propios agentes.

Adicionalmente, nuestro modelo utiliza como substrato una red Watts-Strogatz, la cual
permite considerar de forma natural la vecindad inmediata entre agentes, y las
relaciones estrechas entre agentes alejados (atajos en el modelo WS) entre otras
relaciones de tipo distancia. Consideramos igualmente un grafo aleatorio como
substrato y trabajaremos con diferentes conectividades (o diluciones, en terminologia de
redes neuronales).

En modelos sociofisicos anteriores se obtienen resultados interesantes explotando el
principio de energia minima, pero no se consigue modelizar satisfactoriamente la
inestabilidad ni la neutralidad. Para ello se han intentado [3] técnicas tales como la
introduccion de variables Potts que en general afiaden complejidad de calculo sin
producir resultados sensiblemente mejores

Los intentos de utilizar elementos de varios estados (Potts) con estados {1..q} fallan a la
hora de describir la realidad sin necesidad de ajustes manuales demasiado artificiales.
Por su parte, el modelo BC es una variante del modelo BEG (Blume-Emery-Griffiths)
de tres estados, que ha producido muchos resultados interesantes en varios campos con
mayor simplicidad de calculo[4,5,6,7,8]. En sintonia con BC, vamos a trabajar con

estados {0, il} , y asi sequir considerando la neutralidad sin afectar a la conectividad de
la red.

La novedad de este trabajo reside por una parte en el uso de redes BC diluidas para
analizar escenarios de cooperacion y conflicto entre agentes de diversa indole, pero
sobre todo, en la consideracion de la topologia mediante la insercion de un substrato
descrito por el modelo Watts-Strogatz.

Las redes compuestas por elementos de tres estados tipo BEG so6lo se han aplicado en
sociofisica al estudio de dindmica de opiniones en redes sociales [9], y hasta donde
sabemos, nunca se ha considerado la topologia del substrato. Sin embargo si se ha
estudiado la topologia del modelo BEG sobre arboles [10], pero no en contexto
sociofisico. Existe un andlisis interesante [11] del modelo Blume-Capel utilizando
automatas celulares.

Asi pues, el modelo propuesto en este trabajo es un modelo de cooperacion entre
agentes genéricos basado en tres componentes:

e Modelo Blume-Capel para describir los estados de los agentes y producir una
especie de funcion Hamiltoniana



e Modelo Watts-Strogatz para describir la topologia de conexiones entre los
agentes
e Modelos sociofisicos basados en frustracion tipo Axelrod-Bennett/Galam

Para ver la importancia del substrato, consideremos un sistema Ising
antiferromagnético. En una malla cuadrada es posible llegar a una configuracion con
todos los spins opuestos, pero en una triangular es imposible que todos los spins estén
opuestos a todos sus vecinos y tenemos por tanto frustracion, sin un estado unico y claro
de equilibrio, o sea, un vidrio de spin, con muchas configuraciones de energia similar.

El trabajo empieza con una seccion bibliografica que describe los componentes de
nuestro modelo: empezaremos por el comportamiento termodindmico del modelo
Blume-Emery-Griffiths, después particularizado en el modelo Blume-Capel, donde
estudiaremos analiticamente sus transiciones de fase. Veremos después una
introduccién a las redes complejas, centrada en el modelo Watts-Strogatz, que seré
utilizado como substrato pues permite el tratamiento analitico de una aproximacién a
una red Small World. Una caracteristica de los entornos considerados en este trabajo es
su fuerte conexion. Tanto las relaciones humanas como las empresariales o politicas son
cada vez mas intensas, y ponen en contacto casi directo a agentes que en el pasado eran
inconexos.

Incluimos a continuacion una panordmica general de modelos sociofisicos, donde se
describe la aplicacion de conceptos fisicos a la sociologia, con trabajos pioneros que han
dado lugar a la nueva disciplina de la sociofisica.

Finalmente, presentaremos nuestro modelo, empezando por un estudio analitico y
acompafiando nuestras conclusiones con los resultados de una simulacién (modelo
basado en agentes), que entendemos también es bastante original. En la bibliografia
consultada, salvo muy pocas excepciones algo mas frecuentes en el novedoso campo de
la sociofisica, no hemos visto un tratamiento computacional “no convencional”, basado
en agentes o0 autématas celulares.

El trabajo se estructura en dos partes, correspondientes a los fundamentos de nuestro
modelo y a la descripcidn del mismo respectivamente.

Parte 1. En primer lugar se abordan los modelos magnéticos de base, después las redes
describiendo el modelo Watts-Strogatz, que utilizaremos para el substrato del nuestro, y
la aplicacion de modelos magnéticos en entorno sociofisico. Después se estudian
algunos modelos de cooperacién basados en ideas de mecanica estadistica® con la
intencion de describir diferentes aproximaciones del mismo problema.

2 . ’ , .
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Parte 1. Se presenta nuestra propuesta, primero analiticamente y después acompafiada
los resultados de una simulacién computacional basada en agentes.



Parte I. Fundamentos



Modelos magnéticos

Modelo Blume-Emery-Griffiths

El modelo Blume-Emery-Griffiths se concibio originalmente [12] para explicar el

comportamiento de una mezcla de *He—*He?® y se ha aplicado desde entonces a
microemulsiones, aleaciones de semiconductores, y con particular éxito a definir un tipo
de red neuronal que aumenta notablemente la capacidad de almacenamiento respecto a
las redes atractoras convencionales. Es un modelo clasico de gas reticular diluido de la
familia Ising que ignora la naturaleza clasica de la transicion A, pero que tiene en cuenta
el efecto de las impurezas.

El Hamiltoniano se ha deducido por técnicas de Mecanica Estadistica tradicional y
utilizando la Informacion Mutua en el contexto de redes neuronales. Ver por ejemplo
[12] para el primer enfoque, que seguiremos en esta seccion, y [4] [13] para el segundo.

En relacion a redes de dos estados, el volumen del espacio de acoplamientos es muy
grande, de forma que aumenta sustancialmente el namero de minimos locales, y por
tanto configuraciones de equilibrio.

El modelo considera dos especies de &tomos

Atomos de una especie: *He — S, =0
Atomos de otra especie: ‘He — S, =+1

La segunda especie tiene un grado de libertad adicional, lo cual nos origina un
pardmetro de orden, el promedio térmico del spin total:

M =

_N21<Si> (11)

Z|+

El nimero de atomos de cada especie es:

N, :i(l_si )2
‘;1 (1.2)
N, =285’
_(Ns)
K= (1.3)

L - . 4 L
’la separacion de fases y la transicién al estado superfluido del “He llamada también A por la forma de
la curva de la capacidad calorifica en funcién de la temperatura



Para un sistema translacionalmente invariante, tenemos

(1.4)

Siendo <Si > la magnetizacion y <Si2> el momento cuadrupolar medio. Otro parametro

de orden podria ser la concentracion de una de las especies (*He), lo cual refleja la
posibilidad de separacion de fase. Se escoge como segundo parametro de orden 1—x,

siendo x la concentracién de °*He. Este Ultimo corresponde en nuestro modelo
sociofisico a la neutralidad o no alineacion.

Deducciéon del hamiltoniano

Un primer término es
H,=>'SS,
ij

Con el sumatorio extendido a los vecinos inmediatos.

Este término da lugar a una transicién de fase de 2° orden en la que aparece una
magnetizacion M =0 a la temperatura T_, con T, dependiente de la constante de

acoplamiento J y de la concentracion de atomos de *He. La permanencia de algunos
spins igual a 0 (neutrales) significa que un cierto nimero de los términos S’ son 0, lo
que desfavorece la transicion y por tanto hace disminuir T,.

Si N, =0,S;, =%1 y se recupera el hamiltoniano Ising tradicional.

Debemos incluir adicionalmente un término de interaccion:
Hy = ko> (1= 87)(1-87) kD887 —ky, > 87(1-87) + S} (1-57) | (1.5)
i i i

En la expresion anterior, K, es la interaccion efectiva entre sitios ocupados por atomos

de *He y “He. Si fuesen iguales, es decir, si lo fuesen las interacciones entre todos los
tipos de a&tomos, esta contribucion al hamiltoniano seria constante.

Reorganizando,
N
HI = _(k33 + k44 - 2k34)Z:SiZSj2 - 22(k34 - ksa)zsiz _ZNkas (1-6)
i i=1

Siendo z el nimero de vecinos inmediatos en la red.

-10 -



También necesitamos incorporar el efecto de los potenciales quimicos y, y u, para
contar con las transformaciones de una especie en otra, obteniendo:

H=Hg+H, —1;N; —,N, (1.7)
Que puede reescribirse como

H=—JZSiSj —KZSiZSjZ+AZSi2—N(Zk33+,u3) (1.8)
1] 1] i

Con
K= k33 + k44 - k34

A=, —p, +22(Kyy —Ky,) , €l término de anisotropia, que define un campo
cristalino

El Gltimo término es una constante y prescindiremos de él.

Aproximacion de campo molecular
Aplicaremos el método variacional a la matriz densidad para obtener expresiones para
los parametros de orden (ver

Apéndice 3: Método de matriz densidad variacional).

La energia libre es
F=Tr(pH)+%Tr(plnp) (1.9)

Siendo p matriz densidad de prueba aproximada, para la que tomamos un producto de
matrices densidades individuales (de un sitio):

p=]1nr
Y entonces, la expresion de la energia libre pasa a ser
F 1 2 1 2 1
N5 [Tr(pS))] - K [Tr(pS’)] +ATr(piSi2)+ETr(pi Inp) (1.10)

La funcion auxiliar para el método de multiplicadores de Lagrange sera

F
—+ATrp.
N Pi

-11 -



Y la restriccion

Trp =1
Se obtiene
g "
= 1.11
P=T (1.11)
Siendo h el campo molecular, dado por
_ 2\o2 2 2
h=-32[Tr(pS,)S, |- Ke[Tr(pS?)s? | +as’ = 112)

—JZMS, +[A—Kz(1-X)]S{
Utilizando (1.4) llegamos a expresiones para los parametros de orden del modelo BEG:

2ch(BJzM)
1-x=
exp{B[A—Kz(1-x)]} +2ch(BIzM)
2sh(pJzM)
M=
exp{ B[A—Kz(1-x)]} +2ch(BIzM)

(1.13)

En una mezcla, x esta especificado y de las ecuaciones se determinan M y A, pero en el
contexto que nos interesa en este trabajo, tendremos las constantes de acoplamiento
determinadas y tendremos que resolver para M y X.

Las soluciones para M y x son aquellas que minimizan la energia libre. M = 0 es
siempre una solucién, en cuyo caso tenemos

2
—X= 1.14
exp{A[A-K(@1-x)]}+2 (1.14)
Y cuando M <> 0, podemos dividir una ecuacion entre otra para obtener:
1-x=M coth(BIM) (1.15)

-12-



x=.4 x="_1

x=.2 x=.3 x=4

Figura 1: Magnetizacion vs temperatura a distintos valores de x y J

En la Figura 1 puede verse que la magnetizacion crece cuando la temperatura baja,
tendiendo asintéticamente a un valor menor cuanto mayor sea la concentraciéon de
agentes neutrales. Puede verse una temperatura critica por debajo de la cual el sistema
es ordenado, con un comportamiento ferrodindmico caracterizado por dos posibles
valores para la magnetizacion.

-13-



Analogia sociofisica

En el modelo que propondremos en este trabajo, vamos a describir la formacion de
coaliciones, tanto en el sentido literal de una coalicion, como en la adopcion de una de
dos opiniones enfrentadas, o bien ausencia de posicionamiento.

La analogia es clara, los atomos son los agentes, y el valor de su spin representa la
alineacion con una idea o coalicion. Los agentes neutrales corresponden al spin 0

(4tomos de *He en el modelo original BEG).

El término de anisotropia A que en el modelo BEG esta asociado a los potenciales
quimicos de transformacion de una especie en otra, en el nuestro supone la “energia”
asociada al paso de neutralidad a alineacion o viceversa. Como esto puede suceder
frecuentemente, nos basaremos en una variante del modelo BEG, el modelo Blume-
Capel, en adelante BC, que considera este escenario con A=0 y la simplificacion
K =0 (ver Modelo Blume-Emery-Griffiths)

La solucion ordenada se da cuando una de las dos coaliciones prevalece, con lo que hay
un valor neto positivo 0 negativo de la magnetizacion, que es un parametro de orden.
Hemos visto en el apartado anterior que M = 0 es siempre una solucién que minimiza la
energia libre, la que en contexto sociofisico corresponde a un perfecto equilibrio entre
coaliciones u opiniones. Tanto un valor nulo como uno no nulo de magnetizacion
pueden alcanzarse con diferentes concentraciones de agentes neutrales, de aqui la
necesidad de un segundo parametro de orden.

Otro parametro de orden es el nimero de agentes neutrales, x en el modelo BEG. Como
hemos dicho anterioremente, en una mezcla, x esta especificado y de las ecuaciones se
determinan M y A, pero en el contexto que nos interesa en este trabajo, tendremos las
constantes de acoplamiento determinadas y tendremos que resolver para M y X.

En nuestro modelo consideramos una temperatura para estudiar la evolucion de
configuraciones del sistema, entendida sociofisicamente como la asuncion de riesgos
por parte de un agente, que no toma la opcién mas favorable desde el punto de vista del
coste energético.

-14 -



Modelo Blume-Capel

Partiendo del modelo BEG en el contexto en que surgié (mezclas *He—“He), si las
interacciones entre componentes son equivalentes, el termino bicuadratico puede
despreciarse y estamos en una version simplificada conocida como modelo de Blume-
Capel. Ver [14,15,16,17].

Seré el que utilicemos en nuestra propuesta de modelo sociofisico porque es el modelo
tipo Ising diluido més simple que no obstante captura la esencia de competicion entre
dos mecanismos, uno que favorece el enfrentamiento y otro la neutralidad.

Partimos del hamiltoniano

H=-233,88,+AY 8¢ (2.1)

i#]
El término con el acoplamiento con el campo cristalino A esta asociado a la energia de
creacion de “huecos” (moléculas con spin 0), y serd positivo o negativo segun se

favorezca o no la existencia de estos huecos*

Ahora, el ansatz de campo medio consiste en descomponer el spin de cada sitio i en la
contribucion del promedio termodinamico y un término de fluctuacién:

S, =(S,)+6S, =m+55,

2.2

0S,=S,—m (22)
Entonces®

$;S; =(M+6S,)(M+6S;) =—m* +m(S; +S,)+ 55,65, ~—m’ +m(S; +S,) (2.3)

Y el hamiltoniano queda

Hye = % NJm? —Jmy 'S, +A" S’

(2.4)

4

Agentes neutrales en nuestro modelo
5 S =m+38,

S;=m+3§;

§,8;=(m+48,)(m+58;) =

m? +mSS; +msS, + 85,55, =

m? +msS; +més, =

m+m(S; —m)+m(S;—m)=

mZ

-m’+m(S;+S;)

+mS; —m? +mS, —m’ =

-15-



Donde hemos introducido J representando la transformada discreta de Fourier de J (R)

para el vector de onda q = 0. La funcion de particion es, pues,

iﬂNJmZ

N
7 :Tr(efﬂﬁw ) —p 2 [Zemms-msz} _
S

1 2
—=ANJm -~ B _ N
=e 2 (L+eM MM e ) <

1 2
2 BNIm B B N
=e? |:1+e ﬁA(eﬂJm-i-e ﬁ'Jm):| =

—l/iNJm2

e? [1+ 2e’ﬁAch(ﬁJm)}N

Reescalamos la temperatura y la energia de creacion de huecos

.l
J(0)
0==
J(0)
Y tenemos

—lﬁNJm2 g m N
Z=ge?2 1+2e 9ch(§j

Con F =—k;T InZ laenergia libre por sitio es

N
f :izlmz—eln 1+ 2e Hch(mj
N 2 0

Minimizando ahora con respecto a m

5
i[inf—e-ln 1+ 2e ecosh[ﬂ)”:O
dm | 2 0

)
<2 (m
2e "smh(ej
m=

9
1+2e ? cosh (m)
0

Mediante un procedimiento anélogo, con x :1—<Si2>, Ilegamos a

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.10)

-16 -



| —x= 0 (2.11)

1+2e cosh(ﬂ]
0

En la ecuacion para m, m = 0 es siempre una solucion. Para entender la dependencia
con la temperatura de la magnetizacion obtenida por aproximacion de campo medio, en
la Figura 2 graficamos el lado derecho de la ecuacion anterior comparado con la recta
m:

4 % -7
0.5 - f
. /
r T T — e R - T T 1
-1 -05 0] 0.5 1
of ] m
,,f”’ll -0.5
."’" B
A el =qu
----- Slope= 6=_.1 6=.5 8=.9

Figura 2. Solucién gréfica para la magnetizacion

Parece claro que para temperaturas (0) superiores a un cierto valor critico, la tUnica
solucion es m = 0, correspondiente a una fase paramagnética, mientras que para
temperaturas inferiores hay dos soluciones aparte de m = 0.

La temperatura critica se calcula igualando los gradientes de la recta m y del lado
derecho de (2.10), con lo que se obtiene una ecuacion implicita que relaciona la
temperatura critica con la energia de creacion de huecos-neutrales:

0 — 2

T,
exp(—)+2
p(g)

c

(2.12)
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Sin reescalar seria

et g2

- (2.13)

B

Las posibles soluciones para el pardmetro de orden 1— x pueden verse en la Figura 3:

-1 -0.5 0 0.5 1

----- Slope=1 ——06=.1 0=.5 0=.9

Figura 3: Soluciones para 1-x
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Punto tricritico

Cuando hay uno o mas parametros ademas de la temperatura que controlan el
comportamiento de un sistema, y quizas mas de un parametro de orden, los coeficientes
B y C en la expansion de Landau pueden aproximarse a 0 simultaneamente y esto da
lugar a nuevos tipos de comportamiento critico. Estas condiciones se dan en mezclas o
aleaciones, como el sistema BEG que nos ocupa. Véase el Apéndice 4: Punto tricritico.

La susodicha expansion de Landau de la energia libre alrededor de la solucion
desordenada m =0 es:

f(m)=A+Bm’+Cm*+Dm° +... (2.14)

Como hemos visto en las graficas anteriores, la energia libre es simétrica respecto a m,
de manera que el desarrollo solo contendra términos pares.

Ahora, desarrollamos en serie la expresion de la energia libre (2.8)

, 2 2
-—= 0 0
f=—61n[1+2e 9]+%9+266 2 7
e(1+2e 9]

Y a continuacién identificamos términos, obteniendo

g
A:—an(1+2e 9)

(2.15)

0 0

12(2+e?)0*\ 2 +e?

La temperatura critica que ya hemos obtenido antes sale también haciendo B = 0. Por
otra parte, sabemos de la teoria de Landau que cuando se anulan simultdneamente los

coeficientes de m* y m* se da un punto tricritico. Esto sucede para

2

0= ,5:§In2 (2.16)

Wl
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A temperatura 0 podemos ver una transicion de primer orden si comparamos las
energias de las fases paramagnética y ferromagnética:

0, sim=0

Eye =1 2—A (2.17)
2A ,sSim=+1
NJ (0)

Una & grande y negativa impide la creacion de agentes neutrales, solo se permiten
estados en la region Ising, con S, =+1.

A lo largo de la linea que marca la transicion de primer orden coexisten dos fases
ordenadas (con m <> 0y —-m <> 0) con una fase desordenada (m = 0).

El cambio de la linea de segundo orden a primero puede verse en la Figura 4:

0.3

|~

0.2

0.1

D T T T T T T T
03 04 0.5 0a

4
J

|— orden 2 == gpden | |

Figura 4. Diagrama de fases para el modelo BC en el plano T-A.

. 12
Se marca el punto tricritico, que esta en (§,§ In2)
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Redes Complejas

Modelo Watts-Strogatz

Las redes que no estan compuestas por mallas regulares pueden representar mejor
sistemas complejos en el mundo real. En particular, redes tipo Small World se han
estudiado como la mejor forma de describir topologias complejas, las que nos
encontramos en las organizaciones econoémicas y sociales [18,19,20,21,22].

Watts y Strogatz introducen desorden en una malla regular para producir un
comportamiento Small World. En su modelo, hay una transicion de fase en la topologia,
segun la cual la red pasa de un régimen de alta temperatura dominado por la estructura
unidimensional de la malla, a un régimen de baja temperatura con un comportamiento
tipo campo medio.

La motivacion del modelo Watts-Strogatz es que las redes aleatorias ignoran el
fendmeno del clustering (los elementos conectados a un nodo tienden a su vez a estar
conectados entre si).

La forma de construir una red Watts-Strogatz permite reconciliar las propiedades
locales de una malla regular con las globales de una red aleatoria, gracias a la
introduccion de conexiones de largo alcance en una malla inicialmente regular. En la
variante original [23,24], este modelo se construye partiendo de N nodos ubicados sobre
una malla unidimensional, con conexiones a z vecinos inmediatos, a las que se afiaden
atajos o reconexiones entre pares seleccionados aleatoriamente con probabilidad ¢, (ver
Figura 5). En la primera de las variantes [24], a la que nos referiremos como variante
con reconexiones, mostrada en la Figura 5.a, la reconexion reemplaza a la conexion
original, que se elimina. En otra, debida a Newman [25], a la que nos referiremos como
variante con atajos, mostrada en la Figura 5.b, se conservan los enlaces originales.

La principal caracteristica del modelo Small World de redes es un camino corto entre

InN . . .
nodos (~|:—K, siendo K el grado medio) y por un alto grado de clustering, con la

distancia caracteristica siguiendo una ley de escala de la forma:

d

I(N,p)~|\||<

f(u(p,K,N)) (3.1)
La forma funcional de f es tal que

f(u) =cte(u << 1),InTu(u >>1) (3.2)
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Siendo ¢ la probabilidad de reconexion, para una malla en anillo, el camino medio es
N . 5 . .
(¢ =0) =K >>1 y escala linealmente con el tamafo del sistema, mientras que en el

Lo . InN .
limite ¢ —1, en el grafo aleatorio tenemos I(¢:1):W’ y entre medias cae

rapidamente con un aumento de ¢. En otras palabras, tenemos una transicion de malla
regular a Small World.

Otro pardmetro que caracteriza la topologia de la red es el coeficiente de clustering, que

pasa de C(¢=0)= % (véase que tiende a %, independientemente del tamafio, si k

es muy grande) a C(¢:l):%. El camino medio cae rapidamente, pero no asi el

coeficiente de clustering, que en la region intermedia es parecido a C(0) y solo cae para
¢ relativamente alta, es decir, el tipico comportamiento pequeio mundo.

(@) (b)

Figura 5. Modelo de Watts-Strogatz.
Red generada con nuestra simulacion:
(@) cambiando el enlace original por un atajo.
(b) conservando el enlace original. En ambos casos el nimero de vecinos
inmediatos conectados en la malla original es 4, el nimero de nodos 13 y
la probabilidad de reconexidn/atajo respectivamente 0.1
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Distribucion de conectividades

Sea ¢ la probabilidad de reconexion. Un valor no nulo de este parametro introduce
desorden en la red, en forma de conectividad no uniforme, a la vez que conserva la
conectividad media K =2z, siendo z los niveles de separacion de vecinos inmediatos
(cada Vvértice esta conectado a 2z vecinos inmediatos: z = 2 implica que se consideran
cuatro vecinos inmediatos, z = 3 implica que se consideran 6).

VARIANTE CON RECONEXIONES

Sea P(q) la distribucion de conectividades. Por construccion, la conectividad media es
K =2z. Como z de las 2z conexiones iniciales de un vértice no son afectadas por la
construccion del modelo, la conectividad de un vértice i puede escribirse como
g, =z+n,con n >0. A suvez, n. puede dividirse en dos partes: n' <z enlaces han
quedado (con probabilidad 1 — ¢) y otros n? =n, —n! se han reconectado con el nodo i

con probabilidad ¢/N. Se obtiene pues

P(r) {;ja—wwﬂl (33)
P(n?) = (er?!i exp(~7) (3.4)

para N grande

Y finalmente

min(q—z,z) Q-z=n
P@= X [i]a—ww %exm—m) @9

n=

La formula anterior es valida para z >3

En resumen, la distribucién de grados varia entre los siguientes valores:

e Para ¢ = 0, 5(x—K). En este caso tenemos la malla regular original sin

modificaciones , su distribucién es una delta de Dirac centrada en el valor medio
de la conectividad, K = 2z. Es decir, todos los nodos tienen la misma
conectividad (ver Figura 5)

e Para ¢ = 1, es una distribucion de Poisson, P(q) =e *K® il Estamos en el caso
q

de una red de Erdds-Renyi, la primera utilizada para el estudio de redes
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complejas, facil de tratar pero poco representativa de las redes que aparecen en
situaciones reales. La expresion es

e La tercera situacion se da para valores intermedios, 0 <¢ < 1, y es, COMO Vimos
antes,

min(q—z,2) q-z-n
P@= [ﬂ(l—;zs)"czs“%exp(—m) (36

n=

Se considera mas realista que la de Poisson, y es una de las que consideramos en
nuestra simulacion, junto a la variante con atajos

VARIANTE CON ATAJOS

En cuanto a la variante con atajos, en la que se conservan los enlaces originales, el
céalculo es mas simple. Inicialmente, partimos de un grado ¢ = 2z, sin atajos, tenemos
pues nz enlaces. Si afiadimos un atajo con probabilidad ¢ (recordemos que en esta
variante no se eliminan enlaces) hay nz¢ atajos, 2nzgextremos de atajos de los cuales
2z¢ terminan en un nodo dado por término medio. Entonces, el nimero s de atajos que

acaban en un nodo sigue una distribucion de Poisson con media 2z¢.
P(s)=e% % (3.7)
s!

Como el grado de un vértice es q=c+s la distribucion es

P =e™ E:(b—)(::)l 1=e (38)
P(q)=0 g<c

En la Figura 6 puede verse graficamente la distribucion de conectividad para ambas
variantes. En la variante de reconexion (a), obviamente, el grado muestra una
distribucion centrada en el grado inicial 2z, dado que no se aumenta el numero de
enlaces. En (b) por el contrario, para mayor probabilidad de creacion de atajos el pico se
desplaza a valores mayores con dicha probabilidad, y tiende a parecerse a la distribucién
de Poisson, desplazada segun el grado inicial.
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h=10.1 h=10.2 b=04 Hh=1056
H=10.9 Poisson

(b)
Figura 6. Distribucion de conectividades
(@) Distribucion de conectividades en la variante de reconexiones para z

= 3 y varios valores de la probabilidad de reconexion (p en la figura).
Los circulos en naranja representan la distribucion de conectividad de
una red aleatoria con la misma conectividad media. Figura tomada de
[24].

(b) Distribucion de conectividades en la variante de atajos paraz = 3y
varios valores de la probabilidad de reconexion ¢. La grafica amarilla
representa la distribucion de conectividad de una red aleatoria con la
misma conectividad media.
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Modelos de Ising en redes complejas

El modelo de Ising, concebido originalmente para explicar el ferromagnetismo, es
extremadamente Util y se ha aplicado en muchos contextos para describir la emergencia
espontanea de orden. Es ademas el punto de partida para otros modelos (como el de
Blume-Capel sobre el que gira este trabajo), pues explica en notable acuerdo con la
realidad fendmenos tales como las hipdtesis de escala y universalidad. En resumen, su
importancia radica en que pueden aproximarse muchos sistemas reales.

En nuestro caso, es natural estudiar sistemas consistentes en agentes que interactian
situados sobre una red [26, 29, 30, 31]. Los agentes — spins, osciladores, individuos,
paises, etc.- ocupan los nodos de una red y los enlaces representan sus interacciones.

Vamos a considerar el siguiente hamiltoniano:

H=—ZJijSiSj—hZSi (4.1)

En principio, podriamos esperar que la aproximacion de campo medio es valida en este
contexto, pues una red compleja es un sistema de infinitas dimensiones. Sin embargo,
no necesariamente es valida para una distribucion arbitraria P(K) de conexiones [28], y
por otra parte, en el limite termodindmico el sistema estd ordenado a cualquier
temperatura, comportamiento que no explica la aproximacion de campo medio [27].

La magnetizacion es <Si> =m. (en la fase paramagnética los spins cambian de estado

. ., J o
con frecuencia y la magnetizacion es 0) y sea® T, ~ zk— la temperatura critica que
B

separa la fase paramagnética de la ferromagnética: se rompe el estado ordenado cuando
la energia térmica kT excede la energia de acoplamiento de un spin con sus z vecinos
inmediatos zJ , siendo J el acoplamiento medio. Las variaciones del valor promedio
del spin’ <Si> =m (T) con la temperatura esencialmente caracterizan el comportamiento

cooperativo del sistema.

® Ver Apéndice 5: Andlisis de campo medio del modelo Ising
" En este contexto, spin es simplemente una variable asociada a cada nodo de la red que puede adoptar
dos valores: +1y -1
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0 »
T, T

Figura 7: Magnetizacion espontanea en funcion de la temperatura en el

modelo Ising

Si aplicamos la teoria de campo medio a un grafo totalmente conectado de N —
nodos y un campo externo 0, entonces la aproximacion de campo medio es exacta, y
cada sitio estd sometido a un campo:

h=2>.3;S; =2 ;m, (4.2)

i#] i#]

La aproximacion de la derecha es precisamente la aproximacion de campo medio,
exacta cuando el nimero de vecinos inmediatos es infinito.

Ahora, para una temperatura dada, la magnetizacion es el valor esperado m= <Si > Vi, y
el Hamiltoniano Ising es H =—JZSiSj +h.

i#j

Si en la expresién anterior nos quedamos con los términos relativos a un nodo i con spin
S, nos queda la energia del nodo

E =H(S)=-S, (ZJijstz—siZJ”mj (4.3)
] ]

Entonces,

2SPGS) o e
{s} e —€ :th[

B >exp(-pBE) e”’" +e /" ﬂZJijmjj (4.4)
{s}

i#]

m, =(S;)
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Y asi hemos llegado al equivalente del resultado clésico de la teoria de campo medio
para el modelo Ising [14, 30, 31, 32].

Si hacemos ahora J;; =N y se obtiene una temperatura critica finita en el limite

o . - J
termodinamico N — 0. En este caso se obtiene la temperatura critica T, =— Yy el
B

m, (T)

momento magnético relativo macroscopico m(T)=ZT cerca del punto critico
i

m(T) oc T, T 8, Sabemos que singularidades de este tipo (la raiz cuadrada es una de

las peculiaridades del parametro de orden en la teoria de campo medio de transiciones
de segundo orden) corresponden a una transicion de fase continua [29].

La misma singularidad y temperatura criticas se obtienen para grafos aleatorios diluidos.
Podemos también aplicar este tratamiento —aproximacion de campo medio- a las redes
complejas: Supongamos un grafo diluido no correlacionado con una secuencia de
grados @,,q,,...,dy, Y hacemos una aproximacion de red templada® (annealed) [26][29]
que tiene en cuenta la heterogeneidad de una red compleja y da muy buenos resultados
en la region critica con redes diluidas, como es nuestro caso. Esta aproximacion consiste
0;9;
(k)N
para los enlaces, o dicho de otra forma, por un substrato en el que la suma de
acoplamientos para cada nodo tiene el mismo valor Jg, que el grafo original.

en sustituir la red original por un grafo totalmente conexo ponderado con pesos

En esta red, la magnetizacién de un nodo e

BIq;
m, =th| ——— > gq.m. |=th(4JgM (4.5)
{<Q>N Z ’ } (FaaM)
" .. q.M.
Donde el momento magnético ponderado M, definido como M :Z<J>|\j , €S una
i \d
J
solucion de la ecuacion siguiente:
M= Z%(;)th (BIgM) (4.6)
q

Donde P(q) es la distribucion de grados de la red aleatoria original. Es precisamente el
momento magnetico ponderado el parametro de orden en este problema.

® Ver Apéndice 5: Andlisis de campo medio del modelo Ising
° Otro enfoque que produce buenos resultados es el de la matriz de transferencia [24]
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De esta formula podemos obtener una expresion aproximada para la temperatura critica:

2
kgT, =J @ 4.7
(a)
Simulaciones numéricas [33] indican que T_(N) oc In(N)

Vemos que si el segundo momento de la distribucién de grados diverge, la temperatura
critica es infinita, por lo que este desarrollo no es aplicable a mallas regulares, aunque si
a redes sin escala.
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Modelos sociofisicos de cooperacion

En este apartado de tipo introductorio nos proponemos presentar una clase de modelos
sociofisicos y posicionar nuestro trabajo en el campo de la sociofisica. Dada la novedad
de esta disciplina nos parece necesaria para contextualizar nuestra propuesta

No vamos a ocuparnos de la multitud de estudios basados en teoria de juegos, sino en la
aplicacion de técnicas de mecéanica estadistica a fendmenos sociales. La teoria de juegos
busca equilibrios que corresponden a configuraciones estables, pero no consideran la
inestabilidad de un sistema en el que sus agentes siempre estan persiguiendo su
beneficio. Por consiguiente la teoria de juegos no es adecuada para abordar la evolucion
de un sistema sociofisico.

Historicamente, parece que el primer texto en introducir la aplicacion de la fisica a
fendmenos sociales fue el de Lewin [34].

Hemos estudiado varios modelos en la bibliografia disponible que no vamos a incluir en
este trabajo por brevedad. Los dos que nos inspiran son el de Axelrod-Bennett (AB) y el
de Galam. El primero, pionero en la utilizacién del concepto fisico-estadistico de
energia minima [32, 35] lo utiliza para escoger la configuracion més estable e introduce
una medida (propension) que cuantifica qué tan afines son dos agentes. Axelrod y
Bennett llegaron tedricamente a determinar las alianzas establecidas entre las 17
naciones europeas implicadas en la Segunda Guerra Mundial, y a las alianzas entre
empresas en el establecimiento de normas UNIX'’. Galam demuestra posteriormente
que este modelo no es totalmente consistente con su contenido fisico (léase [36] junto
con la réplica posterior de Axelrod [37]) y construye otro modelo reformulando el
anterior, basado en enlaces y acoplamientos aleatorios [38, 39]. En éste, obtuvo un
modelo tipo Ising para vidrios de spin combinando vidrios de spin de sitio aleatorio y de
enlace aleatorio que si contempla las interacciones incompatibles, y posteriormente lo
aplicé [40] a la fragmentacion de los estados de la antigua Yugoslavia.

Para resumir, una teoria en este campo, para ser util debe reunir las siguientes
propiedades [35]:

e Debe proporcionar una explicacién coherente de por qué unas configuraciones
especificas se dan en un sistema real, y no otras

e Debe explicar la dindmica de los procesos reales y el resultado final

e Debe ser lo suficientemente general para aplicarse en muchos campos sociales y
politicos

0 Sin embargo, es insuficiente para describir los fenédmenos de inestabilidad.
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e Debe ser simple y centrarse en los aspectos fundamentales,
e Obviamente, sus predicciones deben ser comprobables

Los modelos considerados lo hacen, pero sin embargo adolecen de algunos problemas:
¢ Indefinicion de la propension bilateral, que encapsula caracteristicas sociales
pero no dan ninguna forma para obtenerla
e No consideran interacciones de orden mayor a dos originadas por otros estados
posibles,
e No consideran la neutralidad.™

Hay otra clase de planteamientos interesantes que no consideramos por brevedad, las
interacciones a tres, utilizando variables Ising o Potts: Naumis, Samaniego-Steta, del
Castillo-Mussot, y Vazquez presentan [3] una novedosa propuesta, una generalizacion
de la aplicacion de conceptos de vidrios de spin con interacciones de tres elementos.

Segun estos modelos, la dindmica de tres cuerpos se acerca mas a la realidad: el
enemigo de mi enemigo no es necesariamente mi amigo.

La realidad esta llena de ejemplos de interacciones en triangulo. Por ejemplo, el efecto
del cotilleo sobre la relacion entre dos personas, y la mayor eficacia cuando en un
articulo cientifico trabajan méas de dos autores.

"' De hecho, la aplicacién de AB al problema de la Segunda Guerra Mundial fallé por no saber considerar
el estado de Portugal
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Modelo del panorama de energia (Axelrod-Bennett)

El siguiente componente de nuestro modelo es —como lo denominan sus autores- el del
panorama de energia. La idea consiste basicamente en utilizar una funcién energética -o
de coste- cuyos minimos corresponden a las configuraciones de equilibrio.
Anteriormente hemos deducido cual es la funcion que utilizaremos en nuestro modelo
(el hamiltoniano de Blume-Capel). Ahora veremos la aplicacion de esta funcion en
sociofisica.

El modelo de Axelrod-Bennett, en adelante AB, se aplica al estudio de coaliciones entre
agentes sociales. Esta basado en ideas desarrolladas en el estudio de vidrios de spin
[35].

Este modelo se basa fundamentalmente en una analogia: la alineacion de spins en un
sistema tipo Ising con el posicionamiento (politico, econémico, ...) de un agente social.
En ambos casos, muchos agentes independientes intentan adoptar una orientacion que
minimiza su frustracion en términos de las acciones tomadas por otros agentes y de su
propension a actuar cooperando u oponiéndose con cada uno de los otros. Todo es
interdependiente, pero algunas configuraciones colectivas son mas estables que otras.
En el modelo de Axelrod-Bennett (en adelante AB), cada agente es como una particula
que interactua con las demés con una fuerza que depende del “tamafio” y la “distancia”.
El tamafio considera la importancia relativa del agente y la distancia aqui no tiene un
significado necesariamente geografico.

Se basa en dos suposiciones bésicas:
e Cada agente es miope en sus evaluaciones. Es decir, se considera la relacion con
otro agente independientemente del resto
e Los cambios se producen individualmente, es decir, no hay cambios en blogue.
Esta suposicion es acertada cuando el beneficio de un cambio es incierto, no se
puede establecer una relacion directa causa-efecto.

Axelrod y sus colegas definen una especie de “energia” para un conjunto de agentes
obtenida sumando las interacciones. Si agentes enfrentados se agrupan en la misma
alianza la energia es mas alta debido a la repulsion mutua.

Los agentes convergen a la configuracion final a través de una serie de pequefios pasos
independientes, cada uno de los cuales acerca al sistema un poco a la configuracion de
equilibrio, en lo que Axelrod y Bennett definen no como un proceso racional de
decision, sino como un intento miope de conseguir una mejora local.
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En la configuracion de minima energia ningun agente consigue aumentar la estabilidad
cambiando de estado. Esto corresponde a un equilibrio de Nash*?, y segtin AB es lo que
cabe esperar en la realidad, aunque no implica necesariamente que todos los agentes
deban estar satisfechos con la configuracion, pues simplemente no pueden mejorar su
situacion. Al final —segin sus autores- este modelo consigue “predecir” las
configuraciones mas probables, el nivel de insatisfaccion con el statu quo y como el
sistema responderd a cambios en las relaciones entre agentes. Se ha aplicado
satisfactoriamente a:

e Coaliciones internacionales

e Alianzas empresariales para establecer normas
e Coaliciones de partidos politicos

e Redes sociales

e Problemas sociales en democracias

e Estructuras organizativas

El modelo comienza con un conjunto de n agentes (naciones, partidos politicos, etc.)
caracterizados por el parametro tamafio s, >0, un reflejo de la importancia del agente
para los demas. Este “tamafio” encapsula potencia industrial o militar, demografia, etc.,
segun lo que es relevante en un caso particular. En una aplicacion particular de esta
teoria, debemos hacernos las siguientes preguntas:

e ;Quiénes o qué son los agentes?

e ;Cuales son sus “tamafios” relativos?

e ;Qué sabemos respecto a las propensiones entre pares de agentes?
e ;Cudl hasido el resultado real, si es que tenemos acceso a él?

Las respuestas dependen del dominio en particular que se investiga. Como ejemplo de
aplicacion especifica, para el valor de s, en el estudio de una alianza de naciones puede
utilizarse el National Capabilities Index tomado del proyecto Correlates of War™®. Por
ejemplo, Axelrod [35] analiza el caso de las coaliciones durante la Segunda Guerra
Mundial con los siguientes valores de tamafio (porcentajes relativos tomados de datos
correspondientes a 1936 del citado indice) para algunos de los agentes principales:

Gran Bretarfia (7.45)

2 gl equilibrio de Nash, en teoria de juegos, es una situacién en la cual todos los jugadores siguen una
estrategia que maximiza sus ganancias dadas las estrategias de los otros. Consecuentemente, ningun
jugador tiene ningun incentivo para modificar individualmente su estrategia si ningun otro lo hace.

B Proyecto creado en 1963 por David J. Singer en la facultad de Ciencias Politicas de la Universidad de
Michigan, dedicado a la recoleccion, publicacion y analisis de datos cuantitativos sobre relaciones
internacionales con el objetivo de analizar cientificamente el fendmeno de la guerra. Es posiblemente el
primer esfuerzo serio por estudiar empiricamente las relaciones internacionales. Durante el periodo
2002-2005 fue dirigido por Scott Bennett, uno de los creadores del modelo Axelrod-Bennett. Para mas

informacién, ver http://www.correlatesofwar.org/
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Francia (5.32)
Alemania (11.49)
Rusia (15.01)

Entre cada par de agentes existe una propension p; = p; a trabajar juntos. Es >0 y

grande si dos agentes tienen buena relacion entre ellos, y negativo si hay fuentes de
conflictos potenciales. Es simétrica porque no es plausible que un agente tenga un
conflicto con otro y que éste no lo sienta también como conflicto.

Una configuracion — en el modelo AB — determina la distancia d; entre dos agentes. En

la version més simple de la teoria todos los agentes se suponen agrupados en dos
coaliciones, de forma que la distancia es O si estan en la misma y 1 si estan en
coaliciones distintas. Caben otras definiciones. Por ejemplo, en una estructura
organizativa seria el namero de niveles que hay que cruzar para llegar a un jefe coman.

Ahora, con los conceptos de distancia y propension definidos, es posible definir una
medida de la frustracion: que tan bien o mal una configuracion satisface las
propensiones de un agente a colaborar u oponerse a los otros. Un agente desea “cambiar
de bando” si con ello reduce su frustracion. Matematicamente:

Fi(X):ZSj pijdij(x) (5.1)

j=i

Es claro que un conflicto con un agente pequefio no es tan importante para determinar
los posicionamientos como con uno grande. La frustracién individual de un agente es
menor (con esta definicion de distancia) si esta en el mismo bando que aquellos otros
agentes con los que tiene propensién positiva y distinto de aquellos con los que es
negativa. Notese también que la miopia referida anteriormente estd incluida en esta
definicion de frustracion, porque para evaluar la frustracion, un agente utiliza las
propensiones uno a uno.

El siguiente paso es definir una “energia” de la configuracion X como la suma
ponderada de las frustraciones:

E(X)=2_sF(X) (5.2)

Sustituyendo la definicion de frustracion se llega a una expresion de la energia de una
configuracién dada en términos de tamarios, propensiones y distancias:

E(X)zzsisj pijdij(x) (5.3)

Con la expresion de la energia es posible construir el panorama (landscape) del espacio
de fase del sistema.
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Energy *_‘___ -‘ _: 1507 e pang 1S

Configuration space*

Figura 8: Panorama de energias en modelo AB
(tomado de Axelrod, [35])

En la Figura 8 podemos ver una representacion esquematica del “panorama de energia”,
con minimos locales que corresponden a configuraciones estables. Cuél de ellas es la
que se adopta depende de las condiciones iniciales: todas las configuraciones que
acaban en un minimo definen su cuenca de atraccidén. Una consecuencia directa es que
no hay ciclos: como cada cambio admisible disminuye la energia, el sistema no puede
volver a una configuracién previa.

Otra consecuencia es que no puede haber ninguna configuracién que satisfaga
completamente a todos. Incluso en el minimo global, la mayoria si no todos los agentes
tendran una frustracion no nula. Por ejemplo, si hay tres paises todos con antipatia
mutua (eg., Israel, Siria, Araba Saudi) cualquier coalicion bipolar sera frustrante para
los enemigos forzados a estar juntos, y analogamente, habra “amigos” que se encuentren
en coaliciones distintas.
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La dinamica incremental implica que un agente cambia si disminuye su frustracion,
pero dada la simetria de las propensiones esto implica que también disminuye la
frustracion global. Ver demostracion en el Apéndice 1: Frustracion global vs local en el
modelo AB

Critica al modelo AB

En su articulo de 1999 [36] y en el de 1996 [38] , Galam identificO inconsistencias
fundamentales en el modelo AB, de entre las que destacamos la manera de considerar la
frustracion: Un sistema frustrado tiene varias configuraciones que minimizan la energia,
y por ello no puede estabilizarse, dado que no hay diferencia entre estar en una
configuracion o en otra. El hecho de que algunas interacciones no sean satisfechas no
implica automéaticamente frustracion (Sin embargo, Axelrod replica en [37] que su
definicion de frustracion no es la frustracion como se entiende en mecénica estadistica,
por ejemplo en el contexto de vidrios de spin). En el modelo AB el desorden solo se
manifiesta en la aparicion de dos minimos de energia. Es lo que se conoce como el
modelo Mattis de vidrios de spin, en el que se puede eliminar el desorden con un simple
cambio de variables. Galam [36] afiade que Axelrod confunde dos modelos asociados a
sistemas magnéticos desordenados: el de Mattis (sin frustracién)y el de Edwards-
Anderson (con frustracion), sefialando que mientras que el modelo AB corresponde en
realidad al de Mattis, todas las conclusiones se refieren a la fisica de un modelo
Edwards-Anderson, o en otras palabras, las conclusiones de AB no pueden extraerse en
rigor de su modelo.
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Modelos de Galam

Serge Galam, quien alega en [1] ser el creador de la sociofisica, es prolifico autor de una
serie de modelos, alguno de los cuales se esbozan en esta seccion.

Modelo Ising
Esta es la formulacion inicial de un modelo de formacion de coaliciones por parte de
Galam. Después, en articulos posteriores, presentd una serie de refinamientos

acercandose mas a una descripcion adecuada de la realidad.

En la formulacion mas basica, Galam propone unas propensiones bilaterales J, de

origen historico, cultural y econémico, tales que:

‘Jij =J ji
J; >0 implica cooperacion
J; <0 implica conflicto

J; =0 implica indiferencia.

Existen dos coaliciones, A y B, de forma que un estado +1 implica pertenenciaa A y un
estado -1 pertenencia a B.

El grado de conflicto o cooperacion de un agente con todos los demas es

£ -Y0,8, 6.1)

j=1
(siendo S, la variable de estado), y el total

E00) =53 SE, (6.2

(con un factor % pues los pares se cuentan dos veces)

Y se llega a una expresion de coste total
1 6.3
H=-223;88, (6.3)
1]

Que es el hamiltoniano de un sistema magnético Ising de enlaces aleatorios.

-37-



Partiendo de una configuracion inicial dada, la dinamica del sistema esta determinada
por cambios individuales: un agente cambia si decrece su coste local, de manera que

dado un conjunto {J;} se obtienen los {S;} minimizando H.

Con esta teoria simple es posible decir qué configuraciones son estables.

Se puede continuar la analogia con el magnetismo representando las interacciones de un
agente con los demas por medio de un campo

N
h=>3,5, (6.4)
j=1

E --Sh (6.5)

H:%iﬁ (6.6)

Critica al modelo Ising de Galam

Entre la prolifica produccion de modelos distintos por parte de Galam, y aun
cifiéndonos exclusivamente a los de formacion de coaliciones, hemos experimentado
cierta confusion a la hora de categorizarlos y clasificarlos. Por otra parte, en el modelo
expuesto —que no descrito formalmente- en el libro de Galam [1], que asociamos al de
Ising descrito anteriormente, presenta algunas inconsistencias, detectadas
independientemente por el autor de este trabajo y otros [42]. En concreto, aunque dice
que no se puede llegar a un minimo estable, hemos elaborado un programa informatico
que ejecuta la evolucion descrita por Galam y en concreto lo hemos aplicado al ejemplo
que se propone en [1] detectando una configuracion estable en contra de lo afirmado en
[1]. La simulacion de dicho ejemplo se expone en el Apéndice 2: Simulacion del modelo
de Galam.

Para apoyar esta objecién, constatamos que en el mundo real si se alcanzan posiciones
de equilibrio, configuraciones mas o menos estables que se mantienen mientras no
cambian las circunstancias (acoplamientos), y si el éxito de un modelo particular se ha
de medir por su habilidad para capturar el comportamiento del mundo real no podemos
decir que este modelo, tal como se describe en el texto [1], sea util para describir el
mundo real. En nuestra opinion falta abordar la evolucion del sistema, cosa que nos
proponeos hacer introduciendo el concepto de temperatura.
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Multimodal

El modelo anterior es bimodal, es decir, solo contempla la existencia de dos coaliciones
enfrentadas. Pero en la realidad pueden existir varias, aunque es cierto que estas
alianzas mdltiples tienden a aliarse entre ellas y actian como agentes individuales,
desembocando al final en dos grupos enfrentados.

Para extender el estudio a este caso y generalizar el modelo bimodal, tenemos en
principio varias opciones:

e Modelo de Potts, las variables de estado pueden tomar valores 1,2,3...,q en
lugar de simplemente +1 0 -1. En consecuencia tenemos un grado mas de
libertad interno

e Modelo de Heisenberg con simetria continua en lugar de discreta. Es decir, las
variables de estado son vectores en cualquier direccion, en lugar de arriba o
abajo. Por lo demas, la forma del Hamiltoniano es similar a la de Ising, con la
salvedad de que se utilizan vectores. Este modelo describe mejor un sistema
ferromagnético, pero es muy poco adecuado para su uso en sociofisica.

e Spin XY con simetria planar. Es similar al modelo anterior, pero los spins son
vectores unitarios confimados en un plano, aunque siguen residiendo en una
malla de dimension d. EIl parametro de orden es como siempre la magnetizacion,
que ahora tiene dos componentes aunque la dimensionalidad del sistema sea
mayor.

Galam, en [1] generaliza el modelo bimodal utilizando variables de Potts de q estados
S, =12,...,q, tal que en el extremo en el que cada agente forma su propia alianzay q =

N.

Entonces, el paso de bimodal a multimodal equivale a cambiar el producto de las
variables de estado por

5,5, > 5(S,,S,)

Con lo que la expresion del coste producido por pares de acoplamientos es

N
H; =—Zeija(si,sj) = (6.7)
i>]
e -G, si S ys, estanen la misma coalicion
e (0 en otro caso

Donde el acoplamiento G, es una variable congelada (que en el modelo bimodal
denotabamos por J;), medida cuantitativa de la fuerza del enlace bilateral — o
propension- que es una cantidad positiva si la tendencia es a la cooperacion y negativa
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en otro caso. Haciendo un paralelismo con el modelo bimodal, alli podia ser +J;;y aqui
es —G; 00.

El aumento en el numero de estados (posibles coaliciones) permite reducir la energia,
como en el ejemplo siguiente:

Supongamos que tenemos tres agentes, tales que J,, =J, =J,, =-1:

e Con una coalicion el minimo posible es E=0
e Con dos coaliciones el minimo es -2
e Con tres coaliciones el minimo es -3

Sin detallar los parametros este modelo aporta poca informacion. La clave esta en
determinar los acoplamientos (propensiones) G, en cada caso de aplicacion practica.

Como ejemplo, si quisiéramos modelizar el caso de la exYugoslavia definiriamos los
siguientes acoplamientos entre pares de entidades:

8
Gij = Zqikqjlwkl (6-8)
kI
Donde

e El sumatorio se extiende a los 8 grupos étnicos™*

e (, es el porcentaje del grupo étnico k en la entidad i

e W, es lapropension entre los grupos k y I, tal que sik =1, w, =1.Si k=1, w,
se calcula como la suma de dos términos, por ejemplo
Wiy = Wigigion (K, 1) + Wigiora (K, 1) . Asi pues, el factor religioso es positivo entre

pares de grupos étnicos de la misma religion, el de lenguaje entre los serbo-
croatas

Galam [26] juega con los pardmetros w variandolos numéricamente y examinando los
minimos energéticos, de manera que obtienen los siguientes resultados:

e En el 42.4% de los casos se predice una federacion de Serbia, Croacia,
Montenegro y Voivodina con los demas independientes

e En el 12.1% de los casos, Serbia, Montenegro y Voivodina con los demas
independientes

e Enel 10.9% de los casos sélo se federan Serbia y Voivodina

14 . . .
Serbo-croatas: serbios, croatas, musulmanes y montenegrinos; Otros eslavos: macedoniosy
eslovenos, y no eslavos: albanos y hingaros
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Modelo de Vidrios de spin

Los vidrios de spin [41,43] han inspirado multitud de modelos en diversas areas de la
fisica basados en diferentes implementaciones de desorden congelado. En general,
pueden ser de dos tipos:

e De enlaces aleatorios (random bonds), con efectos de frustracion y degeneracion
infinita del estado base
e De enlaces entre sitios aleatorios (random site bonds), sin efectos de frustracion.

El modelo de Galam que vamos a considerar en este apartado superpone uno de enlaces
aleatorios, uno de enlaces entre sitios aleatorios (modelo de Mattis) y uno de campo
aleatorio.

En esta implementacion existen enlaces historicos forjados con el tiempo, y se afiaden
superenlaces transitorios que neutralizan algunos de los que crean inestabilidad. Los
enlaces histéricos G, son variables aleatorias congeladas (quenched). Esto refleja el

hecho de que el intercambio con los demés miembros de una alianza reporta beneficios
que pueden superar a los generados por relaciones locales.

Se parte de N agentes y dos coaliciones, A y B. Cada agente tiene un estado S, ==1
coni=1..N,talque S,=+1siie Ay S,=-1siieB.

Cada agente tiene una tendencia natural de atraccién/repulsion hacia las coaliciones
determinada por intereses culturales, politicos, historicos, etc., en el caso de coaliciones
entre paises, por aficiones, cultura, raza, etc., en el caso de personas, y por factores tales
como afinidad tecnoldgica e historia previa cuando se trata de empresas:

e ¢ =+1sii tiene tendencia a asociarse a A
e ¢ =—lsii tiene tendencia a asociarse a B

e & =0siino tiene ninguna predisposicion
Las &, son variables templadas (annealed).

Entonces, una vez que los agentes se unen a una de las alianzas, se establecen nuevas
cooperaciones entre los miembros de la misma, y nuevas competiciones con miembros
de alianzas diferentes.

Siendo el acoplamiento entre dos agentes J; >0, definimos el acoplamiento efectivo

como J,ge;, que puede ser >0 o <O dependiendo de si colaboran (una alianza) o
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compiten (distinta alianza). Las constantes {Jij}son dadas, encapsulan el conocimiento

del sistema real que se estudia.

En consecuencia, se crea una propension J;e,s;S;S; adicional a la histérica G; que si

puede cambiar en el tiempo.
El coste extendido viene dado por:
H; = (G, +&¢;J;)S;S; (6.9)

En lugar de solo G;S;S; .
Para evaluar el coste o beneficio de la presion asociada a una alineacion (eg.,
economica, militar) y el tamafio o importancia de un agente, se afiade el término ghS, ,

donde h. es un campo local positivo que tiene en cuenta el tamafio y/o la importancia de
un agente y

e [ =+1 favorece A

e [ =-1 favorece B

e [ =0 no favorece ninguna en particular

De manera que llegamos finalmente a una cantidad que en este contexto juega el papel
del hamiltoniano:

H, = (G, +&¢£,3,)S:S, - BhS,

Y

H= —i[eij +5£,3; IS, —iﬁqhisi
i=1

i>]

(6.10)

Siendo el segundo término en la expresion anterior el que corresponde al componente
de enlace aleatorio.

La dinamica a temperatura cero, tal como considera Galam, es simple: un agente cambia
de coalicion si esto decrece su coste local, y dados {Jij}se obtienen {S, } minimizando
H.

Si quisiéramos considerar temperatura distinta de cero, como cuando un agente asume
riesgos y elige la coalicion asociada con S; =-1 aunque su campo local sea h >0
habria que minimizar entonces la energia libre F=U —TSy entonces cabria esperar

cambios simultaneos de alianzas. No obstante, Galam no profundiza mas en este
aspecto.
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Parte II. Propuesta
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Substrato

En nuestro modelo, consideramos que los agentes residen en una red Watts-Strogatz,
que se utiliza por consiguiente para describir la red substrato. Tiene varias
caracteristicas deseables:

e A diferencia de los modelos de grafos aleatorios tipo Erdés-Renyi es capaz de
producir la caracteristica de clustering, necesaria para efectivamente describir
una red Small World, a la vez que una distancia media corta entre nodos
caracteristica de la distancia efectivamente corta entre los agentes sociofisicos en
un mundo bien conectado.

¢ Incluye de forma inherente el concepto de vecindad directa (eg., relacion directa
tipo familiar entre personas, frontera comdn en el caso de paises) asi como otro
tipo de vecindad no geografica pero no menos directa (eg., matrimonios,
tratados especiales de cooperacidn o declaracion de hostilidades) por medio de
los atajos

Analisis de Campo Medio

La aproximacion de campo medio implica que distribuciones aleatorias de cantidades se
representan por sus promedios. Esta aproximacion es exacta en el limite de sistemas
grandes para una red Small World. [18]

Los efectos del tamafio finito sobre la transicion de primer orden dependen del volumen
del sistema, en general L°, en nuestro caso N. En este trabajo no vamos a abordar la
region de grandes fluctuaciones, nos quedaremos en el dmbito de validez de la
aproximacion de campo medio, pero hemos de tener esto en cuenta en la simulacion, si
se construye un escenario con pocos agentes.

Hemos visto anteriormente (seccion Modelos de Ising en redes complejas) un analisis
de campo medio para grafos totalmente conectados, y una aproximacion para redes
diluidas, la annealed network approximation, aplicados a un modelo Ising. Vamos a
seguir ahora el mismo procedimiento con un modelo Blume-Capel.

Los nodos™ cambian de estado (spin) més frecuentemente cuando la temperatura es
mayor. Definimos la magnetizacion de un spin como el valor medio del mismo:

15 . - P . , .
En el contexto de redes complejas se utiliza cominmente la terminologia “nodo” que en este trabajo
tiene el mismo significado que “sitio” utilizada preferentemente en el contexto de sistemas magnéticos
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En un grafo totalmente conectado de N nodos, con N grande se tiene que |mi(T)| <la

una temperatura dada. Para obtener m,(t) recurrimos a la aproximacion de campo
medio. Partimos del Hamiltoniano del modelo Blume-Emery-Griffith con la

simplificacién de Blume-Capel*® (2.1)
H=->J,5S,+A> S} (7.1)
i i

Donde J; son las constantes de acoplamiento entre el nodo i y sus vecinos j, m; la

magnetizacion de un nodo j y A el término de anisotropia.

Si en la expresion anterior nos quedamos con los términos relativos a un nodo i con spin
S; nos queda la energia del nodo

E =H(S)=-5, (ZJiij]+ASi2 ~=8, ) Jym; +AS/ (7.2)
] ]

La aproximacion de la derecha es precisamente la aproximacion de campo medio,
exacta cuando el numero de vecinos inmediatos es infinito.

Entonces tenemos,

YSPE) e g

=(S.\= _
m, ( -> Zexp(—ﬂEi) o7 o P 1o e
{s}

exp{ﬂ{Z(Jijmj)—A}}—exp{—ﬁ[Z(Jijmj)+A}}

i#] i#]

m =

| exp{ﬁ[Z(Jijmj)—A}}+exp{—ﬂ{2(.]”mj)+A}+1:

i#]

exp{ﬁZ(Jijmj)}—exp{—ﬁZ(Jum;)}

i#]) i#]

exp{ﬂZ(Jijmj)}+exp{—ﬂZ(Jijmj)}Jrexp(ﬁA)

i#] i#j

i#]

Y finalmente

16 . . . .
No confundir con el Hamiltoniano del sistema
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ZSh{ﬁZ(Jijmj)}

i#]

eﬂA+20h{ﬂZ(Jijmj)}

i#]

m. = (7.3)

Véase la similitud formal con (2.10), la magnetizacion obtenida en el modelo Blume-
Capel

Con respecto al parametro de orden asociado a la neutralidad

D SP(S) e e
1—X=<S.2>= (s} _ e +e _
YT exp(-BE) e T e fRre

{s}

exp{ﬂ{Z(Jijmj)—A}}+exp{—ﬂ{2(\]ijmj)+A}}

i#]

1#]

exp{ﬂ{Z(Jijmj)—A}}+exp{—ﬂ{2(\]ijmj)+A}}+l

i#] i]

Y finalmente

ZCh[ﬂZ(Jijmj )}

i#]

eﬂA+2ch[ﬁZ(Jijmj)}

i#]j

1-x= (7.4)

Notese también la similitud con 2.11.

Utilizamos ahora la Annealed Network Approximation (ver seccion Modelos de Ising
. J .
en redes complejas). Para ello empezamos por hacer J;; ) y considerar que nuestro

modelo reside en un grafo diluido no correlacionado con una secuencia de grados
4,,9,,..,4y, Y hacemos una aproximacion de red templada®’ (annealed) [26][29] que
tiene en cuenta la heterogeneidad de una red compleja y da muy buenos resultados en la

region critica con redes diluidas, como es nuestro caso. Esta aproximacién consiste en
sustituir la red original por un grafo ponderado y totalmente conexo con pesos de

7 Otro posible enfoque consiste en usar la matriz de transferencia [50]
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(a)N

acoplamientos para cada nodo tiene el mismo valor Jg, que el grafo original.

enlaces , 0 dicho de otra forma, por un substrato en el que la suma de

En esta red, la ecuacion 7.3 se convierte en

=l 3]

" K izhcﬁfzgﬂ M] 79
e” 4+ 2ch qujmj G
()N 4
Donde el momento magnético ponderado M, definido como
oM,
M=S "1 (7.6)
JZ<OI> N
es una solucion de la ecuacion siguiente:
gP(q) 2shpJgM
Zq: (q) exp(BA)+2chpIgM

Con P(q) la distribucion de grados de la red aleatoria original. Es precisamente el

momento magnético ponderado, no el momento magnético, el que juega el papel de
primer parametro de orden en nuestro problema.

Procedemos analogamente con el otro pardmetro de orden usando 7.4:

ZCh{ﬂ;(JijmJ )} ZChm;E Zj:q"mj}

1o x— _ 2chpJg.M

=—
eﬂA+2ch{ﬂZ(J”mj)} eﬁA+2ch{<’l;\>]?\ilzq1mj} e +2ch[ fJGM]

i#]j
Con la misma definicion de M (7.6)
Vamos a introducir ahora las siguientes simplificaciones:
1. Sabemos que la distribucion de grados tiene un corte. Esta lejos de ser una una
distribucion de cola larga. Graficamente, podemos verlo en la Figura 9,

obtenidas en la simulacion al generar el substrato con diferentes combinaciones
de parametros de control.
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200 nodos, ¢ = 0.1 200 nodos, ¢ =1

Distribucion de grados Distribucion de grados

Mo, nodos
No. nodos

o
o
o

Grados 10 0 Grados 20

Figura 9: distribucion de grados en una red WS.
Diversos ejemplos de red generada con nuestra simulacion para valores
extremos de la probabilidad de reconexion, utilizando en ambos casos la
variante con atajos, que tiene una cola mas larga. En el peor de los casos
se ve que podemos limitar comodamente el numero de sumandos en
nuestra expresion de M.

En consecuencia, vamos a limitar a 20 términos los términos que aparecen en la
expresion anterior para el momento magnético ponderado M.

Las constantes de acoplamiento {qu}, que encapsulan factores tales como el

tamafio o importancia de los actores estan determinados por la situacion real a
estudiar. Para el tratamiento informéatico vamos a suponerlas aleatorias con una
distribucion normal (cuyo valor esperado y desviacion tipica seran definibles por
el usuario en la simulacion). En el tratamiento analitico utilizaremos el valor
esperado J.
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Grafo aleatorio

Uno de los inconvenientes del modelo Watts-Strogatz es la distribucién poco realista de
grados. Dado que fuera del régimen de malla regular (situacion mas cercana al contexto
real que pretendemos estudiar) esta distribucion se aproxima a una de Poisson, en este
apartado vamos a utilizarla.

Recordemos que el grado medio puede ser 2 6 4 en nuestra simulacion segun la
eleccion del numero de vecinos inmediatos que se haga para generar la red WS

substrato.

Con las simplificaciones anteriores, el momento magnético ponderado, definido como

M.
M= ZL , €s una solucion de la ecuacion siguiente:
()N
10
v 9 @a l 2shJIgM
M=) -—e"((q) — 7.8
qz_;‘<q> (a) q'exp(BA)+2chpIgM (7.8)
Con (q) = 4 tenemos:
10
M=Ygetart L 2shJgM (7.9)

= q!exp(BA)+2chBIgM
Siendo J el valor esperado de la distribucion de las constantes de acoplamiento

Analogamente, para el pardmetro de orden que mide la neutralidad (ver seccion Modelo
Blume-Capel), tenemos

a1l 2chpJIgM
q!exp(BA)+2chBIgM

10
1-x=Y g4 (7.10)
g=1

Si procedemos de forma similar a como se obtuvo (2.13) es decir, igualando pendientes
en el origen, obtenemos la temperatura critica de la misma manera:

= IO 7.11.a
B et +2 ( )
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Con (q)=2

1_ 5990 (7.11b)

B e 42
Compérese con (2.13). Sobre un sustrato de red tenemos una temperatura critica mayor,
aumentando con el grado medio.

En las Figuras 10(a)-10(f) se representa la magnetizacion con graficas obtenidas para
diferentes valores de A y J, utilizando para J el valor esperado de una distribucién
normal de las constantes de acoplamiento, que recordemos son variables aleatorias
congeladas.

Se ve claramente en las Figuras 10(d) y 10(e) que M = 0 es siempre una solucion, y que
hay un valor de corte de A para el cual es la tinica. Con esta distribucion, la probabilidad
de reconexion baja hace también que M = 0 sea la Unica solucion para cualquier valor
de A y de la temperatura. Esto puede interpretarse como que una propension demasiado
elevada a la neutralidad impide la decision colectiva o la preponderancia de una de las
opciones.

Para valores inferiores de A el comportamiento es el tipico de un sistema magnético,
existe un cierto valor de B tal que solo admite la solucion desordenada M = 0, mientras
que para temperaturas méas bajas admite mas soluciones. Es decir, si la agitacion es
grande, sélo es posible el desorden.
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Veamos ahora el comportamiento del pardmetro relacionado con la proporcién de
agentes neutrales. En las Figuras 11(a)-11(f) puede verse que con A = 0, todas las
soluciones de 1—x para M = 0 son nulas a cualquier temperatura, es decir, el desorden
comporta Unicamente agentes no neutrales. Esto corresponde al desacuerdo méaximo, sin
ningun agente dispuesto a posicionarse de forma equidistante entre las opciones, como
era de esperar si el pardmetro asociado a la predisposicion por neutralidad es nulo. Lo
mismo puede verse en la Figura 12 variando § de manera continua.

Por el contrario, para A distinta de cero, a temperaturas altas hay una componente de
neutrales no nula con magnetizacion nula. Los neutrales constituyen una parte
apreciable.

Es interesante ver -Figuras 11(d) y 11(f)- que para valores altos de A -si J no es muy
grande- la proporcion de neutrales permanece aproximadamente constante en todo el
rango de valores de magnetizacion. O sea, la proporcion de neutrales es independiente
del balance entre las otras opciones. Estos neutrales corresponden a abstencion: en
politica tiene un sentido claro, en otros entornos puede ser falta de interés (por ejemplo,
hay gente que simplemente no tiene interés en adquirir una tableta). La abstencion en
Espafia desde 1933 hasta ahora se ha mantenido entre un 20% y un 30%. Esto parece
indicar que el valor correspondiente de A es alto.
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Figura 12. Neutralidad (1-x) en funcion
de M y B para distintos valores de Ay J
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Watts-Strogatz con reconexiones

La distribucién de Watt-Strogatz en el rango medio de la probabilidad de reconexion es:

min(q—z,z) q-z-n
P(q) = [f}]a—ww ((:%exp(—m) (7.12)

— -n)!

Y como vamos a trabajar con z = 3, los parametros de orden con esta distribucion de
grados son:

min(g-3,3) . ( ¢y13" 2shpJgM

o 20 ﬂ min(q-3,3) ("3 ~ an (¢)q3n 2ChﬂJqM
' X_;{G{ nzzc; (”j(l Y (q—3-n )e PC= ¢)} pr(ﬁA)+2chﬂJqM }}

(7.13)

Si procedemos de forma similar a como se obtuvo (2.13) es decir, igualando pendientes
en el origen, obtenemos para esta distribucion de conectividad la temperatura critica:

CA.J
efet 42

=1 (7.14)

Siendo C una constante que depende de la probabilidad de reconexion ¢ segun una ley
potencial aproximada

C=C,¢’ (7.15)

Numéricamente se obtiene C, =5.9,y =1.82 .
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Como en el caso de Poisson, M = 0 es siempre una solucién, y hay un valor de corte de
A para el cual es la Unica. Para valores grandes de A la funcién exponencial es
demasiado abrupta y la ecuacién 7.14 no admite soluciones reales mientras que para
valores pequefios de A hay una zona con soluciones reales, mas amplia cuanto menor
sea A, y entonces existen temperaturas bajas con magnetizacion no nula (en la figura 14
se representa la interseccion de las superficies del numerador y denominador de 7.14).
Para probabilidad de reconexion baja la Unica solucién para la magnetizacién es 0 si J
tiene valores en torno a 1. Dado que van multiplicadas, obviamente una J muy grande
puede inducir soluciones no nulas, pero no seria realista.
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La interseccion de las superficies engendradas por el numerador y
denominador de 7.15 definen el campo de existencia de una solucion

para .
(@) Para 0.1<A<1.

Figura 14. Existencia de soluciones para la temperatura critica
(b) A=0.5



La existencia de soluciones no nulas para la magnetizacion puede verse también en las
Figuras 15(a)-15(f), que comparan la recta de pendiente unitaria con el lado derecho de
la ecuacion 7.13 (1) solo hay interseccion aparte del origen para determinados valores;
es decir, M = 0 es siempre una solucion, y hay un valor de corte de A para el cual es la
Unica a cualquier temperatura. Con esta distribucion, la probabilidad de reconexion alta
hace también que M = 0 sea la Unica solucién para cualquier valor de A y de la
temperatura. Esto puede verse en la Figura 17, en la que se varia  de manera continua.

Para valores inferiores de A existe un cierto valor de B tal que solo admite la solucion
desordenada M = 0, mientras que para temperaturas mas bajas admite mas soluciones.
Si la temperatura es alta, A condiciona la existencia de soluciones ordenadas, que en
términos sociofisicos significa el predominio de una de las opciones, 0 quizas una
decision colectiva.

Respecto al pardmetro relacionado con la proporcion de agentes neutrales, en las figuras
16(a)-16(f) puede verse que con A = 0, todas las soluciones de 1-x para M = 0 son nulas
a cualquier temperatura, es decir, el desorden comporta Unicamente agentes no
neutrales. Para A distinta de cero, a temperaturas altas hay una componente de neutrales
no nula con magnetizacion nula. Es decir, la importancia de los neutrales es comparable
a la de cualquiera de las otras opciones.

La invariancia frente a M que observabamos en el grafo aleatorio para valores grandes
de A —ver Figuras 11(d) y 11(f) y compararlas con 16(c) y 16(e)- no se observa en este
modelo salvo a temperaturas muy altas y si A > J,y en cambio muestra un pico en M =
0 (recordemos que las figuras representan 1 — x). O sea, la proporcion de neutrales si
depende del balance entre las otras opciones, a polarizacion mas alta, menor
neutralidad.

- 58 -



b=5A=171=1

——M Bs1 p-3—pB-s—p=7

——M B=1 B=3 ——Pp=5—Pp=7
B=9 B=11
(d)
6=9,A=1,=1
14 -
e
s
e
P
e
054 rd
P
ya
Z
I1 Dlj I ////D o Dlj 1I
_._.4"[
//’
- -0.54
s
Vs
-
re
——M B=1 . B=3 —B=5 p=7 - -
=9 Bo11 ——;1_9 p=1 p=3 —p=5p=7
(e) ()

Figura 15: Magnetizacion con distribucién WS con reconexiones

-59 -



h 0.040 1

0035

\ oo 7
\ /
¥25 b //
-1 03 0 05 1
it
|—p-=1 p=3  PB=5 p=7—p=9
(a)
0=5.4=.11=.1
N\
\ /
\ 0224 //
\ S/
N\ /
0201
0.3 /
‘_‘_‘_‘_‘—\—._.__ :.":_._.—-—'_'_'_'_'
'-..\.I\ f“
o /
cotad
N
r T - T 1
1 -0.35 i} 0.5 1
M
[—B=1——B=3 B=5  B=7—B=9]

R T —
0.10
0.08 A
0.06
0.04 4
0.02 4
I_ T T _I
1 -0.5 ] 0.5 1
Jf
[—B=1—B-3 B-5  p-7—p-9

0.20

N
-1 03 0 05 1
1
—B-1 p-3  B-5  B-7—p-9
(d)
$=9,A=1,1=15
77
\';i;.l 44 .;i;"
{ |
1 ]
o |
|
104
I
k] |
| |
64 |
(1]
e
I
Il
2:Il_ II!I
-1 03 0 05 1
s
[ B=1—p-3—pB-5—p=-7B=9]

()

Figura 16: Comportamiento del P.O. relacionado con la neutralidad

para distintos valores de J, A y ¢

-60 -



coooooo00

s o

coocoooooSO
B D i e e b
[N

L SR

€)A=09,7=0.1,¢=0.1 HA=09,7=0.1,¢=0.9

Figura 17. Neutralidad (1-x) en funcion de M y B para distintos valores de A y J
Notese la disminucion de la neutralidad con el aumento de la
probabilidad de reconexion

-61 -



Watts-Strogatz con atajos

Recordemos que la distribucion de conectividades en este caso es:

—C¢ (C¢)qc
P@=e o a=c (7.16)

P(q)=0 g<c

Siendo c el grado inicial y <q> =c+¢c el grado medio. Aplicando la aproximacion de
red templada, los pardmetros de orden son

) A e ) | 2sh2JqM
. _qz-e‘?{m){e ¢ (q—C)!} [eXp(ﬂA)+2chﬂJqM }} (7.17)

) 0| g (G | 2chBIgM
Zf;{< { (Q—C)J pr(ﬂA)+2chﬁJqM }} (7.18)

Si procedemos de forma similar a como se obtuvo (2.13) es decir, igualando pendientes
en el origen, obtenemos para esta distribucién de conectividad la temperatura critica:

CB.J

———=1 7.19
eﬂcA +2 ( )

Siendo C una constante que depende de la probabilidad de reconexion ¢ segin una
dependencia lineal aproximada

C=C,+ap (7.20)

Numéricamente se obtiene C, =12.1,a =12.9.
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Figura 18. Constante C vs probabilidad de reconexion

Como anteriormente, M = 0 es siempre una solucion, y hay un valor de corte de A para
el cual es la Unica. Para valores grandes de A la funcidon exponencial es demasiado
abrupta y la ecuacion 7.19 no admite soluciones reales mientras que para valores
pequefios de A hay una zona con soluciones reales, mas amplia cuanto menor sea A, y
entonces existen temperaturas bajas con magnetizacion no nula (en la Figura 19 se
representa la interseccion de las superficies del numerador y denominador de 7.19). Para
probabilidad de reconexion baja la Gnica solucion para la magnetizacion es 0 si J tiene
valores en torno a 1. Dado que van multiplicadas, obviamente una J muy grande puede
inducir soluciones no nulas, pero no seria realista.

-63-



0.5

010 08 Ty

(a)

LT

e
2
i

i 113 \%%ﬁ%g.&%
0.20 Ffaes

i
2
L

s
W

R

Figura 19. Existencia de soluciones para la temperatura critica
La interseccion de las superficies engendradas por el numerador y
denominador de 7.21 definen el campo de existencia de una solucion
para f3.
(@) Para 0.1<A<1.
(b) A=0.5

-64 -



La existencia de soluciones no nulas para la magnetizacion puede verse también en las—
Figuras 20(a)-20(f), que comparan la recta de pendiente unitaria con el lado derecho de
la ecuacién 7.19: solo hay interseccion aparte del origen para determinados valores; es
decir, M = 0 es siempre una solucién y hay un valor de corte de A para el cual es la
Unica a cualquier temperatura. Con esta distribucion, la probabilidad de reconexion baja
hace también que M = 0 sea la unica solucion para cualquier valor de A y de la
temperatura. Esto puede verse también en la Figura 22, donde se varia  de manera
continua.

Para valores inferiores de A existe un cierto valor de B tal que solo admite la solucion
desordenada M = 0, mientras que para temperaturas mas bajas admite mas soluciones

Respecto al parametro relacionado con la proporcion de agentes neutrales. En la Figura
21 puede verse que con A = 0, todas las soluciones de 1—Xx para M = 0 son nulas a
cualquier temperatura, es decir, el desorden comporta Unicamente agentes no neutrales.
Esto corresponde al desacuerdo maximo, sin ningun agente dispuesto a posicionarse de
forma equidistante entre las opciones, como era de esperar si el pardmetro asociado a la
predisposicion por neutralidad es nulo.

Para A distinta de cero, a temperaturas altas hay una componente de neutrales no nula
con magnetizacioén nula. Si J no es muy grande para valores altos de A la proporcion de
neutrales permanece aproximadamente constante en todo el rango de valores de
magnetizacion.
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Figura 22. Neutralidad (1-x) en funcion de M y B para distintos valores de Ay J
Notese la disminucién de la neutralidad con el aumento de la
probabilidad de reconexion
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Efecto de los parametros de control

La constante de acoplamiento J define la intensidad local de interaccion. Socialmente
corresponde basicamente a informacion, que puede ser en forma de publicidad (caso de
opciones comerciales) o transmitida por contacto directo (intercambio de opiniones
politicas). En politica corresponde a tratos comerciales o diplomaticos.

La probabilidad de reconexion ¢ influye en la intensidad global de interaccion
aumentando el nimero de agentes en contacto (J; distintas de 0) a través del

incremento de conectividad, y por consiguiente, solo tiene un efecto notable en la
variante Watts-Strogatz con atajos. Este efecto se manifiesta con una disminucion de la
neutralidad notoria en esta variante — ver y casi imperceptible en la de reconexion, como
puede verse comparando las Figuras 17(a)-17(f) con 22(a)-22(f). Esto parece indicar
que el aislamiento favorece la neutralidad. El efecto de la probabilidad de reconexién ¢ ,
y por tanto del grado, es Unicamente apreciable en los extremos, es decir, para las
soluciones de magnetizacion no nula. En términos sociofisicos, el posicionamiento es
mas acusado a mayor conectividad. Esto es como decir que la mayor comunicacion
favorece también la discrepancia.

La llamada constante de anisotropia en el entorno original del modelo BEG, A, esta
intimamente relacionada con la neutralidad y su efecto se manifiesta notoriamente en la
temperatura critica. Para un valor pequefio el sistema tiende a repartirse entre las dos
opciones contendientes, pero si A es demasiado grande no hay posibilidad de consenso
en ninguna, y todos los agentes son indiferentes (neutrales). A puede asimilarse como
oposicion a las opciones principales en un sistema bipartidista (predileccion por
opciones minoritarias) 0 hacia una de dos opiniones en controversia. En coaliciones
entre paises su significado es obvio: las ventajas de la no alineacidn superan al posible
beneficio de mantener una alianza con una de las opciones en conflicto. En otros
entornos, representa las ventajas de la abstencién: en el caso de opciones comerciales, el
ahorro econdmico asociado a no comprar nada; en politica, la falta de entusiasmo hacia
ninguna de las opciones hace que sea preferible hacer cualquier otra cosa el dia de la
votacion.

Resumiendo, A favorece la neutralidad. Tanto el valor para M = 0 como la anchura de la
curva (es decir, la neutralidad para valores no nulos de magnetizacion) aumentan con A.
El efecto de J es contrario: disminuye la neutralidad, siendo el efecto mas acusado para
magnetizacion no nula. Explicar el efecto de A es obvio, puesto que este parametro esta
relacionado directamente con la neutralidad. Respecto al de J, la mayor intensidad en las
interacciones tiende a favorecer el posicionamiento frente a la no alineacién.
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La Figura 23 representa la neutralidad (por comodidad visual, en este caso no es su
complementaria 1—x). Claramente aumenta con A, pero también podemos ver que la
probabilidad de reconexion disminuye la neutralidad.
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Figura 23. Neutralidad vs M para distintos valores de A, J y ¢
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Vamos a estudiar preferentemente valores positivos de A, pues con valores negativos
los dos terminos del Hamiltoniano no compiten y la fisica es mas pobre. Se llega
indefectiblemente a situaciones fuertemente polarizadas sin neutralidad, como en la
Figura 24. Los agentes con spin = 1 tienen color azul, y los de spin = -1, rojo. Los
neutros se marcan en verde, pero no hay ninguno en la figura, que es lo que queremos
resaltar.

uos

(a) (b)
Figura 24. Efecto de A< 0
(a) Todas las J’s positivas
(b) J’s distribuidas uniformemente alrededor de 0

Si J y A son comparables, y A es siempre del mismo signo, va a prevalecer el efecto
favorecedor de la neutralidad asociado a A, lo que coincide con la simulacion. No
olvidemos que J es el valor esperado de una distribucién de variables aleatorias
congeladas. En una situacién real es mas facil utilizar un valor de A para ajustar
modelos que configurar un conjunto muy numeroso de constantes de acoplamiento.
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Andlisis del comportamiento

La Figura 25 representa el comportamiento en el espacio J, A de la variante con. Se ha
obtenido representando la relacion entre J y A de (7.19), para una temperatura fija y
utilizando (7.20), y se ha anadido la recta J = A. Estas dos lineas marcan cuatro regiones
en el espacio de fase J-A. A la izquierda de la linea azul tenemos una fase desordenada
con M =0 y a la derecha una fase con M # 0. La recta separa, segun el valor relativo de
]y A, regiones con componente apreciable de agentes neutrales de regiones en las que
el posicionamiento es muy fuerte y apenas hay neutrales a las temperaturas en las que
las fluctuaciones no son importantes.

Cuando J es lo suficientemente grande, una de las opciones prevalece sobre la otra y la
existencia de neutralidad depende del valor de A, mayor cuanto mas baja es la
temperatura. Para valores de A inferiores a dicho umbral, la componente neutral es
despreciable

5 —_
4 —
34 I
A
2 -
neutralidad —_
-
—
-
1+ -
- no neutralidad
- 11}
D T T N T T T T T T T T T T N T T T T N 1
1] n.A 1 1.5 2
g

Figura 25. A vs J para una temperatura fija.
A laizquierda de la linea azul no existen soluciones no nulas para
la magnetizacion.
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REGION |

J pequena, A grande. Magnetizacion nula con neutralidad.
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Figura 26. Graficas de M (a) y 1 - x (b) en la Regién |

En esta region las opciones en competencia no consiguen entusiasmar a los agentes lo
suficiente como para que haya un predominio claro. Debido a la pequefia intensidad de
las interacciones en comparacion con la propension a neutralidad, muy pocos agentes
deciden posicionarse, y cuando lo hacen es de forma simétrica. En el campo de la
politica, esta situacion responde a una apatia o desencanto general respecto a las
opciones disponibles. La abstencion es la opcién mayoritaria y las opciones principales
consiguen pocos apoyos. En el caso de predileccion por una de dos opciones
comerciales en competicion, el puablico no decide por una u otra. En los dos casos la
interpretacion puede ser que el mensaje publicitario no llega al puablico objetivo. La
interaccion es insuficiente y las ventajas de la abstencion predominan.

El comportamiento simulado puede verse en la Figura 27(a) y (b), obtenida con 6 y 4

vecinos inmediatos respectivamente. Nétese que la menor conectividad hace que se
Ilegue a un estado parecido en menos tiempo.
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REGION 11
J grande, A > J. Puede haber magnetizacion no nula pero hay predominio de
neutralidad.
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Figura 28(a)
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Figura 28. Graficas de M (a) y 1-x (b) en la Region Il

En esta region la fuerza de las interacciones es lo suficientemente grande como para que
una de las opciones haga ver su atractivo, pero una A grande hace que la neutralidad sea
favorecida. Si A >> ] el estado de equilibrio es el predominio de la neutralidad. En el
caso de coaliciones entre paises, el efecto —posiblemente econémico- de J (que aqui
representa sobre todo el intercambio comercial) hace que merezca la pena tomar
partido, excepto para temperaturas bajas (en épocas de crisis es mas seguro no tomar
partido: no alinearse, no invertir, no gastar).

El comportamiento simulado puede verse en la Figura 29(a) y (b), obtenida con 6 y 4

vecinos inmediatos respectivamente. Notese que la menor conectividad hace
incrementar la componente de neutralidad para la misma magnetizacion.

-78 -



I — | I FEBIT
num-nodes 103 setup

ﬁ” o z| ‘ go-once

(I —
rewiring-probability 0.50 h 0.0

keep-direct nnn set-t-colors
e vl s 9| e v
randaom-J

random 'I J-valor-esperado 0.2

J-coeff 1.0 J-dt 0.1
e f— | show)E

e 0.1 false 'I
dinamica

Metropolis "I

Distribucion de grados

No. nodas

Energy Energy
70 -60
-80
[¥] 1120
Neutrals newtrals
1 0.1
[u]
0 1120
Magnetizacion M
1 -0.84
=il
0 1120
Grado medio | | average-path-length clustering-coefficient
9.53398058] | 2.408 0.287

Figura 29(a)

-79 -



~
_,77 | ‘ . | sspin Energy Energy
- sety
num-nodes 103 P 444 "
kBT 0.6 ‘ go =| ‘ go-once
rewiring-probabilit 0.50 | ‘ h 0.0 |
g-p ¥ 991
1] 456
keep-direct nnn set-t-colors
true v 4 'l true "l Neutrals neutrals
1 0.34
random-3 — —
‘ J-coeff 1.0 | ‘ J-dt 0.1 | 0
‘ I — | O E g 58
dinamica Maagnetizacion ™
Metropalis v ! -0.58
Distribucion de grados
2 '\\’\"\,\’\\\J
@ =il
] 0 456
(=}
[ =4
&
= Grado medio | | average-path-length clustering-coefficient
6.15533980] | 2,903 0.24
0 w

Figura 29. J grande, A >J

Figura 29(b)

(@ k=3
(b) k =2

-80-



REGION 111
J grande, A pequefia.

Magnetizacion no nula y neutralidad nula.
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Figura 30. Graficas de M (a) y 1-x (b) en la Region 111

Esta regidn corresponde al predominio claro de una de las opciones, cuyas ventajas los
agentes respectivos perciben con nitidez, de forma que consideran preferible
posicionarse claramente. La opcion elegida depende basicamente del estado inicial. En
la Figura 31 podemos ver estados de equilibrio para diferentes condiciones iniciales. En
(a) se parte de un estado con todos los spins = 1, y como ya se encuentra en un estado de
equilibrio no evoluciona. Lo mismo puede decirse de (b). En (c) el estado inicial tiene

spins aleatorios y evoluciona hacia uno de los equilibrios.

En esta region, y en el caso de las opciones comerciales, una de ellas resulta mas
atractiva que la otra, y sabe hacer llegar mejor su mensaje. En el caso de las votaciones

politicas, uno de los partidos obtiene la mayoria clara.

-82-



EEpi
e — R |

|
BT 0.4 90 -~ go-once

rewiring-probability 0.10 h 0.0
keep-direct nnn set-t-colors

krue v | 6 Tl true Tl
random-J
random 'I J-valor-esperado 0.7

1-coeff 1.0 1-dt 0.1
show-3-£

D 0.1 False TI
dinamica

Metropalis v

[Etrihucion de grados

Mo, nodos

Energy Energy
10 -115
-128
0 2190
Neutrals neutrals
1 1]
v
0 2190
Magnetizacion ]
1 -1
=il
1] 2190
Grado medio | | average-path-length clustering-coefficient

6.4 2,405

0.57

Figura 31(a)

-83-



iiiiiiiiiil |sspin
num-nodes 103 setup

| |
kBT 0.1 ° = go-once

I
rewiring-probability 0.50 h 0.0

keep-direct nnn set-t-colors

|true "l |6 'I |true 'l
random-1

J-coeff 1.0 J-dt 0.1
e — | hov)E

D S e v
dinamica

Metropolis "I

Distrilﬂcion de grados

MNo. nodos

Energy Erergy
10 -1041
-1150
0 231
Neutrals neutrals
1 o]
[v]
0 231
Magnetizacion M
1 1
=il
0 231
Grado medio | | average-path-length clustering-coefficient
9.20388349| | 2.432 0.295

Figura 31(b)

-84 -



A
. sspin Energy Energy
- setu |
AT g ? 10 -997
BT 0.1 ° o go-once
rewiring-probabilit 0.50 | ‘ h 0.0 |
A & -1040
1] 456
keep-direct nnn set-t-colors
true v 6 'l true ‘Fl Neutrals neutrals
1 0,01
random-J
T F
1-coeff 1.0 J-dt: 0.1 0
show}E : S
D -0.1 false "I
dinamica Magnetizacion M
Metropolis "I L 099
Distribucion de grados
29
- =il
] 0 456
o
[ =
=1
= Grado medio | | average-path-length clustering-coefficient
8.95145631| | 2.474 0,308
0 w

Figura 31. J grande, A > J
(a) Estado inicial con magnetizacidn negativa
(b) Estado inicial con magnetizacion positiva
(c) Estado inicial con magnetizacién neutra

Figura 31(c)

-85-



La influencia de la topologia de red viene dada sobre todo por el efecto sobre la
conectividad de la probabilidad de reconexion ¢. Un valor grande de ¢ favorece la
alineacion, pues aumenta la conectividad y por tanto la cantidad de interacciones para
un mismo J. Esto puede verse en la familia de curvas para distintos valores de ¢ de la
Figura 32. La Figura 32(a) se obtiene representando la relacion entre J y A de (7.19),
para una temperatura fija y utilizando (7.20); vemos que la fase de magnetizacion no
nula se produce para valores mas pequefios de J. En la Figura 32(b) vemos que las
curvas para probabilidad de reconexion mas alta estan mas cerca del eje de abscisas.
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Figura 32. Efecto de la probabilidad de reconexion ¢
(@) A vsJ Manteniendo fija la temperatura
(b) Neutralidad vs p manteniendo fijas A y J
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Conclusiones

La variante con atajos representa mejor un numero de redes reales, en las que un agente
tiene relaciones estrechas con sus vecinos proximos. Se entiende la proximidad no como
relacionada con la topologia de red sino en un sentido propio del tipo de sistema que se
considere (pensemos en compafieros de trabajo, paises colindantes, etc.) y establece
vinculos igualmente estrechos con agentes que estan alejados de él mismo segun este
concepto sui generis de distancia. Adicionalmente, el modelo Watts-Strogatz de atajos
nos parece mas realista. Creemos que es normal establecer nuevas conexiones, pero sélo
excepcionalmente estas sustituyan a conexiones méas antiguas. Ademas, en el modelo de
reconexiones la conectividad permanece fija y como no podemos apreciar ningun efecto
variandola a través de la probabilidad de reconexién, la fisica en nuestro contexto es
mas pobre.

En el contexto sociofisico tiene més significado el pardmetro de orden relacionado con
la neutralidad que la magnetizacion. En efecto, aparte de saber si estamos en una fase
ordenada y desordenada, el valor de la magnetizacion es menos relevante que conocer la
importancia relativa de la neutralidad. En general, la componente neutral es mucho
menor en la variante de atajos, para iguales valores de los parametros de control.
Comparar, por ejemplo, Figuras 16(a) y 16(d) con 21 (a) y 21(d); en éstas, 1— X es uno
o0 dos drdenes de magnitud inferior en la variante de reconexiones.

El comportamiento de la variante de reconexiones es mas parecido al grafo aleatorio
con distribucion de Poisson, al que sabemos que tiende cuando la probabilidad de
reconexion es alta. Sin embargo, para probabilidad de reconexion baja, se parecen mas
la variante de atajos y el grafo aleatorio. Ver Figuras 11(c) y 21(a).

A temperaturas inferiores a la critica, que es menor en la de atajos, las soluciones no
nulas para la magnetizacion son mayores en la variedad de atajos que en la de
reconexiones. La mayor interaccion debida a la mayor conectividad implica mayor
comunicacion e informacion, en contraposicion a indiferencia basada en ignorar las
ventajas de una de las opciones.

Una de las conclusiones curiosas de este trabajo es la influencia de los pardametros que
determinan la intensidad de interaccion -que en muchos contextos se asimila a
informacion®®- en comparacion con variables internas de los agentes. En nuestro modelo
no hemos incluido variables internas como pudieran ser el tamafio o la importancia, tal
como hacen en otros modelos descritos anteriormente. En el nuestro es mas
determinante la intensidad y forma de las interacciones que los objetos que interactan.

18 . .z .z . .
Desgraciadamente, la coaccién es también una forma de interaccion
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Esto quiere decir que la mayor calidad de una opcion comercial no influye tanto como
la publicidad o los valores iniciales; el programa de una opcidn politica —segin este
modelo- es menos importante que la interaccion entre las personas que han de votarla,
entonces seria mas importante la percepcién que las ventajas reales de las diferentes
opciones.

Por otra parte, el estado ordenado que adopta el sistema (recordemos que en ausencia de
campo las soluciones ordenadas son simétricas) depende del estado inicial. Un ejemplo:
la disputa entre los estandares VHS y Betamax terminé con la preponderancia clara del
primero, cuando el segundo ofrecia indudables ventajas tecnoldgicas (mayor calidad de
imagen y duracion de las cintas), seguramente por haber salido ligeramente antes al
mercado.

Nuestro modelo parece mas adecuado para estudiar la evolucién de sistemas
sociofisicos que otros descritos en este trabajo, precisamente por incluir la temperatura.
Es un hecho que en las situaciones reales los agentes cambian de alianzas, incluso en los
ejemplos considerados de forma estatica por los modelos citados como referencia
(Segunda Guerra Mundial, ex Yugoslavia, etc.), la evolucion de las alianzas es tan
interesante como el estudio de las posible soluciones de equilibrio.

Como conclusién, pensamos que las novedades que aporta nuestro modelo son la
neutralidad y la dinamica, y por tanto sienta bases para un estudio sociofisico dinamico
de situaciones reales. Aunque lo hemos concebido suficientemente general como para
aplicarse a sistemas grandes (poblaciones humanas) y pequefios (grupos de paises o
empresas) el planteamiento basado en variables aleatorias congeladas y teorias de
campo medio parece mas aplicable al primer caso.

Direcciones futuras

Como futuras lineas de investigacion seria interesante estudiar la estabilidad de las
coaliciones y la region de grandes fluctuaciones a temperaturas altas. Nos consta que
hay épocas convulsas en politica y en comercio, cuando un nuevo producto acaba de
salir al mercado, en las que la dindmica es mas compleja.

Otro aspecto a profundizar es el clustering, tanto en el sentido propio de la palabra
(aparicion de regiones con caracteristicas diferenciadas en términos de predominio de
una de las alianzas o de la neutralidad) o de la influencia del coeficiente de clustering de
la red
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Apéndice 1: Frustracion global vs local en el modelo AB

Sean dos configuraciones, X e Y, que difieren unicamente en el posicionamiento del
agente k. Es decir, estan compuestas por las coaliciones A, A’ y B, B’ respectivamente:

X ={A"B}
Y ={A B
Donde

A'= AU} y B'=BUk)
Para acortar la notacion llamaremos r; =s;s; p;
Tenemos
E(X) ZZAZB‘rij +ZBZA'riJ
dado que d;(X)=0paraieA',je A'oparaieB, jeBy d;(X)=1para
icA jeB'oparaieB, jeA
Similarmente
E(Y) :ZAZB'rij +ZB'ZArij
De modo que
E(X)-E(Y) :ZA'ZBEJ _ZAZB'EJ +ZBZA'nj _ZB'ZA"U =
- Z{k}ZB o _ZAZ{k} B +ZBZ{k} T _Z{k}zArﬁ
Porque

ZA'ZBI‘U :ZAZBrﬁ +Z{k}ZBrij
Z{k}ZBrij :ZBZ{k} N Y ZAZ{k} 0 :Z{k}ZA fj porque p; = p;

Y tenemos pues
E(X)-E(Y)= Z(Z{k}za TEDINPIN ) =2(8, 2 5,Py ~S 28R )

luego para dos configuraciones, X e Y, que difieren inicamente en el estado de un
agente k, E(X)>E(Y)siysolosi > s;p; > s;p

Pero
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Apéndice 2: Simulacion del modelo de Galam

Para ilustrar nuestra discrepancia con la aseveracion de Galam [1] comentada en el texto
hemos construido dos simulaciones:

Simulacién 1 — Algoritmo de Metropolis con hamiltoniano minimo como criterio de
estabilidad. Temperatura O (es decir, no se acepta un cambio si no supone una
disminucion del hamiltoniano) tal como prescribe Galam en [1]

Energta global

Figura A2.1. Simulacion del modelo Galam

Efectuando una bateria de simulaciones para n=1..4 y p=1..4, se encuentra el sistema
“estabilizado” en varios minimos locales: -3-2-101 2.

Este es un comportamiento similar al desorden congelado de un vidrio de spin, y el
equilibrio alcanzado depende de las condiciones iniciales.
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Simulacién 2 — En este caso, el criterio para aceptar un cambio es que la energia del pais
que cambia sea menor que antes.

En primer lugar se realiza la simulacion a temperatura 0, es decir, no se acepta un
cambio si no supone una disminucion del coste o energia del agente.

Al contrario que lo expuesto en [1] apd. 8.2, con esta simulacion se alcanzan estados
de equilibrio en los que no puede mejorar la posicion de un pais.

Véanse la posiciones de equilibrio que se alcanzan eventualmente, segun el valor del
parametro que determina el niumero de cambios “simultdneos” y de las condiciones
iniciales.

Figura A2.2. Estados de equilibrio en el modelo Galam

El comportamiento es también tipo vidrio de spin.

Sin embargo, si se modificando la dinamica de cambio de estado que pueda considerar
temperatura no nula, entendida como una posibilidad no nula de aceptar un cambio que
no suponga una mejora de la energia del agente, se obtiene el comportamiento descrito
en [1].
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Apéndice 3: Método de matriz densidad variacional

Se parte de un hamiltoniano H del que se construye la energia libre:
F=E-TS=Tr(pH)+k,TTr(pIn p) (A3.1)
Siendo p la matriz densidad.

El problema consiste en hallar los extremos de la energia libre F considerando las

restricciones de p. Supongamos que es diagonal en la base de autoestados de H, es
decir, que se cumple

pP=2.P Iyl (A3.2)

Siendo P, la probablidad de que el sistema esté en el estado | ) . Entonces

F=) EP +kT> PInP, (A3.3)
14 4

De manera que la energia libre es una funcion del conjunto de probabilidades {Py}.

Utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange se determinan los extremos de
F considerando como restriccion la condicién de normalizacion. La funcion auxiliar es

G({R}.2)= F({Py})+ﬂ,[;Py—lj (A3.4)

El resultado es la distribucion de Boltzmann

eq L _—pE
qu = ze ’ (A35)
Donde
z=>e"™ :Tr(e’ﬂ”) (A3.6)

v

Es la funcion de particion, relacionada con A de la manera siguiente:

l:%(an—l) (A3.7)
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Hasta aqui el célculo exacto, que pocas veces es resoluble. EI método consiste en
construir una matriz densidad de prueba que dependa de un conjunto de parametros
variacionales y minimizar respecto a este conjunto.

Si bien las expresiones que se obtienen son aparentemente muy distintas, en realidad
esta técnica se puede clasificar también como de campo medio, dado que la matriz
densidad variacional corresponde a un campo medio que actia en cada sitio
independientemente.
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Apéndice 4: Punto tricritico

En mezclas o aleaciones binarias se produce un tipo de punto critico que no tiene
contrapartida en sistemas simples de un solo componente [45,46,47,48]:

e

3 3

1
_\_/JL/_

2 2 2
S

3

() (b) (©)
Figura A4.1 Coexistencia de fases en un sistema compuesto.
(a) Coexistencia de tres fases en una mezcla

(b) Coexistencia en un punto final critico™, en el que la superficie de
separacion de las fases 2 y 3 desaparece 0 no esta bien definida
(c) Coexistencia en un punto tricritico

Consideremos una expansion genérica de la energia libre de Landau sin campo externo,
tal como:

f(m) ~Lame+lemtstom (A4.1)
2 4 6

19 . . sos .
Otro tipo de comportamiento critico en mezclas, no abordado en este trabajo, cuando dos de las fases
se hacen idénticas
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Por simplicidad (y también por estabilidad), tomamos C como una constante positiva
fija, mientras que A y B dependen de T y A (reescaladas como 6 y &) en nuestro
tratamiento del modelo BC. La condicion A = B = 0 determina valores criticos de estos

pardmetros. Vamos a simplificar la notacion usando t= 9;0° y d= 5;5° :
Suponemos ademas que A 'y B son lineales en t y d.
Para hallar los extremos de f, tenemos:
f '(m) = Am+Bm® +Cm®
(A4.2)

f "(m) = A+3Bm? +5Cm*

De igualar la primera a 0 tenemos cinco raices: m, =0,£m_,+m_, siendo

m

H N

:i(_sim ) (A4.3)

2C

A<O0
Como f "(0)=A, m, es un maximo si A<0, en cuyo caso los unicos minimos posibles

son tm, . Tenemos

f'(m,) ==

(Jm ) m? (A4.4)

1
C
Es decir, m,es un minimoy m_ un maximo, con m; = %(\/BZ —-4AC - B)

A>0
En esta region m,es un minimo. Si A>0 y B>0 me es complejo, y el unico minimo es

m, , lo que implica que el semieje B>0 es una transicion de segundo orden.

Si A>0 y B<0 hay tres minimos, m, y +m_. Como f(0) = 0, los puntos en el eje AB

para los que coinciden los tres minimos cumplen la condicion f(m,)=0, lo cual

implica m? = —% , Y usando ((A4.3) tenemos la linea de transiciones de primer orden

AC
B= —4\/; (A4.5)
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Esquematicamente, el comportamiento de la energia libre en el espacio de parametros
puede verse en la figura siguiente:

] 10 -
.i
» inea de fnea de
' cone 9 transiciones
'. de 2° orden
L
*
. b 1
+
oA
’
04'
. 1
+
24
IPTC
| ! ! LI LI LI ' J |
-10 -5 0 10

=24
-4

-6 - inea de

fransiciones
1 de1erorden

Figura A4.2: Diagrama de fase en el espacio de pardmetros
Se representa la forma de la energia libre en cada region

Cerca del origen, cuando el término en m? puede despreciarse, predomina el
comportamiento tricritico, dificil de observar para un B > 0 suficientemente grande. Si
por el contrario, el término en m? domina al término en m* tenemos una transicion

tradicional de segundo orden. Los dos comportamientos estan separados por una linea
B? : . .
de corte, tal que < < |A| , representada en la figura con trazo discontinuo.
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Apéndice 5: Analisis de campo medio del modelo Ising
La teoria de campo medio es la herramienta basica que se utiliza como primera
aproximacion para el estudio de un modelo fisico en Mecénica Estadistica. Vamos

aplicarla en este Apéndice al modelo Ising de dos estados.

Cuando un sitio, por ejemplo el 0, cambia de estado, la energia del sistema varia en

AH=2h+2)JS, =—[h+ZJSi]~ASO (A5.1)
{Svi} {Sw}

Siendo {s,} el conjunto de los vecinos inmediatos de O en este caso

Esto seria la misma variacion que se obtendria para un material magnético inmerso en
un campo

hy =h+>_J(S)) (A5.2)

El valor medio del spin para un elemento aislado sometido a un campo externo h se
calcularia de la siguiente manera:

(s)=23 s
Z7s)

7= %sﬁs (A5.3)
(s)=th(n)

Y ahora, sustituyendo h por h, :

(S)zth{ﬂ(h+{s§\](si>ﬂ (A5.4)

Definiendo m=(S;) tenemos una ecuacién transcendente en m:

m=th[ B(h+zJm)] (A5.5)

Donde z es el nimero de coordinacion de la malla (el nmero de vecinos inmediatos).

Esta ecuacion debe resolverse numéricamente, pero es trivial un analisis cuantitativo
gréfico:
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2Im<1 zJm=1

14 17

0.5 054 /

-1 -0.35 — 03 1 -1 -0.5 0s 1

-0.5 ,/ -0.54

Figura A5.1. Analisis gréafico de la solucion de campo medio.

En la figura A5.1 vemos una solucion gréafica de la ecuacion para la magnetizacion. Con
campo externo distinto 0 hay siempre al menos una solucién y a veces tres. Con campo
externo nulo existe siempre la solucion m = 0, y si fJz > 0 otras dos, £m, . Es decir, hay

una transicion de fase con la temperatura. Esta transicion es de orden Il cuando un
nuevo estado de simetria reducida surge continuamente de la fase desordenada (alta
temperatura). La fase ordenada tiene una simetria menor (rota). Hay también una
transicion continua (la magnetizacién se hace no nula continuamente pero con derivada
discontinua) se produce disminuyendo la temperatura por debajo de Tccon H =0, y la
transicion de orden I con el campo H cambiando de signo a T < Tc. La temperatura

- Lo . . zJ
critica se obtiene igualando los gradientes en el origen y resulta ser T, = o
B

Es también significativa la forma de la energia libre para diferentes valores de la
temperatura. En la Figura A5.2 puede verse una familia de curvas para diferentes
valores de temperatura y campo externo 0. La simetria del sistema implica la aparicién
de minimos (estados estables que corresponden a fase ferromagnética) para
magnetizacion no nula cuando la temperatura es menor que la critica, o sea, el orden
disminuye la energia minima. El minimo local para magnetizacion 0 (fase
paramagnética) es inestable por debajo de esta temperatura.
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Figura A5.2. Energia libre de campo medio en el modelo Ising.
Las diferentes curvas corresponden a varias temperaturas

Si nos aproximamos a la temperatura critica desde abajo, es licito hacer una expansion
de Taylor de la tangente hiperbdlica:

m,(T) ~ BzJm, —%( pz3)’ m (A5.6)

De donde se obtiene?®

m, (T) o (%-1}2 (A5.7)

20 ST . sye

En contraste con al analisis de redes libres de escala, para las que el exponente critico va de % a oo
conforme el exponente de la distribucion de grados va de 5 a 3, marcando un aumento del orden de la
transicion de fase de 2 a o

-102 -



Apéndice 6: Descripcién de la simulacion

Vamos a simular un modelo que implementa desorden congelado (quenched) en los
acoplamientos ferromagnéticos, y el acoplamiento con el campo cristalino constante.
Las J; son asignadas bajo una distribucion de Poisson por el programa. Ver, por

ejemplo [49] para este tipo de simulaciones.

El modelo cléasico de Ising no tiene una dindmica inherente, de modo que para construir
un modelo dindmico tenemos que acoplar los agentes a un “bafio térmico” que induzca
cambios de estado.

En este contexto, B no estd directamente con la temperatura fisica; es simplemente un
sistema que controla el nivel de ruido, o dicho de otra forma, la probabilidad de que se
viole una regla determinista de cambio de estado.

Suponemos el proceso de cambio de estado Markoviano, es decir, cada agente conoce
unicamente el estado de los demas inmediatamente antes de cambiar y no tiene
memoria.

Vamos a implementar en nuestra simulacién tres posibles dindmicas, que se eligen
mediante un boton de configuracion y se implentan mediante los siguientes algoritmos.
La dindmica es secuencial, en el sentido de que en todos los casos elegimos
aleatoriamente un nodo, aunque un parametro de configuracién interno permite hacerla
paralela eligiendo el nUmero de nodos que se escogen simultdneamente para cambiar.

Yedidia
Algoritmo tomado de [4]

1. Se elige un posible nuevo estado diferente al actual
2. Se calcula la nueva energia
3. Siladiferenciaes < 0, se realiza el cambio
- : 1
4. En otro caso, se acepta con probabilidad P(S; — S;) = =
1+eke’
Metropolis

1. Se elige un posible nuevo estado diferente al actual
Se calcula la nueva energia
3. Siladiferencia es < 0, se realiza el cambio

no

AE
4. En otro caso, se acepta con probabilidad P(S, —S)=¢ '’
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Glauber [44]

1. Seelige un posible nuevo estado diferente al actual
2. Se calcula la nueva energia

o1 .
3. Laprobabilidad de cambiar al nuevo estado es P(S, = S;) = E(1+th(ﬂhi8i )

donde h = ZJ”S ; es el campo efectivo
j

La implementacion es un modelo de agentes construido con Netlogo v 5.0.2, que utiliza
un algoritmo de Uri Wilenski para la generacion del substrato Watts-Strogatz.

0 715

Grado medio
6.8

average-path-length
1.779

clustering-coefficient
0.541

Figura A6.1. Panel de control de la simulacion

La utilidad de los componentes es la siguiente:

num-nodos

Numero de nodos para crear la red
kBT

Especifica la temperatura
sspin

Valor inicial de los spins, puede ser aleatorio, 0, +1 6 -1
setup, go, go-once

Comandos de construccion y ejecucion
rewiring-probability

Pardmetro ¢

Campo externo

keep-direct
Eliminar los enlaces reconectados (modelo de reconexiones) o conservarlos
(modelos de atajos)
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nnn
NUmero de vecinos inmediatos

set-t-colors
Distinguir el estado de los agentes con un color o no (verde = neutro, rojo = -1,
azul = 1)

random-J

Especificar valor aleatorio para las constantes de acoplamiento J, o bien todos
los enlaces con 1 6 con -1
J-valor-esperado, J-dt, J-coeff
Parametros que definen la distribucidn de las constantes de acoplamiento J
D
Constante de anisotropia A
show-J-E
Mostrar en pantalla los valores de J y de la energia E de los enlaces y los nodos
respectivamente.
Distribucion de grados
Histograma con la distribucion producida en cada caso
Energia, Neutrals y Magnetizacién
Gréficas e indicadores de las variables del modelo
Grado medio, Average-Path-Length y Clustering-Coefficient
Indicadores de variables del substrato
dinamica
Puede tener los valores Glauber, Metropolis o Yedidia. Especifica el algoritmo
utilizado para la dinamica de cambio de estado

Limitaciones

Por limitaciones de maquina —el tiempo de ejecucion es prohibitivo para N>1000-
trabajamos normalmente con 100 nodos. Esto es aceptable para estudiar el caso de
coaliciones entre paises (no lo seria en otros casos), pero entonces el efecto de las
fluctuaciones es notable.

Por otra parte, el nimero de agentes no puede ser demasiado pequefio, teniendo en
cuenta que trabajamos con 6 vecinos inmediatos debido al rango de aplicacion de las
formulas de la conectividad en el modelo Watts-Strogatz. Logicamente, tampoco son
validas las aproximaciones de campo medio que se han utilizado a lo largo del trabajo.
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