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Introduccion

Unas gotas de tinta que caen en un vaso de agua se abren dibujando una figura
intrincada a medida que se mezclan'. Podemos reproducir el efecto en el sentido
de que otras gotas de tinta en agua dejaran figuras igual de intrincadas, pero los
patrones concretos serdn siempre diferentes. Este sencillo experimento es increible-
mente sensible a las condiciones iniciales, de modo que hasta las impercebtibles
variaciones microscopicas se amplifican, trepando por las escalas, hasta que son
evidentes a simple vista. Sin embargo, a pesar de la diversidad de siluetas, el final
es siempre el mismo: al cabo de un rato encontramos que la tinta se ha extendido
de forma homogénea por el agua y que la superficie esté en reposo. El estado final
s6lo depende de los volumenes de agua y tinta.

La materia tiene esta propiedad general de tender hacia estados de equilibrio,
que se pueden caracterizar con unos pocos parametros completamenete indepen-
dientes de la historia pasada del sistema en cuestion. Ahora bien, el tiempo que
tarda un sistema en alcanzar el equilibrio y “olvidar” las peculiaridades de su evolu-
cién es muy variable. Dejamos de sentir una corriente de aire en el momento en el
que se cierra la puerta de una habitacién; la presion parece estabilizarse al instante.
En cambio, se dice que los diamantes son para siempre, aunque la disposicion de los
atomos seria mas estable si adoptaran la estructura del grafito. Sea rapidamente
o con lentitud geoldgica, pero inexorable, el olvido se acaba extendiendo por la
materia dejando un paisaje inhéspito, homogéneo, apagado y frio.

Termodinamica y coarse-graining

En palabras de Herbert B. Callen, la termodinamica clasica se encarga solo
de determinar el estado de equilibrio que resulta finalmente tras la eliminacion de
ciertas restricciones internas en un sistema compuesto aislado. En el caso al que
estd dedicado este trabajo, el de subsistemas previamente aislados que se ponen
en contacto, predice que finalmente llegarian a un equilibrio mecénico y térmico, es
decir, que se equilibraran las fuerzas que ejercen unos sistemas sobre otros y que
alcanzaran las mismas temperaturas. Esta descripcion es dinamica so6lo en el sentido
de que aspira a predecir el estado final de la evolucién de un sistema a partir del
estado inicial, pero no describe el proceso dindmico que los conecta.

1Fotoglraﬁ’a: Ink swirls, por Graham Richardson (Algunos derechos reservados, CC-BY-NC
2.0), http://www.flickr.com/photos/didbygraham/3503800137/in/photostream/.
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6 INTRODUCCION

En principio, las leyes de la mecanica (clasica o cuantica) determinan completa-
mente el comportamiento temporal de un conjunto de d4tomos, pero la complejidad
de la dindmica y el nimero de variables involucradas hacen que, en la préctica, sea
imposible deducir cémo llegan al equilibrio mas que en casos contados. Ademés,
incluso si tuviéramos un listado completo de la dependencia temporal de los valores
de cada una de las variables microscopicas, es muy probable que esto no sirviera
para iluminar las caracteristicas esenciales del proceso, porque el equilibrio térmico
es un fenémeno emergente: un nimero inmenso de particulas, dtomos o molécu-
las, se reparten de manera equitativa la energia entre todas las formas posibles de
almacenarla. Por supuesto, siempre hay cierta probabilidad de que una particula
concreta tenga una energia dada por encima o por debajo de la media, pero esta
probabilidad no se mantiene constante al aumentar el sistema, sino que disminuye
con el incremento del nimero de particulas. Es decir, la energia se reparte de ma-
nera mas eficiente cuanto mayor es el nimero de atomos. Lo que es todavia mas
sorprendente es que, a pesar de la gran variedad de interacciones entre dtomos y
moléculas, la tendencia al equilibrio térmico parece una propiedad general de la
materia, con lo que, aunque es un fenémeno que surge como consecuencia del in-
tercambio de energia entre particulas, no depende (como fenémeno) de los detalles
de este intercambio.

La termodindmica ha demostrado la utilidad de caracterizar los estados de
equilibrio, pero frecuentemente estamos méas interesados en estudiar los procesos
que llevan a ellos (al fin y al cabo, nuestras vidas se desarrollan por completo en-
marcadas en estos procesos). Si conocemos de antemano las variables macroscopi-
cas relevantes, la técnica conocida como coarse-graining nos puede suministrar las
ecuaciones diferenciales para la evolucién temporal del sistema considerada desde
el punto de vista macroscopico. El formalismo de esta técnica se desarrolla en el
primer capitulo para el caso del intercambio de energia entre sistemas previamente
aislados que se ponen en contacto. Los siguientes capitulos aplican los resultados
tedricos a casos relativamente sencillos. Por lo tanto, el capitulo siguiente estara
dedicado a un recorrido a vista de pajaro desde las interacciones microscopicas has-
ta el concepto macroscopico de equilibrio térmico. Veremos que, si la distribucion
de probabilidad sobre los microestados se mezcla en el espacio de fases, el sistema,
al igual que pasaba con la tinta, acaba olvidando su evolucién anterior.

El segundo capitulo parte de la ecuacién exacta para el intercambio energético
macroscopico y examina el caso en el que el sistema, se olvida muy rapidamente de su
pasado, de modo que la evolucién temporal de las energias depende en cada instante
solo del macroestado presente. El capitulo final examina analitica y numéricamente
un sistema ideal en el que no se cumple la aproximacién considerada en el capitulo
que lo precede.

Las herramientas basicas

Ya he mencionado que, en la practica, es imposible determinar el estado de un
sistema que tiene muchos grados de libertad. Para un gas ideal, por ejemplo, implica
saber las posiciones y velocidades de cada uno de sus a&tomos. Sin embargo, en un
laboratorio normalmente es posible describir fisicamente un gas con los valores
de unas pocas funciones del estado: la presiéon, el volumen, la temperatura y la
densidad. Si hemos determinado el valor de todas estas funciones, diremos que
conocemos el macroestado del gas, mientras que a la tedrica especificaciéon de cada
una de las posiciones y velocidades le llamaremos el microestado. Evidentemente,
el conocimiento del macroestado no nos permite inferir el microestado, debido a
que en general habra muchos microestados a los que les corresponde el mismo
macroestado.
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En los capitulos que siguen, el microestado de nuestro sistema estara represen-
tado por una variable z. Si conocemos la probabilidad (o densidad de probabilidad)
p(z, t) de que el sistema se encuentre en el microestado z en un tiempo ¢ para todos
los valores posibles de z, entonces podemos calcular la probabilidad (o densidad de
probabilidad) P (z, t) de que cualquier funciéon X (z) tome un valor dado x en el
tiempo t. No tenemos mas que sumar (o integrar) la funcion p (z, t) sobre todos los
estados tales que X (z) = x, es decir,

Pz, 1) 2 X (z)=z P (2, 1), siz esuna variable discreta,
€T =
’ Jsp(z, 1) ds, si z es una variable continua.

S representa aqui el conjunto de puntos S = {z: X (z) = z}. Evidentemente,
P (z, t) seré una densidad o una probabilidad dependiendo de si los valores posibles
de x son continuos o discretos. En los capitulos siguientes, escribiremos la integral
sobre S de manera més conveniente, como sigue:

[ tas= [oensxe-o

donde § es la delta de Dirac y se sobreentiende que la integral se extiende a todos
los valores posibles de z.

Si tuviéramos una expresion analitica para p (z, t), en principio podriamos cal-
cular las probabilidades P (z, t) llevando a cabo las integrales o sumas pertinentes,
pero normalmente sélo disponemos de una ley para la evolucién temporal de p,
como, por ejemplo,

W =Lp (Z’ t) ’
donde L representa algin operador lineal. Dado que sélo estamos interesados en
la evolucion de los valores de las funciones X, lo mejor seria intentar obtener una
ecuacion de evolucion para P (z, t) a partir de la de la densidad de probabilidad p.
Derivando la definicién de P, y utilizando la ecuacién diferencial para p, obtenemos
OP(x,t) 0

5 pn p(z,t) 6 (X (2) —x) dz

= 9p(2) §(X (2) —x) dz

ot
/,Cp(z) 5 (X (2) —x) dz.

Si pudiéramos expresar la integral de la derecha en términos de la funcién P, ten-
driamos una descripcion matematica precisa de la dindmica de las funciones X para
la que no seria necesario tener en cuenta todos los grados de libertad microscépicos.

La estrategia expuesta en el primer capitulo se conoce como la técnica de los o-
peradores de proyeccion. Consiste en obtener una ecuaciéon de evolucion utilizando
una distribucion relevante p, que se define como una distribucién que es equiva-
lente a p desde el punto de vista macroscopico, es decir, para el caso de variables
continuas,

Pla, t):/sp(z, 0 ds:/sﬁ(z, 1) ds.

y en el caso discreto,
Pla,t)= > plzt)= Y plat).
X(z)=z X(z)=z

La ventaja de utilizar una distribucién relevante se basa en la posibilidad de
definirla como una funcién de las funciones X que determinan el macroestado,
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p = p(X (2)). Como veremos méas adelante, nuestra eleccion de p resulta ser una
generalizaciéon de la colectividad microcanénica a estados fuera del equilibrio.

Si pensamos en el intercambio energético entre sistemas con muchos grados de
libertad microscopicos, no suele ser dificil imaginar las caracteristicas generales del
proceso, pues se trata simplemente de una relajacion al estado de equilibrio. Cuando
mezclamos café caliente con leche fria, nuestro café con leche evoluciona hacia una
mezcla homogénea en reposo en la que la temperatura del café se equilibra con la
de la leche. Pero, ;por qué y en qué casos se produce este equilibrio? El capitulo
que sigue estd dedicado a esbozar una respuesta a estas preguntas.



Capitulo 1

Evoluciéon temporal de las distribuciones de
probabilidad

e o

100nm WD 3.5mm

La termodinamica parte de la idea de que si se ponen en contacto dos sistemas pre-
viamente aislados, se desencadena un flujo de energia irreversible desde el cuerpo
més caliente al mas frio hasta que se igualan las temperaturas. Se dice entonces
que los sistemas estan en equilibrio térmico. Pero, a nivel microscopico!, los sis-
temas estan formados por particulas (de las que no se puede decir que estén frias o
calientes) que interaccionan de acuerdo con leyes reversibles, y las idas y venidas de
energia entre los sistemas no se detienen nunca. Este capitulo explica esquematica-
mente la relacién entre la perspectiva microscopica y la evolucién macroscopica de
las energias.

1.1. La dinamica de sistemas hamiltonianos clasicos en interaccion

Siempre es posible imaginar la interaccion entre varios sistemas suponiendo que
estan englobados en un sistema aislado mayor. En este sistema total, numeraremos
los subsistemas de interés con el indice j = 1, 2, ..., n. Diremos que el subsistema
j-ésimo tiene N; grados de libertad. El niimero de grados de libertad del sistema

2 n
total serd N =37 | N;.

Si no existiera interaccion entre los subsistemas, sus dindmicas estarian deter-
minadas por sendos hamiltonianos H?(q], pJ, ..., qf\,j, p?vj), donde ¢ representa
la coordenada generalizada i-ésima del subsistema j-ésimo, y p! el correspondien-
te momento conjugado. Al tener en cuenta dicha interaccion, se debe anadir a la

suma de los hamiltonianos H? un hamiltoniano de interaccion H®* para obtener
el hamiltoniano total del sistema

(1.1.1)
H(z) = Sf (alpd o dhyo vk, )+ B (al ok o dl bl i wR)
j=1
= E

1Fotografl’a: Nickel Ozide growth (by Sputtering RF Magnetron) on porous alumina mem-
brane, por Guillermo Dominguez Cafiizares (2011).
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La variable z representa el vector de posiciones y momentos

Z:(q%7p%7""Qg’pz7"'7qu<’[n’p%n)7

y E es la energia total del sistema. Notese que los potenciales que dependen de
grados de libertad del mismo subsistema estan ya incluidos en los términos H7,
por lo que el término H™* afiade solamente los potenciales debidos a interacciones
entre grados de libertad que pertenecen a subsistemas diferentes.

Cualquier trayectoria del sistema en el espacio de fases,

()= (al 0 pH O @ (O, PO R, (0, PR, ()
satisface las ecuaciones de Hamilton,
-J OH
ql' = F) ]_'a
(1.1.2) g b
p;, = - oq]

Una distribucién de probabilidad p definida sobre los puntos z fluye por el espacio
de fases sin comprimirse ni expandirse, de modo que p (z (t), t) = p (2 (0), 0). Esto
implica que p debe cumplir la condicién impuesta por la ecuacién de Liouville,
Ip(z, t)
(1.1.3) 5 {H, p}.
Llamaremos distribucion de equilibrio, p°?, a la solucién estacionaria de la
ecuacion de Liouville, es decir,

eq.
(1.1.4) %) _ {H, p**} =0.

ot
La funcién p? (z) debe ser siempre mayor o igual que cero,
(1.1.5) p°t (2) >0,

debe estar normalizada?,

(1.1.6) /peq‘ (2) dz =1,
y debe ser igual a cero siempre que H (z) # E,
(1.1.7) H(z)#FE = p(2)=0.
Se puede comprobar facilmente que la distribucién microcandnica satisface las ecua-
ciones (1.1.4)-(1.1.7),
_ 6(H(2)-E)
[6(H (2) — E) dz’

(1.1.8) Pt (2)

1.2. Distribuciones de probabilidad en el espacio de macroestados

En muchos casos, la evoluciéon temporal de la distribucion de probabilidad
p(z,t) en el espacio de fases es muy compleja. Aunque, en principio, podriamos
intentar resolver la ecuacion de Liouville (1.1.3) y después utilizar la solucion para
determinar las probabilidades correspondientes a cada uno de los valores de las fun-
ciones H’ (z), este método se vuelve inabordable en la practica cuando z representa
un nimero grande de grados de libertad.

Si quisiéramos resolver numéricamente las ecuaciones (y normalmente es esta
la tinica solucion disponible), reduciriamos de manera dréstica el tiempo de com-
putacién si tuviéramos una ecuacién cerrada para la probabilidad de que cada

2Cuando no se indiquen los limites de integracién, se supondra que la integral se extiende a
todos los valores de las variables correspondientes. La integral f ... dz, por ejemplo, se extiende
a todo el espacio de fases.
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subsistema tenga una energia dada. Desde este punto de vista macroscopico, el es-
tado del sistema estard definido por las energias e; de cada uno de los subsistemas.
El espacio de macroestados sera el conjunto de vectores

e=(er,....en) = (H"(2), ..., H"(2)),

con la restriccién adicional
n
E €; S E7
j=1

debido a la conservacién de la energia del sistema total. La expresion anterior se
convierte en una identidad cuando H"t = 0.

La densidad de probabilidad P (e, t) para el macroestado e en el tiempo ¢ es
igual a la integral de p (z, t) extendida a todos los puntos del espacio de fases tales
que H7 (z) = e, es decir

(1.2.1) P(e, t) = /p(z, t) H § (H? (2) — €;) | d=.

Es evidente que el conocimiento de P no nos permite inferir la distribucién de pro-
babilidad p sobre el espacio de fases, pues habra muchas distribuciones microscopi-
cas compatibles con los valores de P. Por ejemplo, la funcién p = p + dp, donde 6p
es cualquier funcién que cumpla la propiedad

/5p(z7 t) Hé(Hj (z) —ej)| dz=0,
j=1

produce la misma distribuciéon de probabilidad macroscépica que p. No obstante,
dada una distribuciéon P (e, t), es posible determinar cudl de las distribuciones mi-
croscopicas compatibles es menos sesgada, hallando la que maximiza el funcional
de la entropia

(1.2.2) S[p = —kB/p(z, £) In (Z(‘JZ(ED dz,

restringiéndonos a las funciones normalizadas compatibles con la distribucion P (e, t),

(1.2.3) /p(z, t)dz=1,

(1.2.4) /p(z, t) H § (H? (2) —€j) | dz=P(e, t).

Utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange, encontramos que debemos
maximizar el funcional

Hpxu) = S+ [A@ (P~ [pen|[60 ()~ e) | ds ) de

+u</p(z,t)dz—1).

Buscamos a continuacion los valores minimos de I [p, A, p], hallando los casos en los
que se anulan las derivadas de I. La derivada respecto de u y la derivada variacional
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respecto de A (e) recuperan las restricciones sobre la distribucion de probabilidad,

0
@I[@)\,M]—O = /p(z,t)dz-l,

n

6)\5(6)][%)\,/1]_0 — /p(z,t) H‘s(Hj(Z)*ej) dz = P e, 1).

=1

La derivada variacional respecto de p produce la ecuacién

AR
/ (/ ﬁ ( 7) ei)}fs(Z'Z)dz’) de +

—kp (m(e( )> )Jr/\(H(),...,H"(z))Jru.
P (2)
Para que se anule esta expresion, se debe cumplir que

(1.2.5) p(z,t)=p(z )exp{le (A(H' (2), ..., H”(z))+u—k3)}.

Si introducimos (1.2.5) en la condiciéon para P (e, t) (1.2.4),

P(e,t) = /p(z7t) H&(Hj(z)—ej) dz
j=1
- [rr@en{E 0@, @) k) )

H § (HY (2) —ej) | de.
j=1
Llevando a cabo la integral,

(1.2.6) Pe, t)= exp{ !

" <A<e>+uk3>}n<e>.

La funcion € (e) representa la distribucién de probabilidad macroscopica de equi-
librio

(1.2.7) Q(e) = /peq' (2) H §(H? (2) —ej)| dz
j=1
(compérese con la ecuacion 1.2.1). Podemos despejar A (e) en la ecuacion (1.2.6),
_ P (e, t)
A(e) k31n< 200 > —pu+ kg,

y sustituir el resultado en la ecuacion (1.2.5) para obtener la distribuciéon menos
sesgada compatible con P (e, t),

P(H'(2), ..., H"(2), t)
QH (), .., H" (2))
En adelante nos referiremos a p como la distribucion relevante.

Si no existe interaccion entre los subsistemas (H® = 0), entonces la distribu-
cion relevante coincide con la distribucién de equilibrio del conjunto de subsistemas

(1.2.8) p(z, t) =p(2)

=p(zt).
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aislados entre si, puesto que en este caso
(1.2.9) P(H'(2),..., H"(2)) = [[ 6 (H' (2) — ¢j) ,
j=1

ya que el inico macroestado posible es aquel en el que cada sistema tiene su energia
de partida, y

(1.2.10) Q(H"(2), ..., H" () = p* (2) H /5 (H? (z) — ;) d& |,

a consecuencia de (1.2.7) y (1.1.4). El vector 2’ se refiere a
A = (q{, Pls-ees q?\,j,pivj)-

Sustituyendo (1.2.9) y (1.2.10) en la ecuacion (1.2.8), obtenemos la distribucion de
equilibrio para subsistemas aislados

1=, 0 (H (2) — ¢))

[T5_ [ 6 (H (2) —e;) dz?’
que no es més que el producto de las distribuciones microcanénicas para los subsis-
temas, como cabia esperar. En las paginas siguientes, supondremos que la distribu-
cion inicial p (z, 0) tiene la forma (1.2.11). Esto es equivalente a imaginar que la
interaccién comienza cuando t = 0 y se produce entre sistemas que habian estado
aislados unos de otros hasta ese instante y que habian alcanzado el equilibrio por
separado.

La distribucion de equilibrio p®? (z) también es una distribucion relevante,
porque su distribucién macroscopica correspondiente es 2 (e). Aplicando (1.1.4),

eq ea. Q(Hl(z),,H”(z)) e
A A I C R e R

(1.2.11) 5z t) =

(1.2.12)

1.3. Operadores de proyeccion

Si sustituimos la definicion de P (e, t) (1.2.1) en la definicién de la distribucion
relevante (1.2.8), obtenemos

1

5o t) = i (Z)/m jﬁl(s(ﬂi (2) _ej)} </p(z’, o) Lﬁl(s(ﬂj (=) —ej)} dz') de,

que puede interpretarse como el resultado de aplicar un operador lineal de proyec-
cién, que llamaremos PT, sobre la distribucién p,

Pip=p.
El operador P' quedaria entonces definido como
(1.3.1)

Plu(z, t) = p (Z)/%e) Lﬁé (Hj (z) — 8j):| /,u (', t) I;ﬁd (Hj (') - Ej):| dz de.

Se dice que P' es un proyector porque es idempotente, es decir, PTPT = PT.
Llamaremos a dp = p— p la parte no relevante de la distribucion. Se comprueba
facilmente que

Plop=0.
Denotaremos mediante el signo Q el operador que proyecta la distribucién p sobre
la parte no relevante,

(13.2) Qlp (2, ) = bp (2 t) = p(2. ) = p (2 ) = (I = P p (2, ),
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donde I representa el operador identidad
Ip=p.
El operador Q' también es un proyector,
Qo =(1-PH(I-P)=(1-P) =2
Como P 4+ Qf = I, siempre podremos escribir una distribuciéon de probabilidad p

como suma de una distribucién relevante mas la parte no relevante,

p=Plp+Qlp=p+dp.

1.4. Ecuacién de evolucién para P (e, t)

Hemos determinado la distribucién macroscopica P (e, t) y su relacion con las
distribuciones microscopicas p (z, t) y p(z, t), pero todavia estamos lejos de nuestro
objetivo, que es una ecuacion de evolucion cerrada para P (e, t). Derivando respecto
del tiempo la ecuacion (1.2.1),

(1.4.1) W:/{H, P} H5(Hj (2) — ;)| dz,

obtenemos una ecuacién de evoluciéon, pero no es cerrada en P, sino que depende
de las distribuciones sobre el espacio de fases. Sin embargo, es posible convertir la
ecuaciéon anterior en una ecuacién cerrada trabajando un poco con los operadores
de proyeccion definidos en el apartado anterior.

Si separamos p en suma de la distribucién relevante mas la parte no relevante,
entonces

(H, p} = {H, 5} + {H, op}
y la ecuacion (1.4.1) se convierte en
(1.4.2)

%:/{H, P} j];[lé(Hj(z)fej) dz+/{H, op} j];[15(Hj(Z)*6j) dz.

Introduciendo la definiciéon de p (1.2.8), podemos simplificar el primer corchete de
Poisson,

P(H17...,H",t)
— _ eq.
{H7 p} - {H’p Q(Hl, o H,n) }
P(H', ..., H" 1) P(H', ..., H" 1)
_ eq. eq.
= W gy P {H QHL, ..., HY)
P(H', ..., H" 1)
= peq‘ H
TQ(HY ..., HY) -

El término en {H, p°?} se anula (1.1.4). Si ahora utilizamos la definicién de nuestro
hamiltoniano (1.1.1),

(1.4.3)

" CP(H',..., H", 1) e P(H', ... H" 1)
_ _ eq. j ) ) ) eq. int. ) ) )
. p}h = ;p {H Q... HY) }“’ {H S TQ(HL, . HY)

= peq'{Hmt- P(Hl"'WHn’t)}.

QH, ... H")
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Los corchetes con H7 se anulan porque P y  son funciones de las variables H7.
Ademas,

L P(HY, ... H" 1)
_ _ eq. wnt. ? ’ ’
(144) {H 5} = p {H " Q(HY, ..., HY) }
0 , 9 (P(H', ..., H"t)
o eq. int. J ‘ ’ :
= ;P {H ’H}aHj< Q(HY, ..., H") >,

que introducido en el primer sumando de la ecuacién de evolucién para P (e, t)
(1.4.2) nos da

(1.4.5)

fono Mo -o)o = S35

Jj=1

Il
i

donde se han utilizado (1.4.4) y la definicion

(1.4.6) v; (€) = _Qte) /peq' (z) {H™, H} lH § (H* (2) — ek)] dz.
k=1

Hemos conseguido escribir el primer sumando de (1.4.2) en funcién de P (e, t).
Para transformar el sumando que contiene el corchete {H, dp}, recurriremos a una
expresion de dp en funcién de p. Partiremos de la ecuacién de evoluciéon temporal
de dp,

dop(z,t) 0 s
P02t _ 9 gty (1)
Como los proyectores P!y Qf son operadores lineales independientes del tiempo,
00p (z, t _
% = Q' {H, p} = Q" {H, p} + Q" {H, op} .

La solucién formal de esta ecuacion es
t
dp (2, t) = exp{QiLt} 6p (2, 0) + / exp {QIL(t— )} QLA (2, s) ds,
0

donde L representa el operador Liouvilliano

Lyp={H, p}.

Como dijimos en la seccion 1.2, pagina 13, supondremos que los subsistemas estaban
aislados y en equilibrio antes de que comenzara la interaccién en ¢ = 0, por lo que
p(z,0) =p(z, 0) (tomando t = 0 en la ecuacion (1.2.11)) y dp (2, 0) = 0, luego

(1.4.7) op(z,t) = /0 exp{QTL(t—s)} Q' Lp(z, s) ds.

Sustituyendo esta solucion en la ecuacion de evolucion para P (e, t) (1.4.2), y escri-
biendo p en funcién de P (1.2.8), obtenemos una ecuacion integrodiferencial cerrada
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exacta para la densidad de probabilidad macroscopica.

(1.4.8) % = 72 P e, t)

/{H 6p(z, 1)} [ﬁ ek)l dz,

k=1

con dp (z, t) definida por la ecuacion 1.4.7.

1.5. Equilibrio macroscépico

Ya hemos mencionado que €2 (e) es la distribucion macroscopica (1.2.7) que
corresponde a la distribucion de equilibrio, p°? (z). No es dificil demostrar que
también es la solucion estacionaria de la ecuacion (1.4.8). En primer lugar,

99 (e)
ot

por lo que el segundo miembro de la ecuaciéon (1.4.8) debe anularse también. Uti-
lizando (1.4.5) y (1.2.12), vemos que

X gn @20 = [ 115} [ [500 6) o) | dz =0

pues el corchete de Poisson se anula por (1.1.4). El segundo sumando se anula
también, debido a la presencia de Lp? = {H, p°?'} en el integrando.

Ahora bien, el hecho de que € (e) sea una solucion estacionaria de la ecuacion
(1.4.8) no garantiza que sea un auténtico estado de equilibrio macroscopico, puesto
que no sabemos si la distribucién inicial se ird aproximando a la estacionaria
al transcurrir el tiempo. Por ejemplo, si no hay interaccién entre subsistemas,
Hi"t = (, la distribucién es en todo momento igual al producto de distribuciones
microcanonicas (1.2.11) y no hay evolucién macroscopica. En efecto, si suponemos
que H™ =0, entonces

:0’

1 n
o= (H, g = pro d gt DU B
P ’ Q(H17,Hn)

Pero tanto las funciones v; (e) (1.4.6) como dp (1.4.7) incluyen en sus integrandos
la funcion Lp, por lo que la ecuaciéon (1.4.8) se anula cuando no hay interaccion,
OP (e, t)
ot

Se sigue entonces que H™™ # 0 es una condicion necesaria para que exista la
tendencia hacia el equilibrio. Es féacil ver que no es condicién suficiente mediante
el ejemplo més sencillo posible: dos masas idénticas unidas con un muelle lineal,
donde el hamiltoniano es

(1.5.1) H(z) = ZHj(z)—i—Hmt'(z)
(@) me? (@ =)’
B Z( 2m ) 2 '

=1

H™ =0 =0.

_|_

Las ecuaciones de Hamilton (1.1.2) son entonces

1 2
¢t =L, @=L,
1 — mw? (ql B q2) - J— (q1 _ qz) '
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Es facil comprobar que la solucién del sistema es

qlesin(%t+5), q2:fAsin(%t+§),
p! = Amw cos (%t + 5) , p?=—Amw cos (%t + 6) .
Todas las trayectorias del espacio de fases, z (t), tienen periodo T = w?% Sea cual

sea la distribucién de probabilidad inicial, podemos concluir que para la colectividad
representada por el hamiltoniano (1.5.1), la distribucién de probabilidad vuelve
ciclicamente a su valor inicial

p(z(nT),nT)=p(2(0),0), n=1,2,3,...

En otras palabras, si la distribucién inicial p (z, 0) es diferente de la microcanonica,
entonces la colectividad no se acercaré asintoticamente a la distribucion de equilibrio
al transcurrir el tiempo.

En realidad, es imposible que una distribucién diferente de la de equilibrio
y acotada en el espacio de fases tienda a p°?, a consecuencia de la ecuacion de
Liouville (1.1.3). En efecto, si

1
p0), 0 T T

para un punto tal que H (z) = E, entonces

1
P00 F TR B &

para cualquier ¢t > 0. Ahora bien, puede ocurrir que la distribucion p sea equivalente
a p®? cuando se lleva a cabo la integral sobre una regién, es decir, puede que los
valores esperados de las energias sean los mismos que los que predice (1.1.8),

[HI(2)p(zt) dz

Jm (HY) = Jim [ oo (2) dz
_ [ H (2) p°t (2) dz
[ pee (2) dz

[HI(2)6(H (2) — E) dz
JO6(H (2)—E)dz

En este caso, se dice que el sistema se mezcla (la propiedad se conoce como miz-
ing). Supongamos entonces que podemos escribir p°? (z) en lugar de p (z, t) en las
integrales de la ecuacion (1.4.8) cuando ¢ — oco. Entonces,

Jm 9p (2, 1) = 0,

y los dos miembros de (1.4.8) se anulan. Utilizando (1.4.7), el limite anterior se

convierte en
t

th’m exp {QT[, (t—s)} Q'Lp (2, 5) ds = 0.
— 00 0

Esta claro que el integrando se anula para s — t, puesto que en este caso podemos
cambiar p por p°?, pero no podemos hacer lo mismo para s — 0. Por lo tanto,
el integrando debe tender a cero para aquellos valores de s para los que no se
pueda intercambiar p(z, s) por p°? (z). Esto quiere decir que el sistema acabara
“olvidando” su evolucién pasada.
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Si finalmente se alcanza el estado de equilibrio y podemos despreciar la energia
de interaccion, la distribucién de probabilidad final es

20 = [om@|[[o0 @) d
5(2?:16]'—E> n i
[o(H (2)—E) dz EQ (<)

o) (15,
T JoHG() -E)d: T ;T;S (e5) 0>

B T

donde se han utilizado (1.2.7), (1.1.4), H™" ~ 0 y las definiciones
Q7 (e)) = /(5 (H () — ;) d,

57 (ej) = kp In (¥ (e;)) .
La funcién Q (e) se anula para los estados incompatibles con la conservaciéon de
la energia. El valor més probable se puede determinar mediante el método de los
multiplicadores de Lagrange, encontrando el maximo de

n

1 1 < i
HeN = G —m @ ™ (™ @ (A e P

j=1

La derivada de I respecto de A produce la condicién de conservaciéon de la energia

total,
n
> ci=F
j=1

y de las derivadas de I respecto de cada una de las variables e; se obtienen expre-
siones de la forma

1 i(’)Sﬂ (ej)

1 =
expq — » S7(e;) +A=0.
f5(H (Z) — E) dz kB jz:; J kB 8ej

Despejando A en la expresién anterior, y sustituyendo el resultado en la ecuacion
para %, obtenemos

| Lo 1 (08 08F ()
fé(H(z)fE)dzeXp @;S (¢5) kB( dej ey >_0’

que se satisface solamente para
957 (e;)  0S* (ex)

1.5.2
( ) 86]' 8ek
Utilizando la definicién ]
i o 087 (ej)
Tj h 3ej ’

vemos que (1.5.2) no es mas que la igualdad de temperaturas entre los sistemas
j-ésimo y k-ésimo, 79 = T*. Aqui termina nuestra excursion desde la dinamica
hamiltoniana microscépica hasta el equilibrio térmico.



Capitulo 2

La aproximacién markoviana

En el capitulo anterior, las ecuaciones de la dindmica de varios subsistemas en
interacciéon nos permitieron encontrar una expresion cerrada para la probabilidad
P (e, t) de que tuvieran sendas energias e; en el tiempo ¢ (1.4.8):

% _ _Zfejvj(@P(e,tH/{H,ép} mé(ﬂ’“@—ek)] 4z,

j=1
donde

vj(e) = Qte)/peq (2) {Hi"t', Hj} |J€1:[15(Hk (z)ek)] dz,

op(z,1) = /OeXp{Q*E(t—S)}QTE (pe”'(Z)

Q) = /peq‘(z) Ha(Hﬂ‘(Z)f@j) dz.

Vimos que 2 (e) era una solucion estacionaria de (1.4.8) e indicamos en qué condi-
ciones podia decirse que la distribucion P (e, t) se aproximaria a €2 (e) al transcu-
rrir el tiempo. En los casos en los que puede despreciarse la energia de interaccién
frente a la energia interna de cada uno de los subsistemas, obtenemos el resultado
familiar de la tendencia al equilibrio térmico, puesto que la distribucion €2 (e) tiene
un maximo para aquellos valores de las energias que igualan las temperaturas de
los subsistemas.

Aunque estos resultados son agradables, todavia estamos muy lejos de nuestro
objetivo declarado de reducir el tiempo de computacién necesario para determinar la
evolucién macroscopica del intercambio energético entre sistemas. El problema con
la ecuacion (1.4.8) consiste en que es dificil tratarla analiticamente y una resolucion
numérica exigiria evaluar funciones intrincadas en todo el espacio de fases y a lo
largo del intervalo [0, ], jlo cual es mas complicado que computar directamente la
solucion de la ecuacion de Liouville (1.1.3)!

19
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Nos vemos obligados, entonces, a utilizar aproximaciones, que serdn mas o
menos acertadas dependiendo de la precisién buscada y del tiempo de computacién
que ahorren.

2.1. Aproximacion mediante la distribucion relevante

El paso mas evidente parece ser la suposicion de que dp = 0, es decir, que la
distribucién relevante es una buena aproximaciéon de la distribucion real, p ~ p.
Dado que p es funcion de las variables macroscopicas (1.2.8), esta aproximacion
implica que la evolucién macroscopica del sistema es markoviana', es decir, que la
derivada temporal de P (e, t) en un instante arbitrario, ¢,, depende solo de P (e, t,)-
Nuestra ecuacion cerrada (1.4.8) se reduce entonces a

OP (e, t "0
(2.1.1) % =— ) a—ejvj (e) P (e, t).
Jj=1

Veamos un ejemplo sencillo. Utilizaremos como sistemas en interacciéon dos
modelos de Ising unidimensionales con condiciones de contorno periédicas. Cada
modelo es una cadena de espines que pueden tomar s6lo uno de dos valores, corres-

pondiendo a orientaciones opuestas, s; = % 08 = f%. El hamiltoniano en este
caso es
H = Hl +H2 +Hint.

1 1 ‘
—3 Zs}si—i—Nl + —3 Zs?si—&—]\fg + H™ =E,
(i, k) (i, k)

donde (i, k) indica que los nodos numerados por i y k son contiguos. Los sumandos
N7 y Ns se introducen soélo para que el estado de minima energia coincida con el
valor cero. Desde el punto de vista energético, el nodo i-ésimo puede estar en uno
de tres estados:

1. El estado de minima energia, si Sg—1 = sz = 5{+1.
2. Un estado intermedio, si s/, # sgﬂ.
3. Un estado de maxima energfa, si s | = sfﬂ sl

La interaccion entre las cadenas viene determinada por el siguiente algoritmo sen-
cillo. Pasado un tiempo caracteristico At, se escoge un nodo i al azar entre los de
ambas cadenas. Si el nodo esté en el estado de minima energia, se deja como esté.
Si esta en el estado intermedio, entonces se voltea ese espin. Por ultimo, si nos
encontramos con el caso de méaxima energia, también se voltea el espin, pero en
este caso la conservacion de la energia obliga a voltear un espin que se encuentre
en el estado de minima energia, y éste también se escoge al azar.

Como estamos tratando con dos sistemas, s6lo necesitamos una variable ma-
croscopica de energia, e, que corresponderd a la energia del primer sistema. La
energia de la segunda cadena se puede obtener restando e de la energia total E.
Dada la naturaleza discreta de esta descripicion, deberiamos convertir (2.1.1) en la
siguiente ecuacion en diferencias,

Pe,t+ At)—P(e,t) wv(e+Ae)P(e+ Ae, t)—v(e)Ple,t)

(2.1.2) i - A .

ILa imagen que encabeza este capitulo es una representacion de un patréon emergente en los
valores del momento magnético de un modelo de Ising bidimensional sencillo. El negro y blanco
indican, respectivamente, momentos negativos y positivos. El modelo de Ising evoluciona segiin
un algoritmo estocastico markoviano, es decir, sin memoria.
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Desafortunadamente, el valor de v (e + Ae) P (e + Ae, t) generalmente depende de
si Ae se escoge positivo o negativo, y v (e7) # v (e7). Si definimos las funciones

B (e) = UQ(Z;)’
BT(e) = UQ(Z?’

podemos escribir la ecuacion en diferencias de modo que quede reducida a (2.1.2)
cuando v (e + Ae) P (e + Ae, t) no dependa del signo de Ae, y v (et) = v (e™),
P(e, t+ At) — P (e, t)
At

= B7 (e+|Ae|) P(e+ |Ae|, t)

+B1 (e — |Ae|) P (e — |Ae], t)
— (BT (e)+ B (e)) P(e t).
Durante el tiempo At, las cadenas pueden intercambiar (o no) dos unidades de

energia. Escogiendo en consecuencia unidades tales que At =1y Ae = 2, y despe-
jando P (e, t + At), obtenemos la ecuacion de evolucién para P (e, t),

(2.1.3) P(e,t+1) = B (e+2)P(e+2,t)+B"(e—2)P(e—2,1)

+ (1= (Bt (e) =B~ (e))) P(e t).
Escrita asi, la ecuacién permite descifrar el significado de las funciones B~ y B™:
B~ (e) no es més que la probabilidad de que la primera cadena ceda dos unidades
de energia, mientras que B (e) es la probabilidad de que las absorba. Como hemos

supuesto que p & p, podemos calcular directamente el valor de B~ (e) suponiendo
que todas las configuraciones con una energia dada tienen la misma probabilidad:

B (¢) = e (e—1) Ny — (E—e+1)
- N1 N1—1 Nl—(€+1)+N2—(E—€+1)
e(e—1)(No+e—E—1)

Ny (N, —1)(N, + Ny, — E—2)°

La probabilidad B™ (e) de que la cadena absorba dos unidades de energia es igual
a la probabilidad de que las ceda la segunda cadena, por lo que

(E—e)(E—e—1)(N;1—e—1)
N (N — 1) (N, + No—E—2)°

La figura 2.1.1 compara el comportamiento real de la probabilidad P (e, t) cal-
culado mediante simulaciones con la prediccion de la ecuacion (2.1.3). La aproxi-
macion funciona bastante bien en términos cualitativos, pero parece que sobreestima
la velocidad a la que el sistema se aproxima al equilibrio.

i, De donde viene la diferencia entre la prediccion y la simulacién? En el célculo
de los coeficientes B~ y BT, hicimos uso de la hipétesis de que las configuraciones
microscopicas de la misma energia son equiprobables. En realidad, las configura-
ciones que permiten el intercambio de energia son algo menos probables. Para ver
por qué, imaginemos un segmento de cadena con la siguiente configuracion:

11 1 1 1
Ty 2,+2, 5" Ty
La probabilidad de que se voltee el espin positivo es igual a la de que se voltee uno
de los espines contiguos. Sin embargo, si ha ocurrido esto tltimo, este segmento de
cadena ya no puede ceder energia directamente. Ademaés, la probabilidad de volver
a la configuracion con un tnico espin positivo es menor que la de que se voltee
otro espin negativo contiguo. En otras palabras, existe una cierta tendencia a que
se formen “parches” de espines orientados en la misma direccién, y esto hace que la

Bt (e) =
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Ple. t) obtenido a partir de frecuencias relativas Ple. t) aproximado
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F1aurA 2.1.1. Comparacion de las probabilidades P (e, t) cal-
culadas mediante simulaciones (izquierda) y la férmula aproxi-
mada (2.1.3) (derecha). Se utilizaron dos modelos de Ising de
N; = Ny = 500 espines, con energias iniciales e = 250 y E—e = 100
unidades, respectivamente.

probabilidad de que se produzca un intercambio de energia sea menor que la que
habiamos supuesto en el calculo aproximado de P (e, t).
2.2. Variables lentas

El ejemplo anterior ha demostrado la importancia de tener en cuenta la fun-
cion 0p (z, t) y, como consecuencia, el segundo sumando en la ecuacion (1.4.8). En
algunos casos, este es el inico sumando que importa ya que, como veremos més
adelante, para una clase muy amplia de sistemas, v; (e) = 0.

Debemos enfrentarnos, por tanto, a la integral de L6p = {H, ép} extendida a
todos los microestados compatibles con las condiciones H7 (e) = e;. Si la funcién
dp es tal que permite intercambiar el operador de Liouville con el signo integral,
entonces

(2.2.1)
[t o0k (Mo () - )] b= =
fot S ITi=1 6 (H" (2) —exr)] Lexp {QTC (t—s)} Q' Lp (2, 5) dzds.

A continuacion, utilizaremos la propiedad

/f(z) dz://f(z) Lﬁl(;(Hk (z)e;)] dz de’,

pero escribiremos el producto de funciones delta de manera mas abreviada como

T, (2) = [H § (H" (2) — ek)] :
k=1
Esto convierte la integral (2.2.1) en

JECR R ACYA
fot [[Pe(2) Lexp{Q'L(t—15)}QLp(2, s) Ve (2) dzde' ds.

Si ahora utilizamos la definicion de p (1.2.8), obtenemos una expresion mas com-

pacta,
t /
/{H7 dpt U, (2) dz = / /D(e, e, t—s) Mde’ds,
0 Q(e)
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donde se ha introducido el operador D, cuya definicién es
(2.2.2) De e, 1) = /\Ife (z) Lexp{QTLT} Q1LY (2) Ve (2) da.

Este operador no depende de la distribuciéon de probabilidad p, sino de la dinamica
microscopica. Si pudiéramos llevar a cabo explicitamente la integral, tendriamos la
siguiente ecuacion cerrada exacta para la evolucion de P (e, t):

aPet "0 P (e ,
z_:a— P (e, t) //Deet )é())deds.

Desgraciadamente, si nos vemos obligados a calcular numéricamente D (e, €', t),
entonces no hemos avanzado demasiado.

Hacia el final del primer capitulo se mencion6é que la tendencia al equilibrio
térmico implica que

tli>rrolo dp(z, t) = 0.

Ahora bien, si el proceso macroscopico parece markoviano, esto tiene que ser de-
bido a que la funcién Jp tiende a anularse muy rapidamente, comparada con los
tiempos caracteristicos de variacion de la probabilidad P (e, t). Este hecho sugiere
que introduzcamos la hipétesis de variables lentas: si la variacién temporal de e es
muy lenta comparada con el tiempo que tarda en anularse Jp, entonces

//Dee t— )PQ(())d ds~/</Dee t— )d)PQ(e(e,)S)de’.

Pero como estamos suponiendo que D (e, €', t — s) es nula a partir de cierto valor
(pequeno) de s, podemos extender indefinidamente la integral temporal

t [e']
/D(e,e’,t—s)dSZ/ De, e, t—s) ds.
0 0

Antes de hacer uso de esta hipoOtesis, encontraremos una expresion mas conveniente
para D, utilizando los siguientes cuatro teoremas, cuyas demostraciones se han
incluido en el apéndice A.

(2.2.3) A(2) L(p*" (2) B(2)) = p (2) A(2) LB (),

(2.2.4) /A (2) QT (p°% (2) B (2)) dz = /peq' (2) A(2) QB (z) dz,
(2.2.5)

[A@ew{Qler} (7 () B () dz = [ 51 () Az) exp (QLr} B (2) ds
() dz =~ [ (2)B(2)

pe

(2.2.6) /peq‘ (2) A(2) LB (2) dz

donde el proyector Q se define como Q = I — P, y el operador P se define como

(2.2.7) PA(z) = / %@) </ Pl (2 A(Z) W, () dz’) U, (2) de.

z2) LA (%) dz

Py Q son operadores adjuntos de Pty QF, respectivamente, en el producto escalar

(A, B) = /A(z) B (2) dz.
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Aplicando (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5) y (2.2.6) a la definicion de D (2.2.2), obtenemos

(2.28) D(e, e, 1) = - /peq' (2) (exp{QLT} QLY (2)) (LT, (2)) d=

_ / 0 (2) (QLY, (2)) exp { QLT (QLW, (2)) dz.

Las propiedades de los corchetes de Poisson nos permiten afirmar que

n

LY, ={H, U} = Z (g™ HIY gjq;j,

j=1
y, teniendo en cuenta que

/ A(2) 8‘;’;{(3.2) dz = (,;Zj A(2) T, (2) dz,

llegamos a la conclusion de que podemos escribir (2.2.8) como

De, e, 1) 2286] 86 eYDji (e, €, 1),

j=1k=1

siendo

(22.9)  Dji(e e, 1) = Q(le/)/pe* (z) (Q{H™, H'} ¥,)

x exp{QLr} (Q{H™", H"} ¥.) dz

Introduciendo D (e, €/, 7) en la ecuacion de evolucion para P (e, t) e integrando por
partes respecto de e}, obtenemos

OP (e, t "9
% _ —;a—ejvj(e)P(e,t)
0 P(e,s)
+Zkz//a (e ) G ey,

Podemos escribir ¥, y U., a la izquierda del operador Q, puesto que
QU.LHI = (I-P)V.LH

= U, LH — / U, U, LH dz

= U, LH -, / U, LH dz

= V. (I-P)LH
= V.QLH.

Si, ademas, utilizamos el hecho de que

U, = Lﬁla(m — ey ] Lﬁla(ﬂk (z)e;)]
Lli[la (ex - e;>] [ﬁ 5 (" (=) - e;)] ,

k=1

entonces podemos reescribir Dj; como
Dj (e, e, 1) = ﬁ 0 (ex 1 /peq' (2) Ue () (Q{H™", H})
J b bl P Q (e,) bl

x exp{QLT} (Q{H™", H*}) d=
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Al llevar a cabo la integracion temporal, usando la hipotesis de variables lentas,
obtenemos una ecuacion de Fokker-Planck,

(2.2.10) % = —Zaivj(e)P(e, £)
"0 o P
t2 D 5O P () 5o Q(())’
j=1k=1 7

donde el llamado tensor de difusion Dy, es
o0 1 . .
(2.2.11)  Dji(e) = / — /peQ- (z) We (2) (Q{H™", H’})
o ()
x exp{QLT} (Q{H™", H*}) dzdr.

Desde el punto de vista macroscopico, la ecuacion de Fokker-Planck (2.2.10) da
lugar a una evolucién markoviana de la probabilidad P (e, t). Los coeficientes v; (e)
y Dji (e) dependen sélo de la dindmica microscopica, y no de la distribucion de
probabilidad. Para que la hipétesis de variables lentas sea efectiva, debe haber una

separacion clara de escalas temporales. En otras palabras, los tiempos caracteristi-
cos de variacién de la variable z deben ser mucho menores que los de e.

2.3. Energias potenciales independientes de los momentos conjugados

Muchos sistemas clasicos poseen un hamiltoniano de la forma
H = Z @ +Vin qan)
i 2m2 PR | b

en la que la energia potencial V' es independiente de los valores de los momentos
conjugados p;. Si nuestro hamiltoniano (1.1.1) tuviera esta propiedad, podriamos
escribirlo en la forma

2
(2.3.1) ZZ ( ) +Vf(j @ ) | (gl aR,)

j=11i=1

Como consecuencia,
8Hint.
J
op]

y el corchete de Poisson LH7 se convertiria en

:0’

Hznt pz

dq! Tl

K3

(2.3.2) LH) ={H™ HI} = Z
=1

De ahora en adelante, utilizaremos la notacion de los promedios restringidos.

El promedio de A (z) restringido al macroestado e se define de la forma siguiente:

AC) = g5 [ FH A V) d

(e
Si introducimos el resultado (2.3.2) en la ecuacién para v; (e) (1.4.6), compro-
bamos que

v;(e) = <£Hj>e =0,

debido a que la integral es antisimétrica en p{ Esto nos deja s6lo con el segundo
sumando de la ecuacion de Fokker-Planck (2.2.10). Utilizando de nuevo la notacion



26 2. LA APROXIMACION MARKOVIANA

en términos de promedios restringidos, el tensor de difusion es
Djk (e) :/ ((cmi - (cmi) ) exp{Qer'} (cH* — (CHY))) ar'
0

Utilizaremos la aproximacion

0 e
Dji (e)z/ ! ((Lr? = (cm)") (cH — (eH") ) at,
0
para modelar el rapido decaimiento (exponencial) del integrando. Ambas expre-
siones del integrando coinciden para t’ = 0, pero serdn los experimentos o las
simulaciones los que determinen si se parecen al transcurrir el tiempo.

Anteriormente, vimos que v; (¢) = (LH7)° = 0 para los hamiltonianos de la
forma (2.3.1), luego

Djy ~ /O T et (Ll (CHY)Y df = 7 ((CHT) (CHY))C

El promedio restringido del integrando se anula para j # k, debido a que las
integrales son antisimétricas en p!. Entonces, sélo hay que calcular los términos

(2.3.3) Dy~ ((LH)?) .

El factor T viene de realizar la integral sobre t'.
La expresiéon contenida en el promedio restringido es

EH] ZZ p{ p] QHnt §E Nt
zlllmmg 8qi 891

La mayoria de los términos en la suma se anulan al realizar la integral, debido a la
asimetria en los términos p’, lo cual nos deja solo los términos en los que i = I,

2 e_Nj g’aHint~ 2\
() -2 (5% )

i=1 7

Explicitamente,
(2.34)

. int. 2 n
<cHJ > Zl / (2) <:;ja§;f ) Ll_llé(H’“(z)ek)] dp dg.

?

Si despreciamos la energia de interaccién frente a la de los subsistemas, H'" < H7,
entonces podemos escribir la distribucién de equilibrio en la forma

eq. _ g (Zn:1 Hk (Z) — E)
= G ) B )

Esto nos permitiria integrar la distribucién de equilibrio en (2.3.4),

2\ _ - 6(ZZ: er — F) pg HHnt. 27 m .
<(£H)> ZW/(; o ) Lﬂlé(H (z)ek)] dpdg.

i=1 m;
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Si todas las particulas del subsistema j tienen la misma masa, escribimos mf =ml
y podemos hacer uso de la integral

' N Ni
/(;i);d(Hj(Z)_ek) v Nia/ l_zjl(;zm); ’ g%+vj(qj)_ej dp’
1 o Nj (pg)Q o .
= E (ej -V (qj)) /5 2 o3 Vel <q]) P
N; /2, [3mi - ‘
= %(ej_‘/] (q]))N]/2‘

Aplicando estas dos expresiones en la del tensor de difusion (2.3.3), obtenemos

A2\ Yi 5 (X0 e — E) wNi/2\/2mi
Djj (e) :T<(£H ) > = T; (kQ 16)16)2 NjF(Nj/Q)

< <8H> (e =V (a) ™" e’

oq!

x HQk (er) |,

k]

donde se han introducido las funciones QF (ey),
QF (e) = /6 (H* (2) — ex) d2".

Este es un buen momento para detenernos y recapitular. Hemos visto que, si
el hamiltoniano de nuestro sistema tiene la forma (2.3.1) y se cumple la hipote-
sis de variables lentas, entonces se anulan las funciones v; (e) en la ecuacién de
Fokker-Planck (2.2.10), y el tensor de difusion Dj; queda reducido a forma dia-
gonal. Ademés, hemos encontrado una expresién analitica para D;; (e) que, al
menos en teoria, es integrable para ciertos potenciales sencillos. Por ejemplo, si
las particulas interaccionan con potenciales armoénicos, la anterior integral respecto
de las variables ¢/ resulta ser un polinomio. Desgraciadamente, en los casos que
verdaderamente nos interesan, con nimeros tan elevados de grados de libertad, un
polinomio asi es inmanejable en la practica.

2.4. Intercambio de energias entre gases ideales

No hay por qué sentirse descorazonado. Al fin y al cabo, hemos conseguido
expresar D;; (e) en términos de una autocorrelacion de la variacion de la energia
del sistema j-ésimo para un valor fijo de e (2.3.3). Estos valores se pueden calcular
con relativa facilidad a partir de una simulacion numérica de dindmica molecular.

Podria parecer que no hemos ganado nada si ahora tenemos que recurrir a
la dindmica molecular para calcular el tensor de difusion. La clave estd en darse
cuenta de que el promedio que aparece en la expresion (2.3.3) es un promedio res-
tringido, es decir, que depende solo de las propiedades de equilibrio de los sistemas

. (&
por separado. Basta calcular una vez los valores de <(£H3)2> para un rango de

energias mediante dindmica molecular, y después podremos usar la ecuacién de
Fokker-Planck (2.2.10) para simular cualquier proceso de intercambio de energia
en dicho rango.

Veamos lo que ocurre en el caso de una mezcla homogénea de dos gases ideales
a temperaturas iniciales diferentes. Si estd en equilibrio, un gas ideal est4 formado
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FiGURrA 2.4.1. Distribucién de probabilidad en el equilibrio de los
valores de la energia e de un gas ideal en una mezcla homogénea
de dos gases idénticos de 1000 particulas cada uno y con energia
total £ = 2000.

por particulas con energias cinéticas que siguen una distribucién exponencial. Como
conocemos la probabilidad de encontrar una particula de energia ¢,

(2.4.1) P(e) = kBLTexp {_k;T} ,

de acuerdo con la distribucion de Maxwell-Boltzmann, podemos crear artificial-
mente un microestado de equilibrio, escogiendo aleatoriamente la posicién y la
direccion de las particulas (segiin una distribuciéon uniforme) y asignando una ve-

locidad de mo6dulo
2e
v=4/—,
m

donde € se escoge de acuerdo con (2.4.1).

Ciertamente, si los gases fueran ideales de wverdad, en el sentido de que sus
particulas no interaccionaran en absoluto, nunca podrian llegar a equilibrarse.
Supondremos, por tanto, que existe una pequena energia de interaccién. Para la
simulacion se utilizard un gas de esferas duras (ver apéndice B, p. 47). Aunque el
potencial en este caso no es estrictamente independiente de los momentos, imagi-
naremos que en realidad es una aproximaciéon de un potencial de tipo Lennard-
Jones, que si lo es.

Como en el ejemplo de las cadenas de Ising, nuestra ecuacién de evolucion de
P tendra so6lo una variable relevante, correspondiente a la energia e de uno de los
gases,

OP (e, t) 3Q D 0 P (e, t).

ot 2P 5 0w

La funcion € (e) representa la distribucién de equilibrio de los valores de e, y se
puede hallar llevando a cabo la integral (1.2.7) (ver figura 2.4.1). Sin embargo, es
mas sencillo utilizar la definicion

1 0
Ti = T%ln (€25 (e5))
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FiGurA 2.4.2. Evolucién temporal de la energia media por
particula de una mezcla homogénea de dos gases ideales idénticos
(N1 = Ny = 1000). En rojo, se representa la energia correspondien-
te al gas que inicialmente tenia una temperatura mayor (energia
inicial e; = 1700). Las lineas azul y verde son, respectivamente,
para el gas que empez6 maés frio (es = 300) y la energia media por
particula del sistema total (E = 3 (e1 + e2)). La linea de puntos
indica la energia asociada con la temperatura de equilibrio.

para reescribir la ecuaciéon de Fokker-Planck, llevando a cabo la derivada de Pé?é; ),
(2.4.2)
oP(e, t) 0 OP (e, t) 0

5 [P0 (5 (7 - =) e )]

Las funciones T7 (e) deben interpretarse como la temperatura que tendria el gas j,
aislado y en equilibrio, si su energfa interna fuera e. De acuerdo con el teorema de
equiparticion,

2 e 2(E—e)
- 3Nikg’ 3 Nokp
La ecuacion (2.4.2) tiene dos rasgos muy satisfactorios. Primero, tiene incorporado
un arrastre que tiende a igualar las temperaturas 7' y T2. Segundo, cuando las
temperaturas son iguales, la ecuaciéon corresponde simplemente a un fenémeno de
difusion.

Las simulaciones de dindmica molecular confirman el resultado esperado: al
poner en contacto los gases, el més caliente cede energia al méas frio hasta que se
alcanza la temperatura de equilibrio (ver figura 2.4.2).

Veamos ahora qué predice la ecuacién de Fokker-Planck. Para poder llevar a
cabo la integracion numérica de (2.4.2), primero hay que determinar la funcion
D (e) a partir de simulaciones de dindmica molecular. En el apartado 2.3, llegamos
a la conclusién de que podia escribirse como una autocorrelacién multiplicada por
un tiempo caracteristico. Para nuestra mezcla de gases ideales,

D(e) ~ T<(£H1)2>E,

siendo 7 un tiempo que, en principio, podria depender de la energia. Debemos

T (e) T?(E —e) =

calcular, entonces, el promedio de la funcién (EH 1)2 sobre todos los puntos del
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FIGURA 2.4.3. Tensor de difusion D (e) frente a la energia de un
gas en una mezcla homogénea de dos gases ideales. Los resultados
de las simulaciones de dindmica molecular se indican con cruces
rojas. En azul, se ha representado una curva de ajuste, utiliza-
da posteriormente en la integraciéon numérica de la ecuacién de
Fokker-Planck (2.4.2).

espacio de fases tales que H! (2) = e. Pero esto podemos hacerlo suponiendo sim-
plemente que no hay interacciéon entre los gases 1 y 2, y hallando el promedio

temporal <(£H 1)2> , de acuerdo con la hipotesis de que la dinamica de equilibrio
¢

serd ergbdica. Para determinar 7, buscaremos el valor a partir del cual se anu-
la la autocorrelacion ((LH* (t)) (CH' (t —7))). Los resultados de estos célculos
se presentan en la figura 2.4.3. Los valores obtenidos mediante las simulaciones se
ajustaron a una curva suave que después se utiliz6 para integrar la ecuacion (2.4.2).

La integracién numérica de una ecuacion diferencial en derivadas parciales como
(2.4.2) presenta muchos problemas técnicos. En general, en estos problemas se suele
utilizar la ecuacion diferencial estocastica asociada para simular un gran ntimero
de procesos estocasticos y construir a partir de ellos un histograma que sirva de
aproximacion a la distribucién P. En este caso, sin embargo, se integré directamente
la ecuacion de Fokker-Planck utilizando el método de Crank-Nicolson (ver apéndice
B, p. 57), que eliminaba gran parte de las inestabilidades numéricas (aunque no
todas). La evolucion temporal resultante de la distribucion de probabilidad para e
se presenta en la figura 2.4.4, comparada con una realizacion de e (t) calculada a
partir de las simulaciones de dindmica molecular.

Los sistemas macroscopicos suelen tener distribuciones de probabilidad muy
concentradas alrededor del valor esperado de las variables relevantes. En estos casos,
se pueden despreciar las fluctuaciones. Si aproximamos la funcién D tratandola
como una constante, podemos hallar facilmente una ecuacién para el valor espe-
rado de la energia e. Multiplicando la ecuacion de Fokker-Planck (2.4.2) por e, e
integrando por partes respecto de e, obtenemos

%) [ (s g ) Pl e

Si P tiene un unico pico muy pronunciado y centrado en (e), entonces podemos
utilizar la aproximacion P (e, t) = § (e — (e)), que nos deja con la ecuacion

d(e) _ 1 !
(2.4.3) 5% — P <T1 ((e)) T2(E-— <e>)) '
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FIGURA 2.4.4. Evolucién temporal de la distribuciéon de probabi-
lidad P (e, t) para la energia media por particula de un gas ideal
en una mezcla homogénea de dos gases idénticos. El valor inicial
de la energia media por particula es e = 1,7. En el equilibrio, la
distribucién queda centrada en la energia correspondiente a la tem-
peratura de equilibrio. Se ha representado en verde una realizacion
de e (t) calculada a partir de una simulacién de dindmica molecular.
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FicuraA 2.4.5. Evolucién del valor esperado de la energia media
por particula (en rojo) segun la aproximaciéon (2.4.3) comparada
con una realizacion de e (t) calculada mediante dindmica molecular
(en azul).

La integracién numérica de la ecuacién anterior para nuestro sistema de gases
produce la curva que se muestra en la figura 2.4.5, que resulta ser una aproximacién
razonable de la dindmica del intercambio de energias.

La técnica de los operadores de proyecciéon ha tenido bastante éxito en el
tratamiento de la dindmica de la mezcla de gases ideales, pero no hay duda de
que este es un problema académico de aplicaciéon relativamente limitada. Para con-
seguir una mezcla homogénea de gases ideales a temperaturas diferentes, necesita-
mos gases lo suficientemente diluidos como para que el recorrido libre medio de las
particulas sea comparable con la longitud caracteristica del volumen que las con-
tiene. En cualquier otro caso, habra que tener en cuenta la energia que se transfiere
entre ellos mientras se mezclan. Sin embargo, el método ilustrado en este apartado



32 2. LA APROXIMACION MARKOVIANA

puede aplicarse en principio a otros sistemas mas complejos, suponiendo que uno
tenga la suerte de encontrar un sistema que verdaderamente tenga una dindmica
markoviana.



Capitulo 3

Procesos no markovianos

|"'*||*

Posiciones
Amplitudes

Tiempo

La dinamica del flujo de calor entre dos sistemas gaseosos que cerraba el capitulo
anterior no nos ha dejado ningtn resultado sorprendente. Podriamos haber antici-
pado las caracteristicas generales del proceso sin habernos embarcado en la travesia
que llevé a la deduccion de la ecuacion de Fokker-Planck (2.4.2). El gas més caliente
cede energia al frio, y tiene lugar una aproximacién monétona a la temperatura de
equilibrio. No hay duda de que es valiosa la capacidad que poseemos ahora para
predecir el tiempo que tardara el sistema en equilibrarse y la amplitud de las fluc-
tuaciones, pero la tendencia general del proceso no nos ha dejado ningtun rasgo
intrigante.

La técnica esbozada en el capitulo anterior puede aplicarse en principio a un
rango muy amplio de sistemas, aunque es posible que haya que refinar alguna de las
aproximaciones (como en el célculo del tensor de difusion, por ejemplo). Sin embar-
go, para poder utilizar la ecuaciéon de Fokker-Planck (2.2.10), es imprescindible que
se cumpla la hipotesis de variables lentas. Conviene, por tanto, reflexionar sobre las
limitaciones de esta hipdtesis.

La aproximacién markoviana consistia en reconocer que dp, la parte no re-
levante de la distribucién microscopica, tiende a anularse en tiempos muy cortos
comparados con los tiempos caracteristicos de evolucién de las energias macroscopi-
cas. Recordemos que dp representa en cuanto se aparta la distribucion real p de la
distribucién relevante p,

op=p—p;
lo que significa que la hipétesis de variables lentas dejara de ser valida cuando p se
aleje apreciablemente de p durante tiempos comparables a los tiempos de evolucién
de las energias macroscopicas.

Por ejemplo, si tenemos dos esferas metélicas aisladas a diferentes temperatu-
ras y las ponemos en contacto por medio de un hilo metélico conductor de masa
despreciable, se desencadenara un flujo de calor entre ellas, pero las esferas no ten-
drén una temperatura uniforme durante el proceso, sino que aparecera un gradiente
térmico entre los puntos mas cercanos al hilo y los mas alejados. Si las variables

33
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@ O @

F1cUuraA 3.0.1. Sistema aislado de dos esferas metalicas unidas me-
diante un muelle lineal débil metéalico, en la posicién de equilibrio
mecanico (izquierda) y con una masa desplazada respecto de su
posiciéon de equilibrio (derecha).

macroscopicas fueran las energias almacenadas en las esferas, la distribucion rele-
vante p corresponderia a un reparto uniforme de cada energia en todo el volumen
de la esfera correspondiente, en el sentido de que es muy poco probable que el sis-
tema se encuentre en un microestado que se aleje apreciablemente de este reparto
uniforme. Por lo tanto, el proceso de equilibrado real pasara la mayor parte del
tiempo lejos de la distribucién relevante.

Pero supongamos que la transferencia de energia de una esfera a otra es lenta
comparada con el tiempo que tarda en equilibrarse la temperatura en el seno de cada
esfera. Todavia hay un efecto que puede evitar que la evolucién sea markoviana:
el trabajo macroscopico. Supongamos que el contacto metalico es un muelle lineal
débil (ver figura 3.0.1). Si apartamos una de las esferas de su posicion de equilibrio,
observaremos que la energia mecénica se traslada de una esfera a otra, y de vuelta
a la primera, sin que importe si el flujo esta dirigido hacia el cuerpo mas caliente
o el més frio. Evidentemente, el estado final serd también de equilibrio mecanico
y térmico, pero la evolucién temporal de las energias serd muy diferente de la
aproximaciéon mondétona al equilibrio que vimos en el capitulo anterior.

En ocasiones, el trabajo macroscopico no es tan conspicuo como en el ejem-
plo anterior. Este capitulo trata de una de esas ocasiones. Narra la historia de
como fracasé con estrépito nuestro intento de aplicar la aproximaciéon markoviana
al equilibrado entre cadenas de Fermi-Pasta-Ulam'.

3.1. El sistema Fermi-Pasta-Ulam

En el ejemplo de la mezcla de gases, se mencion6é que una ausencia completa
de interaccién entre las particulas impediria que se alcanzase el equilibrio. Cuando
se utiliza una red de osciladores lineales para representar un solido cristalino ocurre
algo parecido. Los modos normales de vibracién estan completamente desacoplados
y el sistema se comporta como un “gas ideal de modos”.

A mediados de los anos cincuenta, Fermi, Pasta y Ulam se propusieron simular
el equilibrado de una cadena de osciladores unidimensional con extremos fijos. Para
ello, introdujeron una pequena correccién anarmoénica en las energias potenciales
para cada masa,

1 1
Vi(q) = =k (2¢i — qio1 — qis1)” + ZA [(Qi —qir1)' = (g1 — %)4} ,

con g = xy4+1 = 0 (el parAmetro A\ regula la intensidad de la contribucion a-
narmonica). Esperaban que, después de haber excitado el modo fundamental, la

[\)

11a imagen al comienzo del capitulo representa la evoluciéon temporal de una cadena de
Fermi-Pasta-Ulam de 256 masas. Puede observarse claramente el nacimiento de un solitén que
recorre la cadena de lado a lado, reflejandose en los extremos.
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energia migrara gradualmente a otros modos hasta distribuirse equitativamente.
Al principio las simulaciones arrojaban los datos esperados pero, para sorpresa de
los investigadores, transcurrido un tiempo muy largo (de mas de 1000 periodos de
oscilacion) casi toda la energia regresaba al modo fundamental. Este comportamien-
to inesperado, conocido como la paradoja de Fermi-Pasta-Ulam, inspir6 toda una
serie de estudios en campos que més tarde se denominarian caos dinamico, fisica
computacional y sistemas complejos, revelando fenémenos muy interesantes. Entre
ellos, se observé la formacién de solitones en el limite continuo.

Los estudios subsiguientes demostraron que existe un umbral a partir del cual
la perturbacion anarmonica era suficientemente intensa como para que se instalara
un régimen ergddico, que repartia la energia entre los diferentes modos normales
(definidos en ausencia de perturbacion).

3.2. Simular el equilibrio térmico

Para el diseno de nuestros experimentos numéricos debemos recordar la si-
guiente leccién: es necesario encontrar rangos de valores de los pardmetros donde
la dindmica sea ergodica, puesto que queremos sustituir promedios sobre el espacio
de fases por promedios temporales. Debemos asegurar entonces que la energia se ha
repartido de manera mas o menos equitativa entre los diferentes modos normales
antes de poner dos cadenas en contacto entre si.

La primera dificultad consiste en encontrar la amplitud que debemos asignar a
un modo de vibracién para que la energia total almacenada en la cadena sea igual
a un valor previamente escogido e. El hamiltoniano de una cadena unidimensional
de osciladores anarmoénicos de Fermi-Pasta-Ulam es

N
H(q,p)—z<pi +1ff( —qi1)? +i>\((h_(h—1)4)-

. 2m 2
=1

Cuando las masas se encuentran en el estado de maxima elongacion, se anula el
término de energia cinética y tenemos

-~ (1 ) 1 4
e = (2"@(%%‘—1) +4/\(Qz’qz'—1)>
=1
el Pl
= 52(%‘—%‘ 1 +ZZ ¢ — qi—1)
i=1 i=1

El vector de posiciones del modo normal n-ésimo se define como

s (am ),
3 (s o) s (a2

+%A4 i <sin <2m]i[> — sin (27m(i_N1))>4

i=1

asi que

| X

Para valores suficientemente grandes de IV, se puede aproximar la diferencia entre
senos por medio de la expresion

sin (27rnN) — sin (2ﬂ'n (2N1)>

i
 27n cos (27m> .
1
~ N
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Esto nos deja con la siguiente suma para la energia e:

k N 2mn 7 Y N 2mn 1 4
_ F2 2T z A g4 4T v
e = 2A Eﬁ ( cos (27771 )) + 4A g ( cos (27m >>

i=1
k ., (2mn)’ N i1 A ,(2m)! al i\ 1
= AT 2 2mn— ) =+ 2 A% Y 2mn— ) =.
3 N ;cos 7mN N+4 RE ;cos 7mN N
Ahora podemos aproximar las sumas usando la idea
N . 1
) 1
Zf(N)NN/O f(z) da.
=1
Si calculamos las integrales para valores enteros de n,

1
/c052(27ma:) de = =,
0

)

wlw N~

1
/ cos* (2mnz) dx =
0

obtenemos una ecuacion bicuadratica para A,

A, @m)t 3k ,(2mn)° 1
A AL CLO -
AU I S Ry G T

que se puede resolver facilmente,

—1+ /K24 G
(3.2.1) Ay =N ~

™ 3\

La formula anterior nos permite introducir en un modo normal arbitrario la
energia e que deseemos, pero debemos asegurarnos después de que la dindmica es
ergddica para esa energia. Este problema se puede resolver calculando los coefi-
cientes de una serie de Fourier discreta para las posiciones de la cadena con el
objetivo de determinar la amplitud de cada uno de los modos normales. Los de-
talles se pueden consultar en el codigo fuente del programa de simulaciéon (pagina
59). Estas amplitudes nos permiten calcular la energia potencial almacenada en un
modo normal de vibracién concreto, y podemos hacer un seguimiento del reparto
de la energia entre los diferentes modos a lo largo de toda la simulacién. En el rango
de energias observado, tras haber excitado el modo fundamental (n = 1), la energia
se repartia de manera aproximadamente equilibrada entre todos los modos supera-
do un cierto tiempo t.,.. Se permitié que las cadenas de osciladores evolucionaran
aisladamente durante este tiempo, de modo que quedaran en un microestado tipico
del equilibrio (ver figura 3.2.1). Para t > t.,., se pusieron en contacto las cadenas
y se observo la evolucién posterior de las energias.

Para hacerse una idea del comportamiento dindmico del estado de equilibrio
final, basta ejecutar la simulacién con la temperatura de los dos sistemas igual a la
temperatura final. Esto permite estimar el tamano de las fluctuaciones en la energia
de cada subsistema.

3.3. Intercambio de energia

Si pretendemos utilizar la aproximacién markoviana, no podemos poner en
contacto las cadenas de osciladores simplemente uniendo los extremos, debido a
que se formaran los gradientes mencionados en el ejemplo de las esferas al principio
de este capitulo. El acoplamiento entre sistemas debe ser, en algin sentido, global,
como en las simulaciones de gases de esferas duras. El esquema escogido finalmente
se ilustra en la figura 3.3.1. Los osciladores se emparejaban con un oscilador de
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Ficura 3.2.1. Energia potencial almacenada en los primeros diez
modos normales de vibraciéon en funcién del tiempo, en una ca-
dena de Fermi-Pasta-Ulam de 256 osciladores con condiciones de
contorno periédicas. La energia inicial, e = 512, se utilizé para
excitar unicamente el modo fundamental (n = 1). La evolucion
dindmica del sistema distibuye esta energia globalmente entre los
modos.

Ficura 3.3.1. Dos cadenas de Fermi-Pasta-Ulam en contacto. Se
supone que las masas de todos los osciladores son iguales a m.
La posicion del oscilador i-¢simo de la cadena j (1 o 2) se indica
con la variable ¢/. Cada oscilador de la primera cadena esta en
contacto con un oscilador de la segunda cadena por medio de un
muelle lineal débil. Para las simulaciones, se escogieron condiciones
de contorno periédicas, luego qo = gn ¥y po = PN-

la otra cadena por medio de muelles lineales débiles (de constante k = 1073k) de
modo que pudiera despreciarse la energia de interaccion frente a las energias de
cada una de las cadenas.

La evolucion de las energias en las simulaciones fue de todo menos monétona. La
figura 3.3.2 muestra dos ejemplos. Evidentemente, existe una tendencia a alcanzar
el equilibrio pasado un tiempo muy largo, pero el proceso que lleva a este estado es
muy diferente del que encontramos en el ejemplo de la mezcla de gases, al final del
capitulo anterior.

El célculo de los promedios restringidos (LH*' (t)- LH' (t —t')) confirmé la
sospecha de que las energias de las cadenas de Fermi-Pasta-Ulam no podian con-
siderarse lentas comparadas con las frecuencias caracteristicas de vibracion de las
masas (ver figura 3.3.3). El pico que se ve a la izquierda de la figura coincide apro-
ximadamente con el periodo de oscilacion fundamental del sistema armonico.
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FI1GURA 3.3.2. Evolucién temporal de las energias almacenadas en
dos cadenas de Fermi-Pasta-Ulam puestas en contacto mediante
muelles débiles a partir de t.q. = 10000. A la izquierda, se muestra
el sistema para 65 masas, a la derecha para 256.

<LH'(t)LH'(t - t')>

-0.5 | | | | | | | | |
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Ficura  3.3.3. Representacién del promedio restringido
(CH' (t)- LH" (t —'))" en funcion de ¢ para e; = 512 y
ey = 256. Se aprecia muy claramente que no hay un decaimiento
rapido a cero, por lo que la hipotesis de variables lentas resulta
no ser valida. Noétese que la representacion habitual de estos
promedios es una imagen especular de la que se ve aqui.

3.4. El trabajo macroscépico

Tal y como anticipaba el principio de este capitulo, el equilibrado no se pro-
duce a la manera de la aproximacién markoviana debido a la presencia de trabajo
macroscopico. Dejemos de lado por un momento la perturbacién anarmoénica en
el potencial de los osciladores. Las cadenas, ahora armoénicas, unidas por muelles
lineales débiles se comportan en cada modo normal como péndulos acoplados (ver

(1=t~ )
q; = —Wny; _E(qi _qi)v

figura 3.4.1). Las ecuaciones del movimiento para la pareja de masas i-ésima son

siendo w, la frecuencia caracteristica del modo n-ésimo. Utilizando el cambio de

variables ¥1 = q} + ¢7, ¥2 = q} — ¢?, obtenemos las nuevas ecuaciones

. _ 2

I = —wn;vl,

- 2 k

To —(wn+2ﬁ) 9.



3.4. EL. TRABAJO MACROSCOPICO

%

W

7

39

FIGURA 3.4.1. Lainteraccion entre cadenas de osciladores armoéni-
cos se comporta en cada modo normal como una parajea de os-
ciladores acoplados mediante un muelle lineal débil de constante
k. Cada pareja de masas en contacto tiene una frecuencia car-
acteristica de vibracién w,, que puede representarse mediante un

muelle lineal de constante mw

2

n-

Este sistema tiene una solucion sencilla,

T

T2

A exp {iwpt},

B exp {7;1/&)7274 +27’flt}.

Deshaciendo el cambio de variables,

a

@}

Podemos sacar factor comun

a

@}

Titzo _
5 =

L1—T2

exp {iwnt}

exp {iw,t}

2 exp {iwnt} +
= 4 exp {iwnt} —

en la expresion

anterior,

2
2+ Bexp i\/1+25—§
2
g—gexp i 1—1-25—5

Bexpeiy/w2+25¢5,
Bexpiy/w2 +25¢

~+

te],

donde w,% = %, para ver que las coordenadas tienen un movimiento oscilatorio de

frecuencia w,,, pero cuya amplitud oscila con frecuencia /w2 + 2w,%.

Los modos normales més lentos son méas efectivos en la transferencia de energia
de una cadena a otra, debido a que, para una misma cantidad de energia, las
amplitudes son mayores (3.2.1), y esto implica que se tensan mas los muelles de
contacto entre cadenas. Las idas y venidas de energia entre cadenas en los modos
bajos produce cambios apreciables en la energia total de cada cadena. Si ha de
cumplirse la hipoétesis de variables lentas, los periodos asociados a estos intercambios
de energia deben ser mucho menores que el tiempo caracteristico 7 que tarda el
sistema no lineal en distribuir la energia de un modo normal entre otros. Es decir,
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la aproximacién markoviana serd inviable a no ser que
2

Vw? + 2w,§

<L T,

que implica
2

4

w2 + 2w < 7
Evidentemente, esta condicién no se cumplia en las simulaciones que se llevaron a
cabo. Sin embargo, aunque es relativamente facil hacer més pequeno el miembro
de la izquierda en la inecuacion, aumentando el nimero de masas (para hacer que
las frecuencias de los modos mas bajos sean mas lentas) y disminuyendo el valor
de la constante k, el principal problema consiste en que el valor de 7 es elevado (en
las simulaciones era del orden de 10%), y que aumenta con el nimero de masas. Si
quisiéramos forzar el comportamiento markoviano, nos veriamos obligados entonces
a reducir drasticamente el valor de 7 aumentando la intensidad de la contribucién
anarmonica en el potencial y esto implicaria a su vez simular un sistema completa-
mente diferente del que se pretendia simular (en el que la “pequena” contribucion
anarmonica servia sélo para garantizar la ergodicidad de la dinamica). Otra posi-
bilidad seria la de utilizar muelles no lineales en el contacto entre sistemas, pero
en este caso tendriamos un problema parecido. El desarrollo teérico se llevo a cabo
suponiendo que podia despreciarse la energia almacenada en estos muelles. Si esto
es asi, entonces los muelles de contacto se encontraran siempre en el régimen lineal
y la contribucién no lineal serad inapreciable.

Nos vemos obligados a concluir, por tanto, que el sistema que pretendiamos
simular simplemente no se comporta de manera markoviana y que si queremos des-
cribirlo con variables macroscopicas y leyes markovianas, en forma de ecuaciones
diferenciales, tendremos que introducir variables macroscopicas que representen el
trabajo entre sistemas.

En el segundo capitulo encontramos una ley para describir la evolucién dindmica
del intercambio energético entre sistemas, y una técnica para determinar los valores
del tensor de difusién a partir de la dindmica microscépica. En este sentido, hemos
hallado verdaderas leyes dindmicas de la evolucién hacia el equilibrio. Sin embargo,
como hemos visto en estas paginas finales, estas leyes son aplicables sélo a sistemas
en los que se cumpla la hipétesis de variables lentas. En éstos, los subsistemas que
intercambian energia estan siempre en un estado parecido al que tendrian si se
encontraran aislados entre si y en equilibrio con esas energias internas. En otras
palabras, las ecuaciones de evolucién para la probabilidad P (e, t) pueden usarse
s6lo cuando cada subsistema se olvida muy rapidamente de su evolucién anterior.
A nosotros, que si tenemos memoria, nos queda la esperanza de que, aunque a
todos nos espere el mismo estado final inevitable de olvido, disolucién y equilibrio
térmico con el ambiente, el camino no sea un progreso mondtono hacia ese final,
sino el continuo florecer de bellos patrones emergentes. El estudio de estas formas
complejas estéd, naturalmente, mas alla de los objetivos de este trabajo.
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Apéndice A. Demostraciones

En las demostraciones siguientes, utilizaremos una notacién més compacta para
las integrales sobre el espacio de fases y las funciones delta:

/A (2) dz,

U, (z) = Hé(Hk (z) —ex) .
k=1

tr [A]

TEOREMA 1. El operador Pt es adjunto de P, es decir,
(3.4.1) tr [BPTA| = tr[APB].

DEMOSTRACION. Utilizando la definicién del operador PT (1.3.1) e intercam-
biando el orden de las integrales,

wora = wlpen( [ ([aem. e o))
= ufao [ ([ epon 0 e) )]
= tr[APB],
de acuerdo con la definicién del operador P (2.2.7). O

COROLARIO 1. El operador Of es adjunto de Q.

DEMOSTRACION. Utilizando la definicion de Qf (1.3.2) y la propiedad de li-
nealidad de la integral,

tr [BQTA] = tr[BA]—tr [BP'A]
= tr[AB]—tr[APB]
— t[A(I-P)B
= tr[BQA].

O

TEOREMA 2. El operador de Liouville deja pasar la colectividad de equilibrio
de derecha a izquierda, es decir,

AL (p°"B) = p* ALB

43



44 APENDICE A. DEMOSTRACIONES

DEMOSTRACION. Sustituyendo la expresién del operador de Liouville en tér-
minos de derivadas y desarrollando las derivadas de p¢? B,

AL B) = A())

Teniendo en cuenta la definicion del operador de Liouville, vemos que esta expresion
se puede simplificar apreciablemente,

AL (p*B) = p*T" ALB + ABLp?.
Pero como Lp®? =0 (1.1.4),
AL (p°* B) = p*T ALB.
O

TEOREMA 3. El operador P es autoadjunto respecto de la medida de equilibrio,
es decir,

tr(p® APB] = tr[p® BPA].

DEMOSTRACION. Partiendo del hecho de que P y P' son adjuntos, y utilizando
las definiciones de Pt y P,

tr[p° APB] = tr[BP' (p*TA)]

r [Bpeq /Q = / (YA ()T, (2) de de
— tr[p* BPAl.

O

TEOREMA 4. El operador Of se convierte en el operador Q cuando la colec-
tividad de equilibrio pasa de derecha a izquierda, es decir,

tr [AQT (p°* B)] = tr[p°* AQB]
DEMOSTRACION. La linealidad de la integral nos permite escribir
tr [AQT (p°"B)] = tr[A(I—P") (p°"B)]
tr [Ap®® B] — tr [APT (p°* B)]
= tr[Ap® B] —tr [p*" BPA].
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Utilizando el hecho de que el operador P es autoadjunto respecto de la medida de
equilibrio,

tr [AQT (p°*B)] = tr[Ap?B] —tr [p°¢ APB]
(5 B) (T - P) 4)
tr [p° AQB].

TEOREMA 5. tr[Aexp {QLT} Bp®®| = tr[p°® Aexp {QLT} B.

DEMOSTRACION. Introduciendo la definicion de exp {QTL7} y aplicando las
propiedades de linealidad de la traza,

tr [A exp {QTﬁT} Bpeq'] tr

A <§: % (Qicr)” Bpeq-ﬂ

n=0

i %tr {A (QTET)n Bpeq'] .

n=0

Hemos visto en los teoremas precedentes que £ deja pasar la colectividad de equi-
librio de derecha a izquierda, y que Q' se convierte en Q, luego podemos concluir
que

tr [AQT (LT) Bpeq'] =tr[p* AQ (LT) B].

Tomando esta identidad como caso base, podemos proceder por induccién completa
para convencernos de que

tr[AQT (£r)" Bptt] = tr[AQIL ()" 7 By ]

tr [pEQ-Agﬁ ()" T”B]
tr[p AQ (£7)" B,

de lo que se sigue la ecuacién que queriamos probar
= 1
tr [Aexp {QTL7} Bp*] = Z ﬁtr [p°TAQ (LT)" B]

n=0

= tr

— 1 n
peq-AZ;(ta) B
n=0

= tr[p*TAexp{QLT} B].

O

TEOREMA 6. El operador de Liouville es hermitico respecto de la medida de
equilibrio,

tr[p°" ALB) = —tr[p°" BLA].
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DEMOSTRACION. En primer lugar, calcularemos las dos derivadas siguientes

(en seguida se vera por qué),

R Y A
q] op]

aﬂAB —
aq!

Op™ OH
aqj 0pg
.. 0H aA
Op J dq j
0p°?T OH
opl g
.. OH 8A
g’ 8pz

€d- 8H -AB
Oq] Op!

WO 0B

opl  oq]’

€q- a,H -AB
pldq]

e0. O 4 OB

Oq;  Op;

Integramos la primera ecuacién respecto de qi y la segunda respecto de pg , ex-
tendiendo la integral a todo el espacio de fases. Los términos de la izquierda de
las dos ecuaciones se anulan, dado que, al estar normalizada la distribucién p©?,

i 500 P (2) = 0.

) ed- 9 H
/ O™ OH o pea Oy ea O
~ Oq] Op! dq’ Op! op’

K2 (2

9ploq] o

H
J J
eq.
/ 90 aHAB+p€q' OH gy a0 0Ap
~ Op! Oq! !

o 08
opl dq
onon
oq op]

0,

Integrando ahora sobre p] en la primera ecuacién y sobre ¢ en la segunda, y

sumando sobre todos los valores de ¢ y j, obtenemos

ZZ /ap OH 4o oo O, o0 OH 0A
j=11i=1 aql 6p2 aqfapz apz aqf
ZZ/apy OH 1o ea iHjAB peq@ifi%
j=11i=1 apz aqz 5’pi3qi 8qi 8pi

Restando la segunda ecuacion de la primera, e introduciendo la definicién

. OH OB

Ai
819 dq}

?

W 0H 08
dq!  Op]

obtenemos (intercambiando el signo integral con el de sumatorio)

(3.4.2)

Ahora bien, segtin la ecuacion de Liouville (1.1.4),
ABLp*" =0,

/ (ABLp + p**BLA — p*" ALB) dz =

0.

y separando la integral (3.4.2) en dos y despejando la primera, obtenemos

tr[p°" ALB] =

—tr[p*BLA].

de L
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Gas de esferas duras

El programa siguiente calcula mediante dindmica molecular la evolucién de las
energias internas de dos gases de esferas duras mezclados homogéneamente, pero
cuyas temperaturas iniciales son diferentes. El microestado inicial se escoge asig-
nando posiciones y velocidades aleatorias a cada particula de gas. Las posiciones
se escogen utilizando una distribucion homogénea (evitando que haya superposi-
ciones de esferas) y las velocidades siguen distribuciones de Maxwell-Boltzmann
para sendas temperaturas iniciales.

Durante la simulacién, se calcula el tiempo de colisiéon entre cada pareja de
particulas y se selecciona la colision siguiente. Se avanza hasta ese instante y se
calculan las nuevas velocidades de las particulas suponiendo que tiene lugar un
choque perfectamente elastico. Este procedimiento se repite hasta concluir el tiempo
designado para la simulacion (indicado por el pardmetro SIMULATION TIME).

Activando la opcion -D, el programa calcula las autocorrelaciones necesarias
para determinar el tensor de difusion

D~ {((LH (t)) (CH (t—1)))°

y el tiempo libre medio del sistema 7, es decir, el valor medio del tiempo entre dos
colisiones sucesivas.

VEEEET T T hsg.c ok Kok K K ok K

Molecular dynamics simulation of a uniform
mizture of two hard—sphere gases. The
program calculates the collision times of
pairs of particles and steps forward to
the next collision , calculating the new
velocities assuming a perfectly elastic
collision .

When the —D option is activated , the program
calculates the self—correlations of the
variations of energy at a given pair of
energies for the gases. x/

Srxkkxx Library calls skssxk/

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib .h>
#include <time.h>
#include <string.h>
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/xxxxkx Simulation parameters sxxxxx/

#define NR 1000 /+x Number of red particles x/

#define NB 1000 /+x Number of blue particles */

#define TR 2.0f /x Initial temperature of system 1 */
#define TB 0.1f /x Initial temperature of system 2 x/
#define MASS 1.0f /+« Default mass of gas particles x/
#define RADIUS 1.0f /+« Default radius of gas particles x/
#define SIMULATION TIME 100 /* Total simulation time x/
#define BOX L 100.0f /+ Linear size of system x/
#define TAU 0.1f /« Mazimum time step in simulation */

#define MEMORY 100 /+ Estimated memory of the dynamics x/
#define S CORR STEP 0.001f /* Lenght of self—correlation time step */
#define S CORR TIME 0.2f /« Time range in the self—correlation graph x/

#define PI 3.1415927f

Jexxxkx Auziliary functions (declaration) sxxxxx/

/* Random wvalue from a uniform distribution x/
float uniform (float min, float max);

/* Random number from an exzponential distribution x/
float exponential (float lambda);

/* Determine the collision time for particles 1
and 2 collide during the time interval (0, tau) x/
double collisiont (double x1[], double vi[], double rl,
double x2[], double v2[], double r2,
float tau);

JHxkxkx Main program sskskssksk/

int main(int argc, char * argv][])
{

/* Output data files x/

FILE % param;

FILE * meso;

FILE % scorr;

char output[40], filename[40]; /* Filenames %/

/* Simulation variables x/

double x[NR + NB][3]; /+* Positions x/

double v[NR + NB][3]; /+* Velocities x/

double m[NR + NB]|; /+* Masses x/

double r[NR + NB]; /* Radii */

int N = NR + NB; /+* Total number of particles x/

/% Temp wvariables: speeds x/

double speed, old vl, old v2, new vl, new v2, tmp v[3];
double theta, phi; /+« Temp variables: reference frame angles */
double tmp x; /+ Temp wvariable: position =*/

double v_cm([3]; /* cenire of mass velocity =/
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/* Time, time step and mean free time of the system x/
double t, dt, mft;

double tmp dt; /+ Temp variable: time increment */

int pl = 0, p2 = 0; /* Particle indices x/

int i, j, time counter; /x Counters =/

int test; /x Flag x/

double el, e2; /x Energies */

double Le|MEMORY]; /+ FEnergy wvariations... */

double coll dt[MEMORY]|; /* ... and corresponding collision dt */
/* Self correlation function x/

double sc[(int) (S_CORR TIME/S CORR STEP)];

/* Help message */
if(arge < 2)
{
printf("Use:_%_[—D]_<output_label>\n", argv|[0]);
printf("Use_the_—D_option_to_calculate_self—correlations_ "
"of _the_energy_variations.\n");
return 0;
}
else if(argec < 3)
strcpy (output, argv[1]);
else
{
if (strecmp(argv([1], "-D"))
{
printf("Unrecognized_option:_%\n", argv|[1l]);
return —1;
}
else
strecpy (output, argv[2]);

}

/* Open data files x/

param = fopen{strcat (strcpy(filename, output),
".param.dat"), "w");

meso = fopen(strcat(strcpy (filename, output),

".energy.dat"), "w");

/* Parameter info */

fprintf(param, "#——_File_% .param.dat_———#\n", output);

fprintf(param, "#\n#_Simulation_of_a_mixture_of_two_hard—sphere_gases.\n");

fprintf(param, "#_Data_stored_in_% .energy.dat.\n#\n"
"#—_Simulation_parameters_—#\n#\n", output);

fprintf(param, "#.NR_=_%l_(number_of_red_particles).\n", NR);
fprintf(param, "#_NB_=_%l_(number_of_blue_particles).\n", NB);
fprintf(param, "#_TR.=_%_(Initial_temperature_of_the_red_gas).\n", TR);
fprintf(param, "#.TB.=_%_(Initial_temperature_of_the_blue_gas).\n", TB);
fprintf(param, "#.N_—=_%_(total_number_of_particles).\n", N);
fprintf(param, "#_.MASS —=_ % _(default_mass).\n", MASS);

fprintf(param, "#_RADIUS_—=_% _(default_radius).\n", RADIUS);
fprintf(param, "#_SIMULATION TIME_=_%l_(total_simulation_time).\n",

SIMULATION TIME ) ;
fprintf(param, "#_.BOX L.=_%_(linear_size_of_system).\n", BOX L);
fprintf(param, "#_TAU_=_% _(maximum_time_step_in_simulation).\n", TAU);
fprintf(param, "#_MEMORY_=_%l_(estimated _memory_of_the_dynamics"
"measured._in_mean_free_time_units).\n", MEMORY);
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/* Gnuplot settings */

fprintf(param, "#\n#\n#

_GNUPLOT_SETTINGS .———#\n\n" ) ;

if(strcmp(argv[1l], "-D"))

{

fprintf(param, "set_term_png\nset_xlabel_\"t\"\n");
fprintf(param, "\n#_.Mean_kinetic_energy\n");
fprintf(param, "set_title_\"Mean_kinetic_energy_vs._time_ "

"in_a_mixture_of_two");

fprintf(param, "\\n_hard—sphere_gases\"\nset_ylabel_"

"\"Mean_kinetic_energy\"\n");

fprintf(param, "set_output_\"%s.energy.png\"\n", output);
fprintf(param, "plot_[0:%d]|[0:% ] _\"%s.energy.dat\"_u_1:($2/%d)._"

"w.l_lc ol title_\"Red_gas\",_",
SIMULATION _TIME, TR/.75, output, NR);

fprintf(param, "\"%s.energy.dat\"_u_1:($3/%d)_w_1_1lc_3_"

"title _\"Blue_gas\"\n", output, NB);

printf("Simulation_in_progress...\n");

}

else

{

fprintf(param, "set_term_png\nset_xlabel \"—t’\"\n");
fprintf(param, "\n#_Self—correlation_of_the_variation_ "

"of_energy_vs._time\n");

fprintf(param, "set_title_\"Self—correlation_functions_for_ "

"the_variation_of");

fprintf(param, "\\n_energy_vs._time\"\nset_ylabel_"

"\"<Le(t) -Le(t.—_t’)>\"\n");

fprintf(param, "set_output_ \"%s.scorr.png\"\n", output);
printf (" Calculating_self—correlation_functions...\n");

/* Data header x/

fprintf (meso,
fprintf (meso,

fprintf (meso,

fprintf(meso,
fprintf (meso,

"#——_File:%s .energy .dat .———#\n" , output );
"#\n#_Simulation_data_for_a_mixture_of_two_"
"hard—sphere_gases:\n#\n");
"#_ot—_time\n#_el _—_energy._of_system_1\n"
"#_e2_—_energy_of_system_2\n");

"# . E_—_total_energy_(el_+_e2)\n#\n");

"Fot A\t \teel \t\t_e2 \t\t_E_#\n"

B A e A B A B AU

/xxxx Set up simulation sxxx/

/* Seed random number generator x/
srand (time (NULL) );

/* Set clock to zero x/
t = 0; time counter = 0; mft = 0;

/* Clear Le and coll dt arrays x/
for(j = 0; j < MEMORY; j++)
Le[j] = coll_dt[j] = 0;



GAS DE ESFERAS DURAS

/* Define positions, speeds, radii, masses and tau x/

/* Red particles x/
for(i = 0; i < NR; i++)

= MASS;

= RADIUS;

/* The positions are random (uniform distribution )/
do

{
test = 0;
x[1i = uniform (0, BOX L);
x[1i = uniform (0, BOX L);
x[i = uniform (0, BOX L);

/* Particles should not overlap */
for(j = 0; j < i3 j++)

if(sart ( (x[1][0] — x[jI[0])=(x[i][O] — x[j][O])\
+ (x[1][1] = x[JIED = (x[1]1[1] = x[JI[1])\
+ (x[i][2] = x[jI2D) = (x[i][2] = x[jI[2]))\
< r[i]l +r[iD)
test = 1;

} while (test);

/% The welocities are random (exponential distribution) x/
speed = sqrt(2xexponential (1/TR)/m[i]);

theta = uniform (0, PI);

phi = uniform (0, 2%PI);

v[i][o]

vi][1]

vii][2]
}

speed*cos (theta)*cos(2xPI);
speed*cos (theta)*sin (2xPI);
speedxsin (theta );

/* Blue particles */
for(i = NR; i < N; i+4)

= MASS;

— RADIUS:

/* The positions are random (uniform distribution)x/
do

{

= uniform (0, BOX L);
x[i][1] = uniform (0, BOX L);
= uniform (0, BOX L);

/+ Particles should not overlap =/

if(sqre ( (x[1][0] = x[j][O])*«(x[1][0] — x[J][0])\
£ L) = =[G D O[] = =[G 1)
+ (x[i][2] = x[Jl2D)*(x[1][2] = x[j112]))\
< r[il + r[i])
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test = 1;
} while (test);

/* The velocities are random (exponential distribution) x/
speed = sqrt(2xexponential (1/TB)/m[i]);

theta = uniform (0, PI);

phi = uniform (0, 2xPI);

v[i][o0] speed*cos(theta)*cos(2xPI);
v[i][1] = speed*cos(theta)*sin (2xPI);
v[i][2] = speedxsin (theta);

}

/% Output initial energies */
el = 0; e2 = 0;

for(i = 0; i < NR; i++)
el +=m[i]|*«(v[i][0]*v[i]]O] + v[i][Ll]=v[i][1] + v[i][2]=v[i][2])/2;

for(i = NR; i < N; i+4)
e2 +=ml[i|*(v[i][0]*v[i]]O] + v[i][Ll]=v[i][1] + v[i][2]=v[i][2])/2;

fprintf(meso, "O\t\t %\t %\t % \n", el, e2, el 4+ e2);

/*%%%x Begin simulation s*xx/

while (t <= SIMULATION TIME)

{
/% Set the time step to TAU, in case there are mo collisions x/
dt = TAU;

/* Find the nezt collision time in the interval (0, TAU) x/
for(i = 0; i < N — 1; i+4)
{

for(j =1+ 1; j <N; j++)

{

tmp dt = collisiont(x[i], v[i], r[i], x[j], v[il]l, r[j], TAU);

/* Set dit to the time of the earliest future collision x/

if (tmp_ dt < dt && tmp_ dt > 0)

{
pl
p2 = j;
dt = tmp dt;

}

—-

}
}

/* Increase time in dt =/
t 4= dt;
time counter+-+;

/% Calculate new positions of the particles x/
for(i = 0; i < N; i+4)
{

for(j = 0; j < 3; j++)

{
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x[P]0J] += v[i][il*dt;

/* Periodic boundary conditions x/
x[1][j] »= BOX L)

[j] —= BOX L;

x[1][j] < 0)

[j] += BOX_L;

while (
x[i]

while (
x[i]
}

}

/x If there was a collision , calculate the new speeds x/
if (dt < TAU)
{

/% Calculate new wvelocities of the particles after the collision x/

/* Velocity of the centre of mass of the two colliding particles */
for(i = 0; i < 3; i++4)
v_em[i] = (v[pl][i]*m[pl] + v[p2][i]+m[p2])/(m[pl] + m[p2]});

/* Speed of particles in the reference frame of the centre of mass */
old vl = sqrt( (v[pl][0]—v_cm[O0])*(v[pl][0]—v_cm|[O0])\

+ (vipt[1] =v_em[1])* (v [pl][1] =v_cem[1])\

+ (vIipll[2] —=v_em[2])* (v[pl][2] =v_cm[2]));

old v2 = —sqrt( (v[p2][0] —=v_cm[0])*(v[p2][0] —v_cm|[O0])\
(vip2[[1] —v_em[1])* (v [p2][1] —v_em[1])\
)

+
+ (vIp2][2] =v_em[2])* (v [p2][2] =v_cm[2]));

3

/* New velocities in the new reference frame x/
(2*¥m|p2]*old _v2 — old vlx(m[p2] — m[pl]))/(m|[pl] + m[p2]);
(2xm[pl]*old vl — old v2x(m[pl] — m[p2]))/(m[pl] + m[p2]);

new_vl

new_v2

/% Angles of rotation between the new reference frame and the old one x/
if(sqrt ( (x[p2][0] =x[p1][0]) = (x[p2][0] =x[pL][O])\
+ (x[p2][1] =x[pl][1]) = (x[p2][1] =x[p1][1])) = 0)
theta = PI/2;
else
theta = atan ((x[p2][2] — x[pl][2]))\
/sart ( (x[p2][0] =x[pl][0]) = (x[p2][0] —=x[p1][0])}\
+ (x[p2][1] =x[pt][1]) = (x[p2][1] =x[p1][1])));
phi = atan2(x[p2][1] — x[pl][1], x[p2][0] — x[pl][O]);

/% If the "—-D" option is not activated or pl and p2 belong to the

same system ... x/
if (strcmp(argv[1], "-D") || !(pl < NR && p2 >= NR))
{
/* ... then undo the change of reference frame, ... x/
v[pl][0] = new vlxcos(theta)*xcos(phi) + v _cm[0];
v[pl][1] = new_vlxcos(theta)*sin(phi) + v_cm[1];
v[pl][2] = new vlxsin(theta) + v_cm[2];
v[p2][0] = new_v2xcos(theta)*cos(phi) + v_cm[0];
v[p2][1] = new_ v2xcos(theta)*sin(phi) + v_cm][1];
v[p2][2] = new v2xsin(theta) 4+ v_cm|[2];
}

else /x ... otherwise, swap their positions. x/
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{

}

/%
if
{
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/* (This allows each subsystem to keep its energy without
changing the macrostate ). */
for(j = 05 j < 33 j++)

{
tmp_x = x[pl][j];
x[pl][j] = x[p2][]i];
x[p2][j] = tmp_x;

}

Calculate self—correlation functions ("—D" activated) x/
(!'strcmp (argv[1], "-D"))

/* Move Le(t —t’) back in time x/
for(i = MEMORY — 1; i > 0; i——)
Le[i] = Le[i — 1];

/* Keep track of the dt that separates each collision

f

from the next one x/
or(i = MEMORY — 1; i > 0; i—)
coll dt[i] = coll dt[i — 1] 4 dt;

/% Calculate the emergy wvariation for each subsystem x/

tmp v[0] = new vlxcos(theta)xcos(phi) + v _cm][0];
tmp v[1] = new_ vlxcos(theta)xsin(phi) + v_cm][1];
tmp v[2] = new_ vlxsin(theta) + v_cm|[2];

Le[0] = (m[pl]/2)*( tmp v[0]*tmp v[0] + tmp v[1l]*xtmp v[1]\
+ tmp_ v[2]*tmp_ v][2]\
= v[pLt][0]*v[pl][0] — v[pl][1]*v[pLl][1]\
— vipl][2]*v[pl][2]);

/* If the time counter is greater than MEMORY, then
calculate the self—correlations of the Le array. x/
if (time counter > MEMORY)

{
for(i = 0; i < (S_CORR_TIME/S_CORR_STEP); i++)

sc[i] = sc[i]#(1 — 1/(S_CORR_TIME/S CORR_STEP));

}
for(i = 0; i < MEMORY; i++)
{
j = (int) (coll dt[i]/S CORR STEP);
if(j < (int) (S_CORR_TIME/S_CORR_STEP))
sc[j] += Le[0]«Le[i] /(S CORR TIME/S CORR STEP);
}
}
}
/* Update the estimation of the mean free time of the system x/
mft = ((time counter — 1)xmft + dt)/time counter;

}

if (s

trcmp (argv[1l], "-D"))



}

/%

if (!'strcmp (argv[l],

{

}
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/* Output energies */

el = 0; e2 = 0;
for(i = 0; i < NR; i++4)

el 4= m[i]*(v[i][0]*v[i][0] + v[i][1]*v[i][1] + v[i][2]=v[i][2])/2;
for(i = NR; i < N; i+4)

e2 4=m[i]*(v[i][0]*v[i][0] + v[i][1]*v[i][1] + v[i][2]=v[i][2])/2;

fprintf(meso,

}

TN TENE N A \n", b, el, e2, el + e2);

printf("[——_%.1f %% —]\r", 100xt/SIMULATION TIME);

If "-D" was activated ,

scorr = fopen(strcat (strcpy (filename , output),

fprintf(scorr,
fprintf(scorr,
fprintf(scorr,
fprintf(scorr,
fprintf(scorr,
fprintf(scorr,

fprintf(scorr,

o~~~ o~~~

fprintf(scorr,

for(i = 0; i <

fprintf(scorr

fprintf (param,

fclose (scorr );

output self—correlation functions x/
"—D”))

".scorr.dat"), "a");

"#—— _ File:.%.scorr.dat ———#\n#\n", output);
"#_Self_correlation_functions_for_the_"
"variations_in_energy\n");
"#_for_a_mixture_of_two_hard_sphere_gases.\n#\n");
"#_Mean_free_time_of_the_system_=_%\n", mft);
"#_el_—_Energy_of_system_1_(red_gas)_=_% .\n",
"H#ot 7 —_time . \n#\n");

"Hot T \t\t<Lel(t)-Lel(t.—ct’)>_#\n");

I ")

NR«+TR) ;

(int) (S_CORR_TIME/S CORR_STEP); i++)
, "9\t %\n", —i*S_CORR_STEP, sc[il]);

"plot [~ %f:0][] _\"%s.scorr.dat\"_u_1l:2_w_1_lc_1_"
"title _\"Red_gas\"\n", S CORR_TIME, output);

printf("\nDone.\n");

/*

Close data files x/
fclose (meso);
fclose (param);

return O0;

/xxkxxx Auziliary functions sxxksxx/

/* Random wvalue from a uniform distribution x/

float uniform(float min, float max)

{
}

return min + (max — min)*random ()/RAND MAX;
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/* Random value from an ezponential distribution x/
float exponential (float lambda)
{

return —log (1 — uniform (0, .999999))/lambda;
}

/* Determine whether particles 1 and 2 collide during the
time interval (0, tau) (the funciion returns the time
of collision if there is one, and —1 otherwise).

The basic idea is that the collision ocurrs at a time t
such that

/[l (x1 + vi-t) — (22 + v2-t)]] = (vl + r2)

*/

double collisiont (double x1[], double vi[], double rl,
double x2[], double v2[], double r2,
float tau)

{

double a, b, ¢, d, t1, t2;
/* The time of collision is the solution of the equation
axt"2 + bxt + ¢c = 0,
where

a = [[vl — v2]]|"2,
b = 2x(zl — z2)- (vl — v2),
¢c =[]zl — z2/[°2 — (rl + r2)"2;

/* Coefficients a, b and ¢ */
a = (v1[0] — v2[0])=(v1[0] — v2[0])\
+ (v1[1] — v2[1])*(v1[1] — v2[1])\
+ (v1]2] — v2]2])=(v1[2] — v2]|2]);
b = 2x( (x1[0] — x2[0])*(v1[0] — v2[0])\
+ (x1[1] — x2[1])*(vi[1] — v2[1])\
+ (x1]2] — x2[2])*(v1[2] — v2[2]))
c = (x1[0] — x2[0])=(x1[0] — x2[0])\
+ (x1]1] — x2[1])*(x1[1] — x2[1])\
+ (x1]2] — x2[2])*(x1[2] — x2[2])\
— (rl 4+ r2)*(rl 4+ r2);

3

/* If particles are moving away from each other, return —1 %/
if(b >= 0)
return —1;

/* Square of the discriminant */
d = bxb — 4xaxc;

if (a > 0&&d>=0)
{

/+* Solutions of the quadratic equation */
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t1 = (=b — sqrt(d))/(2xa);
t2 = (=b + sqrt(d))/(2xa);

/* Return the smallest solution in the interval (0, tau) x/
if(tl > 0 && t1 < tau)
return tl;
else if (t2 > 0 && t2 < tau)
return t2;
else
return —1.0;
}
else
return —1.0;

Ecuacion de Fokker-Planck

Integracion numérica de la ecuacion de Fokker-Planck (2.4.2) mediante el méto-
do de Crank-Nicolson.

/% sk ok ok ok ok ok cg.c ok ok ok ok K ok ok

Numerical integration of the following Fokker—Planck
equation for the time evolution of P(e, t),

dP(e, t)/dt = d/de[D(e) d/de(P(e, t)/Omega(e)].
This equation was rewritten in the following form:

dP(e, t)/dt = —a(e) P(e,t) + b(e) dP(e, t)/de
+ D(e) (d2/de2)P(e, t).

This expression was then discretized wusing the
Crank—Nicolson method.

Jrxxxxx Parameters ssxxxx/

#define NR 1000 /+x Number of red particles x/

#define NB 1000 /x Number of blue particles */

#define TR 1.9f /x Initial temperature of red gas x/

#define TB 0.1f /x Initial temperature of blue gas x/

#define E 2000 /x Total energy of the system = NRxTR + NBxTB x/
#define SIMULATION TIME 150

#define TAU 0.1f

Jrxkxkx Library calls sxxxxx/
##include <stdio.h>

#include <math.h>

Jrxxxkx Auziliary functions sxssxx/

/* time—dependent time step */
double dt(double t);
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/* Functions in the partial
double
double
double
double
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D(double ¢);
deltabeta{double e);
a(double e);
b(double ¢);

Jxkkkxx Main program skksxxk/
int main(int argc, char *x argv|[])
{
int e;
double t;
double P[E + 1];
double
/% Initial distribution x/
for(e = 0; e <= E; e++)
Ple] = 0;

for(e = 1696; e <= 1705; e++)

/* Numerical integration (Crank—Nicolson method) x/
for(t = 0; t <= SIMULATION TIME; t += dt(t))

{

Ple] = .1;

diag [0] = 1;

supdiag [0] = subdiag|[0] = ind|[0]

for(e = 1; e < E; e++)
{
subdiag|e] = TAUx(
diag|e] 1 + TAUx
supdiag[e]
ind[e] = (

diag [E] = 1;

differential

03

supdiag|[E] = subdiag|E| = ind [E] = 0;

/% Solve the tridiagonal
for (e 1; e <= E; et++)

{

m = subdiag|e]/diag[e — 1];

diag|[e] — mxsupdiag[e — 1];

ind[e] —= mxind[e — 1];

}

P[E] = ind[E]/diag|E];
for (e
Ple] =
/* Output results */
for(e = 0; e <= E; e++)

=E— 1; e > 0; e—)
(ind[e] — supdiag[e]«P[e + 1])/diag|e];

printf (" %\t A\t % \n", t, e, Ple]);

printf("\n");

equation */

linear system x/

diag [E + 1], supdiag|E + 1], subdiag|E + 1],

ind [E + 1], m;
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return 0;

}

Jrxkxkx Auziliary function definitions sssskx/

/* time—dependent time step */
double dt(double t)
{
if(t < 3)
return .5;
else if (t < 10)
return .2;
else
return TAU;

}

/* Functions in the partial differential equation */
double D(double e)

{
return 0.00001xexe — e*.002 4+ 1.13462;
}
double deltabeta(double e)
{
return 3%(NR/e — NB/(E — e))/2;
}

double a(double e)

{

return (0.00002xe — .002)xdeltabeta(e)\
— D(e)*3%(NR/(exe) + NB/(E+E + exe — 2xExe))/2;

}

double b(double e)

{

return (0.00002xe — .002) — D(e)xdeltabeta(e);

}

Cadenas de Fermi-Pasta-Ulam

El co6digo que se presenta a continuacién simula la evolucién temporal de dos
cadenas de Fermi-Pasta-Ulam con condiciones de contorno periédicas. Las masas
de la primera cadena estan conectadas mediante muelles lineales débiles con sendas
masas en la segunda. Antes de poner en contacto las cadenas, se deja que evolu-
cionen aisladamente durante un tiempo designado como EQUILIBRIUM _TIME para
garantizar que se encuentran inicialmente en un microestado tipico del equilibrio.

Cuando el codigo se ejecuta con la opcién -D, el programa calcula las auto-
correlaciones necesarias para determinar el tensor de difusiéon en la aproximacién
markoviana

D~ ((LH (1)) (CHI (t—1')))".
El analisis de estos datos demuestra que en este caso es incorrecto hacer uso de la
hipoétesis de variables lentas.
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/% ok ok ok ok ok K fou.c ok ok ok ok K K

This program simulates the time ewvolution of two
Fermi—Pasta—Ulam chains with periodic boundary
conditions. FEach mass in the first chain 1is
connected to a corresponding mass on the second
chain by means of a linear spring. The chains are
first allowed to ewvolve isolated from each other
to guarantee that they have reached thermal
equilibrium when they are brought into contact.

When the "—D" option is active, the program
calculates the self—correlations of the wvariations
of the energy of each chain. x/

Jrxkxkx Library calls sxxxxx/

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <math.h>

/rkkkxx Simulation parameters sxskkxx/

#define N 256 /+ Number of particles per chain */
#define EQUILIBRIUM TIME 10000
#define SIMULATION TIME 100000
#define DIFF_TIME 20000 /+ Simulation time for the

calculation of D(e), (> MEMORY) x/
#define MEASUREMENT 400 /+ Number of time steps from one

measurement to the next (usually 1000) x/
#define PI 3.1415927f
#define TAU 0.01f /x Simulation time step =/
#define MASS 1.0f /« Default mass =/
#define KAPPA 1.0f /+« Spring constant x/
#define LAMBDA 1.0f /+x Fermi—Pasta—Ulam phi—4 lambda parameter */
#define CONTACT K 0.001f /+« Contact spring constant x/
#define ENERGY 3.0f /+« Total energy per mass x/
#define E1 2.0f /x Initial energy per mass in the first subchain x/
#define MEMORY 10000 /*x Estimated memory of the dynamics */
#define E_STEPS 20 /+« Number of energy steps for the calculation

of D(e) */

Jxxxsokx Auziliary function declarations sxxxkx/

/* Output parameter info file x/
int parameters(char filename []);

/* Assign initial positions and speeds to the
Fermi—Pasta—Ulam chain with periodic boundary conditions x/
int initial conditions(double positions|[], double velocities (],
double accelerations|[], double energy,
int mode n, int delta n);

/* Velocity—Verlet integration */
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int velocity verlet(double x1]

/*

/*

double x2|

J
J

, double v1]
, double v2]

J
J

, double al]|
, double a2]

]
J

3

, double k);

Calculate the energy of a Fermi—Pasta—Ulam chain with periodic
boundary conditions x/
double energy(double positions|[], double speeds|[]);

Calculate the temperature of a Fermi—Pasta—Ulam chain x/

double temperature(double v|[]);

/% Fourier transform of signal z,

int fourier (double x|[], double g[]);

JHxkxkx Main program skkskssksk/

int main(int argc, char * argv][])

{

/* Data files =/
FILE =
FILE =
FILE % macro;
FILE  diff;
char output[40],

micro ;
meso ;

/* Simulation

variables

*/

filename [50]; /x

Accelerations =/

double x1[N], x2[N]; /«

double v1[N], v2[N]; /x

double al[N], a2[N]; /x

double gl[N], g2[N]; /«

double

double DI1[MEMORY|, D2[MEMORY];

double k; /* contact spring constants x/
double t, dt; /x Time variables x/
double

double
int i,

/% Help messages */

if(argec < 2)
{

el, e2, delta_e; /+x FEnergies */
Lel [MEMORY|, Le2|MEMORY|; /* Time derivatives
s /* Counters x/

/* Diffusion

stored in g */

Fourier transforms x/
Vnl[N], Vn2[N]|; /+* Potential energies per mode */
coefficients x/

printf("Use:_%_|—-D|_<output_label >\n", argv]|[0]);
printf("When_executed_with_the_—D_option ,_the_program_calculates_"

"the_diffusion_coefficients.\n");

return 0;

}

if(argc =— 2)

strcpy (output, argv[1l]);

else

{

if (stremp(argv (1],

{

n_p" ))

printf("Unrecognized_option:_%\n", argv|[1l]);

return 0;

}

else

Output label and filenames x/

Displacement from equilibrium positions */
Velocities x/

61

of el and e2 x/



62

APENDICE B. CODIGO FUENTE

strecpy (output, argv[2]);

Jxxxx Initialize simulation date x*xx/
printf("Setting_up_the_simulation...\n");
/* Output simulation info */

printf("Storing_the_simulation_parameters_in_% .param.dat...\n",
output );

—

= parameters(output);
if(i — —1)

printf ("Error_opening_parameter_file.\n");
return —1;

/*x Set clock to zero x/
t = 0;

/% Set time—steps counter to zero x/
=0

/% Set the time step to TAU x/
dt = TAU;

/% Assign initial positions, speeds and accelerationsx/
/* Subsystem 1 %/

initial conditions(xl, vl, al, NxE1, 1, 1);

/* Subsystem 2 x/

initial conditions(x2, v2, a2, N*(ENERGY — El1), 5, 1);

/% Open data files x/
printf("Opening_data_files:_% .micro.dat,_", output);

micro = fopen(strcat (strcpy (filename , output), ".micro.dat"),
llWH).
2
printf (" % .meso.dat_and_", output);
meso = fopen(strcat(strcpy (filename, output), ".meso.dat"),
llWH).
7
printf (" % .macro.dat.\n", output);
macro = fopen(strcat (strcpy (filename, output), ".macro.dat"),
”W”);

if (micro = NULL || meso == NULL || macro =— NULL)
{
printf("Error:_Unable_to_open_data_file.\n");
return —1;

}

/* Labels for simulation data output =/

fprintf(micro, "#——_File:_% .micro.dat_——#\n#\n", output);
fprintf(micro, "#_.Microscopic_variables:\n");

fprintf(micro, "#_.t_—_time\n#_ i_—_particle_number\n#_xj[i]"
"—_position_of_particle_i_(subsystem_number_j)\n");
fprintf(micro, "#_Aj[n]_—_Amplitude_of_mode_n_(subsystem_number_ "
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fprintf(micro, "#_.Vj[n]_—_potential_energy_associated_with_mode_n_"
"(subsystem _number_j )\ n#\n" );

fprintf(micro, "t \t\toi \toxI[i]o\t\tLAL[n] \t\E_VI(n) \t\t, "
"x2[1]\Nt\tLA2[n] \t\t_V2(n) #A\n");

fprintf(micro, "#—\t\t——\t \E\t AN AR
" At At #n");
fprintf(meso, "#——_File:_ % .meso.dat_ #\n#\n" , output);

fprintf(meso, "#_Coarse—grained_mesoscopic_variables:\n");

fprintf(meso, "#_t_—_time\n#_el_—_energy._of_subsystem_1\n#_e2_—"
"_energy_of_subsystem_2\n#\n");

fprintf(meso, "#_t_\t\t_el_\t\t_e2_#\n");

fprintf(meso, "#—\t\t—\t\t——F\n");

fprintf(macro, "#——_File:_% .macro.dat_———#\n#\n", output);

fprintf(macro, "#_Macroscopic_variables:\n"});

fprintf(macro, "#_t_—_time\n#_ Tl _—_temperature_of_subsystem"
"_1\n#_e2_—_temperature_of_subsystem_2\n#\n");

fprintf(macro, "#_t_ \t\t_T1_\t\t_T2_.#\n");

fprintf(macro, "#—\t\t——\t\t——FA\n");

Jxxxx Start simulation sxxx/
k = 0; /+ Each subsystem is isolated x/

/* Wait for the subsystems to reach thermal equilibrium x/
while (t <= EQUILIBRIUM TIME)
{
/x Integrate the equations of motion using a Velocity Verlet
algorithm x/
velocity wverlet(xl, vl, al, x2, v2, a2, k);

/% Calculate the energy of each subsystem every MEASUREMENT
time—steps x/
if (j %MEASUREMENT — 0)
{
/* Fourier transforms */
fourier (x1, gl);
fourier (x2, g2);

/* Calculate energies per mode */
for(i = 0; i < N; i++4)

{
Vnl[i] = (KAPPAxgl[i]*gl[i]*PI«PIxixi)/N\
+ (3+LAMBDAxpow (2xPIxixgl[i], 4))/(32xpow(N, 3));
Vn2[i]| = (KAPPAxg2[i]xg2[i]|*PI«PIxixi)/N\
+ (3*xLAMBDAxpow (2« PIxixg2[i], 4))/(32xpow(N, 3));
}

/% Print results x/
fprintf(micro, "#_tstep_=_%l_#\n", j/MEASUREMENT);

for(i = 0; i < N; i++4)

fprintf(micro, "%\t %\t %\t B\t B\t B\t A\t B\n", t, i,
x1[i], gl[i], Vnl[i], x2[i], g2[i], Vn2[i]);

fprintf(micro, "\n");

fprintf(meso, "%\t %\t %A \n", t, energy(xl, vl),

63
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energy (x2, v2));
printf("Simulation_in_progress ..._[%.1f%%\r",
100+t /SIMULATION TIME);

}

Jt+ts
t 4= dt;
}

/* Bring subsystems into contact with each other unless "—D"
was specified */

if(strcmp(argv[1l], "-D"))

{
k = COONTACT K;

/+ Simulate the evolution of the system x/
while (t <= SIMULATION TIME)
{
/* Integrate the equations of motion using a Velocity
Verlet algorithm x/
velocity verlet(xl, vl, al, x2, v2, a2, k);

/% Calculate the energy of each subsystem every
MFEASUREMENT time—steps */
if(j %MEASUREMENT — 0)
{
/% Fourier transforms x/
fourier(x1, gl);
fourier (x2, g2);

/* Calculate energies per mode %/
for(i = 0; i < N; i++)
{
Vnl[i] = (KAPPAxgl[i]*gl[i]*PI«PIxixi)/N
+ (3*xLAMBDAxpow (2« PIxixgl[i], 4))/(32xpow (N, 3));
(KAPPA*g2 |1 |*g2|i]|*«PI+«PIxixi)/N
+ (3+LAMBDAspow (2+PIxixg2[i], 4))/(32xpow(N, 3));

Vn2[i] =
}

/* Print results =/
fprintf(micro, "#_tstep_=_%_#\n", j/MEASUREMENT);

for(i = 0; i < N; i++)
fprintf(micro, "%\t %\t %\t %\t T\t N\t N\t A \n", t, 1,
x1[i], gl[i], Vnl[i], x2[i], g2[i], Vn2[i]);

fprintf(micro, "\n");

fprintf(meso, "%\t %\t %\n", t, energy(xl, vl),
energy (x2, v2));

fprintf(macro, "%\t %\t %\n", t, temperature(vl),
temperature(v2));

printf("Simulation_in_progress ... _[%.1f%%\r",

100+t /SIMULATION TIME) ;

J+ts
t += dt;
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}

printf("[Simulation_completed]\n");

}

else /x Option "-D" activated. Calculate diffusion coefficients x/

{

/* Open diffusion coefficients data file */

printf("\nReached EQUILIBRIUM TIME.\n");
printf("Opening_ % . diff.dat.\n", output);

diff = fopen(strcat (strcpy (filename, output), ".diff.dat"), "w");

if (diff = NULL)

{
printf("Error_opening_file_%.diff.dat\n", output);
return —1;

}

/% Initial energies x/
el = El;
e2 = ENERGY — E1;

/* Calculate energy step */
delta e = (el — e2)/E_STEPS;

/% Clear D arrays */
for (i = 0; i < MEMORY; i++)

{
Di[i] = 0;
D2[i] = 0;
}
while (el >= e2)
{
t = 0y

while (t <= DIFF_TIME)
{
/% Integrate the equations of motion wusing a Velocity
Verlet algorithm =/
velocity wverlet(xl, vl, al, x2, v2, a2, k);

/* Move Lej data back in time x/
for(j = MEMORY — 1; j > 0; j——)
{
Lel[j] = Lel[j — 1];
Le2[j] = Le2[j — 1];
}

/* Calculate new wvariation of energies */
Lel[0] = Le2[0] = 0;

for(i = 0; i < N; i++)
{
Lel[0] += —CONTACT Kx(x1[i] — x2[i])*v
Le2[0] += —CONTACT Kx(x2[i] — x1[i])*v2[i];
¥

-

~—
—_
—
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/* Calculate <Lej(t)xLej(t —t’)> correlations x/
if(t >= MEMORY)

{
for(i = 0; i < MEMORY; i++)
{
D1[i] += Lel[0]*Lel[i]/(DIFF_TIME — MEMORY);
D2[i] += Le2[0]*Le2[i]/(DIFF TIME — MEMORY);
}
}

printf("Calculating _<Le(t)*Le(t_—_t’) >..._"
"lelo=_%.31,_e2_=_%.31;_%.1f % %\" ,
el, e2, 100xt/DIFF TIME);

t += dt;

}
printf("\n");

/% Output results to file x/

fprintf(diff, "#oel_\t\t_e2Z_ \t\t_t _\t\t"
"UDI A\t .D2.#\n" )

fprintf(diff, "# \t\t \t\t G\t
e\ b )

for(i = 0; i < MEMORY; i++)
fprintf (diff , "%\t A\t %\t A\t A \n",
el, e2, —dtxi, D1[i], D2[i]);
fprintf(diff , "\n");

el —= delta e;
e2 4= delta_e;

}

printf("\nDone.\n"};
fclose (diff);
}

/* Close data files x/
fclose (micro);
fclose (meso);
fclose (macro);

return 0;

}

/xxxxxx Auziliary functions sxxksxx/

/* Output parameter info file x/
int parameters(char filename [])
{
FILE % param; /* Parameter file x/
char output[40]; /* Filename x/
param = fopen(strcat(strcpy (output, filename), ".param.dat"),
"W”);
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if (param = NULL)
return —1;

fprintf(param, "#——_ File: % _———F#\n#\n", output);

fprintf(param, "#_This_file_contains_the_parameters_used_for"
"_the_simulation\n");

fprintf(param, "#_of_two_Fermi—Pasta—Ulam_systems_brought"
"_into_contact_by\n");

fprintf(param, "#_means_of_linear_springs._The_simulation"
"_data_files_are:\n");

fprintf(param, "#\n#_.1)_% .micro.dat_(positions ,_speeds,"
"_etc.)\n", filename);

fprintf(param, "#.2)_% .meso.dat_(total_energies_of_each"
"_subsystem)\n", filename);

fprintf(param, "#_.3)_% .macro.dat_(mean_kinetic_energy_per"
"_particle_of_each\n#_subsystem\n", filename);

fprintf(param, "#\n#\n# _SIMULATION_PARAMETERS_———#\n#\n" ) ;
fprintf(param, "#_N_=_%_(Number_of_particles_per_chain)\n", N);
fprintf(param, "#_EQUILIBRIUM TIME_—=_9%\n", EQUILIBRIUM TIME);
fprintf(param, "#_SIMULATION TIME_=_%\n", SIMULATION TIME);
fprintf(param, "#_DIFF TIME_=_%\n", DIFF TIME);

fprintf(param, "#_MEASUREMENT_=_%l_(time_steps_to_the_next_ "

"measurement )\n" , MEASUREMENT) ;

fprintf(param, "#_TAU_=_%_(simulation_time_step)\n", TAU);

fprintf(param, "#_MASS_ = % _(each_of_the_masses_in_the_"
"simulation)\n", MASS);

fprintf(param, "#_KAPPA_ =_% _(linear_spring_constant)\n", KAPPA);

fprintf(param, "#_LAMBDA_ =_%_(non—linear_cubic_force_constant)\n",
LAMBDA ) ;

fprintf(param, "#_OONTACT K_=_% _(contact_spring_constant)\n",
CONTACT K);

fprintf(param, "#_ENERGY_=_% _(total_energy_per_mass)\n", ENERGY);

fprintf(param, "#_El_=_%_(initial_energy_per_mass_in_the_first_ "
"subsystem)\n", El);

fprintf(param, "#_E2_.=_%_(initial_energy_per_mass_in_the_second._"
"subsystem)\n", ENERGY — El1);

fprintf(param, "#_MEMORY_.=_%_(estimated_memory_of_the_dynamics)\n",
MEMORY) ;

fprintf(param, "#_E STEPS_=_ % _(Number_of_energy_steps_when_"
"calculating _D(e))\n", E STEPS);

fprintf(param, "#\n#\n# _GNUPLOT_SETTINGS_————#\n\n" };

fprintf(param, "set_term_png\nset_xlabel_\"t\"\n");

(
(
fprintf(param, "\n#_ Macroscopic_temperature\n");
fprintf(param, "set_title_\"Temperatures\"\n");
fprintf(param, "set_ylabel_\"temperature\"\n");
fprintf(param, "set_output_\"%s.macro.png\"\n", filename);
fprintf(param, "plot_\"./%s.macro.dat\" _u_1:2_w_l_title \"TI1\",",
filename );
fprintf(param, "_\"./%s.macro.dat\"_u_l:3_w_.l_title_\"T2\",",
filename );
fprintf(param, "_\"./%s.macro.dat\"_ u_1:((%$2+$3)/2)_w_p_pt_7_ps_.2"

"_title_\"mean_temperature\"\n", filename);
fprintf(param, "\n#_Coarse—grained_mesoscopic_information\n");
fprintf(param, "set_title_\"Energy_of_subsystems_1_and_2_versus"

||utime\||\nll );
fprintf(param, "set_ylabel_\"energy\"\n");
fprintf(param, "set_output_\"%s.meso.png\"\n", filename);
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fprintf(param, "plot_\"./%s.meso.dat\"_u.1l:2_ w_.l_title_\"el\",",
filename );

fprintf(param, "_\"./%s .meso.dat\"_u_1:3_w_l_title_\"e2\",",
filename );

fprintf(param, "_\"./%s.meso.dat\"_u_1:($2_+_%3)_w_ l_title"
"A\"E_=_el_+_e2\"\n", filename);

fprintf(param, "\n#_ Microscopic_information\n");

fprintf(param, "set_title_\"Energy_distribution_among_modes"
"_versus_time_in_subsystem_1\"\n");

fprintf(param, "set_ylabel_\"n\"\n");

fprintf(param, "set_cblabel_\"energy\"\n");

fprintf(param, "set_output_\"%s.micro.modesl.png\"\n", filename);

fprintf(param, "splot_[][0:%d][0:%f]_\"./%s.micro.dat\"_u"
"_1:2:5_notitle\n\n", N/2 — 1, ENERGY, filename );

fprintf(param, "set_title_\"Energy_distribution_among_modes_ "

(
(
fprintf(param, "set_pm3d_map\n");
(
(

"versus_time_in_subsystem_2\"\n");
fprintf(param, "set_output_\"%s.micro.modes2.png\"\n", filename);
fprintf(param, "splot_[][0:%d][0:%f]_\"./%s.micro.dat\"_u"
"_1:2:8_notitle\n", N/2 — 1, ENERGY, filename);
fclose (param);
return 0;

/* Assign initial positions and speeds to the Fermi—Pasta—Ulam

chain with periodic boundary conditions.

The initial conditions are chosen in the following way:

zf[i] = Alxsin (2« PIxnxi/N) + A2«sin(2«PIx(n + 1)xi/N) +
+ Adelta _nxsin (2« PIx(n + delta_n)xi/N),

vfi] = 0,

where n is an integer. x/

int initial conditions(double x[], double v[], double af],

{

double energy, int mode n, int delta n)

double A; /« Amplitude of the first normal mode x/
int i, j; /x Counters x/

/* Choose the amplitude in such a way that you get the right

energy */
for(i = 0; i < N; i++)
{
for(j = 0; j < delta_nj; j++)
{ A = (N/(mode n*PI))*sqrt((—1
+ sqrt (1 4 6xenergy/(delta nxN)))/3.0);
x[1] = A*(sin (2xPIx(mode n + j)*i/N));
}
v[i] = 0;
}

/* Calculate the initial accelerations x/
a[0] = —(KAPPA/MASS)*(2*x[0] — x[1] — x[N — 1])\
—(LAMBDA/MASS)  (pow (x[0] — x[1], 3)



}
/%

{

for (i =

ali] =

a[N — 1]

1
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+ pow(x[0] — x[N — 1], 3));

i <N — 1; it++)

—(KAPPA/MASS) + (2%x[i] — x[i + 1] — x[i — 1])\

—(LAMBDA/MASS )« (pow (x[i] — x[1 + 1], 3)

return 0;

+ pow(x[i] — x[1 — 1], 3));

—(KAPPA/MASS) *(2xx [N — 1] — x[0] — x[N — 2])\
—(LAMBDA/MASS ) (pow (x [N — 1] — x[0], 3)
+ pow(x[N — 1] — x[N = 2], 3));

Velocity Verlet integration x/
int velocity verlet(double x1[|, double v1[], double al|],

double x2[], double v2[]|, double a2[], double k)

double a_o0ld1[N]|, a_old2[N]|; /« Previous accelerations x/
int i; /x Counter x/

/% First,

for(i =
{

a_oldl]i]
a_old2[i]

}

03

store the old accelerations x/
i < N; i++4)

/* Calculate the new accelerations x/

/* Subsystem 1 x/

al|[0] = —(KAPPA/MASS)*(2xx1[0] — x1[1] — x1[N — 1])\
—(LAMBDA/MASS) # (pow(x1[0] — x1[1], 3)

+ pow(x1[0] — x1[N — 1], 3))\

—(k/MASS)*(x1][0] — x2[0]);

for(i = 1; i < N - 1; i++4)
al|[i] = —(KAPPA/MASS)«(2*xx1[i] — x1[i + 1] — x1[i — 1])\
—(LAMBDA/MASS )« (pow(x1[i] — x1[i + 1], 3)
+ pow(x1l[i] — x1[i — 1], 3))\
—(k/MASS)*(x1[i] — x2]i]);
al[N — 1] = —(KAPPA/MASS)*(2xx1[N — 1] — x1[0] — x1[N — 2])\

—(LAMBDA/MASS) * (pow(x1 [N — 1] — x1][0], 3)
+ pow(x1[N — 1] — x1[N — 2], 3))\
—(k/MASS)*(x1[N — 1] — x2[N — 1]);

/% Subsystem 2 x/
—(KAPPA/MASS)* (2xx2[0] — x2[1] — x2[N — 1])\
—(LAMBDA/MASS)  (pow (x2[0] — x2[1], 3)

a2 0] =

for (i =
a2[i]

+ pow(x2[0] — x2[N — 1], 3))\

—(k/MASS)*(x2[0] — x1[0]);

1;

i< N-—1; i++4)
—(KAPPA/MASS) % (2xx2[1] — x2[1 + 1] — x2[1 — 1])\
—(LAMBDA/MASS )« (pow (x2[i] — x2[i + 1], 3)

+ pow(x2[i] — x2[i — 1], 3))\
—(k/MASS)*(x2[i] — x1[i]);
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a2 [N — 1] = —(KAPPA/MASS)*(2xx2[N — 1] — x2[0] — x2[N — 2])\
—(LAMBDA/MASS)  (pow (x2[N — 1] — x2[0], 3)
+ pow(x2[N — 1] — x2[N — 2], 3))\
—(k/MASS)*(x2[N — 1] — x1[N — 1]);

/* Calculate the new speeds */
for(i = 0; i < N; i++)

vi[i] += (ali] + a_oldl1[i])*TAU/2;
v2[i] 4= (a2[i] 4+ a_old2[i])*TAU/2;

/+ Calculate the new positions %/
for(i = 0; i < N; i++)

x1[i] 4= v1[i]+*TAU 4 al[i]|+«TAU*TAU/2;
x2[1] += v2[i]+*TAU + a2[i]|+TAU*TAU/2;

return 0;

}

/% Calculate the energy of a Fermi—Pasta—Ulam chain with periodic
boundary conditions */
double energy(double x[], double v[])

{

double K, V, Va; /« Kinetic and potential energies */
int i; /x Counter x/

/* Kinetic energy */
K= 0;

for(i = 0; i < Nj; i++)
K += MASSx*(v[i]*v][i])/2;

/* Linear potential energy */
V = (KAPPA/2)*(x[0] — x[N — 1])*(x[0] — x[N — 1]);

for(i = 1; i < N; i++)
V 4= (KAPPA/2)x(x[1] — x[i — 1])x(x[1] — x[1 — 1]);

/* Non—linear potential energy */
Va = (LAMBDA/4)*pow(x[0] — x[N — 1], 4);

for(i = 1; i < N; i++)
Va += (LAMBDA/4)xpow(x[1] — x[1 — 1], 4);

return K + V + Va;
}

/* Calculate the temperature of a Fermi—Pasta—Ulam chain x/
double temperature(double v|[])
{

int i;

double T = 0;



CADENAS DE FERMI-PASTA-ULAM

for(i = 0; i < N; i++)
{

T += (MASSxv[i]*v[i])/N;
}

return T;

}

/* Fourier transform of signal z, stored in g x/
int fourier (double x[], double g[])
{

double s[N], c[N];

int i, j;

/* N (size of the z and ¢ arrays) must be defined! %/
for(i = 0; i < N; i +4)

{
s[i] = 0;
cli] = 0;
for(j = 0; j < N; j ++)
{
s[i] += 2*x[j]*cos(2xixPIxj/N)/N;
cl[i] += 2*x[]j]*sin (2+%i%PIlxj/N)/N;
}
}

for(i = 0; i < N; i++)
gli] = sart(slilss[i] + c[ilsc[i]);

return 0;
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