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Abstract en espanol:

En este trabajo se pretende dar una visién de la importancia de las transfor-
maciones de Mobius o transformaciones fracccionales lineales. Para ello se estudian
las transformaciones en el plano complejo ampliado y sus principales caracteristicas.
Con el fin de tener una perspectiva geométrica de la accién de las transformaciones
de Mobius se introducen unas redes circulares que segtin su transformacion por ellas

establecerdn una clasificacién de las transformaciones.

Abstract en inglés:

This work is intended to give a vision of the importance of the transfor-
mations of Mobius or linear fracctional transformations. To this end, we study the
transformations in the extended complex plane and its main features. In order to
have a geometric perspective of the action of the transformations of Mdébius it intro-
duce circular nets that according to its mapping them to establish a classification
of the transformations. In order to have a geometric perspective of the action of
de Mobius transformations some circular nets are introduced and according the way

they are transformed it will be established the classification of the transformations.

Keywords: Transformaciones de Mobius, inversién, circunferencias de Steiner,

redes circulares
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Capitulo 1

1. Introduccion

En este documento se estudia el concepto de transformaciéon de Mobius asi como
varios casos particulares de estas transformaciones: Homotecia, traslacién, rotacién
e inversién. Se detiene el estudio en la inversién dada su importancia, comentando

las distintas propiedades que tiene este tipo de transformacion.

Posteriormente se establecen definiciones como puntos fijos, razén simple de tres
nimeros y orientacién de circunferencias para llegar a las propiedades fundamentales
de las transformaciones de Mobius: Transformacién fraccionaria lineal que conserva
la razoén doble y que dispone de dos puntos fijos como médximo, exceptuando la

identidad.

Por 1ltimo se estudian unas redes de circunferencias o redes circulares que per-
miten ver con més claridad el efecto de la acciéon geométrica de las transformaciones
de Mobius y atendiendo al niimero de puntos fijos se establece una clasificacién de
las transformaciones en sus distintos tipos: Hiperbdlica, eliptica, parabdlica y loxo-
drémica. Se comenta también una segunda clasificaciéon de las transformaciones de

Mobius segun la traza de la matriz que representa cada transformacion.



Capitulo 2

2. Construccién del Grupo de Mo6bius

2.1. Grupo de Mdbius

az+b
cz+d’

Definicién. Decimos que una funcion de la forma w = con a,b,c,d € C,

con la condicion ad — be # 0, es una transformacion de Mobius.

Imponemos la condicién ad — be # 0 para que w sea independiente de z, ya que

en caso contrario
- a(z—i—%) Calzt+yg)
c(z + %l) c(z+2) ¢

Con esta condicién w estard bien definida excepto para el punto z = —%

para c¢ # 0, de hecho Tz tiene un polo simple en —% y es entera si ¢ # 0.

Definicién: Dada una aplicacion f: D — S,si f es analitica en un dominio D
y f'(2) #0 Vz € D entonces f es conforme en D.
Una definicién més general nos dice que una aplicacién es conforme si conserva

los dngulos.

Por tanto las transformaciones de Mobius, w = gjig, son aplicaciones conformes
. . —d Y . .
bien definidas para z # —* y en z = = tiene un polo simple, siendo entera para

c#0.
Una transformaciéon de Mobius también recibe el nombre de transformacién

fraccionaria lineal (LFT en inglés, Linear Fractional Transformation).

Pretendemos realizar una transformacién entre los planos ampliados C =
Cx = CU {0}, para ello se han de tener en cuenta las dos consideraciones

siguientes:



: _ - _d —a =
1 - Si ¢ # 0 entonces w = oo para z = —% y w = ¢ para z = cc.
2-Sic=0,w=o00 para z = oco. La transformacién

az+b

T = = —
= cz+d

ampliada con estos valores se denomina transformacion fraccionaria lineal (LFT
en inglés, Linear Fractional Transformation) o transformacién de Mobius, también
reciben el nombre de transformaciones homogrificas o bilineales y son transforma-
ciones conformes, esto es, conservan los dngulos al pasar de un plano complejo a otro
T:C—C.

Veamos que las transformaciones de Mobius forman un grupo respecto a la com-
posicién

La transformacién inversa es de Mobius también ya que se adapta a la
definicién
T lw=z= M
—cw +a
luego la funcién definida por 7' es biunfvoca. Como ademds se verifica la ex-
istencia de la funcién identidad w = z y la propiedad asociativa (T17%)T3 =
T1(T5T5), diremos que las transformaciones fraccionarias lineales forman un
grupo. Ademads las transformaciones de Mobius son aplicaciones lineales de R?

en R? y son funciones analiticas.

Sea Tz = gjig con ad — bc # 0, para otros valores tales que ad —bc =k # 0

tenemos la transformacion

N
+| +
SR

Shfs

es una expresién similar a la inicial pero

w



ad b ¢ _ad—be_
VEVE  VEVE k

lo cual indica que todas las transformaciones de Mobius pueden expresarse como

1

como matrices de la forma

a b
,con a,b,c,deC y ad—bc=1

c d

A este grupo de matrices se le denomina SL(2,C), grupo especial lineal de ma-

a b
trices 222 con coeficientes complejos y con determinante =1.
c d

El producto de matrices equivale a la composicién de las aplicaciones o transfor-

maciones de Mobius

_az+b I + 3
cz+d yoE= vz + 0
a b a f
definidas por las matrices 1T = S = y por lo tanto ST estd
c d v 9
definida por
Q a b aa+ Bec ab+ fBd
o (o7 _ (eatse ab+p
v o4 ¢ d ya + dc  6b+ dd

de lo cual

a(ijifi) + 8 _afaz+b)+ B(cz+d)  (aa+ fBe)z+ ab+ pd

V(=) 45 y(az+b)+0(cz+d)  (ya+dc)z+b+dd

(5T)(2) = S(T'(2)) =

es decir, la composicién de transformaciones de Mobius se corresponde con el pro-

a
ducto de matrices. Ademds la transformacién definida por T = verifica
c d
1 d _b . . . . .
que T7+ = que es una transformacion de Mobius; y la matriz identi-
—c a



10
dad se corresponde con la transformacién z —

01
conclusién de que el conjunto de transformaciones de Mébius forman un grupo.

1240
0z+1

= 2, y llegamos a la

2.2. Transformaciones particulares

Vamos a ver los diferentes tipos de transformaciones que nos podemos encontrar,

el resto estaran formadas por composiciones de éstas.

- Traslacion. Del tipo w = z + «, con a € C

- Rotacién. Expresion w = kz con k € C, |k| =1

- Homotecia. Expresién w = kz con k € R™. Si k > 1 se llama dilatacién,
si 0 < k < 1 se denomina contraccién. Como para todo k& € C podemos poner
k = |kl % tenemos que cualquier aplicacién de la forma w = kz,k € C, podemos
escribirla como w = kz = |k| %z y por tanto es la composicién de una rotacién
seguida de una homotecia.

- Inversién. Del tipo w = %

az+b
cz+d

Dada una transformacién de Mobius con expresiéon general conc # 0y

considerando ad — bc = 1, escribimos

az+b_ be — ad a
Cz+d_c2(z—i—%)

donde podemos apreciar entonces que una LFT se compone de: Una traslacién z —

z 4+ %, una inversién z — %, una rotacién y una homotecia z — bcc_%lz, seguida de

otra traslacion z — z + %

Definicién. La esfera de Riemann es la esfera unitaria que incluye al punto del

infinito S* = {z € R/ |z| =1}.



Para asociar cada punto del plano complejo con cada punto de S? utilizamos el

concepto de proyeccién estereogréfica.

Definicién. Proyeccion estereogrifica: Es un sistema de representacion grdfico
en el cual se proyecta la superficie de una esfera sobre un plano mediante un conjunto
de rectas que pasan por un foco. En nuestro caso asociamos cada punto del plano
complejo con cada punto de la esfera de Riemann S? de la siguiente manera: Tomamos
el plano 3 = 0 como el plano complejo C y la recta que une o proyecta el polo norte
(0,0,1) de la esfera de Riemann con cualquier otro punto de ella corta a C en un

tnico punto.

Una traslacién de la esfera de Riemann, movimiento de la esfera de un lugar a
otro, supone una traslaciéon en el plano, mover el plano de un lugar a otro.

Un desplazamiento de la esfera a lo largo del eje O X3 supone una homotecia en
el plano complejo.

Una rotacién de la esfera sobre el eje O X3 supone una rotacién del plano.

Una rotacién de la esfera sobre el eje horizontal OX; o OX5 corresponde a una
inversién en el plano complejo

Como

az+b bc — ad a
cz+d - 02(24—4) e
c
tenemos que una transformacién de Mobius puede entenderse como una proyec-
cién estereogréfica de C sobre la esfera de Riemann, seguida de un desplazamiento
(traslacién), una rotacién de ésta (inversién), otro desplazamiento (homotecia) y

posteriormente una proyeccién estereogréfica de la esfera sobre el plano.

Estas equivalencias entre los movimientos de la esfera y del plano se aprecian

muy bien en el video siguiente realizado por la Universidad de Minnesota, video



galardonado con varios premios dada su magnifica realizacion:
https://www.youtube.com/watch?v=JX3VmDgiFnY [12]

Dada la importacia de la inversién vamos a profundizar un poco maés en ella.

2.3. Inversion

Vamos a ver que una transformacién de este tipo transforma circunferencias en
circunferencias o rectas y rectas en rectas o circunferencias. Sea la expresién en el
plano z dada por Az? 4 Ay? + Bx + Cy + D = 0, que representa una circunferencia

si A # 0 o representa una recta si A = 0. De la forma de la inversién tenemos

1 1

w=3=z=;8az=2+1yy w=u+iv, entonces
w 1 N —v
x 1Y = r = ——— —_—_
Y utw w22 YT w2
sustituyendo obtenemos
u —v —v
A 21 A ’+B C D=0=
(u2+v2) * (u2—|—v2) + (u2+v2)+ (u2+v2>+
:A(MHB( Y (Y )4D=0= At 4B o Y
(u2 + v2)2 u2 + v2 w2 + 02 - u2 + 2 w2 + 02 w2 + 02

= A+Bu—Cv+Du?+v?)=0= A+ Bu—Cv+Du®>+Dv?=0

Vamos a ver segin los valores de A y D qué es lo que se estd manejando en

la transformacion:

+D =0=



Si

Plano z

Plano w

A#0,D#0 Circunferencia que no pasa por el origen Circunferencia que no pasa por el origen
A+#0,D =0 Circunferencia que pasa por el origen Recta que no pasa por el origen
A=0,D+#0 Recta que no pasa por el origen Circunferencia que pasa por el origen
A=0,D=0 Recta que pasa por el origen Recta que pasa por el origen

Se muestran varias inversiones de rectas y circunferencias en las siguientes figuras.

*Seaw =Tz = 1Vz e C, T(T2)

circunferencia unidad)

2y Tz =z2<+= |zl =1 (zesla

* Las rectas que pasan por el origen se transforman en rectas que pasan por

el origen

* La inversién de la circunferencia unidad C [(0,0), 1] en el plano z es ella

misma en el plano w. Veamoslo, sea una circunferencia en el plano z, definida por

la ecuacién 2 + 3% = R?, con z = x + iy, sea la inversién w =

z=x4+1y y w = u -+ v, entonces

y por tanto

U —

1 -1
;:}Z_

-, con

U — v

x+iy:u+iv

r =

(u+v)(u—iv)  u2 402

u

—v

= —— yzi
u? + 2’ u? + v?

por lo que la ecuacién de la circunferencia resulta en la inversién




u
u2 + v?

v

1
7u2+v2)2:R2<:>u2+v2:(—

= () + o’

que es una circunferencia en el plano w centrada en (0,0) y radio %, C [(0,0), %]
como querfamos ver.

* Las circunferencias que pasan por el origen son transformadas en rectas
que no pasan por el origen y viceversa. En la Fig. 2-1 las circunferencias 3 y 4 son

invertidas en las rectas 3’ y 4’ respectivamente.

Fig. 2-1

* Si dos circunferencias son tangentes, o una circunferencia y una recta son
tangentes, entonces sus imdgenes invertidas también lo son. En la Fig. 2-2 la cir-
cunferencia 1 es tangente a la circunferencia unidad y a dos rectas que pasan por el
origen, por tanto su imagen 1’ es también tangente a las imagenes de las dos rectas

y a la imagen de la circunferencia unidad.



g1

I

Fig. 2-2

* Una circunferencia es ortogonal a la circunferencia unidad C [(0,0),1], siy
sélo si, las tangentes en cada punto de corte son perpendiculares y pasan por el centro
de las circunferencias. En la Fig. 2-3 la circunferencia 2 corta perpendicularmente a la
circunferencia unidad y se invierte en la circunferencia 2’. Los puntos de interseccién
de 2 con la circunferencia unidad se sitdan sobre dos rectas tangentes a 2 y que

pasan por el origen.

10
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67

Fig. 2-3

Ejemplos relacionados.

_Z
z—1’

Ejemplo 1. Sea la transformaciéon w = determinemos la imagen de la

circunferencia |z| = 1 en el plano w

Solucién. w = = = wz —iw -2 =0 = z(w—-1) =iw = 2z =

w—1"
W
w—1

como |z| =1 = ‘ =1 = |w| = |w— 1|, sustituyendo w = u + iv obtenemos
u? +v? = (u—1)>+v? = u = 3; y por tanto la imagen de la circunferencia |z| = 1
por w = % es la recta u = %

Ejemplo 2. Sea la transformacién w = %, determinemos la imagen del
semiplano y > 2x

.. _ oz _ w
Solucién. w = =% = z = 5

i(u+iv)  —v+iuw  (—v+tw)[(u—1)—iv]  v+i(u 40 —u)
utiv—1 (u—1)+iv (u—1)2 4+ 02  (u—1)2 402

v u? +0r—u
(w—1)2 02’ v= (u—1)2 + 02



luego la imagen del semiplano y > 2x por w = -=; es

u? 4+ 02 —u S 2v
(u—1)2 402 7 (u—1)2 402

<:>u2+v2—u—2v20

vamos a completar cuadrados para hacer

1
u2+v2—u—2v:(u—a)2—|—(v—b)2:>b:1,a:§

y finalmente sustituyendo

1 1
u2+v2—u—2v:(u—§)2+(v—1)2—1—1

por lo que (u— )2+ (v—1)% > 2 que resulta ser la parte exterior de la circunferencia
(3.1, %

Es por esto que cuando hablemos de transformaciones de Mobius utilizaremos
el sentido amplio de circunferencia: Circunferencia o recta, no haremos distinciones
entre ellas a no ser que se indique de manera implicita.

A continuacién expondremos otros ejemplos de lo que hemos visto.

Ejemplo 3. Determinemos la imagen del cuadrado de vértices a = 1,b =

1+1i,¢c =1y d=0, mediante la aplicacién f(z) = (1 +1i)z+3
Solucién. La aplicacién dada transforma el cuadrado anterior de vértices
a=1,b=1+i,c =14y d=0en el cuadrado de vértices a’ = 4+, = 3+2i,c = 2+1
y d’ = 3. Esta transformacién puede ponerse como composicién de estas dos: SoT con
Tz = (141)zy Sz = Tz+3 que son una semejanza y una traslaciéon respectivamente.
1+i=+2e7"es la semejanza (cambio de escala, mantiene la forma y cambia
el tamano), que es a su vez composicién de una homotecia (transformacién w =
kz) de razén v/2 y de la rotacién de centro el origen y dngulo 7- Por lo tanto la

transformacion dada es la composicion de una homotecia y una traslacién.

12



Ejemplo 4. Razonar por qué la simetria z — Zz no es una transformacién
de Mobius

Solucién. Procederemos por reduccion al absurdo, suponemos que z — Z es

una transformacién de Mobius = 3 a,b,¢,d € C / z = Z'Zzig Vz e C=CU {oo}; si

z € R = Z = z de manera que z es un punto fijo de la transformacion, luego ésta

tendria infinitos puntos fijos y esto solamente ocurre cuando b = ¢ =0y a = d. Por

az+b _ az __ A c .y, - .
] =% =2 Vz € Cy esto es una contradiccién pues 7= —1i # i.

tanto z =

13



Capitulo 3
3. Propiedades basicas

3.1. Razén simple de tres puntos

Definicidén. Sean zi, zo y z3 tres puntos de plano complejo C. La razén simple de
esos tres puntos representa el cociente entre los dos segmentos en que queda dividido

Z122 cuando es dividido por z3. Representamos la razén simple de z1,zo y z3 como

23—Z21

(21, 22,23) y su expresion es (21, 22, 23) = ot

Las aplicaciones afines, las que son de la forma w = az + b, conservan la razén

simple:

T(z3) — T(z1) _ (az3 +b) — (az1 + b)
T(z3) (az2+b)— (az3+b)

az3 — azy z3 — 21

= = = (21, 22, 23)
azo — azs zZ9 — &3

az+b

no conservan la razén sim-
cz+d

Las transformaciones fraccionarias lineales, w =

ple como veremos seguidamente. Sea la transformacién de Mobius

az+b
cz+d’

Tz = w = y vamos a suponer que estd normalizada para facilitar los

célculos, es decir ad — bc = 1, entonces tenemos

az3+b _ azi1+b
(Zl) cz3+d cz1+d

T
T() ~T(as)  oozth - eait

_ ((az3 4+ b)(cz1 +d) — (az1 + b)(cz3 +d))(cz2 + d)(czz +d)
(czs + d)(cz1 + d)((aza + b)(cz3 + d) — (azs + b)(cza + d))

14



_ (cza +d) acz123 + adzs + bezy + bd — acziz3 — adzy — bezs — bd
N (cz1 4+ d) aczazs + adza + bezg + bd — aczezs — adzg — bezg — bd -

~ (cz2 +d) 23(ad — bc) — z1(ad — be)
"~ (cz1 +d) 22(ad — be) — z3(ad — be)

como ad — bc = 1 obtenemos

_ (cza+d) z3— 21
"~ (cz1+d) 2 — 23

es decir
(czo + d)
(cz1 + d)

la razén simple no se conserva por las transformaciones de Mobius.

(T'(21), T(22), T(23)) = (21, 22, 23)

czo+d
) cz1+d?

Sin embargo como en esta 1iltima expresion el primer operador no depende

de z3, tendremos que el cociente de dos razones simples si es conservado:

(T(21),T(22),T(24)) _ (21, 22, 24)
(T'(21),T(22),T(23)) (21, 22,23)

Una vez definida la razén simple de tres puntos del plano complejo vamos a

precisar el concepto de razén doble de cuatro puntos.

3.2. Razén doble de cuatro puntos

Definicién. La razén doble de cuatro puntos (cross ratio en inglés) distintos de

C, 21,22,23,24, la representamos como (z1, 22,23, 24) y la definimos como el cociente
de dos razones simples de la siguiente manera
(21, 22, 24)

Z1,%92,23,24) —
(21, 22, 23, 24) (21, 22, 23)

15



y como sabemos que el cociente de dos razones simples se conserva obtenemos

(21, 22, 23, 24) = (21, 22, 24) _ (T'(21),T(22),T(z4)) _
. (21,22,23)  (T(21),T(22),T(23))

= (T(z1),T(22),T(23),T(24)) = (w1, w2, w3, wy)

obteniendo que la razdn doble es invariante respecto a las transformaciones de Mébius.

Si 21,220,723 son tres puntos distintos del plano complejo ampliado C' = C, =
C U {0}, existe siempre una transformacién fraccionaria lineal que los transfor-
ma en 1,0,00, de manera que si ninguno de los tres es infinito se verifica que

(T(2),T(z1),T(22),T(23)) = T(z). La explicacién es la siguiente:

T(z1)=1,T(22) =0, T(z3) =00

)

(w,wy,wa,ws3) = (T(2),T(21),T(22),T(z3)) =

T 1 1)  lm T(z)

T T() - T(es) i s (- Te) = T = w

Hay varias maneras de expresar la razén doble de cuatro puntos segtin el orden en
que coloquemos los nimeros a evaluar, en este documento se utilizard la expresiéon del

libro de Ahlfors que es una de las mds utilizadas y en el que para la razén (z, 21, 22, 23)

16



entiende que las imagenes de los puntos distintos 21, 2o 23 son T'(21) = 1, T'(22) = 0,

T(z3) = oo. Utilizando esta notacién se obtiene

21— R3 22— 24

(21, 22,23, 24) =
21 — 24 72 — 23

De esta forma T estd bien definida, pues dada otra transformacién lineal S que

también lleve 21 29 23 a 1,0, 00 se tendria
ST Y1) =5(z1) =1,8T710) = S(22) =0y ST L(00) = S(z3) = 0

conloque ST ' =Id= S =T.
En el contexto de las transformaciones fraccionarias lineales o de Mobius
escribiremos de manera indiferente 7'(z) y Tz, y suponiendo ademds que T'(z1) = 1,

T(z2) =0, T(z3) = o0.

z—2z2 21—23

* e _
T puede escribirse como Tz = a2

, de manera que si 21,22 0 23 es

Z—Z2 Z1—Z3 Z—Zz2
z—z23? z—z3 21—22

infinito, Tz se reduce respectivamente a

*Consideremos z, 21, 22,23 cuatro puntos distintos de C’, vamos a definir la
razén doble de (z, z1, 22, 2z3) como la imagen de z por la tnica transformacién frac-
cionaria lineal que lleva z1 22 23 a 1,0, co.

Teorema 3.2.1. Si 29, 23, 24 son tres puntos distintos de C y T es una transfor-
macion lineal entonces (21, z, 23, 24) = (T(21), T(22), T'(23), T(24)) V21 € C.

Demostracién: Sea Sz = (z, 22, 23, 24), si hacemos M = ST~ tenemos M (T'zp) =
1, M(Tz3) = 0,M(Tz) = co y entonces ST 'z = (2,T2,T23,T24) V2 € Cyen
concreto si z = T'z; tenemos el resultado. c.q.d

Teorema 3.2.2. Si zo, 23, z4 son puntos distintos de C Y Wo, W3, Wq SON puntos
distintos de C entonces existe una tnica transformacion lineal S tal que Sz =
Wy, Szz = w3 y Szq4 = wy.

Demostraciéon: Si tenemos las transformaciones Tz = (z,29,23,24) y Mz =

(2, wa, w3, wy) y escribimos S = M 1T entonces S es la transformacién que buscamos
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va que Szg = M~ 1T (2) = M~Y(1) = wy , Sz3 = M 1T(23) = M~1(0) = w3 y
Szy = M~'T(z4) = M~Y(c0) = wy, ademds si R es otra transformacién que verifica
Rzy = wy, Rzs = w3 v Rzy = wy entonces R™1S tiene tres puntos fijos 22,23,24 v
por tanto R~!S =1Id, R=S. c.q.d

Proposiciéon 3.2.1. Sean z1, 22, 23, 24 cuatro puntos diferentes de C’, la razon
doble (z1, 22,23, 24) es un numero real si y sdlo si todos los puntos son conciclicos o
estan alineados.

Demostracién: Desde un punto de vista geométrico es l6gico ya que

Rl — R3 22— 24

21 — 23 22 — 23
= arg(21, 22, 23, 24) = arg r
21 — k422 — 23 21 — %4 22 — %4

(zla 224523, Z4) =
es 0 6 £, luego los puntos se encuentran en una recta o en una circunferencia. Desde
un punto de vista analitico veamoslo: Sea S : C — C definida por Sz = (z, 22, 23, 24)
con Szy = 1,823 = 0,524 = 0o, entonces S~1(R) = {z € C/(z, 22,23, 24) € R}. Sea

z=S"1w=— w= Sz Sea

az+b _ az+b az—+b
——— W ERE= w=w<= =
cz+d cz+d ¢z+d

z =

— (a¢ — ca) |2)* + (ad — ¢b)z + (bc — da)z + (bd — bd) = 0

Si a¢ — ca = 0 es la ecuacién de una recta y si a¢ — ca # 0 se divide la ecuacién
— — 2 — .,
por ac — ca resultando |z|° + Az + AZ + B = 0 que representa la ecuacién de una

circunferencia, despejando obtenemos B = —(|z|*> + Az + AZ). Entonces
e+ A =+ A)(E+A) = |2+ A2+ Az+ |A? = |A? - B

por tanto |z|> + Az + Az + B = |z+Z|2 — |A? + B que es la ecuacion de una
circunferencia. c.q.d.

Recordemos que cuando hablamos de transformaciones de Mobius utilizamos el
sentido amplio de circunferencia: Circunferencia o recta. Entonces segin acabamos

de ver una LFT transforma circunferencias en circunferencias.
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Sea I' una circunferencia en @, S una LFT, z9, 23,24 puntos distintos de I' y
sea w; = zj para j = 2,3,4, podemos asegurar que S( I') = I", siendo Iotra
circunferencia, ya que para cualquier z € C = (z,29,23,24) = (Sz,we, w3, wy)
por el Teorema 3.2.1, y a su vez ese término es igual a (Sz,Szg,Sz3,524). Por la
proposicién anterior si z € I' = (z, 22,23,24) y (Sz, w2, ws,wy) son reales, lo que
indica que Sz € T". c.q.d.

Ejemplos.

Ejemplo 1. Se pretende encontrar una transformacion lineal que lleve 0, 4, —¢

al,—1,0

Solucién. Sean a,b,c,d € C / ad —bc #0 y Sz = ‘Cljis que verifique
S(0)=1,5(i) = -1y S(—i) =0, es decir,

ai+b_
ci+d

_b_

S(0) = = = 1,5(i) = —aitb

TS g

obtenemos: b=d, ai+b=—-ci—d,b=ai=b=d=aiy 2ai = —ci —ai = b=

— i = _ azt+b _ aztai _ _z+4i C
d=ai,c = —3a, luegoS(z)—‘Z;rd—_“gaz‘fﬁi—_gzii VzeC

Ejemplo 2. Sea el cuadrildtero con vértices consecutivos z1, 22, 23, 24 situa-
dos sobre una circunferencia. Vamos a comprobar que se verifica la siguiente igualdad:
|21 — 23] |22 — 24| = [21 — 22| |23 — 24| + |22 — 23] |21 — 24]

Solucién. Si alguno de los z;,7 = 1,2, 3,4 son iguales la igualdad es clara,
supongamos por ejemplo zo = z3 tenemos |21 — 22| |22 — 24| = |21 — 22| |22 — 24| + 0 e
incluso para z; = z4 : |21 — 23] |22 — 21| = |21 — 22| |23 — 21]- Si todos los coeficientes
son distintos dividimos ambos miembros de la igualdad por |zo — 23| |21 — 24| v se

obtiene en funcién de las razones dobles el siguiente resultado:

|21 — 23| |22 — 24| |21 — 22| [23 — 24

= + 16 [(21, 22,23, 24)| = 1 + |(21, 23, 22, 24)
|22 — 23] [21 — 24| |22 — 23] |21 — 24
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Sea T una transformacién de Mobius con T'zo = 1,723 = 0,124 = 00, ponemos
w = Tz = (21, 22,23,24), entonces w € R ya que T'z; es conciclico con 1,0,00 y
ademds w > 1 por la ordenacion de z1, 29, 23, z4. Tenemos entonces (21, 23, 22, 24) =
(w,0,1,00) = w — 1 resultando finalmente: 1 + |(z1,23,22,24)] = 1 + |1 —w| =
1+w—1=w = |(z1, 22,23, 24)|, es decir |(z1, 23, 22, 24)| = |(21, 23, 22, 24)| c.q.d.
Geométricamente la igualdad del enunciado es el teorema de Ptolomeo: El producto
de las diagonales de un cuadrildtero ciclico es la suma de los productos de los lados

opuestos (Fig. 3-1).

Fig. 3-1. Cuadrildtero ciclico

Propiedades principales de la razén doble:

1. (21,292,23,24) = (21 —@,29 —a,23 —a,z4 — a) Ya € R

Demostracion.

(zl_a,ZQ—a,Zg—a’z4—a): (Zl_a)_(2’3—a)(22—a)—(z4—a) _

(21 —a) = (24 —a) (22 —a) — (23 — a)

Rl T R3R2 — R4
- - (21,22,23,24)
21 T R4 22 — 23

20



2' (21722723724) = (i i e 7)

Demostracion.

21 24 29 23
_ A T _ (mmm)(—2) (s a)(z—22) _
HE—a 21227324 ' 21227324

2124 2223

_ ozl ) (z1—z)(z2 ) (21, 22, 23, 74)
(24 —21)(23 — 22) (21— 24)(22 — 23) 1,22, 23, “4

3. (21, 22,23, 24) = (kz1,kzo,kz3,kzg) VEER
Demostracion.

kzy — kzg kzg — kzy
k1, ko, kizg, kza) = -
( Z1,K29,KZ23, 24) k;Z]_ — k24 k}ZQ - kZS

_ k(21 — z3) k(22 — z4) _ (21 — 23)(22 — 24) (o1, 20, 70, 72)
k(zl - 24) k‘(ZQ — 23) (Zl — 24)(22 _ 23) 1,22, %3, %4

3.3. Puntos fijos

Definicién. Sea w = T'(z) una aplicacion cualquiera, se dice que un punto z1 es
un punto fijo de T' si T'(z1) = z1.
Para el caso particular de las transformaciones de Mobius tenemos el siguiente

teorema.
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Teorema 3.3.1. Si T'(z) = gjf_s es una transformacion de Mdobius, es decir, se

verifica ad —bc # 0, y T no es la identidad = T fija a lo mds dos puntos.

Demostracién. Si z es un punto fijo de T podemos escribir

b
T(z):az—i— :z{:)az+b:c,22—|—dz<:>cz2+(d—a)z—b:0
cz+d

que es una ecuacion de segundo grado tal que para ¢ # 0 tiene a lo sumo dos
soluciones. Para el caso en que ¢ = 0, la ecuacién cz? 4 (d — a)z — b = 0 pasa a ser
(d —a)z — b =0, que tiene una dnica solucién para d — a # 0.

Y para el caso en que ¢ = 0y d —a = 0 la ecuacién cz2 + (d — a)z — b = 0 se
reduce a b = 0 y quedaria T'(z) = % = % = 2, que es la transformacién identidad
y que como ya sabemos tiene infinitos puntos fijos.

De todo esto hemos obtenido que una transformacion de Mobius fija a lo més dos

puntos salvo que sea la identidad.

3.4. Simetria

Una transformacién fraccionaria lineal o de Mobius con coeficientes reales, T,
transforma el eje real en sf mismo. Si z = u + v, su simétrico respecto al eje real es

Z =u — v y entonces Tz y TZ son simétricos en el plano w ya que

au +iav+b  (au+0b) +iav

au —iav +b  (au+0b) —iav
cu+icv+d  (cu+d)+icv Y

T(z) = =
(2) cu—icv+d  (cu+d)—icv

En general si T transforma el eje real en una circunferencia C, los puntos w = T'z
)
y w* =T Z son simétricos respecto a ella.
Definicién. z y z* son simétricos respecto a una circunferencia C' que pasa por

Z1,%2,%3 < (2*7'217'22723) = (Z> 21722723)'
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Los puntos que se encuentran en C' son simétricos de s{ mismos. La transforma-
cién z — z* es biunivoca y se denomina reflexidn o simetria respecto a C. Veamos
los principales casos posibles:

- Si C' es una recta, elegimos z3 = oo.

Z— 2221 — X3 zZ — 22

(2,21, 22, 23) = Z— 2321 — 29 21— 2o

.22 _ 2% ; i * — |y —
y por tanto tenemos: Z=22 = Z—2 lo que implica [2* — 23| = |z — 22|. Como 23 € C

éste puede ser cualquier punto de la recta C, lo que implica que z y z* equidistan de

., *__ —
todos los puntos de C, ocurre también que Im ;732 = —Im 222

—— Z1—29 que sugiere que z

y z* se encuentran en semiplanos diferentes respecto a C. De todo esto concluimos

que C es la mediatriz del segmento que une z y z* (Fig. 3-2)

C

Fig. 3-2. C es la mediatriz del segmento zz*

- Si C es una circunferencia de centro a y radio R, C(a, R), z; € C para

R2

2i—a

i=1,2,3, tenemos (z; —a)(z —a) = |z —a* = R? =% —a = entonces por la

primera propiedad de la razén doble y sustituyendo los valores de z; — @,

R2 R2 R2
"z1—a 'z —a z3—a

(Z,Z]_,ZQ,Z?)):(Z—CL,Zl—CL,ZQ—CL,ZS—a):(z_a
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y por las propiedades segunda, tercera y primera respectivamente:

(z-3 R2 R? R2 )= ( 1 Z1—a 23— @ zg—a)
zZ—a — _
"z1—a' 2z —a 23 —a z—a R?2’ R?’ R?

R? R?
=( —, 21 —a,23 —a,23 —a) = (—— + a, 21, 22, 23)
Z—a Z—a

2 . ) .
zlia + a,z1,29,23) y por tanto el punto simétrico de z es

luego (z,21,22,23) = (

2
Z* = ,R,
zZ—a

+ a, es decir,

Resulta que

z*—a

|z* —al|lz—al=R? y >0

z—a
con lo cual z y z* estdn en la misma semirecta a partir de a (Fig. 3-3). El punto

simétrico de a es oo.

Fig. 3-3. Reflexién en una circunferencia
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Teorema 3.4.1. Principio de simetria. Si una transformacion lineal lleva una
circunferencia C1 a otra circunferencia Co entonces transforma cualquier par de
puntos simétricos respecto a C1 en otro par de puntos simétricos respecto a Cs.

Las transformaciones lineales conservan la simetria: Si C] es es el eje real y z y
2* son simétricos, mediante una transformacion lineal con coeficientes reales se lleva
el eje real Cy en si mismo, haciendo que que Tz y TZ sean nuevamente simétricos;
si C1 es es el eje real y z y 2z* son simétricos, mediante una transformacién lineal
llevamos C; a una circunferencia Co, Tz y T'Z son simétricos. Estos dos ejemplos son
ciertos por la propia definicién de simetria, en otros caso se utiliza una transformacién
intermedia que transforma C en el eje real.

Lema 3.4.1. La reflezion lleva circunferencias a circunferencias (en sentido am-
plio).

Demostracién. La reflexién es la composicién de dos transformaciones, una

. ., _ ., . R2
conjugaciéon z — z y una transformacién lineal de la forma z — == + a, ambas
transformaciones llevan circunferencias a circunferencias y por la tanto la composi-
cion, es decir, la reflexién, lleva circunferencias a circunferencias. c.q.d

Lema 3.4.2. Supongamos que las circunferencias C1 y Cy son simétricas respecto
a la recta l, y sea Cs la imagen reflejada de C1 respecto a Co. Entonces Cs es también
stmétrica respecto a la recta .

Demostracién. Sin pérdida de generalidad suponemos que [ es el eje X y el

. . 2
centro de Cy es el origen. Si z € C7 y 2* € C3 como z* —a = zlia y a = (0,0)
2 _ _ _
tenemos que z* = % y por tanto 2*Z = R?, luego zZ € C; = z* € C3, esto es, C3 es
simétrica respecto a [ (es el caso de z y z* simétricos respecto de una circunferencia

de radio R y centro el origen= (2* — a)(z —a) = R? = 2*z = R?). c.q.d

Fl principio de simetria es utilizado normalmente para encontrar una transfor-

macion lineal que lleve una circunferencia C' a otra C’. Para ello imponemos que tres
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puntos z1, z2, z3 situados sobre C' se transformen en tres puntos wi, we, w3 que estén
sobre C’, de esta manera la transformacion es Tz, z1, 22, 23) = (w, w1, wa, w3) =
(2,21, 22, z3). Operando de otra manera podemos también determinar la transforma-
cién exigiendo que un punto z; de C se transforme en un wy de C’ y que un z3 que
no pertenezca a C se transforme en un wy que no esté en C’, como el punto simétrico
de 29 respecto a C, 23, tiene que corresponder con el punto simétrico de wy respecto
a C' w3, la transformacion ha de ser (w, w1, w2, w3) = (2, 21, 22, 23 ).
Ejemplos.

Ejemplo 1. Veamos que toda reflexion lleva circunferencias a circunferencias
(entendiendo circunferencias en sentido amplio, circunferencias o rectas).

Solucién. Sea lareflexiéon z — z* = g(z) se define por medio de (z*, 21, 22, 23) =
(z,21,292,23). Sea T una transformacién fraccionaria lineal o de Mobius tal que
Tz = 1,Tz = 0,T23 = oo y sea f(z) = z. Tenemos entonces que Tz* = Tz y

g=T"1ofoT yaque
9(2) = (THT)(2) =T H(f(T(2) =T H(T2) =T~ H(Tz") = 2*

Como sabemos que T transforma circunferencias en circunferencias basta ver que
f hace lo mismo.

Una circunferencia que no pase por oo tiene la forma |z — a| = r y es transformada
por f en r = |Z—a| = |z — @] que es otra circunferencia. Si la circunferencia pasa
por oo, es decir, es una recta, tiene la forma z = x 4 iy con ax 4+ by + ¢ = 0 con
a,b,c € Ry es transformada por f en z = x — iy con ax — by + ¢ = 0 que es también
una recta (una circunferencia que pasa por o).

Ejemplo 2. Determinemos las simetrias del eje imaginario y de la circun-
ferencia |z| = 1 respecto de la circunferencia |z — 2| = 1.
Solucién. Sabemos que la reflesién o simetria respecto de una circunferencia

es: (2%, 21, 29,23) = (2,21, 22, 23), obtenemos para una circunferencia de centro a y
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. 2 .
radio R: 2* = £— + a, en nuestro caso el punto simétrico de z es z* = =1 + 2.
z-a ’ z—2

La reflexién del eje imaginario es una circunferencia simétrica respecto al eje X
(lemas 3.4.1 y 3.4.2). Mds aun, 0* = ﬁ +2 = %,oo* = % + 2 = 2, ambas
imdgenes se sitian sobre el eje X, de tal manera que la imagen del eje Imaginario es

‘z — %} = % (Fig. 3-4) . Se podria resolver también de la siguiente manera:

R? R?
= ta=—z2==——+4a,z2€Imz<=2+2=0
zZ—a z*—a
tenemos que
R? R?
z24+z2=0= (=—+a)+t(z——=+a)=0
z¥—a Z —a
Sustituimos z* = w para simplificar operaciones,
R? R?
a)=0
(m—=ta)+(—+a)
operando obtenemos
R? —a(a +a)

a-+a

_ \/(RZ_a(a+a))2+R2_aa

’w—i— —
a-+a

y sustituyendoa =2y R=1

12 -2(2+2) \/12_2(2+2) 711
= — = (———)P+ 12 -2 = w— | ==
'““L 242 N R
luego la reflexion del eje Imaginario respecto de la circunferencia |z — 2| = 1 es
7 1
|z —4l=1
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Fig. 3-4. Circunferencias |z —2| =1y |z — §| = §

La reflexién de la circunferencia |z| = 1: Tenemos

N R? R? R?
=4t a=>z2==—+a=——+4a
Z—a zT—a w—a

* . . . R? .
para 27 = w, entonces para la circunferencia |Z| =1= ’m—a + a‘ =1 y operando

llegamos a
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X
Fig. 3-5. Circunferencias |z —2| =1y |z — 3| = 3

Ejemplo 3. Determinemos la transformaciéon de Mobius que lleva la circun-
ferencia |z| =2 a |z + 1| = 1, el punto —2 al origen y el origen a i.

Solucién. Sea C1 la circunferencia |z| = 2 y Cs la circunferencia |z 4+ 1] = 1.
Sea S la transformacién de Mobius o LFT que lleva C7 a C5 y en la cual —2 es

transformado en 0 y 0 es llevado a i. (Fig. 3-6).

29



=3

e
N

N

Fig. 3-6

+00 es el simétrico de 0 respecto de C1 (ya que 0 es su centro) y 0 se lleva a i por

la LFT=-El transformado de co mediante LFT es el simétrico de ¢ respecto de Co.

4 x _ R? : _ . * 1
Tenemos la férmula 2* = = + a, aplicando R =1y z = ¢ tenemos 2* = 77 — 1
luego z* = ﬁ = _12”, por lo que Sz estard definida por
—1+414
S(=2) =0, S(0) =14, S(o0) = 5
como Sz = ‘Clzz_ts utilizando esas tres condiciones:
—2a+b
S(—2):0:%:>Comoa:1:>b:2
—1+7 a 1 2
S = = - = - = =
(00) 2 c c ¢ —14:
2 2)(—1+14 2(—1+1 2 2
So— fH2 _LEEDELRD g, 201HD 2, 2
—f5z4+d  2z+d(-1+14) d(-1+13) d i

(z42)(—1441)

Resultando finalmente la expresién para S como Sz = e+
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Ejemplo 4. Queremos encontrar una expresién general para una LFT que

transforme la circunferencia |z| = R en si misma

Solucién. Sea ¢ una LFT que fija |z| = R. Sea ¢? = % tal que la funcién
z — e9¢(2) fija el punto z = R ya que e?¢(R) = (%)QS(R) = R. Seaa = e‘ie@

y ¥U(z) = R;%%]j?. Entonces tenemos z — W(e ¥¢(2)) fija 0y R y también fija
|z| = R. Como la transformacién dada por la reflexién en una circunferencia depende
solamente de la circunferencia, esta transformacién debe conservar parejas de puntos
que son simétricos bajo la transformacién |z| = R. Como 0 y oo son simétricos y

T(e p(0)) = 0 tendra que ser ¥(e ?p(c0)) = oco. De esta manera tenemos una

LFT que fija tres puntos y por tanto es la Identidad y entonces W(e=?¢(z2)) = z, lo

. . 0 ., _ 2
que implica ¢(z) = ¥ ~1(z). La solucién es que U~1(z) = % y por tanto el
_ i Rz+aR?
resultado final es ¢(z) = " “5H2 =
Ejemplo 5. Determinar una transformacién lineal que lleve [z] = 1y
‘ o l} _ l . f L. 2 . ) 1 1 . 1 . d. .
z — 7| = 7 a circunferencias concéntricas y razone la relacién entre los radios.
Solucién. Elegimos una transformacién que sea de la forma Sz = .~ ,a €
R, de manera que Cy : |z =1y Cy: |z — %‘ = % sean transformadas en circun-

1

z—a’

ferencias concéntricas. Ponemos w = o € R = z = L+, entonces vamos
a buscar la imagen de una circunferencia |z —a| = r bajo la transformacién S.
|z—al|=r<= |2 +a—a|=r, seab=a— a entonces
1 - 9
‘w—b‘ =r<=|l-bw|=rlw < (1 -bw)(l —bw) = r*ww

operando<=> (12 — |b|*)ww 4 bw + bw — 1 = 0, para r # |b| se sigue la cadena de
equivalencias como

b b 1 b b r?

w
e L e e

b
r2 — |b]?

<:>'w—|-

r2 — |b|2
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Asi C : |z —a| = r es transformada en una circunferencia centrada en —ﬁ

con radio W. Ahora aplicamos este resultado para Cj : [z| =1l cona =0y r =
1,b = a—a = —ay tendremos que la circunferencia C es llevada a la circunferencia
centrada en ——% = —2 . ahora aplicamos para Cs : ‘z— l} =la=1r=1

2 b2 T—a2) p p 2 ] 1 1 4

luegob=a—a = i —a 'y tenemos que Cy se transforma en la circunferencia centrada

en ~
b B - -« 4o — 1

2o R —(t—a)?  20(1-20)

AN

Entonces para que las circunferencias C7 y Cs sean llevadas a circunferencias

concéntricas:

Q 4o — 1
= 20%2(1=2a) = (1 — o) (da—1 =2+
ot = Gall ) ?(1-2a)=(1-a*4a—-1)=a V3

Luego podemos encontrar al menos dos transformaciones lineales S7 y So que

. . , . . _ 1 — 1
lleve C7 y C5 a circunferencias concéntricas: S1z = pC ey y Sz = eV El
radio de la imagen de C] es 11 = |T2j‘b‘2| = ‘1_1a2‘ y el radio de la imagen de Cs es
1
r 1
T2 = 2 = 1 il 2
‘r2—|b|‘ %6 — (1 — @)?|

Por tanto la razén entre los radios es

7‘1_ 4
ry |1 — a2

1 1

2 — 4o
I A 2
6 G~

1—a?

1 2 —4da
— =
"y 1—a?

4o (2 — 4a)| = « =1

11

41— a2
— { L — =1

y esto ocurre para o = 2 + /3, asf m =27 V3 para el caso de S1z = prrywy: I

rn_9_ _ 1

=2 V/3 para el caso de Spz = TV

Es importante observar que la razén de los radios no se conserva bajo la inversién.
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3.5. Circunferencas orientadas

Sea la transformacion fraccionaria lineal Sz = 2%% con ad — be # 0 = S’z =

cz+d
ad—bc
(cz+d)2 7 0.

La funcién w = Sz es una aplicacién conforme para z # _Td, z # 00 y entonces
si tenemos dos circunferencias que se cortan en el plano z, sus transformadas en w
seran dos circunferencias que se cortan con el mismo éngulo, ademds la orientacién
de los dngulos se conserva.

La orientacién de una circunferencia C estd determinada por tres puntos que se
sitian sobre ella, z1, z9, z3; si z no estd en C, se dice que z estd a la derecha de C si
Im (z,21,292,23) > 0y estd a la izquierda de C si Im (z, 21, 22, 23) < 0. Solamente
hay dos orientaciones diferentes, derecha e izquierda, y la orientacién es la misma
para todos los tripletes de puntos z1, 22, 23 situados sobre la circunferencia.

Como la razén doble se conserva por las transformaciones lineales, para Sz =

(Sz,821,S22,S23) = (2, 21, 22, z3) solamente tenemos que considerar el caso en que

C es el gje real, en cuyo caso para (z, 21, 29, 23) = Zzzis operamos y obtenemos
ad — be
Im Sz =Im(z, 21, 22,23) = ———5 Imz
lcz +d

Extraemos una conclusién importante: Hablar de derecha y de izquierda es lo mis-
mo que hablar de semiplano superior e inferior y, segin la tltima igualdad obtenida
va a depender del signo de ad — bc.

Una transformacién lineal lleva una circunferencia orientada por zi, 22, z3 a una
circunferencia orientada por Szj, Sz, Sz3 y ademds por la invarianza de la razén
doble, la derecha y la izquierda de la circunferencia en el plano z corresponden a la
derecha y la izquierda de la circunferencia imagen en el plano w.

Para el caso particular de dos circunferencias tangentes, aquellas que inicamente

tienen un punto en comtin y se cortan en un dangulo 0°, mediante una transformacion
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lineal llevamos el punto comin al oo convirtiendo las circunferencias en dos rectas
paralelas en w, y segin estén orientadas las rectas asi estardn orientadas las cir-
cunferencias en z. En el caso en que C sea una recta, determinamos su orientacién
por zi, z2,00, por lo que los puntos a la derecha serdn aquellos que verifiquen: Im

Z—Z
(2,21,20,23) = Im =22

> 0. La orientacién de una circunferencia varia de unos
autores a otros pero una vez establecida ésta no cambia para cualquier terna de
puntos.

Ejemplos.

Ejemplo 1. Veamos que si 21, 22, 23 24 son puntos sobre una circunferen-
cia entonces, 21,2324 ¥ 22, 23,24 determinan la misma orientacién si y solamente si
(21, 22, 23,24) > 0.

Solucién. Consideremos un punto 2z que no se encuentre sobre la circun-
ferencia, diremos que z se encuentra a la izquierda de la circunferencia respecto a
(21, 23 24) < Im(z, 21, 23,24) < 0y diremos que z se encuentra a la izquierda de la cir-
cunferencia respecto a (22, 23 24) <= Im(z, 22, 23, 24) < 0. Luego para que (21, 23,24)

y (%2, 23,24) determinen la misma orientacién ha de verificarse:

Im(z, 21, 23,24 . . .
M > 0 Vz que no se encuentre situado sobre la circunferencia
Im(z, 22, 23 24)

(2, 21,23,24) _ (Z—Zg 21 —24) _ (Z—Zg 29 —24) _ (21 — 24) (22 — 23) _ 1 cR

(2,22,2324) z2—2az1—23" ‘z—zaza—z3 (21— 23)(za—2) (21,22, 232)

ya que los cuatro puntos estdn sobre la circunferencia y ya sabemos que la razén doble
de cuatro puntos es real si y solamente si los puntos son conciclicos o se encuentran

alineados. Por tanto
Im(z, 21, 23,24) 1

Im(z, 22, 23,24) N (21, 22, 23,24)

y para que el resultado sea mayor que 0 ha de ser (21, 22, 23 24) > 0.
Ejemplo 2. Sean dos circunferencias tangentes C7 y Co, con Cy interior

a Cp, y una cadena de circunferencias tangentes entre si y a C7 y Cy (Fig. 3-7).
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Queremos demostrar que los puntos de tangencia se encuentran todos sobre la misma
circunferencia.

Solucién. Sea P = C1N Cs el punto de tangencia y sea Tz = ﬁ. Tenemos
que T(P) = oo, se trata de una inversién que lleva las circunferencias C; y Cs a
rectas paralelas y la cadena de circunferencias tangentes en un haz de circunferencias
tangentes a esas dos rectas paralelas, de esta manera sus puntos de tangencia se

encuentran en otra recta paralela a 7'(C1) y a T'(C2), que la transformacién inversa

lleva a una circunferencia que pasa por los puntos de tangencia del haz original.

Ejemplo 3. Sea D el disco unidad, queremos determinar todas las transfor-
maciones de Mobius que lo transformen en si mismo.

Solucién. Ha de existir algiin punto a € D que se transforme en el origen,
T'(a) = 0 y utilizando la propiedad de conservacién de la simetria podemos asegurar
que el simétrico de a se transformard en el simétrico del 0 (o sea en el co): El simétrico

de aes a* =1y T(a*) =T(%) = co. Por tanto

_ 1 2 — _
T(z)=ka"—— =k = L= ——C
z — a* a z— az — 1



para algin k € C. Si T es una transformacién de Mobius tal que T'(D) = D entonces
llevara el borde del disco D al borde del disco D, por lo que si |z| = 1 entonces
|T'(z)| = 1.Como T'(1) ha de estar en el borde del disco D,

1—a
al —1

a

1—
al —1

(1) = k = 1T()] = [k \ Ik

0

y por lo tanto k tiene médulo 1 y serd de la forma k = € con # € R. Finalmente

T(z) = ew% para cierto § € Ry cierto a € C,a € D, por lo que podemos elegir de
manera arbitraria un pardmetro real 8 y otro complejo a. Podemos pues afirmar que
las transformaciones bilineales del disco en si mismo tienen tres grados de libertad,

estos pardmetros permiten elegir qué punto se transforma en el origen y cudl es el

argumento de la derivada en ese punto.

—z+1
z4+14

Ejemplo 4. Sea la transformacion w = determinemos los transforma-
dos de la circunferencia de centro el origen y radio 1, y de la recta real, .

Solucién. Vamos a encontrar las imdgenes de tres puntos del eje real, 1,0
y —1. Obtenemos: T'(1) = ,7(0) = 1,7(—1) = —i. Sabemos que una LFT ll-
eva circunferencias a circunferencias, en sentido amplio, y en este caso como los
transformados no estdn alineados han de ser conciclicos, exactamente se encuen-
tran en la circunferencia de centro el origen y radio 1.Vamos a buscar ahora los
transformados de tres puntos de la circunferencia de centro el origen y radio 1:
T(1) = 4,T(i) = 0,T(—1) = —i. Ademds como T(—i) = oo, las imédgenes estdn
alineadas, %, 0, —t, co situados sobe el eje imaginario. Por lo tanto la transformacién

Tz=wllevaR — |w| =1y |z|=1— z+iy,x =0.
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Capitulo 4
4. Clasificacion de las transformaciones

4.1. Familias de circunferencias

Introducimos una familia de circunferencias para entender y visualizar la geometria

zZ—a

de las transformaciones de Mobius. Consideremos la transformacién lineal w = kZ=¢

,a,be C,quelleva z=aaw=0y z=>baw = oo, rectas que pasan por el origen
en el plano w son las imédgenes de circunferencias que pasan por a y b en el plano z y

circunferencias concéntricas en el origen y de radio p corresponden a circunferencias

zZ—a

z—b

= ¢ en el plano z. Estas circunferencias en z se denominan circunferencias de

Apolonio con puntos limites a y b, verificando que la razon de las distancias de sus
puntos a a y b es constante.

Denominamos por C; a las circunferencias que pasan por a y por by por Cy a
las circunferencias de Apolonio. Si representamos en el plano z todas las Cy y todas

las Cy obtenemos la red circular o las circunferencias de Steiner (Fig. 4-1).
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Fig. 4-1. Circunferencias de Steiner

En la red circular se verifican las siguientes propiedades:
- Por cada punto del plano C excepto a y b, pasa una circunferencia Cj y
una Cy
- Cada (' corta ortogonalmente a cada Cy en dos puntos
- La reflexién respecto a €] transforma toda C en si misma y toda C; en
otra C y la reflexion respecto a Cy transforma toda C; en si misma y toda Cs en
otra Cy
- Los puntos limites a y b son simétricos respecto a todas las Cs pero no
respecto a cualquier otra circunferencia
- Cada z € C' — {a, b} es la unién disjunta de las Cy
Para el caso en que a = 0 y b = oo las C son rectas que pasan por el origen y

Cs son circunferencias concéntricas. Si consideramos la transformacién Tz = w que

J— / J— . .
=% = kZ=" que transforma circunferencias Cy

llevaay baa’yb' podemos escribir: =% =

en circunferencias C] y circunferencias Cy en circunferencias CY con puntos limites
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a’ y /. Cuando a y b son puntos fijos de T, es decir, a = Ta = a/,b = Tb =V,
representamos Tz y z en el mismo plano y toda la red circular se transforma en si

misma, distinguiendo cada circunferencia imagen gracias al pardmetro k. El dngulo

lz—a| _
lz==b] —

entre Cy y C] es argk y |k| tanto en C% como en Cs.
Son importantes los casos en los que todas las circunferencias Cy o todas las Co
se transforman en si mismas:

- Transformacion hiperbdlica. C, = C1 ¥V Cp cuando k € R, k>0 (si k <0
son iguales pero con orientaciones invertidas). Cuando k crece las imédgenes T’z para
z # a, b circulan a lo largo de las Cihacia b.

- Transformacion eliptica. C, = Cy cuando |k| = 1, al variar argk los Tz
circulan a lo largo de las Cy en sentidos diferentes.

- Transformacion parabdlica. Una transformacion lineal con dos puntos fijos

es el producto de una transformacién hiperbdlica y una eliptica, ambas con los mismos

az+p

oo ecuacién cuadréatica con dos

puntos fijos, para calcularlos hay que resolver z =
raices, si ¥ = 0 un punto fijo es co. Para el caso en el que las dos raices son iguales,
es decir, los puntos fijos coinciden, hablamos de una transformacién parabdlica. Para

que se verifique esto se ha de cumplir (o — §)? = 437.

Siz= ‘f;z ig tiene dos raices distintas podemos expresar la transformaciéon como
w—p = kZ=p y utilizamos las circunferencias de Steiner con puntos limtes a y b para

ver la accién geométrica de la misma. Ademds cualquier transformacién lineal se

B w—a' _ 1.z—a : :
puede escribir como =77 = kZ={ con a,b arbitrarios y nos apoyamos en las dos

redes circulares.

En el caso de la transformacién parabdlica utilizaremos otra red circular, w =

w
zZ—a

+ ¢, circunferencias que pasan por a en el plano z se llevan a rectas en el plano
w y circunferencias tangentes en z se corresponden con rectas paralelas en w. Si

escribimos w = u + v, las rectas u = cte y v = cte se corresponden con dos familias
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de circunferencias tangentes entre si y que se cortan ortogonalmente (Fig. 4-2)

Fig. 4-2. Circunferencias de Steiner degeneradas

Esta red circular puede considerarse como un conjunto degenerado de circunfer-
encias de Steiner, dicho conjunto estd determinado por el punto a y la tangente a

una de las familias de circunferencias.

Sean (] las circunferencias en w que son imagen de la recta u = cte y sean Cs las
circunferencias en w que son imagen de la recta v = cte, entonces la recta v = Imc¢

corresponde a la tangente de las circunferencias C y tiene la direccién argw.

., !
Toda transformacién que lleve a a ¢/ la podemos expresar como e = e T

¢ =Las circunferencias Cy1y Cj se llevan a circunferencias Cf y C} determinadas

por ¢’ y w'. Si a = a’ es el tnico punto fijo entonces w = w' = - = - 4 ¢
y esta transformacién lleva la red circular formada por C; y Cs a si misma; el
pardmetro ¢ podemos suponerlo real y entonces C; se aplica sobre si misma y la
transformacién parabdlica puede ser considerada como una circulacién a lo largo de

las circunferencias Cs.
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Una transformaciéon que no es hiperbdlica, eliptica o parabdlica se denomina
loxodrémica.

En el siguiente apartado, 4.2, veremos esta clasificaciéon con mds detalle.

4.2. Clasificacién por conjugacién o puntos fijos

Dada la transformacién de Mobius T'(z) = gzzis, para calcular los puntos fijos

tenemos
b
(z):az—i— =z<=saztb=ctdz=c2?+(d—a)z—b=0
cz+d
B (a—d)£+/(a—d)?+4bc (a—d)+Va?+ d? —2ad + 4bc
12: pu— p—
’ 2c 2c

_ (a—d) £ +/a®+d? —2(ad — bc) + 2bc
B 2c

si T'(z) es una matriz normalizada, es decir, ad — bc = 1, obtenemos que las raices

son:

(a—d) £ /a2 +d?2—-2+2(ad—1) (a—d)£+/(a+d)?—4
21,2 =
’ 2c 2c

Si (a + d) = £2, solamente existe un punto fijo, z3 = 29 = a;cd.

Y para el caso en el que oo fuera punto fijo: T'(c0) = oo

T(c0) = lim T(Z):%:OO:>C:0

Z— 00
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y entonces la transformacién de Mobius adopta la forma T'(z) = %*b =az+ £ que

tiene a lo méas una solucion

Teorema 4.2.1. Una transformacion de Mobius tiene como punto fijo el punto
del 00 <= T(z) = az+ y ademds oo es el unico punto fijo de la transformacion<—-

T(z) =2z+Db.
Demostracién. Si co es punto fijo T'(c0) = co y como vimos en el apartado

anterior:

T(c0) = lim T(z):%:oo:c:O:>T(z):az+ﬂ

Z— 00

Como si oo es punto fijo T es de la forma T'(z) = az + b, como z es punto fijo

b

T(z) = b=z = 2=
(2) =az+ z i=1

luego fba = 00 <= a = 1 y finalmente 7" adopta la expresiéon 1'(z) = z + b, es decir

T es una traslacion.

Definicién. Sea T una transformacion de Méobius que fija un solo punto en C’,

entonces a T se le llama transformacion parabdlica

Definicién. Dos transformaciones de Mébius T y S son conjugadas si existe otra
transformacion de Mobius ¢ tal que S = T~

Lema 4.2.1. Sean T y ¢ dos transformaciones de Mébius, T fija un punto z en
C (o preserva un subconjunto A C C’) si y solamente si S = Tt fija ©(2) (o
preserva p(A)).

Demostracion.
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T(z) = 2 <= ¢T(2) = @(2) <= T (p(2)) = p(2)

La demostracién del lema para un punto z se extrapola para un conjunto A

preservado por 7.
Proposicién 4.2.1. Sea T una transformacion de Mdobius, entonces:

a) Si T es parabolica, T es conjugada en SL(2,C) de una traslacion, S(z) =
az + b, con a,b e C
b) Si T no es parabdlica, T es conjugada en SL(2,C) de una transformacion de

la forma S(z) =az,a € C
Demostracion.

a) Si T' es parabdlica tiene un dnico punto fijo que vamos a denominar zy y

1
z—2z0"?

sea p € SL(2,C) tal que p(z9) = oo, como por ejemplo ¢(z) = tenemos que
S = Ty~ fija 0o, y entonces toma la expresién S(z) = az + b, y por el teorema
4.2.1 sabemos que S adopta la forma S(z) = 2+ b= a =1 (si a # 1 la ecuacién

az + b = z tendrfa una solucién finita)

b) Vamos a suponer que T fija dos puntos, z1, 22 y que p(z) = 2 sl zp = 0

tomamos ((z) = z — z1. Entonces S = pTp ! fija 0 e oo, por lo que si

S(z) = ZZZIS obtenemos que b y ¢ son 0.

Proposicién 4.2.2. Dados k1, ke € C y no nulos, con ki # ks, k;l, entonces las

transformaciones T(z) = k1z y S(z) = kaz no son conjugadas en SL(2,C)

Demostracién. Si la transformacién ¢ € SL(2,C) conjuga T'y S = S =

1

©Te™" y por el lema 4.2.1 ¢ preserva {0,00}. Como ¢ fija 0 e co es de la forma

¢(z) = az con a € C por lo que ¢ conmuta con Ty entonces T' = S, 1o que contradice
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az—b
cz—d

la hipétesis. Ademsds si ¢(0) = 0o y ¢(00) = 0 poniendo ¢(z) =

como ¢(0) =

Qo

y ¢(00) = 2 tenemos que a,d = 0y p(z) = é y en este caso ¢ es una involucion,

1

w = ¢, resultando

_ b k1b b z
P! (@) = () =2 (0) = cmmy =

lo que contradice que kg # ﬁ

Definicién. Dada T € SL(2,C), tal que T fija exzactamente dos puntos en C Y

T es conjugada de S(z) = az, a € C. Entonces:

a) Si la| =1, se dice que T es eliptica

b) Si o € R, se dice que T es hiperbdlica

c) Si|la|#1y aé¢ R, sedice que T es lozodrémica

Esta definicién no es utilizada de manera general por todos los autores, de hecho
hay documentos en los que se considera a las transformaciones loxodrémicas como

hiperbdlicas y en otros se considera a las hiperbdlicas como una subclase de las

loxodrémicas.
Geometria

Como ya vimos anteriormente introducimos una familia de circunferencias con el

fin de visualizar mejor la accién geométrica de las transformaciones de Mobius en el

Z—a

z—b>

plano complejo. Sean a y b € C diferentes y sea la funcién ¢ = ver figura 4-3
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Fig. 4-3

Como ya sabemos ¢ transforma las circunferencias que pasan por a y por b en

rectas que pasan por el origen y las circunferencias concéntricas al origen en el plano w

{w e C:|w| =7} son laimagen por ¢ de {w €C: 5= r} y son circunferencias

I es de Mobius, estas circunferencias se llaman circunferencias de Apolonio

ya que ¢~
y las nombramos Cs. A las circunferencias que pasan por a y b las denominamos por

Ch.

Si T es una transformacién de Mobius eléptica entonces es conjugada de una
transformacién del tipo S(z) = az con |a| = 1, es decir, S es rotacién con a = e¥.
Y como S es una rotacién solamente si verifica que cada circunferencia centrada en
el origen se transforma en si misma, por ende T es eliptica si y solamente si cada
circunferencia Cy es transformado en si mismo.

T es una transformacion de Mobius hiperbdlica si es conjugada de una transfor-

macién del tipo S(z) = az con @ € R, es decir conjugada de una homotecia. Y

entonces S es una homotecia solamente si verifica que transforma cada recta que
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pasa por el origen en si misma, y por tanto 1" es hiperbdlica solamente si transforma

cada circunferencia C7 en si misma.

Utilizando el mismo razonamiento 1" es una transformacién lozodrémica si es
conjugada de una transformaciéon S(z) = az con |a] # 1y a ¢ RT, por lo que
a = re'? y entonces S estd formada por la composicién de una rotacién y una
homotecia. En esta situacién tanto las circunferencias C7 como Cs varian y las curvas

que permanecen invariantes son espirales.

4.2.1. Transformaciones elipticas

Sea T una transformacién elfptica con puntos fijos a y b. Sea ¢ = 2=¢ y S(z) =

0

(eTo 1 (2) = az = €, con |a| = 1, una rotacién, que es la transformacién conju-

gada de T'

Lema 4.2.1.1. Si C es una circunferencia de Apolonio con puntos limite a y b,

entonces T'(C) = C

Demostracién. Como S preserva ¢(C'), por el lema 4.2.1 la transformacién T’

preserva o (p(C)) =C

Lema 4.2.1.2. Si C es una circunferencia que pasa por a y b, entonces T'(C')

es una circunferencia por a y b que forma con C un dngulo 0 en a y en b

Demostracién. Como T fija a y b = T'(C) es una circunferencia por a y b.

Ademis p(C) y Sp(C) forman un dngulo 6 en el origen y por la conformalidad de ¢!

tenemos que: C = ¢ 1p(C) y T(C) = ¢ 1S¢(C) también se cortan con un dngulo
0 en a. Para probarlo en el punto b simplemente tenemos que cambiar los papeles

de a y b en la expresion ¢ = Z=¢. Por lo tanto esta transformacién intercambia las

circunferencias que pasan por a y por b. Ver figura 4-4
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Sy (C)

a b
g » (C)

Fig. 4-4

= |

Una transformacién eliptica implica una rotacién de las circunferencias de Apolo-

nio en el plano complejo o en la esfera de Riemann. Figuras 4-5 y 4-6.

Q
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Fig. 4-5. La transformacién eliptica rota las circunferencias de Apolonio

Fig. 4-6

4.2.2. Transformaciones hiperbdlicas

zZ—a

z—b y

Sea T una transformacién hiperbdlica con puntos fijos a y b. Sea ¢ =
S(2) = (T~ 1)(2) = kz, k € R*, S es una homotecia

Ahora T mantiene las circunferencias que pasan por los puntos limite a y b, las
circunferencias C;. En la figura 4-7 se presentan las transformadas de dos circunfer-
encias C', la imdgen por T' de cada punto de la circunferencia va a otro punto de la

misma circunferencia
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T(2)

11z n
T (z) N (2)
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(=

Fig. 4-7

Si tenemos C' una circunferencia de Apolonio ¢(C) y Sy(C) son circunferencias
distintas concéntricas al origen y 1S (C) = T(C) es otra circunferencia de Apolo-
nio. Es decir T intercambia las circunferencias de Apolonio C. Obsérvese la figura

4-8.

o
5,
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Fig. 4-8

Cuando iteramos T, con n € N, tenemos T"(2) = (¢ 1Sp)"(2) = ¢ 15"¢(2),
con lo que si k > 1, la homotecia es una dilatacién, y z # a = limy, 00 T"(2) = b
ya que S™p(z) — 00, en este caso los puntos fluyen hacia b y se dice que b es el punto
fijo atractor. Ademds S™y(z) se va alejando de 0y T"(z) se aleja de a por lo que a

se denomina punto fijo repulsor. Si k < 1 los papeles se invierten. Ver figura 4-9.

;‘/f \

| 1

|
| .

: / N
x\ /
LL

s > J
H"\-\_\_\_‘___'__,.:—"-f/

Fig. 4-9

4.2.3. Transformaciones loxodrémicas

Se trata de un tipo de transformaciones de M&bius que son composicion de elip-
ticas e hiperbdlicas y por tanto lo que hacen es rotar las circunferencias de Apolonio
continuando con una traslacién a través de las circunferencias que pasan por los pun-
tos limite a y b o vicerversa. Este tipo de transformaciones preservan espirales que
se van enrollando en los puntos fijos, existiendo un punto atractor y otro repulsor

(ver figura 4-10). Si T es una transformacién loxodrémica, T'(z) es conjugada de una
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transformacion del tipo S(z) = az, con a = ¢’ y 2y € C — {0} tendremos como

puntos fijos 0 e 0o y entonces las imédgenes de zg por las iteraciones sucesivas son los

rr+izo

nr+inf

puntos zgpe ,n € 7Z y la espiral zgpe ,x € R es invariante por T

Fig. 4-10. Espirales invariantes bajo transformaciones loxodrémicas

4.2.4. Transformaciones parabdlicas

Sabemos que las transformaciones parabdlicas son conjugadas de las traslaciones.
Todas las traslaciones del tipo S(z) = z + b tienen a las rectas paralelas al vector b

como familia de circunferencias fijas y estas rectas se cortan en el oo (ver figura 4-11)
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R ~

Fig. 4-11

Cuando iteramos S los puntos del plano complejo se mueven hacia oo en la

direccién de b. Las transformaciones parabdlicas fijan un solo punto, sea éste punto
1

~—o» entonces la familia de circunferencias

a y vamos a conjugar 1 con ¢(z) =
fijas cubren C' y se cortan solamente en a (Fig. 4-11). Cuando iteramos 7T unos
puntos fluyen a través de las circunferencias hacia a y otros se alejan de él para luego

acercarse. Ver figura 4-12
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Fig. 4-12. Efecto de una transformacién parabdlica sobre la esfera de Riemann

Si tenemos en cuenta la familia ortogonal a z 4+ b podemos observar que la familia
de circunferencias fijas por las transformaciones parabdlicas se enriquece (ver figura
4-13), a esta nueva configuracién se le conoce como circunferencias de Steiner de-
generadas y describe con mayor detalle el efecto geométrico de las transformaciones
parabdlicas. Esta red circular degenerada es obtenida al juntar los dos puntos limite

en uno unico a.
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Fig. 4-13. Circunferencias de Steiner degeneradas

Esta familia de circunferencias fijas son las circunferencias de Apolonio, que
seguimos denotando por Cy a lo largo del documento, cubren toda la esfera de
Riemann y la tnica interseccién entre ellos es el punto de tangencia a, es decir,
YV Cg1,C99 € Oy = Cy1 N Coy = {a}

Es por esta degeneracion de las circunferencias de Apolonio que las transforma-
ciones parabdlicas algunos autores las vean como un subcaso de las transformaciones
elipticas.

La familia ortogonal la denominamos C y son las circunferencias obtenidas al
rotar (multiplicar por ) alrededor de a las circunferencias C.La accién de las trans-
formaciones parabdlicas sobre la familia C consiste en intercambiarlos, es decir, en

hacerlos rotar alrededor de a (ver figura 4-13).

Ejemplos.
Ejemplo 1. Vamos a ver que toda transformacién de Mébius que satisface

S"z =2z Vn € Z es eliptica.
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Solucién. Tenemos que ver que dada una transformacién de Moébius S que
verifique S"z = z Vn € Z = S es eliptica. Vamos a estudiar los puntos fijos de S, si
tiene méds de dos serd la Identidad y ésta es una transformacién eliptica.

Vamos a suponer que S tiene dos puntos fijos distintos a y b. Sabemos que una

transformacién w = Sz que trasforme a y b en a’ y b’ puede escribirse de la forma

w—a' z—a Sz —a z—a
w-v oy tEr Ty Ty T
z—a S'z-—a Sz —a 5 S22 —a

= z—b Stz—b O Slz_—p 7 Gn25;_p

— ....iterando... = k"> _Z luego k" = 1= |k| =1 = S es eliptica
Z J—

Supongamos ahora que a o b es infinito, sea por ejemplo b = oo, tenemos

Sz—a:kSz—bi lim Sz-a _ lim ksz_bész_a:kés,z—a:k(z—a)
zZ—a z—b booo Z2—a  b—ooo 2Z—0b z—a
como

z—a=8"%—a=k(S" 2 —a)=k*(S"%2—0a)= ... =k"(z—a)=

= k" =1=|k| =1= S es eliptica

Y para finalizar suponemos que S tiene solamente un punto fijo a, sea Tz =
ﬁ + a que transforma a en co e 0o en a. La funcién T'ST~! tiene solamente un
punto fijo a = oo, Ta = oo y de esta manera TST 'z = cz + d para algin c # 0,
imponemos ¢ = 1 y queda TST 'z = z+d y si ¢ # 1 tendremos que el punto fijo es

f =1L ya que

TST f=cf+d=c d
1—c¢ 1—c
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ahora

2=TS"T 1z = (TST )z = (TST )" Y TST 1)z =

=(TST H" Yz +d) = (TST " (24 2d) = ........ =2z +nd

lo que implica que d = 0 y entonces TST ! =Id = S =T"'1dT = Id y al ser S la
identidad es eliptica.

Ejemplo 2. a) Veamos que si S es una transformacién hiperbélica o loxo-
drémica entonces S™z converge al mismo punto fijo cuando n — oo, excepto cuando
z coincide con el otro punto fijo. El limite se denomina punto fijo atractor y el otro
es el punto fijo repulsor. b) Qué ocurre cuando n — —oo 7. ¢) Qué ocurre en el caso
parabdlico 7.

Solucién. a) Sea Sz es una transformacion hiperbdlica o loxodrémica, como
una transformacién w = Sz que transforme a y b en o’ y ' puede escribirse de la

¢ con k € C, podremos escribir gzig = ki:g Vz e C con a, B

Y
forma Z—Z’ =k

dos puntos fijos de S y |k| # 1 (para que no sea eliptica), sustituyendo z por Sz :

SQz—a_kSz—a_ 9% —
S2z—3 Sz—p8 " z-8

S"z—a _ pnz—a 2
T = k P Vz € C.

iterando obtenemos

*Para el caso en que |k| < 1 y suponiendo z # [ tenemos

— } S'nz_a ) 0
R L Y A

por lo que « es el punto fijo atractor y 5 el punto fijo repulsor.

*Para el caso en que |k| > 1 y suponiendo z # a tenemos

Sz—oz:kz—oz Sz—ﬁ_lz—ﬁ:Sz—ﬁ_iz—ﬁ

Sz—p Z—B@Sz—a_kz—oz S”z—oz_k”z—avze(cj
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n _ 1 _ n _
otim 228 gy 2258 04t 2228 0 g Sme =

n—oo S"z —a n—oo kM z — n—oo Sz — o n—o0

por lo que S es el punto fijo atractor y « el punto fijo repulsor.

b) Para n — —oo, sustituyendo z por S~z en g‘z:g = k‘z:g obtenemos:

x|kl <1l= lim S"z=p x|kl >1= lim S"z=«
n——oo n——oo

Es decir al cambiar el limite a n — —oo se intercambian el punto fijo atractor y

el repulsor respecto al caso anterior.

c) Para el caso parabdlico Sz lo podemos escribir como —*— = —“-~ + ¢ con

w,c € C,c# 0y a es el unico punto fijo de S. Como w = Sz, para n € N tenemos

Sis—; = ga=l;—; T ¢ COMO w=T,— = g=3.— + C, pOr iteraciones sucesivas

w w w w
Sz —a S 1lz—q Sn—25 —q zZ—a

Si n < 0 cambiamos Sz por S~'z. El resultado final es

fm —Y — o= lim §"2—a=0= lim S"z=a,VzeC,VneZ

n—oo S”z —a n—oo n—oo

Ejemplo 3. Queremos encontrar todas las circunferencias que son ortogo-

nales a [z| =1y a |z — 1] =4 (Fig. 4-14)

Solucién. Sea |z —a| =k con @« = a+ by a,b,k € R, una circunferencia
que corta ortogonalmente a las circunferencias |z| = 1 y |z — 1| = 4. Utilizando la
propiedad: La suma de los cuadrados de sus radios es igual al cuadrado de la distancia
entre los centros, tenemos que la circunferencia |z — a| = k corta a las circunferencias

|z| =1y |z — 1| = 4 ortogonalmente si
Brl=la—0 =aayk’+16=la—1 =(a—1(@—1)=aa— (a+a)+1
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de las dos igualdades obtenemos 1 — (o + @) — 15 =0= o+ a = 14 y como
at+a=2Rea=2a,2a=—-14=>a=-T=>a=a+ib=—-7+1b

ademés

B=la?—1=(=724+0®-1=0*+48 =k = /b2 +48

Por tanto la familia de circunferencias requerida estd dada por |z 4+ 7 —ib| =

Vb% + 48

Fig. 4-14

Ejemplo 4. Sea c el centro de una circunferencia |z — ¢| = r. Sea A un punto
representado por el nimero complejo a dentro de la circunferencia y B representado
por el complejo b fuera de la circunferencia, tales que C, A, B se sittian en la misma
linea recta y CA.CB = r%. Queremos demostrar que b = ¢ + % (Fig. 4-15).

Solucién.
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B(b)

Fig. 4-15

Tenemos CA.CB = r? = |(a — ¢)(b—¢)| = r?; como C, A, B son puntos colin-
eales se verifica arg(b—c) = arg(a—c) = —arg(a—=c). Sabemos que arg z = —arg(z) y
que arg(z122) = arg z1 +arg zo; obtenemos arg[(b—c¢)(@—¢)] =0= (b—c)(@a—7¢) es
real. Asi pues |(a — ¢)(b—c¢)| = r? sereduce a |b—c||a —¢| = r2 = (b—c)(a—¢c) = r2

ya que |z| = z si z € R, y de esta tltima igualdad otenemos el resultado solicitado

b:c—i-%.

4.3. Clasificacién por la traza

Se hard una pequeifia introduccién a este tipo de clasificaciéon de las transforma-
ciones de Mobius, sin entrar en detalle de las demostraciones y de los pormenores
de los distintos tipos, solamente se pretende que se conozca la existencia de esta otra
forma de clasificar las transformaciones.

El grupo de matrices 2x2 con coeficientes complejos y determinante la unidad (en
general con determinante distinto de cero) se denota por SL(2, C), se define la traza
de A € SL(2,C) como la suma de los elementos de la diagonal principal y se denota

por tr(A).
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Lema 4.3.1. La traza es invariante bajo la conjugacion en SL(2,C)
Demostraciéon. Nos basta con demostrar que tr(AB) = tr(BA), A, B € SL(2,C),
ya que entonces tr(ABA™1) = tr(A~'AB) = tr(B). Ponemos

a b Q@
A= , B= &
c d v 4
y entonces obtenemos que
aa + b * aa + Be *
* cf+do * vb + dd

por lo que tr(AB) = tr(BA)
La traza de una transformaciéon de Mobius estd bien definida salvo un signo ya
que existen dos matrices unimodulares (con determinante uno) que la definen.
Definicién. Dada T € SL(2,C), grupo especial lineal de matrices 2x2 con coe-

ficientes complejos y determinante la unidad, T'(z) = gjig, se define la traza de T

a+d

como X:im

Y la clasificacion de las transformaciones de Mobius por la traza queda como dice

el siguiente teorema:

Teorema 4.3.1. Sea T € SL(2,C), T # Id y x la traza de T. Entonces

tenemos:

a) T es parabdlica si y sélo si xy = £2
b) T es eliptica siy sdlo si x € (—2,2)
¢) T es hiperbdlica si y sélo si x € (—oo0, —2) U (2, 00)
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d) T es loxodrémica si y sdolo si x ¢ R
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Capitulo 5

5. Conclusiones
A continuaciéon enumeramos las principales conclusiones del trabajo

1. Partiendo de la definicién de transformacién de Mobius obtenemos los difer-
entes tipos bédsicos de transformaciones: Traslacién, rotacién, homotecia e inversién.
Se realiza un estudio con un poco més de profundidad a la inversién al ser esta

aplicacién la mds destacada de las transformaciones anteriores.

2. Se estudia la razén entre las partes en que queda dividido un segmento z1z3
cuando es divido por un tercer punto z3, lo que conocemos por razén simple de tres
puntos, extendiendo posteriormente el estudio a la razén doble de cuatro puntos y
detallando las propiedades mds importantes de ambas relacionadas con el objeto de
este trabajo: La razén simple no se conserva por las transformaciones de Mébius y

la razén doble es invariante respecto a las transformaciones.

3. Establecemos una serie de definiciones en las que se apoya el trabajo (pun-
tos fijos, simetria, orientacién de circunferencias...) para llegar al punto dlgido del

trabajo, la clasificacién de las transformaciones de Mobius.

4. Y por ultimo introducimos unas familias de circunferencias para analizar el
efecto geométrico de las transformaciones sobre ellas y de esta manera establecer la
clasificacién por conjugacion o puntos fijos de las transformaciones de Mobius: Trans-
formaciones elipticas, hiperbdlicas, loxodrémicas y parabdlicas; ademads se comenta

otra manera de clasificar estas transformaciones: Clasificacién por la traza.

Como remate me gustarfa comentar en dos lineas la importante relacién existente

entre la Teoria de la Relatividad y las Transformaciones de Mobius, veamoslo. La
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Teorfa de la Relatividad se basa en las transformaciones de Lorenz y las funciones
complejas que se corresponden con las transformaciones de Lorenz son las trans-
formaciones de Mobius. Reciprocamente toda transformacion de Mobius del plano
complejo da lugar a una unica transformacién de Lorentz del espacio-tiempo.

Por tanto cualquier cambio que originemos en las transformaciones de M&bius
produce un cambio también en las transformaciones de lorentz y por extensién en la

teoria de la Relatividad.

Comentar que dada la extensién de los temas tratados en el trabajo no se ha
podido profundizar demasiado en algunas materias, de ahi que se haya intentado

compensar con los variados ejemplos existentes en todas las secciones de la memoria.

Como bibliografia bésica se ha utilizado sobre todo el libro de Ahlfors [1] y el
de Schwerdtfeger [3], estando presentes en todos los capitulos del documento. En los
capitulos 2 y 3 se ha empleado bastante informacién del libro de Conway [2]. En el
capitulo 2 ademds se han utilizado Anderson [5], Hidalgo [6], Needham [7], Rudin [9]
y Shakarchi [11], en el capitulo 3 ademds Orive [4] y Shakarchi [11], en el capitulo 4
Needham [7], Orive [4] y Carleson [10] y en el capitulo 5 Pascual [8] y Needham [7].
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