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INTRODUCCIÓN

E
l objeto de este TFM es presentar la demostración del Segundo Teorema Fundamental de
la teoŕıa de distribución de valores de Nevanlinna. Este teorema fué solamente enunciado
sin demostración, debido a su complejidad, en la asignatura ¨Análisis Complejo¨ del

módulo II del Máster, donde se presentaron los conceptos y resultados básicos de la teoŕıa,
terminando en el enunciado y demostración del Primer Teorema Fundamental de Nevanlinna.
La teoŕıa de distribución de valores de las funciones meromorfas trata el problema de estudiar

el número y la disposición de las ráıces de las ecuaciones de la forma

w(z) = a,

dada una función meromorfa w(z), donde a puede ser un número complejo finito ó bien ∞.

A finales del siglo XIX y primeros del siglo XX, aparecieron una serie de resultados dando
información sobre esta cuestión, debido fundamentalmente a matemáticos franceses, Picard, Bo-
rel, Julia, Boutroux. etc.

El más importante de estos resultados es el Teorema de Picard, que afirma que para las
funciones enteras, es decir las funciones anaĺıticas en todo el plano, las ecuaciones de la forma
anterior, todas tienen solución, excepto para a lo más un valor de a . Posteriormente aparecieron
versiones más profundas y refinadas de este teorema, como el Teorema Grande de Picard y el
Teorema de Picard-Borel.

Estos resultados teńıan limitaciones importantes, por ejemplo trataban solamente el caso de
funciones enteras, es decir, no consideraban funciones meromorfas y por otro lado en muchos
casos se impońıa la restricción que fueran funciones de orden finito de crecimiento.

En las primeras décadas del siglo XX, un matemático finlandés R.Nevanlinna, con nuevos
métodos revolucionó el estado y conocimiento de la teoŕıa de distribución de valores, liberándola
de las restricciones anteriores y profundizando el alcance de los resultados obtenidos hasta en-
tonces. El resultado cumbre de la teoŕıa de Nevanlinna es conocido como el ”Segundo Teorema
Fundamental”de la teoŕıa de distribución de valores de las funciones meromorfas y es el objeto
de esta memoria.

Este teorema afirma esencialmente que la cantidad de ráıces de las ecuaciones w(z) = a viene
medido por una función contante N(r, a) que asintóticamente viene dada por la función ca-
racteŕıstica T (r, w) que mide el crecimiento de la función meromorfa w(z). Esto ocurre para
casi todos lo valores de a y las desviaciones entre N(r, a) y T (r, w) que ocurre solamente para
una cantidad numerable de valores, que llamaremos deficientes, viene medida por una cantidad
δ(a,w), tal que 0 ≤ δ(a,w) < 1, que llamaremos deficiencia definida por

δ(a,w) = 1− ĺım sup
r→∞

N(r, a)

T (r, w)
,

que satisfacen la llamada relación de las deficiencias de Nevanlinna∑
ν

δ(aν , w) ≤ 2.
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La teoŕıa de Nevanlinna de las funciones meromorfas fué extendida a marcos más generales
como Cn, es decir funciones de varias complejas o también a variedades complejas, extensiones
debidas a Ahlfors, Weyl, Stoll y otros.

Recientemente se han encontrado paralelismos y aplicaciones de la teoŕıa de Nevanlinna en
áreas como la teoŕıa de las ecuaciones diofánticas en teoŕıa de números, mencionemos los traba-
jos de Vojta en esta dirección.

Finalmente indicamos que aunque a lo largo del tiempo se han desarrollado métodos diferentes
para probar los resultados de Nevanlinna, por ejemplo el método diferencial geométrico que luego
permitiŕıa la extensión de la teoŕıa a dimensiones superiores, en este trabajo nosotros hemos
seguido los argumentos originales de Nevanlinna, como son presentados en su libro [11] , aunque
hemos introducido algunas variaciones y simplificaciones debidas a W.K.Hayman [6]
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1 EL PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DE NEVANLINNA José M. Alonso

1. EL PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DE NEVAN-
LINNA

1.1. La Fórmula de Jensen-Poisson

P
ara obtener los Teoremas Fundamentales de Nevanlinna partiremos de la fórmula de
Jensen-Poisson. Supongamos una función meromorfa w(z) en un dominio que contiene
el ćırculo cerrado D(0, R) donde 0 < R <∞, si la función no tiene ni ceros ni polos en

dicho ćırculo entonces la función logw(z) es una función anaĺıtica y uniforme alĺı y mediante la
integral de Poisson obtenemos la representación:

logw(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0
logw(Reiϕ)

R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(θ − ϕ)
dϕ

donde r < R, en el caso que w(z) tiene ceros en los puntos aµ y polos en los puntos bv del interior
del ćırculo y suponiendo que no presenta ni ceros ni polos en la circunsferencia frontera C(0, R),
aplicamos la fórmula anterior a la función :

g(z) = w(z)

∏
|bν |<R

R2 − bνz
R(z − bν)∏

|aµ|<R

R2 − aµz
R(z − aµ)

que claramente no tiene ni ceros ni polos en el ćırculo,

log g(reiθ) =
1

2π

∫ 2π

0
log g(Reiϕ)

R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(θ − ϕ)
dϕ− log

R2 − aµz
R(z − aµ)

+ log
R2 − bνz
R(z − bv)

de tal forma que tomando partes reales en ambos miembros y teniendo en cuenta que en la
circunsferencia de radio R se verifica |g(Reiϕ)| = |w(Reiϕ)|, obtenemos la fórmula de Jensen-
Poisson:

log |w(reiθ)| = 1

2π

∫ 2π

0
log |w(Reiϕ)| R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(θ − ϕ)
dϕ

−
∑
|aµ|<R

log
∣∣∣R(z − aµ)

R2 − aµz

∣∣∣+
∑
|bv |<R

log
∣∣∣R(z − bν)

R2 − bνz

∣∣∣ (1.1)

Esta fórmula se dedujo bajo la premisa de que no hay polos bν ni ceros aµ en la circunsferencia
|z| = R, pero como todos los términos de (1.1) son continuos, la fórmula es válida para todo R.
En el caso particular z = 0, entonces de (1.1) se obtiene la Fórmula de Jensen:

log |w(0)| = 1

2π

∫ 2π

0
log |w(Reiϕ)|dϕ+

∑
|bν |<R

log
R

|bν |
−
∑
|aµ|<R

log
R

|aµ|
(1.2)

Si de los conjugados armónicos con respecto a la variable z, multiplicado por i, se añaden en
ambos miembros de (1.1), el resultado es:
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logw(z) =
1

2π

∫ 2π

0
log |w(Reiϕ)|Re

iϕ + z

Reiϕ − z
dϕ+

∑
|bν |<R

log
R2 − bνz
R(z − bν)

−
∑
|aµ|<R

log
R2 − aµz
R(z − aµ)

+ iC

(1.3)

donde:

C = argw(0)−
∑
|bν |<R

arg
(−R
bν

)
+
∑
|aµ|<R

arg
(−R
aµ

)
+ 2nπ

Las fórmulas (1.1),(1.2) y (1.3), jugarán un papel fundamental en la teoŕıa que sigue.

1.2. La notación de Nevanlinna. Fórmula de Jensen-Nevanlinna. El Primer
Teorema Fundamental

S
i el origen z = 0 es un polo o un cero de w(z), entonces ambos miembros de la fórmula
de Jensen tienden a infinito. Para eliminar éste inconveniente, aplicamos la fórmula (1.2)
a la expresión wz−λ, si w tiene una expansión de la forma:

w(z) = Cλ.z
λ + Cλ+1.z

λ+1....(Cλ 6= 0)

y cambiando el papel de la variable R por el de r se obtiene:

log |Cλ| =
1

2π

∫ 2π

0
log |w(reiϕ)|dϕ+

∑
0<|bν |<r

log
r

|bν |
−

∑
0<|aµ|<r

log
r

|aµ|
− λ log r

Considerando la función constante simple, n(r, a) = n(r, a, f) = número de soluciones de
w(z) = a en {z||z| ≤ r} para a ε Ĉ, podemos escribir los términos:∑

0<|aµ|<r

log
r

|aµ|
,

∑
0<|bν |<r

log
r

|bν |

como una integral de Stieltjes y se obtiene mediante integración por partes:∑
0<|aµ|<r

log
r

|aµ|
=

∫ r

0
log

r

t
dn(t, 0) =

∫ r

0

n(t, 0)− n(0, 0)

t
dt+ n(0, 0). log r

∑
0<|bv |<r

log
r

|bv|
=

∫ r

0
log

r

t
dn(t,∞) =

∫ r

0

n(t,∞)− n(0,∞)

t
dt+ n(0,∞). log r

de tal forma que introduciendo la llamada función constante promedio:

N(r, a) =

∫ r

0

n(t, a)− n(a, 0)

t
dt+ n(0, a). log r

podemos escribir la Fórmula de Jensen como:

log |Cλ| =
1

2π

∫ 2π

0
log |w(reiϕ)|dϕ+N(r,∞)−N(r, 0) (1.4)
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y finalmente llamando para un número no negativo α

log+ α = máx{logα, 0}

de tal forma que:

logα = log+ α− log+
1

α

obtenemos de (1.4) la llamada Fórmula de Jensen-Nevanlinna

m(r, 0) +N(r, 0) = m(r,∞) +N(r,∞) + log |Cλ| (1.5)

donde hemos llamado:

m(r, 0) =
1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ 1

w(reiϕ)

∣∣∣dϕ
m(r,∞) =

1

2π

∫ 2π

0
log+ |w(reiϕ)|dϕ

Utilizaremos también la notación

m(r, w) = m(r,∞) , N(r, w) = N(r,∞),

de tal forma que

m
(
r,

1

w

)
= m(r, 0) , N

(
r,

1

w

)
= N(r, 0),

entonces la Fórmula de Jensen-Nevanlinna se escribe

m(r, w) +N(r, w) = m
(
r,

1

w

)
+N

(
r,

1

w

)
+ log |Cλ|

Para un número arbitrario a 6=∞ introducimos también la notación

m(r, a) = m
(
r,

1

w − a

)
=

1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣ 1

w(reiϕ)− a

∣∣∣dϕ,
y de acuerdo con la notación anterior tenemos

N(r, a) = N
(
r,

1

w − a

)
.

Aplicando la Fórmula de Jensen-Nevanlinna, la función w − a se obtiene:

m(r, w − a) +N(r, w − a) = m
(
r,

1

w − a

)
+N

(
r,

1

w − a

)
+ constante (1.6)

pero,

N(r, w − a) = N(r, w)

y también:

log+ |w − a| ≤ log+ |w|+ log+ |a|+ log 2
log+ |w| ≤ log+ |w − a|+ log+ |a|+ log 2

|m(r, w − a)−m(r, w)| ≤ log+ |a|+ log+ |a|+ log 2
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y se concluye de (1.6) que:

m(r, a) +N(r, a) = m(r,∞) +N(r,∞) + ϕ(r, a) (1.7)

donde |ϕ(r, a)| ≤ log+ |a|+ log 2 + | log |c|, siendo c el primer coeficiente no nulo en la expansión
de Laurent de w − a, en el origen z = 0.

Finalmente introducimos la función

T (r, w) = m(r, w) +N(r, w) = m(r,∞) +N(r,∞),

que llamaremos función caracteŕıstica de la función meromorfa w(z), entonces la fórmula (1.7)
se escribe

m(r, a) +N(r, a) = T (r, w) + ϕ(r, a) (1.8)

donde ϕ(r, a) es un término acotado que siguiendo la notación debido a Landau, podemos escribir
por O(1). La relación (1.8) es el Primer Teorema Fundamental de Nevanlinna.

1.3. Significado del Primer Teorema Fundamental. Ejemplos

E
n la sección (1.2) se ha probado el

Primer Teorema Fundamental de Nevanlinna. Dada una función meromorfa en el disco
D(0, R) = {z||z| < R ≤ ∞}, para todo a ∈ Ĉ y todo r > R se verifica la relación

m(r, a) +N(r, a) = T (r, w) + ϕ(r, a)

donde T (r, w), es la función caracteŕıstica de w(z) que no depende de a y ϕ(r, a) es un término
acotado

|ϕ(r, a)| ≤ log+ |a|+ | log |c|+ log 2

siendo c el primer coeficiente no nulo en la expansión de Laurent de w(z)− a.

Este resultado muestra la simetŕıa observable por una función meromorfa para |z| < R, en su
comportamiento relativo a diferentes valores a ε Ĉ. La suma m(r, a) +N(r, a) para diferentes
valores de a viene dada por la cantidad T (r, w), salvo un término acotado. El término N(r, a)
es un término contante o de conteo de los a− puntos. Uno de los constituyentes de ésta suma
invariante, la cantidad N(r, a), indica cómo se distribuyen densamente las ráıces de la ecuación
w = a en el disco |z| < R. El primer término m(r, a), recibe el nombre de función de proximidad
y está definido como el valor medio de log+ | 1

w−a | (o de log+ |w|, si a =∞) en la circunsferencia
|z| = r, recibe una significante contribución solamente desde aquellos arcos en el ćırculo don-
de los valores de la función difiere muy poco del valor a dado. La magnitud de la función de
proximidad m puede considerarse como una medida para la desviación media en la circunsfe-
rencia |z| = r, de la función w desde el valor a. Si los a− puntos de una función meromorfa
están relativamente dispersos para un cierto valor a, este hecho se traduce anaĺıticamente en
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1 EL PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DE NEVANLINNA José M. Alonso

el lento crecimiento de la función N(r, a), cuando r → R. En el caso extremo donde a es un
valor excepcional de Picard de la función, N(r, a) es idénticamente cero. Pero ésta deficiencia
de los a− puntos tiene su compensación, la función se desv́ıa muy poco de la media, desde el
valor a en cuestión, la correspondiente función de proximidad m(r, a), será relativamente grande,
aśı que la suma m(r, a) +N(r, a), alcanza la magnitud T (r, w) caracteŕıstica de la función dada w

El Primer Teorema Fundamental de Nevanlinna, por tanto, afirma la invariancia de la afinidad
total m(r, a) +N(r, a) a un valor cualquiera a y que esta afinidad total es esencialmente dada
por la función caracteŕıstica T (r, w), pero no nos da información sobre el tamaño relativo de cada
una de las componentes m(r, a) y N(r, a). Esta cuestión es abordada en el Segundo Teorema
Fundamental de Nevanlinna.

Por ejemplo, se observa que la función exponencial w(z) = ez se aproxima rápidamente a dos
valores excepcionales de Picard 0,∞ , cuando z →∞. Estos son valores asintóticos , la función
tiende a 0 en el semiplano de la izquierda y tiende a ∞ en el semiplano de la derecha , respec-
tivamente.

Otro ejemplo que es instructivo en muchos aspectos, lo proporciona la siguiente función entera:

w =

∫ z

0
e−t

p
dt

siendo p ∈ Z, p ≥ 1 . Consideramos los ángulos Wν :

| arg t− νπ
p | <

π
2p − ε; tal que ν = 0, 1..,2p− 1, ε > 0,

en los ángulos Wν la integral w tiende alternativamente a un valor asintótico finito.

aµ = e
2µπi
p

∫ ∞
0

e−r
p
dr

o bien a infinito.

El carácter excepcional de los p+ 1 valores; a0, a1, ...ap−1, ap =∞, es también aparente en el
comportamiento de las cantidades fundamentales correspondientes, m y N .

Encontramos por integración por partes que:

∫ z

0
e−t

p
dt = − e−z

p

pzp−1
(1 + ε)

donde ε→ 0, cuando z →∞, en los ángulos W2µ+1, µ = 0.., p− 1, de tal forma que si hacemos
z = reiϕ, se obtiene:

log |w(z)| ∼ −rpcospϕ

de tal forma que:

m(r,∞) ∼ rp

π
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y puesto que N(r,∞) es idénticamente nulo, concluimos que esta cantidad indica también la
magnitud:

T (r, w) ∼ rp

π

Si el punto z, se encuentra en el ángulo W0, nosotros tenemos:

∫ z

0
e−t

p
dt−

∫ ∞
0

e−r
p
dr = −

∫ ∞
z

e−t
p
dt = − e−z

p

pzp−1
+
p− 1

p

∫ ∞
z

e−t
p

p
dt ∼ − e−z

p

pzp−1

en cada semirrecta partiendo del origen y dentro de W0

log |w(z)− a0| ∼ −rpcospϕ

y por tanto:

m(r, a0) ∼ rp

pπ

De forma similar, encontramos que:

m(r, aµ) ∼ rp

pπ

para µ = 0, 1...p− 1

Finalmente, tenemos que para cada valor finito a 6= aµ,

m(r, a) = O(1) , cuando r →∞

m(r, aµ) ∼ rp

pπ , N(r, aµ) ∼
(

1− 1
p

)
rp

π , para µ = 0, 1, ...p− 1,

y

m(r, a) = o
(
rp

π

)
, N(r, a) ∼ rp

π = T (r, w), para a 6= aµ

Aśı pues que el crecimiento de la función contante N(r, a) es especialmente débil para los p
valores asintóticos, a0, a1...ap−1.

Los ejemplos vistos anteriormente indican que en la suma m+N , para la mayoŕıa de los
valores a , la función contante N(r, a) es relativamente grande comparada con la función de
proximidad m(r, a) , y podemos designar como ¨valor excepcional¨ a aquellos valores para los
que esto no ocurre, es decir cuando la densidad de los a− puntos es relativamente baja. En la
investigación posterior se probará que este hecho ocurre para una amplia clase de funciones. En
el caso de funciones meromorfas definidas en un disco finito D(0, R), será necesario imponer que
la función caracteŕıstica T (r, w) tienda a infinito suficientemente rápido.
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2. EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DE NEVAN-
LINNA

2.1. Motivación y derivación elemental

D
espués de descubrir la importancia de la propiedad de simetŕıa de una función me-
romorfa w(z), tal que, |z| < R ≤ ∞ , el cual fue expresado en el Primer Teorema
Fundamental de Nevanlinna a través de la invarianza de la suma:

m(r, a) +N(r, a),

nos proponemos como principal objetivo la investigación de la importancia relativa de cada uno
de estos dos términos en la suma:

Xm(r, a)= componente de proximidad

XN(r, a)= componente de conteo (número de ráıces cuando w(z) =∞).

En esta dirección conocemos ya el Teorema de Picard que afirma que la función contante de
una función meromorfa en el plano z 6=∞ puede anularse como máximo para dos valores de a.

Consideremos de nuevo la función entera:

w(z) =

∫ z

0
e−t

p
dt, para p ≥ 1, (2.1)

hemos visto ya que en cada sector

Wν :
∣∣∣ arg z − νπ

p

∣∣∣ < π

2p
; ν = 0, 1...,2p− 1,

la función tiende asintóticamente a infinito para los valores impares del sub́ındice ν y al valor:

aν = e
2vπi
p

∫ ∞
0

e−t
p
dt = e

2vπi
p Γ

(
1 +

1

p

)
,

para los valores pares del sub́ındice, es decir, en los W2ν

En la sección (1.3) mencionamos que mediante una integración por partes, se obtiene la
relación: ∫ ∞

0
e−t

p
dt = − e−z

p

pzp−1
(1 + ε), donde ε→ 0 cuando z →∞,

de aqúı se deduce que cuando la integral (2.1) tiende a ∞, el módulo de su derivada w′ = e−z
p

tiende también a infinito y aproximadamente también a la misma velocidad que w(z) . De aqúı se
deduce que cada sector W2ν−1 contribuya de una manera similar a m(r, w) y m(r, w′). Las re-
giones angulares W2ν , no contribuyen significativamente a m(r, w) y m(r, w′), pues en ellas w y
w′ están acotadas. Concluimos de todo esto que ambas funciones de proximidad tienen al mismo

TRABAJO FIN DE MASTER 13



2 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DE NEVANLINNA José M. Alonso

orden de magnitud que es dado por:

m
(
r, w

)
∼ m

(
r, w′

)
∼ rp

π

En los sectores W2ν la función w(z) tiene el valor asintótico aν y contribuye la cantidad
m(r, 1

w−aν ). Esta cantidad realmente constituye toda la magnitud m(r, 1
w−aν ), pues en los otros

sectores Wµ, µ 6= 2ν, la función w(z) tiende a otros valores asintóticos distintos y por tanto no
contribuye de manera esencial. Concluimos:

m
(
r,

1

w − aν

)
∼ rp

pπ

En estos sectores W2ν , la función derivada w′(z) tiende a cero aproximdamente a la misma
velocidad que w(z) tiende al correspondiente aν de tal manera que cada uno de estos sectores
contribuye la misma cantidad a m(r, 1

w−aν ) y a m(r, 1
w′ ), es decir la función de proximidad

m(r, 1
w′ ) recibe la misma cantidad rp

pπ de todos estos sectores y concluimos finalmente

m(r, w′) ∼
p∑

ν=1

m
(
r,

1

w − aν

)
∼ rp

π
.

Las conclusiones que hemos obtenido para la función entera particular:

w(z) =

∫ z

0
e−t

p
dt

son válidas en general en cierta medida. En efecto, sea ahora w(z) una función meromorfa
arbitraria. Por una parte se observa que la derivada w′(z) es aproximadamente de la misma
magnitud que w(z) en aquellos arcos de la circunferencia |z| = r donde |w(z)| es grande, de tal
manera que las funciones de proximidad m(r, w) y m(r, w′) son iguales asintóticamente cuando
r tiende a infinito

m(r, w) ∼ m(r, w′)

Por otra parte, imaginemos como ocurŕıa en nuestro ejemplo que la función w(z) se aproxima
especialmente bien a ciertos valores aν , ν = 1...p , entonces de la misma manera que ocurŕıa en
aquel caso concreto, el valor de la derivada w′ en aquellos arcos Bν donde la diferencia w − aν
es muy pequeña es del mismo orden de magnitud, de tal forma que las integrales:∫

Bν

log+
∣∣∣ 1

w(reiθ)− aν

∣∣∣dθ, ∫
Bν

log+
∣∣∣ 1

w′(reiθ)

∣∣∣dθ
son aproximadamente iguales para todo ν = 1....p. Puesto que los arcos Bν son disjuntos en la
circunferencia |z| = r entonces integrando sobre toda la circunferencia concluiremos:

m
(
r,

1

w′

)
∼

p∑
ν=1

m
(
r,

1

w − aν

)

Mediante la introducción de la derivada w′(z) damos cuenta de todos los valores a para los
cuales la función de proximidad m(r, a) de la función w(z) es apreciable solamente conside-
rando las funciones de proximidad de la derivada correspondiente a dos valores 0,∞ es decir,
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m(r, 1
w′ ),m(r, w′). La función m(r, w′) aproxima la función de proximidad de la función w(z)

correspondiente a ∞ , es decir, m(r, w), mientras que el término m(r, 1
w′ ) aproxima la suma de

las funciones de proximidad m(r, a) para cualquier cantidad de valores finitos a.

Por otra parte, por el Primer Teorema Fundamental de Nevanlinna se tiene:

m(r, w′) +N(r, w′) ∼ m
(
r,

1

w′

)
+N

(
r,

1

w′

)
que junto con las relaciones obtenidas:

m(r, w) ∼ m(r, w′)

y

m
(
r,

1

w′

)
∼

p∑
1

m
(
r,

1

w − av

)
concluimos que

m(r, w) +N(r, w′) ∼
p∑
1

m
(
r,

1

w − av

)
+N

(
r,

1

w′

)
Por razones que aclararemos más adelante, nosotros modificaremos ésta relación añadiendo

en ambos miembros la cantidad 2N(r, w) +m(r, w), entonces se obtiene:

2m(r, w) + 2N(r, w) ∼ m(r, w) +

p∑
1

m
(
r,

1

w − av

)
+N1(r)

Llamando:

N1(r) = N(r,
1

w′
) + 2N(r, w)−N(r, w′) (2.2)

una cantidad que tiene una simple interpretación y que veremos posteriormente. En definitiva,
nosotros podemos sustituir la suma m(r, w) +N(r, w) por la función caracteŕıstica T (r, w) y
finalmente obtendremos:

2T (r, w) ∼
p+1∑
1

m(r, av) +N1(r), (2.3)

donde ap+1 =∞ y N1 tiene el mismo valor que (2.2).

Este resultado se ha deducido partiendo de la hipótesis que los valores de |w| y |w′| no son
muy diferentes cuando son grandes y que lo mismo ocurre con | 1

w−a | y |
1
w′ | cuando w está próxi-

mo al valor finito a. Aunque con gran probabilidad esta hipótesis es cierta, nosotros vamos a
probar rigurosamente solamemte una parte de ella. Esto lo vamos a hacer mediante un teorema
sobre la función de proximidad de la derivada logaŕıtmica m(r, w

′

w ) , de aqúı concluiremos que si
|w(z)| es grande entonces |w′(z)| no puede ser signifcantemente más grande y similarmente que si
w(z) se aproxima al valor finito a entonces w′ no difiere de cero significantemente más, es decir,
probamos que en lugar de las igualdades asintóticas anteriores sólo obtenemos desigualdades en
una dirección.

Aśı pues, en lugar de la desigualdad asintótica (2.3) obtenemos solamente una desigualdad y
esto es esencialmente el Segundo Teorema Fundamental.
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2.2. Demostración rigurosa del Segundo Teorema Fundamental

A
continución probamos el teorema rigurosamente. Con el objeto de entender el signi-

ficado de los pasos de la demostración deberemos compararlos con los pasos dados en
las consideraciones anteriores.

Supongamos que:
w(z) = c0 + ckz

k....c0 6= 0, ck 6= 0,

es una función meromorfa en |z| < R ≤ ∞ y sea a1, a2....ap, un sistema de p ≥ 2 números com-
plejos finitos distintos.

En primer lugar comparamos las funciones de proximidad m(r, w) y m(r, w′) . Por medio de
desigualdades elementales obtenemos:

m(r, w′) = m(r, w
w′

w
) ≤ m(r, w) +m(r,

w′

w
), (2.4)

para estimar la función de proximidad m(r, 1
w ) consideramos la suma:

f(z) =

p∑
ν=1

1

w(z)− aν
,

se tiene:

m(r, f) = m
(
r, fw′

1

w′

)
≤ m

(
r,

1

w′

)
+m

(
r,

p∑
ν=1

w′

w(z)− aν

)
(2.5)

Por otro lado, dado un µ, µ = 1, ...p, tenemos que:

f =
1

w − aµ

(
1 +

∑
ν 6=µ

w − aµ
w − aν

)

Si δ = min(|ah − ak|, 1)(h 6= k), entonces para cada punto z, donde:

|w(z)− aµ| <
δ

2p

(
≤ 1

2p

)
(2.6)

para µ 6= ν, se tiene:

|w − aν | ≥ |aµ − aν | − |w − aµ| > δ − δ

2p
≥ 3δ

4
,

y por lo tanto: ∑
ν 6=µ

∣∣∣w − aµ
w − aν

∣∣∣ < p
2

3p
=

2

3
,

aśı que: ∣∣∣1 +
∑
ν 6=µ

w − aµ
w − aν

∣∣∣ > 1

3
,

de todo esto se concluye:

log+ |f(z)| > log+
∣∣∣ 1

w − aµ

∣∣∣− log 3,

TRABAJO FIN DE MASTER 16



2 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DE NEVANLINNA José M. Alonso

para cada punto z que satisface (2.6).

Por otro lado, los arcos determinados en el ćırculo definido en (2.6) son disjuntos para dife-
rentes valores de µ y por tanto se concluye que:

m(r, f) ≥ 1

2π

p∑
µ=1

∫
|w−aµ|< δ

2p

log+ |f(reiϕ)|dϕ > 1

2π

p∑
µ=1

∫
|w−aµ|< δ

2p

(
log+

∣∣∣ 1

w(reiϕ)− aµ

∣∣∣−log 3
)
dϕ,

además,

1

2π

∫
|w−aµ|< δ

2p

log+
∣∣∣ 1

w − aµ

∣∣∣dϕ = m(r, aµ)− 1

2π

∫
|w−aµ|< δ

2p

log+
1

|w − aµ|
dϕ ≥ m(r, aµ)− log

2p

δ
,

y finalmente:

m(r, f) >

p∑
1

m(r, aµ)− p log
2p

δ
− log 3,

que junto a (2.5) resulta:

m
(
r,

1

w′

)
>

p∑
ν=1

m(r, aµ)−m
(
r,

p∑
1

w′

w − aν

)
− p log

2p

δ
− log 3 (2.7)

Si las cantidades N(r, w′) y N(r, 1
w′ ) se añaden en ambos miembros de las desigualdades o

inecuaciones (2.4) y (2.7), entonces usando el Primer Teorema Fundamental de Nevanlinna,
tenemos que:

T (r, w′) = T
(
r,

1

w′

)
+ log |K.Ck|,

y concluimos que la función caracteŕıstica T (r, w′) para la derivada de una función meromorfa
w(z) se encuentra limitada entre:

m(r, w) +N(r, w′) +m
(
r,
w′

w

)
y

p∑
1

m
(
r,

1

w − aµ

)
+N

(
r,

1

w′

)
−m

(
r,

p∑
1

w′

w − aν

)
− p log

2p

δ
− log

3

K.|Ck|

Escribiendo pues que la primera de las expresiones anteriores es menor que la segunda e intro-
ducimos (2.2), obtenemos la siguiente forma preliminar del Segundo Teorema Fundamental.

Sea:
w(z) = C0 + Ckz

k....(Ck 6= 0)

una función meromorfa para |z| < R ≤ ∞ . Si a1, a2....ap, p ≥ 2, son números finitos distintos,
entonces:

p+1∑
1

m(r, av) < 2T (r, w)−N1(r) + S(r) (2.8)

Aqúı N1(r) es la cantidad analizada en (2.2), siendo ap+1 =∞ y:
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S(r) < m
(
r,
w′

w

)
+m

(
r,

p∑
1

w′

w − aν

)
+ p log

2p

δ
+ log

3

K.|Ck|
(2.9)

siendo δ el más pequeño de los números 1 y |ah − ak|(h 6= k).

A continuación examinamos detenidamente los términos que aparecen en la desigualdad fun-
damental (2.8). El término N1(r) está formado por dos sumandos, uno de ellos, N(r, 1

w′ ) cuenta
los puntos z donde la función w(z) toma una valor finito a con multiplicidad k > 1 y la con-
tribución de tal punto es (k − 1) . El segundo término 2N(r, w)−N(r, w′), tiene en cuenta de
forma análoga los puntos donde la función toma el valor ∞ con multiplicidad k > 1, es decir
los polos múltiples. La cantidad N1(r) mide el número de puntos múltiples de w(z), puede ser
escrito en la forma:

N1(r) =

∫ r

0

n1(t)− n1(0)

t
dt+ n1(0) log r

donde n1(r) indica el número de puntos múltiples de w(z) en el disco |z| ≤ r, donde cada punto
de multiplicidad k será contado k − 1 veces. El término S(r), juega el papel de un término de
error, despreciable en general frente a la función caracteŕısitca T (r)→∞ cuando r →∞. En
particular esto es siempre cierto para funciones meromorfas definidas en todo el plano complejo
C , en el caso de un disco finito, es preciso imponer condiciones adicionales de crecimiento sobre
la función caracteŕıstica T (r).

Esto es esencialmente critico cuando se excede el orden de crecimiento, de forma que S(r)
tiene el mismo orden de magnitud que log T (r). Esto se mantiene sin ninguna condición adicional
en el caso de R =∞, donde w(z) es por tanto meromorfa en el plano entero z 6=∞.

2.3. Lema de la Derivada Logaŕıtmica

C
on el fin de obtener una estimación de S(r), necesitamos obtener una estimación de la
derivada logaŕıtmica de la función meromorfa w(z).

w(z) = Cλz
λ + Cλ+1z

λ+1....(Cλ 6= 0)

Utilizamos la fórmula de Jensen-Poisson vista anteriormente y diferenciamos ambos miembros
de la igualdad. Sea |z| = r y sean R > r, ρ = 1

2(R+ r) > r, se tiene:

w′(z)

w(z)
=

1

2π

∫ 2π

0
log |w(ρeiϕ)| 2ρeiϕ

(ρeiϕ − z)2
dϕ+

∑
|aµ|<ρ

( aµ
ρ2 − aµz

− 1

aµ − z

)
+
∑
|bν |<ρ

( 1

bν − z
− bν

ρ2 − bνz

)
,

(2.10)

Llamemos δ(z) a la distancia de z al punto más próximo de entre todos los ceros y polos aµ,
bν y sea:

n = n(ρ, w) + n
(
ρ,

1

w

)
,

el número total de ceros y polos en |z| < ρ.

Tenemos las siguientes acotaciones:

|ρ2 − aµz| ≥ ρ2 − ρr = ρ(ρ− r),
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de tal forma que: ∣∣∣ aµ
ρ2 − aµz

∣∣∣ ≤ ρ

ρ(ρ− r)
=

1

ρ− r
,
∣∣∣ bν

ρ2 − bνz

∣∣∣ ≤ 1

ρ− r
,

también se verifican:

∣∣∣ 1

aµ − z

∣∣∣ ≤ 1

δ(z)
,
∣∣∣ 1

bν − z

∣∣∣ ≤ 1

δ(z)

por otro lado, escribiendo otra vez logw = log+w − log+ | 1w | obtenemos:

1

2π

∫ 2π

0
logw(ρeiϕ)

2ρeiϕ

(ρeiϕ − z)2
dϕ

≤ 2ρ

(ρ− r)2
1

2π

∫ 2π

0
| log |w(ρeiϕ)||dϕ =

2ρ

(ρ− r)2
{
m(ρ, w) +m

(
ρ,

1

w

)}
,

de tal forma que junto con las acotaciones anteriores se deduce de (2.10).∣∣∣w′(z)
w(z)

∣∣∣ ≤ 2ρ

(ρ− r)2
{
m(ρ, w) +m

(
ρ,

1

w

)}
+ n

{ 1

δ(z)
+

1

ρ− r

}
,

y haciendo uso de la fórmula de Jensen-Nevanlinna∣∣∣w′(z)
w(z)

∣∣∣ ≤ 4ρ

(ρ− r)2
{
T (ρ, w) + log+

∣∣∣ 1

w(0)

∣∣∣}+
n

r

{ r

δ(z)
+

r

ρ− r

}
.

De aqúı se sigue:

log+
∣∣∣w′(z)
w(z)

∣∣∣ ≤ log+ ρ+ 2 log+
1

ρ− r
+ 2 log 2 + log+ T (ρ, w) + log+ log+

∣∣∣ 1

w(0)

∣∣∣
+ log 2 + log+

r

δ(z)
+ log+

r

ρ− r
+ 2 log 2,

e integrando obtenemos:

m
(
r,
w′

w

)
≤ log+ T (ρ, w) +

1

2π

∫ 2π

0
log+

r

δ(reiϕ)
dϕ+ log+ ρ+ 2 log+

1

ρ− r

+2 log 2 + log+ log+
∣∣∣ 1

w(0)

∣∣∣+ log+ r + log+
r

ρ− r
+ 2 log 2.

Para estimar el segundo término en la suma del miembro de la derecha utilizaremos un resul-
tado geométrico que encontramos en W.K. Hayman, pag. 35

Lema. Sean z1, z2, ..., zn, n ≥ 1 puntos del plano y sea δ(z) la mı́nima de las distancias
|z − zν |, ν = 1, ...n. Entonces se tiene:

1

2π

∫ 2π

0
log+

r

δ(reiϕ)
dϕ ≤ 2 log n+

1

2
.

Para estimar n procederemos de la siguiente manera:

N(R,w) =

∫ R

ρ

n(t, w)

t
dt ≥ n(ρ, w)

R− ρ
R

, N
(
R,

1

w

)
≥
∫ R

ρ

n(t, 1
w )

t
dt ≥ n

(
ρ,

1

w

)R− ρ
R

,
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de tal forma que:

n = n(ρ, w) + n
(
ρ,

1

w

)
≤ R

R− ρ

{
N(R,w) +N

(
R,

1

w

)}
≤ R

R− ρ

{
2T (R,w) + log+

1

w(0)

}
≤ 2R

R− ρ

{
T (R,w) + log+

1

w(0)

}
,

de donde:

log n ≤ log+R+ log+
1

R− ρ
+ log+ T (R,w) + log+ log+

1

w(0)
+ 2 log 2.

Finalmente recordando que:

ρ− r = R− ρ =
1

2
(R− r),

por monotońıa de funciones obtenemos finalmente el

Lema de la derivada logaŕıtmica. Si w(z) es una función meromorfa en |z| ≤ R, se tiene
para r < R

m
(
r,
w′

w

)
< 4 log+ T (R,w) + 4 log+ log+

1

w(0)
+ 5 log+R

+6 log+
1

R− r
+ log+

1

r
+ 14.

Para poder aplicar el Lema de la derivada logaŕıtmica a la deducción del Segundo Teorema
Fundamental tenemos que eliminar R del miembro de la derecha, a este fin haremos uso del
siguiente resultado debido a Borel.

Lema 2. Sea y(x) ≥ 0, cont́ınua, no constante y monótonamente creciente de 0 ≤ x ≤ ∞,
entonces:

y
(
x+

1

y(x)

)
< 2y(x)

para cada x > 0, a excepción de los valores de un conjunto excepcional E de medida finita.

Demostración. Si E 6= φ, sea x = x1 ∈ E, y1 = y(x1) > 0, ∆1 = 1
y1

. Definimos las sucesiones

xν , yν = y(xν), ∆ν = 1
yν

, mediante:

xν+1 = mı́n{x ∈ E | xν + ∆ν ≤ x}

El conjunto E, que está contenido en la unión
⋃

∆ν tiene por tanto medida finita.

Aplicando el lema anterior para x = r, y(r) = log T (r, w) , donde T (r, w) es una función
caracteŕıstica de una función meromorfa no constante obtenemos la estimación:

m
(
r,
w

w′

)
≤ 10

{
log+ T (r, w) + log r

}
(2.11)
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Una estimación similar se obtiene para una función meromorfa w(z) en el disco unidad |z| < 1.
Si aplicamos el lema anterior con:

x =
r

1− r
, y(x) = log+ T

( x

x+ 1
, w
)
,

concluimos del lema de la derivada logaŕıtmica para r, 0 ≤ r < 1

m
(
r,
w

w′

)
≤ 10

{
log+ T (r, w) + log

1

1− r

}
(2.12)

fuera de un conjunto excepcional E tal que:∫
E

dr

1− r
<∞

Finalmente observando que,
p∑

ν=1

w′

w − aν
=

Φ′(z)

Φ(z)

donde

Φ(z) =

p∏
ν=1

(w − aν),

obtenemos

m
(
r,

w′

w − aν

)
= m

(
r,

Φ′(z)

Φ(z)

)
≤ 10

{
log+ T (r,Φ) + log r

}
para w(z) meromorfa en el plano y

m
(
r,

w′

w − aν

)
= m

(
r,

Φ′(z)

Φ(z)

)
≤ 10

{
log+ T (r,Φ) + log

1

1− r

}
y por las desigualdades elementales de la función caracteŕıstica

T (r,Φ) ≤
p∑

ν=1

T (r, w − aν) ≤ qT (r, w) +O(1). (2.13)

2.4. Formulación final del Segundo Teorema Fundamental

O
btenemos como conclusión de (2.8), (2.9), (2.11), (2.12) y (2.13) el Segundo Teorema
Fundamental de Nevanlinna:

Segundo Teorema Fundamental de Nevanlinna. Sea w(z) una función meromorfa no
constante en el plano complejo C o bien en el disco unidad D(0,1) y sean a1, a2, ...ap, p ≥ 3 nú-
meros complejos distintos, pudiendo uno de ellos ser∞. Entonces se tiene para todo r en el ca-
so del plano o bien para r , 0 ≤ r < 1 , en el caso del disco

p∑
ν=1

m(r, aν) ≤ 2T (r, w)−N1(r) + S(r),
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donde N1(r) es un término positivo llamado ı́ndice de ramificación que es dado por

N1(r) = N1

(
r,

1

w′

)
+ 2N(r, w)−N(r, w′),

y S(r) es un término de error insignificante respecto a T (r, w) que viene dado por

S(r) = m
(
r,
w′

w

)
+
∑
aν 6=∞

m
(
r,

w′

w − aν

)
+ q log+

3p

δ
+ log 2 + log

1

w′(0)
,

donde
δ = mı́n

i 6=j
|ai − aj |.

En el caso del plano complejo C se tiene la estimación

S(r) = log(rT (r, w)),

para todos los valores reales r fuera de un conjunto excepcional E de valores r de medida finita,
y en el caso del disco finito

S(r) = O
( 1

1− r
log T (r)

)
,

para todos los valores de r , 0 ≤ r < 1 , fuera de un conjunto excepcional E que verifica∫
E

dr

1− r
<∞
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3. CONSECUENCIAS DEL SEGUNDO TEOREMA FUNDA-
MENTAL

3.1. Deficiencias. Valores deficientes

P
artimos del Primer Teorema Fundamental

m(r, a) +N(r, a) = T (r, w) +O(1),

donde podemos considerar dos casos, el plano complejo C , es decir |z| < R ≤ R0 =∞, y el
caso de un disco finito |z| < R ≤ R0, d́ıgamos R0 = 1 . En el segundo caso supondremos que la
función caracteŕıstica T (r, w) no es acotada. De la relación

m(r, a) = T (r, w)−N(r, a) +O(1),

dividiendo por T (r, w) y tomando ĺımite inferior en ambos lados obtenemos

ĺım inf
r→R0

m(r, a)

T (r, w)
= ĺım inf

r→R0

(
1− N(r, a)

T (r, w)

)
= 1− ĺım sup

r→R0

N(r, a)

T (r, w)
,

llamaremos a este número deficiencia de la función w(z) respecto del valor a y lo representaremos
por δ(a,w) , es decir

δ(a,w) = ĺım inf
r→R0

m(r, a)

T (r, w)
= 1− ĺım sup

r→R0

N(r, a)

T (r, w)
,

De la definición de deficiencia y del Primer Teorema Fundamental se deduce

0 ≤ δ(a,w) ≤ 1,

el término

1− δ(a,w) = ĺım sup
r→R0

N(r, a)

T (r, w)
,

claramente mide la frecuencia relativa asintótitica de las ráıces de la ecuación w(z) = a conse-
cuentemente la deficiencia δ(a,w) es un número que mide en que medida la función w(z) deja
de tomar el valor a.

Llamaremos valor deficiente a un valor a para el cual la deficiencia es estrictamente positiva,
es decir δ(a,w) > 0. Los valores deficientes a son aquellos que la función toma una cantidad
relativamente menor de veces. En cualquier caso observamos que un valor deficiente puede ser
tomado incluso infinitas veces por la función.

Al resto de valores, es decir aquellos valores a para los cuales δ(a,w) = 0 , los llamaremos
valores normales o regulares.

3.2. Relación de las Deficiencias de Nevanlinna

U
na importante e ilustrativa consecuencia del Segundo Teorema Fundamental es la lla-
mada Relación de las Deficiencias de Nevanlinna que presentamos a continuación.
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Partimos de la Desigualdad Fundamental del Segundo Teorema de Nevanlinna

q∑
ν=1

m(r, aν) ≤ 2T (r, w)−N1(r) + S(r),

dividimos ambos miembros por T (r, w) y tomamos ĺımites inferiores en ambos miembros, obte-
nemos

q∑
ν=1

ĺım inf
r→R0

(m(r, aν)

T (r, w)
+

N1(r)

T (r, w)

)
≤ 2 + ĺım inf

r→R0

S(r)

T (r, w)
,

y teniendo en cuenta que
N1(r)

T (r, w)
≥ 0,

concluimos también
q∑

ν=1

ĺım inf
r→R0

(m(r, aν)

T (r, w)

)
≤ 2 + ĺım inf

r→R0

S(r)

T (r, w)
,

q∑
ν=1

δ(aν , w) ≤ 2 + ĺım inf
r→R0

S(r)

T (r, w)
. (3.1)

Por otro lado el Segundo Teorema Fundamental asegura que para funciones meromorfas trans-
cendentes w(z) en el plano complejo C se tiene

S(r) = O(log(rT (r, w))),

de donde deducimos

ĺım inf
r→∞

S(r)

T (r, w)
= 0,

Concluimos por tanto que para funciones meromorfas definidas en todo el plano C la célebre
relación de la deficiencias de Nevanlinna

q∑
ν=1

δ(aν , w) ≤ 2.

En el caso de funciones meromorfas definidas en un disco finito D(0, R0), que hemos supuesto
previamente R0 = 1 , es decir el disco unidad D(0, 1), sin pérdida de generalidad, se tiene la
estimación en el Segundo Teorema Fundamental

S(r) = O
(

log
( 1

1− r
T (r, w)

))
,

de tal manera que la relación

ĺım inf
r→∞

S(r)

T (r, w)
= 0,

no tiene que verificarse siempre. Una condición suficiente para que esto ocurra es

ĺım
r→1

1
1−r

T (r, w)
= 0,
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o también la condición más débil
1

1− r
= O(T (r, w)).

Para una función meromorfa w(z) en el disco unidad satisfaciendo la condición anterior se
concluye también de (2.11) la relación de las deficiencias de Nevanlinna

q∑
ν=1

δ(aν , w) ≤ 2.

Finalmente observamos que en la deducción de la relación de las deficiencias nosotros hemos
obviado el término

N1(r)

T (r, w)
≥ 0,

este es un término positivo que mide los valores multiples de w(z) y que juega un papel en el
estudio de las ramificaciones asociadas a la función. Análogamente al caso de las deficiencias,
definiŕıamos el número positivo

ĺım inf
r→R0

N1(r)

T (r, w)
≥ 0,

que seŕıa el ı́ndice de ramificación total de la función.

3.3. Algunos ejemplos

1.Ejemplo.

E
n primer lugar consideramos el caso de las funciones racionales

w(z) =
apz

p + ap−1z
p−1 + ...+ a0

bqzq + bq−1zq−1 + ...+ b0
, ap 6= 0, bq 6= 0

supongamos p > q, el resto de los casos se trata de forma análoga.

En este caso w(z)→∞ cuando z →∞, de donde se concluye claramente para cualquier valor
finito a

m(r, a) = 0 para r suficientemente grande,

por otro lado la ecuación w(z) = a tiene p ráıces, de tal forma que n(t, a) = p para t suficiente-
mente grande y por tanto

N(r, a) =

∫ r

0

n(t, a)

t
dt = p log r +O(1) para r suficientemente grande,

y concluimos del Primer Teorema Fundamental

T (r, w) = p log r +O(1).

En cuanto a las deficiencias, por tanto para a finito tenemos

δ(a,w) = ĺım inf
r→∞

m(r, a)

T (r, w)
= 0.
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Para a =∞ se tiene que n(t,∞) = q para t suficientemente grande, los polos se obtienen como
las ráıces del denominador y su número viene dado por el grado q. Deducimos que

N(r,∞) =

∫ r

0

n(t, a)

t
dt = q log r +O(1) para r suficientemente grande,

y también
m(r,∞) = T (r, w)−N(r,∞) = (p− q) log r +O(1),

y por tanto

δ(w,∞) = ĺım inf
r→∞

m(r,∞)

T (r, w)
= ĺım inf

r→∞

(p− q) log r +O(1)

p log r +O(1)
= 1− q

p
,

vemos que en este caso también se verifica la relación de las deficiencias∑
δ(a,w) = 1− q

p
< 2.

2.Ejemplo.

E
l segundo ejemplo que consideramos es la función exponencial w(z) que nosotros ya
consideramos en el Sección 1, página (11). Alĺı vimos que

m(r, 0) = m(r,∞) =
r

π
,

N(r, 0) = N(r,∞) = 0,

T (r, w) =
r

π
,

de tal forma que

δ(0, w) = ĺım inf
r→∞

m(r, 0)

T (r, w)
= 1,

y

δ(∞, w) = ĺım inf
r→∞

m(r, 0)

T (r, w)
= 1.

Para a 6= 0,∞ tenemos
m(r, a) = O(1),

N(r, a) =
r

π
+O(1),

δ(a,w) = ĺım inf
r→∞

m(r, a)

T (r, w)
= 0.

Finalmente observamos que otra vez se verifica la relación de las deficiencias∑
ν

δ(aν , w) = δ(0, w) + δ(∞, w) = 2.

Por último considerando otra función también considerada en los caṕıtulos anteriores
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3.Ejemplo.

V
imos en la página (11) que la función

w(z) =

∫ z

0
e−t

p
dt,

satisface

m(r, aµ) ∼ rp

pπ
,

para

aµ = e
2µπi
p

∫ ∞
0

e−t
p
dt, µ = 0, 1, 2...p− 1,

y

N(r, aµ) ∼
(

1− 1

p

)rp
π
, µ = 0, 1, 2...p− 1,

por otro lado

m(r,∞) ∼ rp

π
,

N(r,∞) = 0.

Finalmente para a 6= aµ, µ = 0, 1, 2...p− 1 y a 6=∞ se tiene

m(r, a) = o(rp), cuando r →∞

N(r, a) ∼ rp

π
,

y

T (r, w) ∼ rp

π
.

Concluimos para las deficiencias

δ(∞, w) = ĺım inf
r→∞

m(r,∞)

T (r, w)
= 1,

δ(aµ, w) = ĺım inf
r→∞

m(r, aµ)

T (r, w)
=

1

p
, µ = 0, 1, 2...p− 1,

δ(a,w) = ĺım inf
r→∞

m(r, a)

T (r, w)
= 0, para a 6= aµ, µ = 0, 1, 2...p− 1

y comprobamos la relación de las deficiencias

∑
ν

δ(a,w) = δ(∞, w) +

p−1∑
µ=0

δ(aν , w) = 2.
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fórmula de Jensen, página 7
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