LA ECUACION FUNCIONAL DE FRECHET

Khader Faiez Abu-Helaiel Jadallah

(©junio 2011



Universidad Nacional de Educaciéon a Distancia
Facultad de Ciencias
Seccion de Apoyo a la Docencia y a la Investigacion
Negociado de Posgrados - Tercer Ciclo

La Ecuaciéon Funcional De Fréchet

Trabajo Fin de Master. Matematicas Avanzadas
Especialidad: Analisis Matematico

Khader Faiez Abu-Helaiel Jadallah
Tutor del TFM: Prof. Dr. José M? Almira Picazo

Linares, 29 de junio de 2011



Facultad

de Ciencias

La Ecuaciéon Funcional De Fréchet

Trabajo Fin de Master

Presentado a la Facultad de Ciencias, UNED.
Seccién de Apoyo a la Docencia y a la Investigacion
Negociado de Posgrados - Tercer Ciclo
Paseo Senda Del Rey, 9
28040 Madrid

Por
Khader Faiez Abu-Helaiel Jadallah

Para optar al Titulo de

Master Universitario en Matematicas Avanzadas
Especialidad: Analisis Matematico

Realizado bajo la direccion del profesor
Dr. José M? Almira Picazo
Departamento de Matemaéticas

Universidad de Jaén

Madrid, 7 de junio de 2011. Espana



HONORABLE TRIBUNAL

Cumpliendo con los preceptos que establece la ley de la Universidad de Educacion a Distan-
cia, presento a su consideracién mi trabajo Fin de Master titulado:

La Ecuacién Funcional De Fréchet

tema que me fuera asignado por la Comision de Méaster de Matematicas Avanzadas de la Facultad
de Ciencias de acuerdo con la normativa que regula los trabajos de Fin de Master de la UNED,
con fecha 15 de Marzo de 2011.

Miembros del Tribunal

» Dr. Alberto Borobia Vizmanos. (Uned)

» Dra. Beatriz Hernando Boto. (Uned)

» Dr. José Leandro Maria Gonzalez. (Uned)

» Dr. José Maria Almira Picazo. (Ujaén)

Madrid, 7 de junio de 2011

Khader Faiez Abu-Helaiel Jadallah



Facultad

de Ciencias

Visto Bueno

Art. 6. 2 y 3 DEL REGLAMENTO (Aprobado en Consejo de Gobierno de 24 de junio de
2008)

D. José M? Almira Picazo, como tutor del estudiante D. Khader Faiez Abu-Helaiel
Jadallah del Méaster en Matemaéticas Avanzadas de la Facultad de Ciencias, considero que el
Trabajo de Fin de Master

La Ecuacion Funcional De Fréchet

esta concluido y doy el visto bueno para su defensa piblica.

Madrid, 6 de junio de 2001

Tutor: José Maria Almira Picazo

Seccion de Apoyo a la Docencia y a la Investigacion
Negociado de Posgrados-Tercer Ciclo

PASEO SENDA DEL REY, 9

28040 MADRID



VI

Dedicatoria

A mi Mujer Josefa y mis Hijos: Ramzy, Faiez y Nabilah.
Son mi apoyo.

A mi Padre Faiez y mi Madre Widad.

Sin ellos no hay metas que puedan alcanzarse.



VII

Agradecimientos

Deseo agradecer a mi tutor el Profesor Dr. José Maria Almira Picazo del
Departamento de Matematicas de la Universidad de Jaén, el apoyo incondicional
que he recibido de él durante todo el tiempo que ha durado esta investigacion. Este
trabajo no habria sido posible sin su apoyo.

Ademas, quiero agradecer a todos los miembros de la Seccion de Apoyo a la
Docencia y a la Investigacion de la UNED asi, como el Negociado de Posgrados de
Tercer Ciclo y sobre todo al Coordinador del Méaster de Matematicas Avanzadas, el
Profesor Dr. Alberto Borobia Vizmanos.

Finalmente, no olvidaré a mis profesores del Master: Dra. Beatriz Hernando
Boto, Dr. Arturo Fernandez Arias y Dr. Fidel José Fernandez y Fernandez-
Arroyo.



VIII




[ndice general

Resumen

Introduccion

1.

Preliminares

1.1. Conjuntos Ordenados . . . . . . . . . . . .. .
1.1.1. El Axioma De Elecciéon . . . . . . . . . . .. ...
1.1.2. El Lema De Zorn . . . . . . . . . . . .

1.2. Subconjuntos Densos . . . . . . . . ...

1.3. Bases De Hamel . . . . . . . . . . . . .

1.4. Funciones Multiaditivas y Simétricas . . . . . . . . .. ... ... ... ...

1.5. Funciones Semicontinuas . . . . . . . . . . . . . ...

Ecuaciones Funcionales: Una Introducciéon

2.1. Ecuacién Funcional De Cauchy . . . . . ... ... .. .. .. ...
2.2. Otras Ecuaciones Estudiadas Por Cauchy . . . . ... ... ... ... .....
2.3. Ecuacién Funcional De Jensen . . . . . . . . . . ...

El Operador Diferencia Progresiva y Las Funciones Polinémicas

3.1. El Operador Diferencia Progresiva Ay, . . . . . . . . .. ... ... ... ...
3.2. Funciones Polinémicas . . . . . . . . . . . .. ..

La Ecuacion Funcional De Fréchet

4.1. Definiciéon Funcional De Polinomios . . . . . . . . . . . . . . ... ... .. ...

4.2. La Ecuaciéon Funcional De Fréchet y El Operador Diferencia Progresiva Ay,

El Teorema De Darboux Para La Ecuaciéon Funcional De Fréchet

5.1. Descripciéon De Las Soluciones De A" (f)=0 . .. ... ... ... .. ....
2
5.2. Descripcion De graf{f}]R ..............................

Bibliografia

25
25
29

37
37
40

43
43

50

55



INDICE GENERAL




Resumen

Pretendemos estudiar las soluciones de la ecuacién en diferencias progresivas de orden su-
perior y tamano de paso fijo h > 0:

AP () =)

A, (n +1
i—0

)(—1)“*1—7@ L) =0 W

7

El estudio de este tipo de ecuaciones funcionales tiene su origen en un articulo de 1909 del
conocido matematico francés Maurice Fréchet, que estudié una ecuaciéon en diferencias progre-
sivas con paso variable y se sirvié de ésta para caracterizar los polinomios ordinarios como las
lnicas soluciones continuas de su ecuacién. De hecho, es bien conocido que las soluciones conti-
nuas de A"*!(f) = 0 son los polinomios p € P,,.

M. A. Mckiernan [26] demostr6é que cualquier solucion de (1) es de la forma:

fla) =A%+ AM(z) + A%(x) + -+ A"(z) = > AF(x) (2)

k=0
donde A° es una constante y A¥(z) = Ag(x,z,...,2),k = 1,...,n son las diagonales en x de
ciertas funciones simétricas y multiaditivas Ag(z1,z2,...,zy,). Llamamos polinomio a toda fun-

cion de la forma (2).

Por otra parte Z. Ciesielski [15] ha demostrado que, cualquier soluciéon de la inecuacion
funcional:

AP f(2) >0, Va,h€eR, (3)

si estd acotada en algtn conjunto I' medible-Lebesgue de medida positiva, entonces es continua
en toda la recta real.

Se deduce que las soluciones de (1) que no son polinomios son no acotadas en cada conjunto
de medida de Lebesgue positiva, por lo que tienen oscilaciones enormes.

Se desprende también que los documentos mencionados dan una buena respuesta a la pre-
gunta:

scuando las soluciones de la ecuacion funcional de Fréchet son polinomios? (en sentido
ordinario)

pero no dan ninguna descripcion del grafo de las soluciones discontinuas de esta ecuacion funcio-
nal. Ademaés algunas de las pruebas implican resultados técnicos de teoria de la medida. Luego,
no son elementales. Asi pues, nuestra tarea consistira en:



XI1 Resumen

= Dar una prueba del teorema de Fréchet que no implique el uso de la teoria de la medida. Mas
precisamente, vamos a probar que cualquier solucién de AZ'H f(x) = 0 que sea continua en
un punto o acotada en algin intervalo de interior no vacio, es un polinomio de grado < n.

= Como consecuencia de la técnica desarrollada para nuestra prueba del teorema de Fréchet,
daremos una descripciéon de la clausura del grafo de f de las soluciones arbitrarias de
AZH (f) = 0. En particular, tenemos que demostrar que:

™2 ™2
graf{f} ={(z,y):xzeR,y= f(z) e R} (4)
contiene un conjunto abierto no acotado del plano.

A Para poder abordar los puntos anteriores de modo que esta memoria sea autocontenida
y esté bien fundada y motivada, realizaremos en los primeros capitulos de la misma una breve
excursiéon por el mundo de las ecuaciones funcionales, haciendo especial hincapié en los resultados
més clasicos de la teoria, los cuales contienen las diferentes ecuaciones funcionales tratadas por
Cauchy en su “ Curso de Analisis 7 de 1821, asi como la propia ecuacion de Fréchet y alguna de
sus generalizaciones.

Tendremos especial cuidado en el tratamiento de los llamados teoremas de regularidad, de
los cuales el teorema de Darboux es un ejemplo paradigméatico, y en el estudio de la clausura del
grafo de las soluciones no regulares de las ecuaciones funcionales que tratemos.



Introduccion

Una funciéon f : R — R se dice aditiva si es solucién de la ecuacion funcional:

flz+y)=f(x)+ fly), VYVa,yeR, (5)

Esta ecuacion fue estudiada por primera vez por A. M. Legendre en 1791 y C. F. Gauss
en 1809, pero el primer resultado importante sobre las soluciones de (5) fue la demostracion,
incluida por A. L. Cauchy en su famoso “ Cours D’Analysé ” (1821) [14], de que las tnicas
funciones continuas y aditivas que existen son las aplicaciones lineales

flz)=cx, ceR. (6)

Desde entonces, (5) se conoce como ecuaciéon funcional de Cauchy. Posteriormente, G.
Darboux (1875) [17] demostré que la continuidad en un sélo punto o la acotacién uniforme
en algin intervalo no vacio son también condiciones suficientes para garantizar que una funcion
aditiva debe ser lineal. Otro importante resultado es que, cuando es aditiva y no continua, la
clausura del grafo de f es todo el plano. La ecuacion funcional de Cauchy es importante también
porque fue estudiando las soluciones de la misma que se introdujo el concepto de base de Hamel
de un espacio de Banach [22], |26].

En 1909, M. Fréchet [18] estudi6 una importante generalizacion de la ecuacion de Cauchy,
mediante la cual fue capaz de caracterizar los polinomios. De hecho, se puede considerar que sus
resultados son el origen de la teoria de polinomios en espacios de Banach [19]. Por tanto, la ecua-
cion funcional de Fréchet tiene también especial relevancia en la historia del Analisis Funcional.
Para la ecuacion de Fréchet se conoce, desde hace mucho tiempo, la validez de un teorema anélo-
go al de Darboux para la ecuacion de Cauchy [20], [21]. Sin embargo hasta hace relativamente
poco tiempo |7], no se habia dicho nada sobre la clausura del grafo de las soluciones discontinuas
de la ecuacién de Fréchet.

En esta memoria se realiza una breve introduccién a las ecuaciones funcionales [1], [4],
explicando las motivaciones principales de dicha teorfa, desde la ecuacién funcional de Cauchy
y las hipodtesis de Darboux, hasta la ecuacién funcional de Fréchet y un trabajo de sintesis
sobre los articulos [7], [18] y parte de la monografia [16] redactando todos los detalles de las
demostraciones.
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Capitulo

Preliminares

1.1. Conjuntos Ordenados

Definicién 1.1.1. Una relacion binaria sobre un conjunto X es un subconjunto no vacio R de
X x X.

Definicion 1.1.2. La relacion binaria R se dice que es un orden parcial si ella es
w refleziva: (v,z) € RV € X,
» antisimétrica: si (x,y) y (y,x) estan en R, entonces v =y,
» transitiva: si (x,y) y (y, z) estdn en R, entonces (x,z) € R.

Escribiremos < para denotar un orden parcial sobre X. Un conjunto X equipado con un
orden parcial < es llamado un conjunto parcialmente ordenado y denotado por (X, <).

Definicion 1.1.3. Dos elementos x,y en un conjunto parcialmente ordenado se dice que son
comparables si x <y oy < .

Definicion 1.1.4. Un conjunto parcialmente ordenado en el cual cualquier par de elementos
son comparables es llamado un conjunto totalmente ordenado y a dicho orden se le denomina un
orden total.

Definicion 1.1.5. Una cadena C en un conjunto parcialmente ordenado X es un subconjunto
que estd totalmente ordenado cuando se le dota del orden que hereda de X.

Definiciéon 1.1.6. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea A C X.
» Un elemento x € X es una cota superior de A sia <z Ya € A.

= Sizy es una cota superior de A y si cualquier otra cota superior x de A satisface xg < x,
entonces se dice que g es el supremo de A.

s Un elemento zg € X se dice que es el mdzrimo o el elemento mds grande en X si x < xg
para todo x € X.
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Definiciéon 1.1.7. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea A C X. Un elemento
xog € X se dice que es un elemento mazximal en X si no existe y € X para el cual rg < y, es
decir, si el inico elemento x € X que satisface xo < x es el propio xg.

Obsérvese que un elemento maximal no tiene porque ser el mds grande de todos: mds aun,
lo que no le estd permitido a un elemento mazrimal es ser menor que cualquier otro elemento del
conjunto.

Las definiciones de infimo, minimo y minimal se introducen de modo completamente similar.

1.1.1. El Axioma De Elecciéon

El Axioma de Eleccion es un axioma de la teoria de conjuntos que postula la existencia de
ciertos objetos sin dar ninguna indicacién de como obtenerlos. Desde su aparicién ha resultado
ser un principio muy controvertido. Su aceptacién, en términos generales, se sustenta sobre la
creencia de que nuestra percepcion sobre los conjuntos finitos se puede ampliar a los conjuntos
infinitos, pero més alla de eso, el principal argumento para su aceptacion es que dicho axioma
es tremendamente 1til (ver, por ejemplo, [9] [23] para una discusion sobre este tema). Muchos
resultados importantes y fundamentales en Anélisis Real, Topologia, Anéalisis Funcional, Algebra,
etc. se pueden demostrar si se acepta, sin limitaciones, el Axioma de Eleccién.

Definicion 1.1.8. Una funcion de eleccion es una aplicacion f, definida en un conjunto X de
conjuntos no vacios tal que para todo conjunto A € X, f(A) € A, o dicho de otra forma, la
funcion de eleccion f elige exactamente un elemento de cada conjunto en X.

Entre las numerosas formas equivalentes del Axioma de Eleccion que existen, tal vez una de
las méas populares sea la siguiente:

Axioma 1.1.1 (Axioma de Eleccion). Si (Xa),cs €s una familia de conjuntos tal que X, es
no vacio para todo o € J, entonces existe al menos una funcion de eleccion para la familia

(X(X)aej'

Lo anterior se puede expresar diciendo que dada cualquier coleccion (X4 ), 7 de conjuntos no
vacios, el producto cartesiano ] . 7 Ao es no vacio, lo que cotidianamente se traduce en afirmar
que, dada cualquier coleccion (Xq),c s de conjuntos no vacios uno puede elegir, de cada X, un
unico elemento z,, para formar un nuevo conjunto. Es un hecho ya establecido que el Axioma de
Eleccion es independiente del resto de axiomas de la Teorfa de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel
(ZFC) en el sentido de que ni la verdad, ni la falsedad de dicho axioma puede ser demostrado a
partir del resto de axiomas de (ZFC). El uso del Axioma de Eleccién muchas veces se oculta y,
aunque sea obvio para el experto, puede no ser percibido por el principiante. De hecho, grandes
matemaéticos tales como Borel y Lebesgue que eran acérrimos detractores de tal axioma, lo usaron
inconscientemente en la prueba de algunos de sus teoremas. Por ejemplo, Lebesgue lo utilizé para
demostrar que las uniones numerables de conjuntos medibles son conjuntos medibles.

1.1.2. El Lema De Zorn

Entre las numerosas y variadas formas equivalentes del Axioma de Eleccién, se encuentra
el asi llamado Lema de Zorn, un resultado formulado por M. Zorn en 1935 y que resulta ser
extremadamente atil en varias ramas del quehacer matematico. Por ejemplo, el Lema de Zorn
es fundamental para demostrar resultados importantes tales como el Teorema de Hahn-Banach,
la prueba de la existencia de una base de Hamel en cualquier espacio vectorial no
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trivial, etc. De hecho, se puede demostrar que el Axioma de Eleccién es equivalente a la existencia
de bases de Hamel (ver [28]).

Lema 1.1.1 (Lema de Zorn). Sea (X, <) un conjunto no vacio parcialmente ordenado. Si cual-
quier cadena C en X posee una cota superior, entonces X posee un elemento mazximal.

Con mucha frecuencia, el Lema de Zorn se utiliza cuando .% es una familia de subconjuntos
de un conjunto dado X ordenados por la relaciéon de inclusiéon C con la propiedad de que cualquier
cadena C C X, su unién UC, también esté en .Z'. En este caso particular, el Lema de Zorn se
expresa del modo siguiente:

Corolario 1.1.1 (Principio Maximal de Hausdorff). Sea .# una familia de subconjuntos no
vacios de un conjunto no vacio X. Supongamos que los elementos de & estdn ordenados por la
relacion de inclusion C y que para cualquier cadena C C %, se cumple que su unién UC también
estd en % . Entonces & posee un elemento maximal.

1.2. Subconjuntos Densos
Sea un espacio topologico (E,7T) y un subconjunto X C E.

= En R, designamos por 7, a la topologia usual determinada por las bases de entornos abiertos
B(p) = (p—€,p+¢€), donde € > 0.

» En 7, cada intervalo abierto y acotado (a,b), con a < b, es un conjunto abierto.

Definicion 1.2.1. Se dice que un x € X C E es un punto adherente de X, si en todo entorno
U(x) de X hay puntos de X, es decir

U(z)NX #0.

Definicion 1.2.2. El conjunto de todos los puntos adherentes de X es la clausura topoldgica de
X. Se designa por X.

= En R la clausura del conjunto Q de puntos racionales es el mismo R.

= Si se considera el grafo de la funcion f(x) = sin 7, la clausura del mismo en la topologia
usual de R? es la unién del grafo con el conjunto {0} x [—1,1].

Definicion 1.2.3. Un conjunto X es cerrado si, y sélo si, contiene a sus puntos de acumulacion.

Proposiciéon 1.2.1. Un conjunto X es cerrado si, y solo si, coincide con su adherencia:
X =X.

Definicion 1.2.4. Un conjunto X se dice que es denso respecto de un conjunto Y, si cada punto
de Y es adherente de X; es decir, si Y C X. O, dicho de otra manera, si para cada y € Y, en
todo entorno U(y) existen puntos de X.

Definicién 1.2.5. Se dice que un subconjunto X de un espacio topoldgico (E,T) es denso en el
espacto st
X =E.

1Obsérvese que UC, es una cota superior para C con respecto a C .
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A veces se dice que el conjunto X es denso en todas partes. Un conjunto denso en E esté
caracterizado porque en cualquier abierto no vacio del espacio existen puntos de X.

= En R con la topologia usual 7y, el conjunto Q de los racionales es denso.
» En R? con la topologia euclidea, el conjunto Q x Q es denso; y también es denso Q x R.

» Los polinomios son densos en el conjunto Cla,b] de las funciones continuas definidas en
[a, b], dotado de la topologia asociada a la distancia

doo(f,9) = méx} [f(@) = g(@) = f =9l -

z€la,b

1.3. Bases De Hamel

Usaremos K para representar al cuerpo de los niimeros reales R o al cuerpo de los niimeros
complejos C. Sea X un espacio vectorial.

Definicién 1.3.1. Sea A C X un conjunto finito, A # 0, digamos que A = {x1,...,2,}.
Diremos que A es linealmente independiente si

n
Z/\i.%i:(], (/\iEK,i:1,...,n)
i=1

mmplica que \; =0,1=1,...,n.

Definiciéon 1.3.2. Sea B C X, B # (). Diremos que B es linealmente independiente si todo
subconjunto finito ) # A C B es linealmente independiente.

Definicion 1.3.3. Sea () # C C X. Diremos que C es mazimal linealmente independiente si C es
linealmente independiente y ademds, si D es tal que C C D, C # D entonces D no es linealmente
independiente.

Proposicion 1.3.1. Sea B C X un conjunto linealmente independiente. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) B es mazimal linealmente independiente.
ii) B es un sistema generador para X.

Demostracion. i) = ii). Supongamos que existe x € X tal que z no es combinacion lineal finita
de elementos de B. Entonces B* = BU {z} es linealmente independiente.

ii) = 4). Si C 2 B entonces C no puede ser libre porque todo = € C\ B es combinacion lineal
finita de elementos de B. O

Definicion 1.3.4. Un subconjunto mazimal linealmente independiente de X, se llama base de
Hamel de X. Asi B C X es una base de Hamel si

i) B es linealmente independiente,

ii) B genera X, es decir, el subespacio lineal mds pequenio de X que contiene a B es X.
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» Si X ={P:[0,1] - R: P es un polinomio con coeficientes reales} entonces X es un es-
pacio vectorial sobre R y una base de Hamel es: B = {p;}32, donde p;(z) = z".

El teorema sobre existencia de bases de Hamel es importante, sin embargo, no provee una
construcciéon de la base de Hamel. De hecho, el problema de encontrar bases de Hamel explicitas
no admite solucion constructiva (ejemplo: R como Q-espacio vectorial).

Teorema 1.3.1. Todo espacio vectorial X # {0} posee una base de Hamel.

Demostracion. La demostraciéon de este teorema hara uso del lema de Zorn.

Como X # {0} existe x € X tal que = # 0. Evidentemente {z} es un conjunto linealmente
independiente.

Sea D = {M: M C X, M linealmente independiente} , D # () pues, {z} € D.

Ahora, definimos un orden parcial en D : Para M, N &€ D diremos que M < N & M C N.
Es muy sencillo verificar que < es un orden parcial en D. Para ello, tomamos una cadena C C D
y sea M = Upq,ec M.

Veamos que M € D : Sea N' C M un subconjunto finito, N' # ). Puesto que C es total-
mente ordenado, existe M; € C tal que N' C M; y M; es linealmente independiente. Asi N es
linealmente independiente y por tanto M € D.

Ademas, es claro que M es cota superior de C. Por el lema de Zorn, D tiene un elemento
maximal, digamos B, y éste constituye una base de Hamel de X. O

Teorema 1.3.2. Sea B una base de Hamel de X. Entonces, para cada x € X, x # 0, existen
n € N, elementos inicos x1,...,x, de B y escalares A1, ...,\, tnicos, tales que |[N;| > 0 y

xr = Z?:l >\z Zj.

Demostracion. Demostraremos primero la existencia de tal representacion.

Sea xz € X, x # 0. Si x € B, una tal representacion es claraconn=1,z1 =z y A\y = 1.

Supongamos ahora que x ¢ B.Entonces, el subconjunto BU{z} de X contiene propiamente
a By ya que B es maximal linealmente independiente, se tiene que B U {z} no es linealmente
independiente, luego existe A C B U {z}, A finito y no vacio tal que A no es linealmente
independiente. Forzosamente x € A, pues de otro modo tendriamos A C B y asi A deberia ser
linealmente independiente, lo cual es imposible.

Supongamos que A = {z,z1,...,2,}. Como A no es linealmente independiente existen
escalares A\, \q,..., A, no todos nulos tales que

n
Ax+ Z Nox; = 0.
i=1
Afirmamos que A # 0 porque en otro caso tendriamos que » ; Ajxz; = 0 con z; € B
para todo ¢ = 1,...,n y siendo B linealmente independiente tendriamos que A; = 0 para todo
1 =1,...,n, lo cual es una contradiccion.
Asi, X\ # 0 y por consiguiente

i=1
Ahora, demostraremos la unicidad. Supongamos que existen m,n € N, m # n y elementos
TlyeeesTm,Yl,---,Yn tales que

veB, Vi=1,....my B Vi=1,...,n
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y sean Ay, ..., Am, 41, - - -, [y escalares tales que

IXNi| >0, Vi=1,...,m, |u;|>0,Vji=1,...,n

m n
Tr = Z)\zl'@ = Z,ujyj.
=1 j=1

Si fuese m > n entonces, existe ¢ < m tal que z; # y; Vj = 1,...,n, luego A; debe ser
igual a cero pues de otro modo quedaria expresado x; en términos de los restantes elementos lo
cual es imposible pues constituyen un subconjunto linealmente independiente de B. Con esto se

contradice que |A\;| > 0. Asi m < n. De igual forma n < m y por tanto n = m.

Ahora, sea ¢ tal que 1 < i < m. Si x; # y; para cada 1 < j < n entonces \; = 0 ya que
de otro modo quedaria expresado x; en términos de los otros elementos y esto es imposible. De
nuevo contradecimos el hecho de que |\;| > 0. Asi, para cada 1 < i < m existe ij,1 <i; <ntal

que z; = y;;. De nuevo, la independencia lineal asegura que A; = ;.

1.4. Funciones Multiaditivas y Simétricas
Sean X,Y dos espacios lineales sobre el cuerpo Q de los ntimeros racionales.

Definicion 1.4.1. Supongamos que n € N. La funcion

f:X"=>Y
se dice n-aditiva si para cada m,1 < m <n y para cada x1,...,Tn,Ym € X,
(@1, s Zm—1, T+ Yy Tt 1y - o5 Tn) = f (21, Zn) + (X1, oy Tone 1, Yy Tt 1s - - -
Es decir, f es aditiva respecto de cada una de sus variables x,, € X, m=1,...,n.

Definicion 1.4.2. Supongamos que n € N. La funcion
f:X"=>Y

se dice simétrica si
f ('rb s 7xn) = f ($7(1)> s 7x7'(n))

para cualquier permutacion {T(1),...,7(n)} de {1,...,n}.

O

, Tp,) .

Definicion 1.4.3. Supongamos que n € N. Si la funcion F : X" — Y es n-aditiva y simétrica,

entonces definimos la diagonal de F' como la funcion f: X™ —Y dada por la formula

flx)=F(z,...,z), z € X.

Definicion 1.4.4. La funcion A" : X — Y, se llama monomio de grado n si y sdlo si existe

A, X" =Y simétrica y n-aditiva tal que

A"(x) = Ap(z,...,z), x € X.
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Si n es un o positivo, entonces, i, : X — X" denota la aplicaciéon diagonal dada por
in(z) = (x,...,2). Esta claro que, de la relacion A"(x) = A, (z,...,z) que A" : X = Y es la
composicion de las funciones i, y A, :

X o oxn
N A, y A" = A, oy,
Y

Si A" : X — Y es un monomio de grado n, para cualquier g € QQ, obtenemos
A(qz) = ¢" A" ().
En efecto,

A"(qz) = An(qzx,...,qx)
= ¢"Ap(z,...,x)

para todo x € X y todo ¢ € Q. (ver Proposicion 2.1.1)

Definicion 1.4.5. Decimos que f: X — Y es un polinomio (generalizado) de grado < n si
n
fla) =) Af@) (zeX),
k=0
donde A* es un monomio de grado k, k=0,1,...,n.

1.5. Funciones Semicontinuas
Definicion 1.5.1. La funcion f: R — R es semicontinua inferiormente en xg € R si
Ves0, fL(f(0) — e, +00)
es un entorno de xg, donde f(xo) es el limite de la red
{iv : V€ U(zg)}

stendo
iv =Mf{f(y): yeV}

y U(xg) denota la familia de entornos de x.

Si f es semicontinua inferiormente para cada = € R, se dice que f es semicontinua inferior-
mente en R, lo cual equivale a:

VkeR, f!(k,+00) es abierto.

La funcién f se dice semicontinua superiormente en xg € R si (—f) es semicontinua infe-
riormente en xg. Y si lo es para cada x € R, diremos que f es semicontinua superiormente en

R.
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Teorema 1.5.1. Sea [ una funcion semicontinua en R y D un denso de R. Si la restriccion
f Ip es continua, entonces f es continua en los puntos de D.

Demostracion. Sea xg un punto de D y ¢ > 0. Supongamos que f es semicontinua inferiormente;
se tiene entonces que: existe un entorno abierto U(zg) tal que

fU) € (f(wo) — ¢, +00).

Comof |p es continua en xg, se tiene que existe un entorno abierto V(zg) C U tal que

FVAD)  (flwo) = 5. flao) + 5)

Veamos que f(V) C (—oo, f(20) + §) : Para cada y € V y cada r > 0, se tiene
FH(f(y) —r,+o0) NV ND #0,

asi que existe x € VN D tal que

flx) > fly) -,

luego
f(y)—T<f($o)+g.
Asi pues,
fy) < f(zo) + g +r, Vr>0,
luego
Fy) < flxo) +g < flwo) +c.
Por tanto,

F(V) € (f(xo) — ¢ f(x0) +¢) .

Si f es semicontinua superiormente, la demostraciéon es similar.



Capitulo

Fcuaciones Funcionales: Una Introduccion

A pesar de que varios grandes mateméticos, como D’Alembert, Euler, Gauss, Cauchy, Abel,
Weierstrass, Darboux, Hilbert, Fréchet y otros muchos, trabajaron durante algiin tiempo con
ecuaciones funcionales, el estudio de éstas se ha visto siempre eclipsado por los resultados, sin
duda importantes, que se han logrado con las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas
parciales. La razon es clara: las ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones en derivadas
parciales han sido el camino a seguir en todo momento cuando se ha buscado la aplicacion fisica.

Sin embargo, el estudio de ecuaciones funcionales més generales, en las que no se asume
regularidad alguna sobre las soluciones, ha alcanzado ya su etapa de madurez y resulta, sin lugar
a dudas, un tema de enorme importancia en el Anélisis Matematico moderno.

Definicién 2.0.2. (Ecuacion Funcional) En un sentido amplio, una ecuacion funcional pue-
de ser considerada como una ecuacion en la que intervienen variables independientes, funciones
conocidas, funciones desconocidas y constantes. Se excluyen expresamente las ecuaciones dife-
renciales, las ecuaciones integrales y otros tipos de ecuaciones que contengan operadores infini-
tesimales.

2.1. Ecuacién Funcional De Cauchy
La primera ecuacién funcional que vamos a estudiar estid dada por la expresiéon

flz+y)=fl@)+ fly) (z,y€R), (2.1)

donde se supone que f: R — R.

Esta ecuacion (2.1) fue resuelta, para el caso de funciones f continuas por A. L. Cauchy en
1821' del modo siguiente:

De (2.1), se sigue por inducciéon matematica que

fler 4+ +a,) = fx1) +--+ f(zn), Vai,...,z, €R
y poniendo 1 = --- =z, = T se tiene

flx+---+2)=fnx)=f(x)+- -+ f(x) =nf(z), Vne€Z" ,VrecR.

LA. M. Legendre 1791 y C. F. Gauss 1809 utilizaron el mismo razonamiento en una forma menos exacta, antes
de A. L. Cauchy 1821.
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Sea x = % t con m,n € Z*, entonces
nr = mt

y)
F(nw) = f(mt).

Ademas,

nf(x) =mf(t);
nf <% t) =mf(t).

De aqui, hemos probado que

m m
—t) = Mgt 2.2
F(E) =25 (2:2)
es vilida Vt € R y todos los racionales r = 2* > 0.
Ahora bien, podemos extender (2.2) a r = 7 = 0. Para ello, poniendo z = 0 en (2.1),
tenemos
fly) = fly+0)
= fy)+ f(0)
entonces,
f(0)=0

y es inmediato que
f(0t) = 0f (1),

lo que implica que (2.2) es valida V¢ € R y todos los racionales no negativos.
Por ultimo, si ponemos y = —x en (2.1) tenemos

0=F(0) = fl(z+(~x))
= @)+ f(~2)

se tiene,

y, de aqui (2.2) implica

es valida también V¢ € R y todos los racionales r = 7 < 0.
Por tanto, (2.1) satisface

frt) =rf(t), VteRyVreQ. (2.3)
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Suponiendo ahora que t = 1 y poniendo f(1) = ¢, deducimos que
fry=cr, VreQ. (2.4)

Si asumimos que f(x) es continua en todo punto de R y teniendo en cuenta que todo nimero
real x es limite de racionales

z = lim 7,
n—oo

tomando limites en (2.4), se tiene

flz) = f(h'm rn)

n—oo

= lim f("“n)

n—oo

= lim cry
n—oo

= ¢ lim r,
n—oo

= cx, VzelR (2.5)

Podemos resumir los resultados obtenidos anteriormente en las siguientes proposiciones y, a
partir de ellas, el teorema de Cauchy.

Proposiciéon 2.1.1. Si f : R — R satisface la ecuacion funcional

flet+y) = fl@)+fly), Vo,yeR (2.1)
entonces, existe un numero real ¢ tal que
f(ry=cr, VreQ. (2.4)
Proposicion 2.1.2. Supongamos que f,g: R — R son funciones continuas tal que

flr)=g(r), VreQ

entonces,

f(x)=g(z), VxeR.

Demostracion. Como f y g son continuas, entonces,

fle) = f ( lim rn>

n—oo

= i frm)

Similarmente,
g(x) = lim g(ry).

n—oo

Sin embargo, por la suposicion de que las funciones f y g coinciden en todos los ntumeros
racionales,

flrn) =g(r), Vn=12,...

Se sigue que,
flx) =g(x), VzeR.
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Las dos proposiciones 2.1.1 y 2.1.2 juntas nos daran el resultado que necesitamos.

Teorema 2.1.1 (Cauchy[14]). Sea f : R — R wuna funcion continua que satisface la ecuacion
funcional

fle+y)=Ff@)+fy), Va,yeR (2.1)

entonces, existe un numero real ¢ tal que
f(z)=cx, VzekR. (2.6)

Demostracion. De la proposicion 2.1.1, vemos que existe un nimero real ¢ tal que f(r) = cr
para todos los nimeros racionales r. Pero f(z) y g(x) = cx ambas son funciones continuas. De
la proposiciéon 2.1.2,

f(z)=g(x)=cz, VYzekR

O

Sin embargo, G. Darboux en 1875 [17]| mostré que la continuidad en un sélo punto zy € R,
es suficiente:

Teorema 2.1.2. Si f: R — R satisface (2.1) y es continua en un punto xo € R, entonces
f(x)=cx, VzeR (2.6)
conc= f(1) e R.

Demostracion. En efecto, si

lm f(u) = f(zo0)

U—xQ
entonces, para cualquier x, obtenemos
lim f(t lim t+x9g—x
t—x f( ) t+xo—z+20 f ( 0 0)

— lim  f((t—x+z0) + (v — m0))

t—xr+x0—x0

— i f (u+ (¢ — 20))

= Jm (f(u) + f(z — z0))
= Jlm f(u) + f(x — o)
= f(zo) + f(z — x0)

= f(zo+ 2z —x0)

= f(),

lo que implica, que f es continua en todo x € R. El resultado se sigue del teorema de Cauchy. [

Ademas, G. Darboux en 1880 mostr6 también, que es suficiente asumir que f es no negativa
(no positiva) para valores de z en un entorno del origen o que estid acotada en un intervalo
arbitrario (a,b) C R, para obtener a (2.6) como soluciéon general de la ecuacion funcional de
Cauchy (2.1).

Teorema 2.1.3. Si la funcion f : R — R satisface (2.1) y es mondtona o acotada en un intervalo
(a,b) C R, entonces existe una constante ¢ € R tal que f es de la forma

flz)=cx, VzeR. (2.6)
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Demostracion. Se sigue de (2.1) y de f(y) > 0 para y > 0 suficientemente pequeno, que

flz+y) = f(x)+ fly) = f(z),

es decir, f(x) es mondtona creciente. Obviamente, mondtona creciente se puede reemplazar por
monotona decreciente bajo las mismas condiciones excepto que f(y) < 0 para y > 0 suficiente-
mente pequeno.

Ademaés, como vimos anteriormente en (2.4), para

r=reQ: f(r)=cr.

Sean ahora, {r,} una sucesion creciente y {R,} decreciente de niimeros racionales conver-
gentes a x. Entonces, para cada n tenemos

rm <x <R,

crn = f(rn) < f(2) < f(Rn) = c Ry,
por tanto

f(x) =cu.

Por otra parte, supongamos que f(z) es una funcién acotada en un intervalo (a,b) C Ry f
es solucion de (2.1). Entonces la funcion

satisface (2.1), pues

glx+y) = flx+y) - f)(+y)
f(@) = f(Mz+ fly) — f(Dy
g(x) + g(y).

Por otra parte, para cualquier r € Q, de (2.4), tenemos

g(r) = flr)=f)r

= 0,
Y,
glz+r) = flat+r)—f()(z+r)
= flx)+ f(r) = f(D)z— f(Q)r
= f(x) = f(Wz+ f(r) — f(Q)r
= f(x) = f(Dz+ f(r) —cr
= flx) - f()z
= g(z).



14 Ecuaciones Funcionales: Una Introduccion

Ahora bien, al estar f acotada en (a,b), es evidente que también lo estd g en el mismo
intervalo. Por otro lado, dado # € R existe r € Q tal que x +r € (a,b) y g(z) = g(z +r). Se
sigue que g esta uniformemente acotada en R. Si existe un valor xg, para el cual

g(zo) = #0
entonces
g(nzo) = ng(wo)
= na.

Por lo tanto, para n suficientemente grande, la funcién g toma valores arbitrarios muy
grandes, lo que entra en contradiccion con que g esta acotada. Se sigue que,

g(x)=0, VzeR
Es decir

Teniendo en cuenta todo lo anterior, es claro que se satisface el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4 (Darboux [17]). Si la ecuacion funcional de Cauchy

flx+y)=f(x)+ fly) Y,y eR (2.1)

se satisface Y,y € R y si la funcion f(z) es continua en un punto o € R, mondtona o acotada
en un intervalo (a,b) C R (cona < b), entonces existe una constante ¢ € R tal que f es de la
forma

f(z)=cx, VYxeR. (2.6)

De los resultados de G. Darboux, es inmediato deducir, que las soluciones de (2.1) que no
son lineales, son globalmente irregulares, es decir, no son continuas en ninguna parte.

Més adelante, estas condiciones fueron debilitadas mas a fondo. En particular, se sabe que
basta la acotaciéon uniforme de f en un conjunto con medida Lebesgue positiva para garantizar
que si f es aditiva entonces f(z) = cx [15].

Por otra parte, G. Hamel [22]| fue el primero en resolver el problema de la existencia de
funciones discontinuas aditivas. En efecto, el conjunto de los nimeros reales, considerado como
espacio vectorial lineal sobre los racionales, tiene una base de Hamel B C R y de aqui, puede
mostrarse que la ecuacién funcional de Cauchy tiene soluciones adicionales que no son de la
forma (2.6).

Teorema 2.1.5. Sea B una base de Hamel de R. Entonces f es solucion de la ecuacion funcional
de Cauchy si y solo si

fla) =" m(x)L), (2.7)

beB

donde x =Y, .gr(x)b es la representacion de x como combinacion lineal de elementos de B.
En particular, para cada funcion L : B — R existe exactamente una funcion aditiva

f:R—>R

tal que

[ls= L.
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Demostracion. Consideramos la funcién L : B — R y definimos la funciéon f : R — R de modo
que se satisfaga la relacion (2.7) anterior. Sean

xr = Zrb(az) b, y= Zrb(y) b
beB beB

dos niimeros reales cualesquiera. Entonces,

r4y =3 (ry(a) +ro(y)) b

beB
y por tanto
fle+y) = f (Z (ro() + av(y)) b>
beB
= D (ro(@) + a(y)) £(b)
beB
= Sn@) £0) + Y ale) L)
beB beB
= f@)+fy)
Se sigue que f es aditiva. O

Del teorema 2.1.5 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1.1. Sean B C R una base de Hamel de R y L : B — R funcion arbitraria. Sea
f R = R la unica funcion aditiva que es extension de L. Entonces, f es continua si y sdlo si

'ngm) = ¢ para todo x € B, con ¢ constante real.

Demostracion. Asumiendo que f es continua, entonces
f(x)=cz, VzeR,

y en particular, para x € B, tenemos

L(z) = [f(z)
luego,
L(x) .

Reciprocamente, si
L(z)=cx VYzeb,
entonces la funcién ¢ x es una extension aditiva de £. Del teorema 2.1.5 se sigue que, tal extension
es unica. Por lo tanto f(z) = cx para todo = € R y consecuentemente f es continua. O

Estéa claro ahora como construir las soluciones de la ecuacién funcional de Cauchy que no son
de la forma (2.6). Sean by, b2 dos elementos distintos de la base de Hamel B C R. Si asignamos
un valor arbitrario f(b1) a by y elegimos f(b2) de modo que

f(b1)
b

f(b2) # b
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entonces podemos tomar f completamente arbitraria en el resto de B, por tanto la solucién f no
puede ser de la forma (2.6).

Una propiedad interesante de las funciones aditivas discontinuas es que sus graficas son
subconjuntos densos de R2.

Teorema 2.1.6 (Gréafica densa). La grifica de cualquier solucion f : R — R de

flz+y)=f(x)+ fly), Va,yeR (2.1)

que no sea de la forma

f(z)=cx, VzeR (2.6)
es densa en todo el plano R2.

Demostracion. La grafica de f es el subconjunto del plano
G={(z,y): 2R, y=f(z) eR}

Tomamos x1 # 0. Si f no es de la forma (2.1) para ninguna constante ¢ € R, entonces existe
un namero real no nulo x5 tal que
f(x2) , flz1)

To T

Se sigue que los vectores vi = (1, f(x1)) y va2 = (z2, f(22)) son linealmente independientes, por
lo que generan todo el plano R2. Esto significa que para cualquier vector v del plano, existen
escalares «, 8 € R tales que

vV =avy + fva.

Si so6lo consideramos escalares r1,ro € Q, podemos aproximar
T1V1 + rova,

arbitrariamente a cualquier v del plano, pues Q es denso en R y Q? en R2.
Ahora,

rivi+rove = 11 (21, f(21)) + 12 (22, f(22))
= (riz1+rexe,rif(x1) + r2f(22))
= (rimy +roxo, f(riz1 4+ r2x2))

Entonces B
G={(z,y): v =rz1+roxa, y = f(x); 71,72 € Q}

es denso en R? y como

g2g,

la grafica de G es también densa en R2. O

Corolario 2.1.2. Para una solucion de (2.1), que no sea de la forma (2.6), la imagen de cual-
quier intervalo (a,b) con a < b, es densa en R.

Corolario 2.1.3. Si f : R — R satisface (2.1) y es continua en un punto, mondtona o acotada
(superior o inferiormente) en un intervalo de medida positiva, entonces existe una constante
c € R tal que

flz)=cx, VzeR. (2.6)
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2.2. Otras Ecuaciones Estudiadas Por Cauchy

Las tres ecuaciones restantes estudiadas por Cauchy son:

flx+y)=f(x)f(y) (2.8)
flzy) = f(z) + f(y) (2.9)
fzy) = f(2)f(y) (2.10)

Estas ecuaciones (particularmente la primera) se pueden resolver de manera directa como
en el caso de la ecuacion (2.1), pero también pueden reducirse a (2.1) facilmente.
Sea f una solucion de (2.8). Supongamos que existe un valor z( tal que f(z¢) = 0. Entonces
(2.8) implica que
fx) = f((z—x0)+ z0)
= flz—=z0)f(x0)
= 0.
Por tanto, la tnica solucion f de (2.8) que tiene ceros es la funciéon idénticamente nula. Supon-
gamos ahora que f(x) # 0. Entonces

fa) = £(5+5)

- £ (3)>0

Por tanto las soluciones no nulas de (2.8) satisfacen que f(x) > 0 para todo x € R. Como f es
estrictamente positiva, podemos definir la funcién:

g(x) = In(f(x)).

Entonces g ademaés satisface la ecuacion funcional de Cauchy (2.1), puesto que

gz+y) = In(f(z+y))
(f(@)f(y))
= In(f(z)) +in(f(y))
= g(x) +9(y).
Por tanto, si f es nula, es continua en algin punto o localmente acotada, y resuelve (2.8),

entonces podemos aplicar el Teorema de Darboux a g, por lo que g(x) = cz para alguna constante
¢ y, podemos concluir que

In
In

f(z) =¢", VzeR.
En resumidas cuentas, hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1. Supongamos que f es continua en un punto o acotada en algin conjunto de
medida positiva y f es solucion de la ecuacion funcional

flz+y)=f(2)fly) (z,y €R). (2.8)

Entonces o bien f es idénticamente nula o existe una constante c tal que

f(z) =e“ (xz€R).
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Las ecuaciones (2.9) y (2.10) pueden estudiarse de forma parecida. Concretamente, para
z,y > 0, las sustituciones z = e,y = e” y g(u) = f(e") transforman la ecuacion funcional (2.9)
en

g(u+v) = g(u) + g(v),
y la ecuacion (2.10) en

g(u+v) = g(u)g(v).

Asi pues, estos cambios nos llevan a una prueba directa de los siguientes resultados:

Teorema 2.2.2. Supongamos que f es continua en un punto o acotada en algin conjunto de
medida positiva y f es solucion de la ecuacion funcional

flzy) = f(2) + fly) (z,y €eRT). (2.9)
Entonces existe una constante ¢ € R tal que
f(z) =cin(z) (zeR").
Ademds, si (2.9) se satisface con x =0 ¢ y =0, entonces
f=0.

Teorema 2.2.3. Supongamos que f es continua en un punto o acotada en algin conjunto de
medida positiva y [ es solucion de la ecuacion funcional

flzy) = f(x)f(y) (2,y €R). (2.10)

Entonces existe una constante ¢ € R tal que

flx)=2¢ ¢ f(x)=0 (z,y€R).

2.3. Ecuacion Funcional De Jensen

La ecuacion funcional de Jensen tiene la forma

f<x;y> _ 1),

Vz,yeR (2.11)

y puede considerarse como una version de la ecuacion funcional de Cauchy (2.1) usando prome-
dios.

De nuevo, se asume que f generalmente es una funcién continua. Para simplificar, supon-
gamos que su dominio es toda la recta real. Es facil reducir (2.11) a la ecuaciéon funcional de
Cauchy (2.1). Para ello, ponemos y = 0 en (2.11), obtenemos

F (x) _ f(@) -2F £(0)

Sea f(0) = a, entonces
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de aqui con (2.11), tenemos

f)+fly)  ,(x+y\ _ fle+y +a
2 _f< 2 >_ 2 ’

esto es,
@)+ fly) = flz+y) +a
Haciendo g(z) = f(x) — a, tenemos

g(x+y)=g(x)+gy), Vr,yeR

que es la ecuacion funcional de Cauchy.

Por otra parte, g es una funciéon continua con g(0) = 0. Por lo tanto, existe una constante
¢ € R tal que g(z) = cx para todo € R y podemos concluir que la forma general de la solucion
de (2.11) debe ser de la forma

flz) = g(@)+a

= cx+a.

Claramente, cualquier soluciéon de la ecuacion funcional de Cauchy (2.1) es también soluciéon
de la ecuacion funcional de Jensen (2.11) si y solo si f(0) = 0.

Teorema 2.3.1. Si f : R — R satisface la ecuacion funcional de Jensen (2.11), entonces existe
una funcion aditiva g : R — R y una constante a € R tal que

flx)=g(x)+a VzeR.

Demostracion. Tomamos g € R y definimos la funcion fp: R\ {xo} — R mediante la féormula

f()(x) = f(a: -+ 1’0) — f(l:o), xo € ]R\ {xo}
Entonces fj es solucion de la ecuacion funcional de Jensen (2.11) y por otra parte

1

HO) =0, fo(5)=fol@). VaeR\{}

Por lo tanto, de (2.11) obtenemos, para z,y € R\ {xg} que satisface z +y € R\ {z0}, que

SU+ZI> _ o Jo@) + fo(y)

> 5 = fo(z) + fo(y).

folx+y) =21 <
De todo ello, existe una funcién aditiva g : R — R tal que

fo(z) = g(x), para z€R\ {x0}.
Consecuentemente, para cualquier € R, tenemos
f(x) = folz —x0) + f(x0)
= g(x — o) + f(z0)
= g(z) + f(zo) — g(o)-

Si ponemos, a = f(z9) — g(xo), concluimos que

flz)=g(x)+a VzeR.
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Teorema 2.3.2. Supongamos que f es una funcion continua en un punto, acotada (superior o
inferiormente) o medible en algin conjunto de medida positiva y f es solucion de la ecuacion

funcional de Jensen
f<$;y> - f(”);f(y) (2, €R). (2.11)

Entonces existen c¢,a € R tal que

flz)=cx+a (zeR).
Notese que, si en la ecuacion funcional de Jensen (2.11), ponemos h = % entonces, la
ecuacion funcional (2.11) puede reescribirse en la forma
f(x) + f(z +2h)
2 )

fla+h) =
y de aqui, la ecuacién
A} f(x) = f(x+2h) —2f(z +h)+ f(z) =0 (z,h €R), (2.12)

que corresponde a la representacion de la ecuacion funcional de Cauchy (2.1) en términos del
operador A de diferencias progresivas. En efecto,

ARf(z) = An(Anf(2)
= An(f(z+h)— f(z))
= Apf(z+h)—Apf(z)
= f(x+2h)— f(x+h)— flz+h)+ f(z)
= f(x+2h)=2f(x+h)+ f(x)
= 0, (x,heR).
De todo ello, diremos que cualquier solucion de la ecuacion funcional de Cauchy (2.1) es
solucion también de (2.12). Por otra parte, es facil probar que, cualquier solucién de (2.12)

restringida a un conjunto de la forma x@Q, con = € R, es un polinomio de grado < 1, p,(t) =
a;x + by (es un caso particular del lema 5.1.1). Asi, si f satisface (2.12) y f(0) = 0, entonces

flt)=cpt, VtezQ

de modo que,

flz+y) = f<2x22y>
fQz) + £2)

2
Cz2T + ¢y2y
R
= T+ Cyy
= f@)+fly), Va,yeR

Concluimos, que f es solucion de la ecuacion funcional de Cauchy (2.1) si y sélo si es solucion
de (2.12) y f(0) = 0. En particular, las graficas de las soluciones discontinuas de (2.12) son
subconjuntos densos en R2.

En el capitulo [4] (ver teorema 4.1.1) veremos que en 1909, M. Fréchet [18] estudio y de-
mostré una generalizacién importante de la ecuacion funcional de Cauchy, que caracteriza a los
polinomios.



Capitulo

El Operador Diferencia Progresiva y Las
Funciones Polinémicas

3.1. El Operador Diferencia Progresiva A}

Sean X e Y dos espacios lineales sobre el cuerpo Q de los ntimeros racionalesy sea f : X - Y
una funcién arbitraria. El operador A}, se define mediante la ecuacion:

Anf(@) = f(@+h) — f(x), @heEX. (3.1)
Las iteraciones A} de A paran = 0,1,... estan definidas por la recurrencia
AVf=Ff AV fF=AL(ALf), n=0,1,... (3.2)

La superposicion de varios operadores diferencia se suele escribir como
Ahl-uhnf = Ahl s Ahnf, n € N. (33)

Lema 3.1.1. Para funciones arbitrarias f,g : X — Y y para constantes arbitrarias o, 3 € Q
tenemos,

Ap(af +Bg) = a Apf + B Ang. (3.4)

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la definicion (3.1). O
Lema 3.1.2. Para hy, he € X arbitrarios, los operadores Ap,, Ay, conmutan:

Ap Apy f = Apy Ay f (3.5)
Demostracion. De (3.1) tenemos,

Ap, Apy f(z) = Ap, (f(z+h2) = f(2))
= Ap flx+h2) — Ap, f(2)
= f(x+hi+h2)— flx+ha) — f(x+ h1) + f(x)
= Ap, (f(z+h1) = f(2))
= Ap,Ap, f(7).
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Corolario 3.1.1. Sea 7 una permutacion de {1,...,n}. Entonces

Ayt = D gy I

Lema 3.1.3. Para hyi, he € X arbitrarios,

Ah1+h2f - Ah1f - Ahzf = Ahlhzf' (36)

Demostracion. Directamente, a partir de (3.1), tenemos

Apytho f(2) = Dpy f(2) = Apy f(z) = fl+hi+he) = f(z) = flz+ )+ f(x)
— flz+h)+ f(2)
= f(z+hi+he) = f(z+hi)— f(x+h2) + f(z)
= Apnf(z).

Teorema 3.1.1. Sea n € N, entonces

1

Ahy--hnf(x) _ Z (_1)71—2?:1 sz (.’L‘ + Z kzhl> . (3.7)
i=1

k1, ,kn=0
Demostracion. La haremos por inducciéon sobre n. Paran =1 :

1

A flz) = Y (D)@ + ki)

k=0
= —f(@)+ flz+ M)

que coincide con (3.1).
Supongamos que (3.7) es cierta para n € N. Entonces, del corolario 3.1.1, la hipotesis de
induccién y el lema 3.1.1, obtenemos:

Ah1~~hn+1 f(.l‘) = Ahn+1 (Ahlhnf(x))
1

S SIS RS o
=1

ki, ,kn=0
1 N n
= Z (_1)n—zz‘:1 kiAhm_lf (ZE + Z kzhz>
K1, kn=0 i=1
1 1 n
= Z (_1)TL—Z?:1 ki Z (_1)1—kn+1f (IL‘ + Z kih; + kn+1hn+1>
k1, kn=0 kny1=0 =1

1

n
= Z (_1)71721:1 ki“l’l*kn-{»lf (JJ + Z kih; + kn—‘,—lhn—i-l)
k1, knkng1=0 i=1
1

n+1
=2 <—1>"+1—Z?ff’“f<w+2kmi>
=1

kl:"' 7kn+1:0

asi, hemos obtenido (3.7) para n + 1. O
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Corolario 3.1.2. Sea n € N, entonces
n - n—k [T
nf(@) =) (=" ) flz+kh). (3.8)
k=0
Demostracion. Supongamos que k entre ki, --- , k, dados en (3.7) es exactamente igual a uno y
hi =+ = hy, = h, entonces, la expresion del segundo miembro de (3.7) se reduce a:
. k
(—1)r Tty ( +3 h) = ()" (w4 k).
i=1
Pero, hay (Z) elecciones posibles de k£ unos de entre k1, --- , k,, donde k recorre desde 0 hasta n.
Por tanto, (3.8) se sigue de (3.3) y (3.7)
Apn, flx) = Apf(z)
= 3y (Z)f(w T kh).
k=0
O

Teorema 3.1.2. [24] Sea f : X — Y wuna funcion y sean hy,--- ,hy, € X arbitrarios. Para

ki, -, k, € {0,1} definimos

n

Afy ooy, = — Z kil.hi7 bry ok, = — Z Kih.
=1

i=1

Entonces, para cada x € X,
1
Ah1~~-hnf(x) = Z (f1)21:1 kiAZklmknf(qubkl...kn) .
Tk
Demostracion. Siguiendo [24], demostraremos la férmula:

1
k;h.“’]gn:o

donde,

n n
Aok, = — E KkmTm, By, ..k, = — E mkmTm, Vr,r1--,T, € X.
m=1

m=1

(3.9)

(3.10)

Haciendo esto, la formula (3.9) se obtendra por multiplicacién en ambos miembros de (3.10) por

(—=1)" y la sustitucion mz,, = hy, param =1,...,n.
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Ahora bien, del corolario 3.1.2 y del teorema 3.1.1, obtenemos:

1
Z (_1)n*Zi:1 klAT/L‘klknf (l‘ + Bklkn)
ki, ,kn=0
1

_ Z (_1)n72?:1 ki Z (_1)n7m (;)f (x + Bklkn + mAklkn)
m=0

ki, ,kn=0
1 n n n
= Z (_1)1172?:1 ki Z (=1 < >f (x + Z Mk Ty — M Z kmxm>
ki, ,kn=0 m=0 = m=1
1
— Z _ zlkz < (x—l—z (ik;x; — mk:acz))
kl,-n,knfO
1
= Z — 11]“2 ( (x—I—ZZ— kl"z)
kl,-n,knfO
n n 1
= > (-1 <m> Y-l <x+Zz— kaz)
m=0 K1, kn=0
- n—m n
m=0
noétese que, para cada m = 1,...,n uno de los incrementos

(I—=m)xy - (n—m)x,

es cero, luego en virtud del corolario 3.1.1

A(l—m)m1~~-(n—m)xnf($) =
=0

Ay 1)

(1—m)1:1~--—Im_1+$m+1“'(7’b—m)zn < Tn=m

pues, A(m—m)xmf(x) - AOf(x) = f(.??) - f(x) =0.

Consecuentemente, en la dltima suma (3.11) s6lo quedara el término correspondiente a
m = 0, lo que implica la formula (3.10).

A partir de aqui, basta multiplicar la formula (3.10) en ambos miembros por (—1)", para

obtener
1

Aac12:c2~-n:cnf($) = (_1)n Z (_1)”‘22':1 szZklknf (1‘ + Bkl"'kn)
k1, ,kn=0

y mediante la sustitucion, ma,, = h,, para m = 1,...,n, obtendremos la formula (3.9).

1

Apphpena f@) = D (F)Z=MAL f (@ by, -
k1, kn=0
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3.2. Funciones Polindmicas

La funcion f : X — Y que verifica la condiciéon
AP f(z) =0, paracadaz,heX (3.12)
se llama funcion polinémica de grado < n (n € N).

Lema 3.2.1. Sean fi,fo : X — Y funciones polinomicas de grado < n y sean o, € Q
constantes arbitrarias. Entonces, la funcion

f=afi+Bf
también es un polinomio de grado < n(n € N).

Demostracion. Obviamente, Ay es un operador lineal y la composicion de operadores lineales es
un operador lineal, del lema 3.1.1, obtenemos

AP (afi(z) + Bfa(z) = a AT fi(z) + BATT fo(2)
= 0, Vz,heX

y por tanto, f es un polinomio de grado < n(n € N). O
Teorema 3.2.1. Si f : X — Y es una funcion polinomica de grado n (n € N), entonces

Aphp f(2) =0, para cada x,hy, ... hyy €X (3.13)
Demostracion. En efecto, la diferencia

Apyhp f(2),

en virtud del teorema 3.1.2, puede expresarse mediante la formula (3.9) conteniendo sélo dife-
rencias de orden n + 1 con paso fijo y, contando con nuestra hipoétesis, todas son nulas. O

Lema 3.2.2. Sea F : X" — Y wuna funcion simétrica n-aditiva y sea f: X — Y la diagonal de
F definida por
flz)=F(z,...,z), zeX

Entonces, para cada x,h € X,

n—1
Apf(z) = Z (Z)F(:c Ka bR D). (3.14)
k=0

Demostracion. De la propia definicion del operador Ay, (3.14), tenemos

Apf(z) = f(z+h)— f(z)
Fx+h,...,x+h)— F(z,...,z),

por lo que, (3.14) puede reescribirse como,

Fx+h,...,x+h) = Apf(z)+ F(z,...,z)
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Es decir, la expresion (3.14) es equivalente a:

Fx+h,...,x+h)= Z <Z>F(x, Kx h, TR R). (3.15)
k=0

La demostracion de (3.15) se realiza por induccion sobre n. Para n = 1:

1
1
F h) = F(z,.k. z h, 17k R
(2 + 1) Z(k) (e, % 2 b, 125 )
k=0
= F(h)+ F(x)
que, evidentemente es cierta ya que F = f es una funcién aditiva.

Supongamos que (3.15) es cierta paran € Ny sea F : X"t! — Y simétrica (n + 1)-aditiva.
Entonces, para z € X la funcion ¢(z1,...,2,) = F(21,..., 2y, 2) es simétrica y n-aditiva, por lo
que podemos utilizar la hipétesis de induccién para concluir que:

n
n
Fx+h,.",z+h,z)= Z <k>F(:z:, Kox h, TR R, 2).
k=0

Haciendo z = = + h y teniendo en cuenta que F es simétrica (n + 1)-aditiva, se tiene

F(z+h,"Thz+h) = Z <n>F(:c,.’?.,:E,h,@.f“,h,ﬂ;—f—h)

k
k=0
= Z(Z)F(x,.’?.,x,h,@.‘lf,h,x)
k=0
r n
+ <I<:> F(x,.%. x, h, "1k hoh)
k=0
=y Z)F(ay,’?ﬂ,x,h,ntlf,h)
k=0
+3 (Z) Flx, k., z, h,ntiok R),
k=0

reemplazando en la primera suma k + 1 por m, resulta

n+1
Fx+ht x+h) = Z (mi 1>F(x, g b, p)
m=1
- n n—(m—
+> (m>F(:U oz, b, p)

= Z( " )F(x,.m.,x,h,@ﬂ).m,h)+F(x,n.+.1,x)

n

+F (bR + Y (Z) Fa, ™z, h, ("D b

1
— n+1 n n m (n+1)—m
F(z,ntl x) 4+ [(m 1)+<m)} F(z, ™, 2, h, ") h)
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(mn— 1) ! <¢Z> - (n;l)

tendremos la expresion (3.15) para n + 1

y, teniendo en cuenta que

n
Fx+h"z+h) = F(z,"tlz)+ <n + 1) F(z, ™.,z h, "D p)
m=1 N
+F(h," L h)
= z": <n + 1>F($, m g, h, (DM h),
m=0 \ "
que es lo que queriamos demostrar. O

Lema 3.2.3. Sea F : X" — Y funcion simétrica n-aditiva y sea f : X — Y la diagonal de F.
Entonces, para cada m >n y x,h1,--- ,hy, € X, tenemos

n!F(hy, -+ hy) sim=n,

. (3.16)
0 st m > n.

Ahl“-hmf(l‘) = {

Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 1:

Ap, f(z) = [z + h1) — f(),

y como F' = f es aditiva

Ap f(z) = flz+h)— f(z)
(

I
=
&
+
[y
>

=

|
=
&

Para m > 1,

Apyoh (@) = Apyehyy (B, f(2))
= Apyty o f (i)
= ()7
pues h,, es constante.
Supongamos que (3.16) es cierta para n € N y tomando una funcién F : X"l — Y

simétrica (n + 1)-aditiva. Si f : X — Y es su diagonal, entonces en virtud de los lemas 3.2.2 y
3.1.1, tenemos que, para x, hy, -+ ,hpt1 € X

Ahl“-hn-H f(.’E) = Ah1~-hn (Ahn+1 f({lf))

" /n+1 .
Z ( L >Ah1...hnF($,.’?.,(E,hn.}'_l,(n-i.—.l). k,hn+1).
k=0

La funcion F(:L',.’?.,x,hn_t,_l,(n—i._.l)._k,hn_t'_l) es k-aditiva para cada 1 < k < n. Para k = 0, la
expresion F'(hp41, ("‘H)._k, hp+1) como funciéon en x es constante. Luego teniendo en cuenta la

hipétesis de induccién, tenemos

n!E(hy, - hpt1) sik=n,

Apyon F(x, % m, ey, PTDF ppy) =
ot i +1) 0 si k < n.
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Y

Ahll..hnf(.%') = (TL + 1)n!F(h1, Ce hn+1)
= (n+1)'F(h177hn+1)

Por otra parte, si m > n + 1: entonces, teniendo en cuenta que F'(hq,...,h,+1) €s una
constante, tendremos del corolario 3.1.1

Ah1~~-hmf($) = Ahn+2~~-hm (Ahl"'hn+1f(x))
= Apyighy K+ (R, b))
= 0,

lo que significa, que (3.16) se verifica para n 4 1y, por tanto, se concluye la demostracion. [

Corolario 3.2.1. Sea F': X" = Y una funcion simétrica n-aditiva y sea f : X = Y la diagonal
de F. St f =0, entonces F = 0.

Demostracion. Tomamos x, hy, ..., h, € X. Entonces, claramente
Ahl"‘hnf(x) =0,

y del lema 3.2.3,
1

F(hy,...,hy) = EAhl'“hnf('r)
= 0.
Como hq,...,h, € X son arbitrarios, hemos probado que F' = 0. O
Teorema 3.2.2. [24] Sean Ay, : XF — Y, k = 0,...,n funciones simétricas k-aditivas y sean
AR X 5 Y, k=0,...,n sus respectivas diagonales. Entonces, la funcion f: X — Y dada por

n

fla) =) Af@=) (zeX), (3.17)

k=0
es una funcion polinémica de grado < n.
Demostracion. Tomamos x, h € X, entonces del lema 3.2.3

AZ+1Ak(x):O, para k=0,1,...,n

luego,

AZ“f(x) — AZ—H (Zn:Ak(l‘)>
k=0

- f:A;;H (4"@))
k=0
= 0,

lo que completa la demostracion y por tanto, f es una funcién polinémica de grado < n. O
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Notese que, para n = 1, la ecuacion A% f(x) =0 toma la forma

flx+2h) =2f(x+h)+ f(z) =0 (z,heX)

o, equivalentemente, mediante la sustitucion h = Y%, resulta la conocida ecuacion funcional de

2
Jensen:

F(55Y) = U@ f) e

Teorema 3.2.3. La funcion f: X — Y es solucidn de la ecuacion funcional de Jensen

F(55Y) = U@ fo) @yex), (3.18)

si y sdlo si existe una constante A° € Y y una aplicacion aditiva A' : X — Y tal que:
flx) = A% 4+ Al(a:), (r € X) (3.19)

Demostracion. Supongamos que f es solucion de (3.18). Definimos la funcion g : X — Y me-
diante:

g9(x) = f(z) = f(0), (z€X)
entonces ¢(0) =0 y de (3.18) para z,y € X tenemos

o("5Y) = 0lo) + ).

2 ) 2
Haciendo y = 0, obtenemos

1
g <E> = —g(x), paracadax € X.

Ahora bien, para cada z,y € X:
glz+y) = 29 (x;y>
= 2(s(3)+4(5))

= 2 (;g(xH;g(y))
= g(z) +9(y),

lo que implica que g es aditiva. Como

donde,

y Al es una aplicacion aditiva.
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Reciprocamente, si f es de la forma (3.19) con Al aditiva, entonces para =, h € X tenemos
Al f(z) = A} (A" + Al(z))
= AjAl(z)
= A'(z+2h) — 24z + h) + Al(z)
= 0,
es decir, f es soluciéon de la ecuacion
Ajf(x) =0, (z€X)
que, como ya sabemos, es equivalente a la ecuacion funcional de Jensen. O

Teorema 3.2.4. (/24/, [6] y [26]) Sea f: X — Y funcion polindmica de grado < n. Entonces,
existen aplicaciones simétricas k-aditivas

A XY, (zeX)

tales que
n
fla)=> AFa), (xeX)
k=0
con, A¥ k=0,1,...,n las diagonales de Ay, k =0,1,...,n, respectivamente.
Demostracion. Probaremos la existencia de Ag, k = 0,1, ..., n por induccion sobre n. Paran = 0

es evidente. Para n = 1, f satisface la ecuacion
Ajf(x) =0, (z€X)

y por el teorema 3.2.3 existe una constante Ag € Y y una aplicacion aditiva A' : X — Y tales
que:
flx)=A"+ Al(z), (zeX)
lo que implica que f admite una representacion de la forma (3.19).
Ahora, supongamos que para cada funcién polinémica g : X — Y de orden n — 1 € N

existen aplicaciones simétricas k-aditivas A : X*¥ - Y, k=0,1,...,n— 1 tales que
n—1
g(x) =Y AF(z), (v €X); (3.20)
k=0
donde A%, k=0,1,...,n — 1 son las diagonales de Ay, k =0,1,...,n — 1, respectivamente.

Asumiendo que f : X = Y es un polinomio de grado < n, definimos la funcién 4,, : X" —-Y
mediante,

Ap(@rse ) = %Am...xnf(o), (@reX), k=1,...n. (3.21)
Evidentemente, del corolario 3.1.1, A, es simétrica. Ademés del corolario 3.1.1, lema 3.1.1,
lema 3.1.3 y del teorema 3.2.1, paracada k=1,...,ny x1,..., Ty, Y € X, tenemos
Ap (T1, o Tp1, T+ Yky Tkt 1y - s Tn) — An (1, T0) — Ap (X1, oo oy Tl 1, Yy Tt 1y - -5 Tn)
= B e (B £0) — A £(0) — Ay, (0))
1

= EA$1"'$nyk f(0>

= 0.
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Esto demuestra que A,, es n-aditiva. Notese que para x,z1,...,T, € X, del lema 3.1.1 y del
teorema 3.2.1, tenemos

Apyoan f(2) = Bayoa, (0) = Agyoa, (f(2) = £(0))
= Axlu-xn (Axf(o))
Ao,y f(0)
0

y, de la formula (3.21)
Apyon, f(x) =nlAy, (21, ..., 2,) .

Por tanto, en virtud de los lemas 3.1.1 y 3.2.3, para
g=1rf—-A"%
donde, A™ es la diagonal de A,,, obtenemos que

Apyhn9(@) = Appn, f(@) = Bpyen, A% (2)
= Apyon, flx) —nlAy (b, ... hy)
= 0, parahy,...,h, €X.

Esto significa exactamente que, g es una funciéon polindémica de grado < n — 1. Por tanto, la
hipétesis de inducciéon implica que existen aplicaciones simétricas k-aditivas

Ay XF 5 Y (k=0,1,...,n—1)

tales que, la formula (3.20) se verifica con A* (k = 0,1,...,n — 1), las diagonales de Ay, (k =
0,1,...,n — 1), respectivamente. Por tanto,

flz) = g(x)+ A"(x)

n

= AMz) (z€X),

il
o

que es lo que buscdbamos. O
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Capitulo

La Ecuacion Funcional De Fréchet

4.1. Definicion Funcional De Polinomios

Sabemos que las tinicas funciones continuas aditivas que existen son las funciones lineales
f(z) = cx (c € R). A partir de aqui es facil demostrar que f(x) = ax + b si y solo si f es una
funcién continua que es solucion de la ecuacion funcional

fle+y) = f(z) = fly) + f(0) =0.
Fréchet [18], demostro que los polinomios ordinarios,
fl)=ao+aix+---+apz" (z€R)

también se pueden caracterizar como las tinicas soluciones continuas de una cierta ecuacién
funcional.

Teorema 4.1.1. (Fréchet [18]) Un polinomio de grado n en x es una funcion continua verifi-
cando la identidad:

Fort () (@1, an) = flont o) =Y f (@i + + i)
1

=0 (4.1)
donde, x1,...,Tnr1 Son variables reales.
En la identidad (4.1), la notacién _," es una abreviacion de:
> >
h {il7"'77;n+17h}g{172»"'7n+1}
#{i1,sint1-n}=n+l-h

El teorema constituye, pues, una definiciéon funcional de los polinomios. La funcidn continua
f:R =R es un polinomio (ordinario) de grado < n si y sélo si Fp+1(f) es idénticamente nula
en R
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Demostracion. Haremos la demostracién por induccién sobre n. Para n = 1, resulta la ecuacion
funcional de Cauchy.

Si 241 es una constante arbitraria y f(x) es una funcion continua verificando (4.1), entonces
la funciéon

p() = f(@ + 2np1) — f(@) = f(2ns1) + £(0)

es un polinomio de grado n — 1.
En efecto, si F+1(f) = 0 entonces la expresion

Fole) = @(21,...,20) —Zcp(le,...,xjnfl) +Zcp(le,...,xjn72)
—1

n—2

— e (=) Zcp (zj,) + (=1)" (0)
1

es idénticamente nula y, por tanto, podemos aplicar nuestra hipotesis de induccioén a la funcion
©.
Si tenemos ahora en cuenta que la expresion

flz+y) = f(z) = fly) + f(0) = Q(=,y) (4.2)

es simétrica respecto las variables = e y, podemos concluir que Q(z,y) es un polinomio de grado
< n — 1 respecto de cada una de las dos variables = e y.

Vamos a utilizar la identidad (4.2) para demostrar que este polinomio tiene una forma
particular. Para ello, procedemos como sigue:

» En primer lugar, notemos que Q(z,y) satisface la ecuacion funcional

Qr,y) +Qz+y,2) = flx+y+2) - fz) - fly) - f(2) +2/(0),

de modo que Q(z,y) + Q(x + y, z) es una funcion simétrica respecto las variables z,y y 2.
» Descomponemos Q(x,y) de forma tnica como suma de polinomios en la forma:

Q(x7y)EQ0+Q1(x7y)+"'+QT($7y) (43)

donde, cada @, (p = 0,1,...,7) es un polinomio homogéneo de grado p'. Se puede comprobar
inmediatamente que cada uno de los polinomios Qp(x,y) satisface que

Qp(z,y) + Qpz +y,2)

es simétrica respecto las variables x,y y 2.
» Ahora bien, todo polinomio homogéneo Q,(z,y) de grado p es de la forma

Qp(2,y) = Aga? + AjaPly + AgaP 2y 4+ Ay qayP T+ Ay

1Qp( Az, \y) = NPQp(z,y) para cadap=0,1,...,7.
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Por tanto

Qp(xay) + Qp(aj +yvz)
- Ao$p+A1mp_1y+A2xp_2y2—|—-~—|—Ap,1$yp_1 + ApyP

+Ao(x +y)P + Ar(z +y)P e+ Ag(x +y)P 222 4 Ay g (m y)2P T+ AP
= onp+A11:p_1y—|—A2xp_2y2+~--+Ap_1xyp_1 +Apyp

al(0) e () () s+ ()]
-1 -1 -1 -1

+4 (P R 2y (P Py (P yP | 2
0 1 P p—1

+A, 1 [z +y] 2Pt
+Ap,2P
= 2Apx? + {Aly + Ay (?)y + Alz} xP1
—1 —(h—1
S G S I

+ (Apyp + Ay + APl 4+ AgyP 2 4+ Apzp) .

Los coeficientes de las diferentes potencias de & deberan ser simétricos en z,y y se tendra en
particular

p—1

(h—l)

(=47Y)

por otro lado, @, es simétrica en x e y y se tendra

AOZO, Ah_lz Al para h:2,...,p,

A, = A,
y como
-1
I
(p—(llz—l)) (119)
tendremos
-1
PQ, = p APy 4+ p Agap~(h=Dyh=1 4y p AyayP!
1 h—1 p—1
= Az +y) —2"—¢"].
Aplicando este resultado a los polinomios (o, . .., Q, vemos que se tendra para () una expresion

de la forma:

Qx,y) = > Byl +y)’ —a’ — "]

p=2
= R(z+y) — R(z) — R(y) + R(0), (4.4)
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donde R(x) es el polinomio de grado r dado por:

R(z) = Z ByaP = Bax® + - + By,
p=2

con r < n, puesto que Q(z,y) es de gradon — 1 en .
» Tomemos

S(z) = f(z) — R(x).
Entonces la identidad (4.2) lleva, mediante (4.4), a:

S(x+y) —S(x) - Sy) +5(0) =0,

siendo S(x) una funcion continua que verifica esta identidad. Luego, S(x) es necesariamente un
polinomio de primer grado
By + Bjx.

Tal como se ha visto anteriormente, se tiene

f@) = S(@)+ R(z)
= By+Bix+---+Byz" con r<mn,

y por tanto, f(z) es un polinomio de grado < n. O]

Observacion 4.1.1. La prueba de Fréchet permanece inalterada si se asume la continuidad sdlo
en un punto (o la acotacion en un intervalo cuyo interior es no vacio) de la solucion f de
Fnt+1(f) = 0. Esto es asi, porque ¢ es continua o acotada en un intervalo abierto si y sélo si f
lo es (lo que valida el paso de induccion) y lo mismo ocurre para S. Por otro lado, el inico paso
donde se requiere la prueba de que f sea continua, es mostrar que S (solucion de la ecuacion
funcional de Cauchy) es una funcion lineal. Por tanto, podemos afirmar que si f satisface las
hipdtesis del teorema de Darboux y Fpn11(f) =0, entonces f es un polinomio ordinario de grado
<n.

4.2. La Ecuaciéon Funcional De Fréchet y El Operador Diferencia
Progresiva Ay,

En esta seccion vamos a establecer la relacion que existe entre la ecuacion F,11(f) =0y
los resultados expuestos en el capitulo 3 de esta memoria.

Proposicion 4.2.1. Sea f: R — R una funcion. Entonces

JrnJrl(f) = Azo“-xnf(o)' (4'5)

Demostracion. Por el teorema 3.1.1 (sobre la representacion explicita en una férmula cerrada
para el operador Ay, ..., ) sabemos que

1

Axo:cnf(o) = Z (_1)7172?:0 klf (Z kzl'z) . (46)
1=0

ko, kn=0

Ahora bien, si agrupamos los términos que satisfacen » . jk; = h y sumamos, para h =
0,1,...,m 4+ 1, obtenemos el operador Fy,11f(zo,...,2n). O
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Proposicion 4.2.2. Si f es solucion de la ecuacion funcional de Fréchet
Ay f(0) = 0 (4.5)
para toda eleccion de nodos {x;}1'_, entonces se satisface la ecuacion funcional
Agyez, f(x) =0, (ze€R). (4.7)

Demostracion. En efecto, supongamos que Fp1(f)(o,. .., 2y) se satisface en cualquier {z;}}".
Entonces para cualquier z € R, tenemos:

Fur1 ()@, 20, -+ Tn1) = Doz, 1 f(0),

y
]:n—ﬁ-l(f)(x + Tn, X0, . .. 75571—1) = A(:era:n)wo---xn,lf(O)'
Por tanto
Frr1 ()@ + 0, 20, .- Tn-1) = Dageay g (Data, £(0))
= Aupen f@ 4 30) — Dagan fO). (48)
Ademas,

fn—i-l(f)(m: Zos - - - 7xn—1) AIIO"'mn—lf(O)
Avgins (Baf(0))

— Augany (f(@) — £(0))
A
0.

zo---xnflf(l') - Axo---xnflf(o)

= (4.9)
Restando ambas ecuaciones (4.8) y (4.9), se llega a:
0 = Amo-~-zn71 f(x + xn) - Amoman f(O) - Aro-"l‘nflf(l‘) + AxO"'xnflf(O)
= Axo---xn,1 f(.’L‘ + xn) - Amg---xn,:l f(fL‘)
= Axo---xn—1 (f(fL‘ + mn) - f(l‘))
= Dugeay 1 Ba, f(2)
= Agyz, f(T).
0

De todo lo explicado aqui, se deduce que los resultados del capitulo 3 son aplicables para
obtener una descripcion completa de las soluciones (regulares o no) de la ecuacion de Fréchet

]:n—l-l(f) =0.

En particular, basta tomar pasos fijos para poder demostrar el teorema de Fréchet. Nosotros
vamos a abordar una via de ataque para este resultado, bajo las condiciones de Darboux, en el
proximo capitulo de esta memoria.
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Capitulo

El Teorema De Darboux Para La Ecuacion
Funcional De Fréchet

Los resultados que daremos a continuacién son anélogos a los dados por Darboux para la
ecuacion funcional de Cauchy, pero para operadores en diferencias de orden superior.

5.1. Descripcion De Las Soluciones De A" (f) =0

Demostraremos un lema técnico que nos dara una descripcion de las soluciones de A" (f) =
0, sin ninguna hipoétesis de regularidad en la funcién f, cuando se limitan a determinados sub-
conjuntos densos de la recta real. Describiremos las soluciones sobre Q y posteriormente gene-
ralizamos el resultado para conjuntos de la forma o + (8 — a)Q con «, € R. En particular,
dado p(z) = ap + a1z + - - - + ap2™ € P, un polinomio de grado < n, estudiaremos el conjunto

Hy = {ueQ: plu) = f(u)} (5.1)

Lema 5.1.1. Sea f: R — R tal que AZJrl(f) = 0. Entonces, existe un tinico polinomio p € P,
tal que
flo=rle-

Demostracion. Sea f tal que AP (f) = 0.
Tomemos el tinico polinomio p € P, que interpola a f en los nodos {%}ZL:O , de modo que

p<;):f<;> Vi=0,1,...,n. (5.2)

Consideramos ahora el conjunto #,, definido en (5.1). Queremos probar que H, 2 Q y por
tanto f |o=p | . Para ello (y como primer paso) ponemos

QO:{:L : ieZ} (5.3)

y demostraremos que 2y C H,,.
Ahora bien, si definimos los nodos y; =i - % (i € Z), tenemos que para todo k € Z existe un
dnico pi € P, tal que:

pre(yi) = f(yi), Yi=k,k+1,...,k+n (En particular,py = p).
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Por otra parte,
AL £(0) =0,

n

luego,

0 = AT f(0)

n

BT

1=0

SR o)

(2

= > (n ; 1) (D)™ f (ya) + f (yn1) (5.4)

. 2
=0

S

se sigue que,

Py = =3 (" T )0

y, como pg = p € Py,

i=0
" n+1 o i n+1
= S (T e () e ()
; . n n
=0
. n+1 n+1—1
= > ( ; ) (=1)"™ " po (yi) +po (Yn+1) + (5.6)
i=0
tenemos que,
n L /n+1 et l—i
i) = A1 (0 = = 3 (" T M ). 6.7
" i=0
Por tanto,
Flme1) = polynt1) — AT po(0)
= po (Ynt1) (5.8)
y, tenemos:

pO(yi):f(yi):pl (yi)7 Vi=1,2,...,n+1, (5'9)
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como pg, p1 € P, concluimos que

Po = p1- (5.10)
El mismo argumento, prueba que:
Pk = Dk+1 Vk € Z. (511)
Por tanto, es inmediato que:
Hp 2 o.

Cambiamos ahora el tamano de paso h de % a i y, consideramos:

Ql—{yi—zhl—%:ZEZ} (5.12)
Tomamos el tnico p € P, que interpola a f en los nodos {yo,...,yn} de (5.12) y, mediante

el mismo argumento utilizado para (5.3), se puede demostrar que Hz 2 €2;.
Ahora bien, es evidente que

Q1 N QY
contiene infinitos puntos, por lo que
p=p
y
Q1 CHyp.

Repitiendo el proceso de forma reiterada mediante un cambio de paso de tamano

i
hm:2mn m=0,1,....n,n+1...

y considerando

i
Qp=_yi=ihm=——1i€Z 5.13
{y i gy 1€ } (5.13)

meENy

llegamos a la conclusién de que!:
Hp o0 (m S No).

Tomamos ahora un a € Q \ U,,en, 4m ¥ consideramos la funcion:

f@t) = flat) (5.14)

Es inmediato, que AZ“ ]? = 0, por lo que, de la misma manera que hicimos para f, podemos
encontrar para f un p € P, tal que:

Plo,. = flo,. (m € Ny). (5.15)

Por otra parte, es facil ver que

M = QN al, (5.16)

1N6teseque7QOCQlC“.CQTLC...
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es un conjunto infinito. Ademés, tenemos:

play) = flay) = fly) =ply) Vye M. (5.17)
Asi que
p(t) = p(at), (5.18)
Se sigue que
f@=Fm =7 (%) =5(%) =pla). (5.19)
Por tanto a € H, y podemos concluir que:

H,2Q (5.20)

lo que implica
flo=rlo-
O

Observacion 5.1.1. Como Q es un subconjunto denso de R, el lema 5.1.1 nos proporciona una
nueva demostracion del teorema de Fréchet original, pues la hipdtesis de continuidad en toda la
recta real para la funcion f obviamente conlleva que f =p si f |o=p |g, p € Pu.

Lema 5.1.2. Dados f : R — R tal que AZHf =09y a B € R, existe un unico polinomio
Pa,g € Py tal que

[ lat(-a)0= P la+(5-a)a -

Demostracion. Para cualquier eleccion de «, 5 € R, consideramos la funcion

f: 0,1 — R

t = fO)=f((B-a)t+a).
Obviamente AZHf: 0. Procediendo como en el lema 5.1.1, existird un p € P, tal que:
flo=rlo-

Veamos que, para nuestros objetivos, es suficiente escoger el polinomio

Pa,s(t) —ﬁ(;__(:)-

En efecto, Vy € Q sea t = (8 — a) y + . Entonces
ft) = f((B-a)y+a)
= f)

= p(y)
[ t—«
=)

= Paplt)  Vica+(8-a)Q (5.21)

|
s

I
b

y, por tanto
f lat(s-0)0= P la+(8-a)a -
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En lo que sigue, bajo la suposicién de que no hay confusiéon acerca de las soluciones de
Azﬂf = 0, denotaremos por p, al tnico polinomio de grado < n tal que f [44(3—a)Q=

Pa,8 |a+(ﬂ—a)@ y, definimos los polinomios p, = po.a ¥ Pg = Po,s tales que f |a@: Pa |a@ y
I |s0=pg |pq, respectivamente.

Teorema 5.1.1. Dadosn € Ny f: R — R tal que AZ“f =0, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) feP,.
ii) f es continua en un cierto x € R.
i1) f|ap) estd acotada en un cierto intervalo abierto y no vacio (a,b) C R.

Demostracion. Las implicaciones i) = 1) = iii) son evidentes, por lo que soélo tenemos que
demostrar 7ii) = 7).
Supongamos que f ¢ P,. En este caso, podemos encontrar o, 8 € R, a # 3 tal que

fla@=Pa lags Pplpo= [ |

y
Pa # DB-
Elegimos z9 € aQ y 21 € fQ con 0 < xg < 21 de modo que py, (7o) # pay (1).2
Dados r, s € Q, definimos:
Tlr =721, Tsyr=7=T0+$ (l'l,r - 1’0) Y Pr = Pxg,z1,r (5'22)
Entonces,
DPr |x0+(x1,r—:t:o)Q =f ‘Io+(11,r—xo)(@ (5.23)
y la relaciéon
pr(@sy) = f(Tsyr) (5.24)
se satisface Vr,s € Q.
Ponemos pg = pz, ¥ p1 = Pg,- Entonces,
po(zo) = f(wo) y p1 (z1) = f(71,), VreQ. (5.25)
Por otra parte, para cada i € {1,2,...,n} y r € Q tenemos,
Tiyr = To+ { (551,1” - xO)
= o+ i(rz; — o)
= (I—-i)axog+irxz; € (1—i)xg+x1Q (5.26)
y, si establecemos
Di = p(l—i)wo,wr}—(l—i)xo (527)
la relacion
pi (zir) = f(2iy) (5.28)

se satisface Vr € Q.

ZNotese que pry = Pa ¥ Pay = D-
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Asi, hemos obtenido un conjunto fijo de polinomios

{p07p1a s 7pn}
con pg # p1, y un subconjunto paramétrico de nodos
{371,7“7 T2py--- axn,r}re(@

tal que, la familia de puntos

{(@ir, f (@ir)},eq

es un subconjunto de la grafica de p; parai=1,2,...,ny,
Jm i, = T]_l)% (1 —=d)zo+irz)
reQ z1
reQ
= X (5.29)

En otras palabras, la grafica de cada uno de los polinomios, p; que hemos construido es
una especie de “rail” por el que podemos deslizar los puntos (z;,, f(z;,)) (con r € Q variable),
que pertenece a la grafica de f. Ademés los puntos z;, se pueden aproximar a placer al punto

xo (hasta hacerr — rg = ;—‘;) v, fijado un valor r € Q, todos los puntos {(z;, f(xir))};_, per-

tenecen a la grafica del polinomio p,., lo que nos sugiere pensar que la familia de polinomios p,
debe explotar cerca de xg cuando r — 7. Esto es precisamente lo que vamos a probar.
Esté claro que,

)LH,}O f(xir) = TILTQO pi(Tiyr)
reQ reQ
= )
= pi(xo). (5.30)
Es decir,
{(@iy, f (miﬂ’))}?:o = {(@iy,,pi (xi7r))}?:0 — (z0,pi(z0)) cuandor — rg (5.31)

Ahora, sean ¢, p, € P, los polinomios de interpolacién de Lagrange® en los puntos {(i, p; (o))}
e {(i,pi(xi,))}iy, definidos por

respectivamente, donde r € Q es arbitrario. De (5.30) se desprende que

Tliqloﬁr(i) =q(i), Vi=0,1,...,n. (5.33)
reQ
Por tanto,
rlggﬂlo Dr=gq (5.34)
reQ

3El polinomio de Lagrange que interpola a f en los nodos {t;}i—o esta dado por L, ({f,{t:}i=0}) (t) =
S F(t) () = S () TTi=o 724
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siendo la convergencia uniforme* en subconjuntos compactos de la recta real. Vemos que existe

una fuerte relaciéon entre p, y p,. De hecho, es facil comprobar que

pelt) = B <t‘x°) , (5.35)

L1y — 0

pues la relacion

~ <$i,r—$0> _ ((1—i)x0+i7“$1—x0>
Pr\ ———— = Pr
Tir — X0 T1r — X0
~ rr1 — To)t
- 5 (<10>>
L1y — X0
= ﬁr(z)
= f($i,r)
= pr(@ir) (5.36)

. . ~ tf
se verifica para todo i € {0,1,...,n} y p.(t), pr (m,i%) eP,.
La suposicion de que po(zg) # p1(zo) garantiza que g no es un polinomio constante, lo que
implica

q(Q) = q(R) (5.37)
donde,
gR) =R, ¢R)=[M,00) o ¢(R)=(-00,M] (5.38)

para un cierto M € R.
Luego, para cada C € ¢(R) y cada € > 0, existe algtn s € Q tal que |C —¢(s)| < 5.
Por otra parte,
Jim [ 5 — g o.ssy= 0. (5.30)

reQ

y basta escoger |r — r¢| suficientemente pequeno para que

msé,x{|:c0 — Tsrl, ‘f(xsn“) —q(s)} = m;ix{‘xo — Tsrl, ’pr(xsw) —q(s)[}
= mix {|zo — s, [Pr(s) —q(s)[}

€
< - A
< § (5.40)
y
mis {Jeo — @), [F(@er) = O} < mix{Jeo — 2, |F(zer) = als)] + [a(s) — CI}
oL
- 2 2
= € (5.41)
lo que significa que
2
(x0,C) € g?"af{f}]R , para todo C € ¢(R). (5.42)

Como x¢ fue elegido arbitrariamente en el conjunto de puntos u € zoQ tales que pg(u) #
p1(u), podemos concluir, que f no esta localmente acotada en ningtn intervalo abierto y no vacio
(a,b) CR. O

4P, es un espacio vectorial de dimensién finita y todas las normas son equivalentes en dicho espacio.
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5.2. Descripcién De gmf{f}R

Con el fin de dar una descripcion de la clausura del grafo de las soluciones f de AZH f=0,
probaremos los siguientes resultados.

Lema 5.2.1. Sea f la solucion de Azﬂf = 0 que no es continua en ninguna parte. Entonces

RQ
graf{f} es un subconjunto conexo de R? que contiene un conjunto abierto no acotado y para
cada x € R existe un intervalo infinito Z,, C R tal que:

(2} x T, = graf {1 Nz} x R, (5.43)

Demostracion. Los detalles de la demostraciéon del teorema 5.1.1, nos revelan que si AZJrlf =0
pero f ¢ PP, entonces, existen

Po,P1 E]P)nv Do #pl

tales que
P0 l2o@= [ loo@s  P1 [2:0= f l210
y para cada punto ug € xoQ \ {u: po(u) = p1(u)} existe un intervalo infinito J C R con

{uo} x T C graf{f} -
Ademas,
J =qR)

para un cierto polinomio g € P,,% tal que,

q(0) = po(uo) y q(1) = p1(uo)-
En particular,
{uo} % [poluo), p1 (o)) C graf (I} -
lo que implica,
C(po, 1) C WRQ,
donde,
Clg,h) = {(z.y) € B : min{g(x), h(2)} < y < méx{g(x), h(z)} } (5.44)

. ., . ———=R?2 .
para cualquier eleccion de funciones g,h : R — R. Esto demuestra que graf{f}  contiene un
subconjunto abierto no acotado.
Ahora, demostraremos la segunda afirmaciéon del lema:
2

———R
Dadoz € R, si (z,y1), (x,y2) € graf{f} vy < y2 entonces, para todo € > 0, con € < |y; — y2/,
hay dos puntos z1,x2 € R tales que:

, €
méx {|z — 1], [& — 22|, ly1 = f(a1)l, ly2 — flz2)} < 5.

Luego, el polinomio py, z,+2, satisface

Pormatar ([1,52)) 2 [f(21), £(22)] ¥ graf mmaim ] C graf I} .

5Que depende de la eleccion de wuo.
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Asi, si tomamos w € (y1,y2) tal que
< f@) <ytg<w<p— ;< fle) <wp
entonces, existe un punto &, € (x1,z2) tal que Py, zota; (§w) = w, esto es:
max {2 = Eul, [0 = Pay ytar ()|} = |2 — &u| Sméx{|z — x|, [z —22[} <€

RQ
y, (x,w) € graf{f} , pues € es arbitrario. Se sigue que:

R2
{z} x [y1,92] C graf{f} .
Esto demuestra, que

graf{f}R2 N{z} xR ={z} x I,

para cierto intervalo Z, C R y Vz € R. Ademas, también implica que, graf{f }R2 es un subcon-

junto conexo, pues, la grafica de py es conexa y corta a todos los conjuntos {z} X Z,.
Finalmente, demostraremos que Z, es un intervalo infinito para todo x. Ya tenemos probado

esto para los puntos = € 29Q — {u: po(u) = p1(u)}.

Ahora, dado cualquier punto z € R, existe una sucesion infinita

{un}oro Cx € 20Q — {u: po(u) = p1(u)}, tal que: lim Up = .
Sean
My ={n:supZ,, =} y Ni={n:ifZ, =—occ}

Claramente,

NogUNMN =N,

de manera que,

#Nog=00 o H#Ni = o0,

por lo que Z, no esté acotado de ninguna manera. O

Teorema 5.2.1. Dados n € N y f : R — R tal que A" f = 0, si f ¢ P,, entonces hay

7R2
funciones g,h : R — R U {xo0} tales que graf{f} = C(g,h). Ademds h(z) — g(z) = 400
para todo x € R y existen po, p1 € Py, tales que py # p1 y C(po,p1) C C(g,h). Finalmente, h es
semicontinua inferior y g es semicontinua superior.

Demostracion. Para cada z € R, ponemos

g(@) :fnf{te]R: (2, 1) em*af{f}R?},

h(z) :sup{teR: (2, 1) Egraf{f}RZ}.

Obviamente, con esta notacién, y teniendo en cuenta lo establecido en la prueba del lema 5.2.1,
quedan probadas las dos primeras afirmaciones del teorema y sbélo debemos probar que h es
semicontinua inferior® y g es semicontinua superior. Asi, sea x¢ tal que h(zg) = M < ooy

636lo haremos la prueba para h, pues la prueba para g es analoga.
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supongamos que h no es semicontinua inferior en xg. Entonces, existen algin 6 > 0 y una
sucesion {€,}5%, — 07 tal que,

h(zo+&) > M+46 Vn.

Ahora, se sigue de
h(zo) = M < o0

que
f(zo) < M,
Ya que, )
(20, f(20)) € graf{f} C graf{J} -
Luego,

f(@o) = pao(z0) < M
y existe algiin € > 0 tal que

Se sigue que
)
gy) SM+5 Vy: |y—=zol <€

Por otra parte, V n suficientemente grande, tenemos que,

[Enl <0
esto es,
0
g (@0 +&) <M+ 5 < M+6<h(wo+&)
lo que implica que,
) 2
(:co + & M+ 2) egraf{J}°  Vn=mno,
es decir,
) ——R? )
vo, M + 5 | € grafift v hlzo) 2 M+5>M

lo cual, es una contradiccién. O

R2
No es dificil encontrar ejemplos concretos en los que graf{f} no llena el plano y, de hecho,
las funciones h, g anteriores son discontinuas.

Veamos un caso concreto:
Tomemos f(t) = tL2(t), donde £ : R — R es Q-lineal, L(v) = 1 (v € B), B es una base de Hamel
2

de R. Entonces A} f(z) = 0. Ademés 5]7‘@)"{]"}]R = {(:c,y) eR?: a2y > 0} , por lo que, en este

caso,
—00 siz <0 0 siz<O0

hiz) = -7 T) = T

() {0 six>0.yg() {+oo six > 0.

"¢, #0 , para cada n.
R2
®Pues, {pso} C graf{f} .
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