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ABSTRACT

Entre los espacios de Banach de dimension infinita unos de los mas estudiados son los espacios
de sucesiones /,,, Co y loo. Gracias a ello se conocen muchas propiedades de estos espacios que han
marcado a lo largo de la historia las lineas de investigacion a seguir. Han estado tan presentes
en la historia del Analisis Funcional que incluso se lleg6 a pensar que todo espacio de Banach
necesariamente debia contener una copia isomorfa de un /, o de Co, pero Tsirelson en 1974
encontré un espacio que no satisface esta hipétesis. [10] [13]

A lo largo de este proyecto se realizara una breve introduccion histérica sobre los matematicos
que han hecho grandes aportaciones al conocimiento de estos espacios. En el primer capitulo, se
describiran y demostraran sus propiedades mas relevantes. El segundo capitulo esta dedicado
a lo relacionado con operadores y dual de estos espacios. En el tercer capitulo estudiaremos la
trasposicion de operadores y la reflexividad de ellos. En el cuarto capitulo veremos los conceptos
de topologias débil y débil estrella, operadores compactos y algunos resultados relacionados con
esto. El quinto capitulo, se ocupa de bases de Schauder y sucesiones bésicas; en él se encontraran
también algunos de los resultados mas importantes de este proyecto: el teorema de Pitt, la
demostracién de que los espacios I, y C son espacios de Banach primos y la demostracién de
que /1 posee la propiedad de Schur. El sexto y tltimo capitulo esta dedicado a demostrar otro de

los resultados mas importantes del proyecto: el teorema de Rosenthal sobre /7.
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INTRODUCCION HISTORICA

El estudio de los espacios de sucesiones ha venido siendo una constante, o, mejor dicho, una
funcién creciente, desde los albores del Analisis Funcional. Ya en 1906 D. Hilbert establece las
principales propiedades del espacio /o como herramientas basicas para su generalizacion de los
métodos de V. Volterra e I. Fredholm para resolver una ecuacion integral con niicleo simétrico. Ese
mismo afio es publicada la tesis de M. Fréchet [1] en la que se introducen los espacios métricos
y algunas nociones topoldgicas asociadas: compacidad, completitud y separabilidad. Mas de la
mitad de dicha tesis estd dedicada al estudio de espacios métricos concretos, entre los que figuran
el espacio de todas las sucesiones numéricas y el espacio de las funciones holomorfas en el interior
del circulo unidad del plano complejo.

Destaquemos, entre los trabajos de esa época, los de E. Schmidt, E. Fisher y F. Riesz sobre los
espacios /g y Lo(I). Dichos trabajos abren las puertas al estudio de los espacios [, y L ,(I) realizado
por F. Riesz, en los que se muestran por vez primera, espacios que en nuestra terminologia, no
coinciden con su dual.

El trabajo de O. Toeplitz [2] sobre las matrices infinitas que conservan la convergencia de
sucesiones, en 1911, y el trabajo de E. Helly [3] sobre espacios de sucesiones normados, en 1923,
prefiguran respectivamente, los teoremas de Banach-Steinhaus y de Hahn-Banach en su forma
geométrica. Serialemos, de paso, que E. Helly muestra por vez primera , aunque la idea ya estaba
implicita en el trabajo de F. Riesz sobre el dual de ¢(I), un espacio normado no reflexivo: el espacio
de las sucesiones sumables. Muchos de los ejemplos de la monografia de S. Banach [4], en 1932,
son espacios de sucesiones escalares.

Se suele fechar en 1934, con la publicacién del trabajo de G. Kothe y O. Toeplitz [5], el comienzo
del reinado de los espacios de sucesiones escalares como donantes de ejemplos y contraejemplos
a la teoria general. En dicho trabajo se estudia la dualidad entre un espacio de sucesiones y
su a-dual. Gracias a las propiedades previamente conocidas sobre el espacio /1, en especial
el teorema de I. Schur sobre la convergencia débil y la convergencia en norma, G. Kothe y O.
Toeplitz, prueban que los acotados son los mismos para las topologias débil y fuerte del par a-dual.
Dicho trabajo motiva posteriormente a G. Mackey a definir los conceptos de par dual y topologias
polares que encajan como anillo al dedo con la definicién de espacio localmente convexo dada por
dJ. Von Neumann en 1935.

Los espacios escalonados introducidos por G. Kothe, los estudios sobre la clasificacién de los
espacios de Banach de acuerdo con su comportamiento frente a espacios escalares como Cy o
lp (1= p < +00), la teoria de Zeller de los FK-espacios y la utilizacién de espacios de sucesiones
para representar de una manera cémoda espacios de funciones holomorfas, indefinidamente
diferenciables y espacios de distribuciones son, por citar algunos, ejemplos de cémo los espacios
de sucesiones escalares mantienen hoy dia su alto indice de aceptacién entre los analistas
funcionales.



Paralelamente, el desarrollo de la teoria general va ligado, sucesivamente al estudio de
las propiedades de convergencia de sucesiones con valores en espacios de funciones, normados
generales y espacios vectoriales topoldgicos. El teorema clasico de Ascoli-Arzela, el estudio de
las convergencias débil y fuerte de sucesiones de espacios de Hilbert y en los espacios /,, y L (1),
el teorema de Féjer sobre convergencia de las series de Fourier en el sentido de Césaro, la tesis
de Banach [4] sobre limites de sucesiones de operadores lineales y continuos entre espacios
normados, etc... son ejemplos importantes de estudios de sucesiones con valores no numéricos
previos a la introduccion, por J. Schauder en 1927-1928, del concepto de base en un espacio
normado como generalizaciéon de la correspondiente nocién en espacios vectoriales de dimension
finita. En 1950 V. Ya. Kozlov y B. R. Gelbaum extienden el concepto de base de Schauder a base
de Toeplitz reemplazando la convergencia ordinaria por convergencia en el sentido de una matriz
de Toeplitz.

Volviendo al desarrollo de la teoria general en los afios inmediatamente posteriores a la
aparicion de la monografia de Banach, sefialemos, en lo que a sucesiones vectoriales respecta,
los teoremas de Orlicz-Pettis y Banach-Saks. El problema de determinar si existen espacios
de Banach de dimensién infinita en los que se mantenga el teorema de Riemann sobre la
equivalencia de la convergencia incondicional y la convergencia absoluta, es resuelto de manera
negativa por Dvoretzky y Rogers en 1950. A. Grothendieck, en su memoria [6] de 1955, estudia
aquellos espacios localmente convexos en los que dicha equivalencia si se da, los llamados
espacios nucleares. En dicha memoria se introducen, asimismo, varias topologias sobre el producto
tensorial de espacios localmente convexos. Cuando uno de dichos espacios es un espacio de
sucesiones como /1, es posible representar el producto tensorial proyectivo como un espacio de
sucesiones vectoriales. Esta representacion es generalizada por A. Pietsch en 1963.

Finalmente, cabe destacar que, con un trabajo de A. Robinson, en 1950, se introduce la teoria
de matrices infinitas de operadores entre espacios de sucesiones con valores en espacios de
Banach. Dicha teoria se ha desarrollado siguiendo las lineas de la correspondiente teoria para
sucesiones escalares desarrollada a lo largo de los setenta afios anteriores por Silverman, O.
Toeplitz, I. Schur, Kojima, G. H. Hardy, K. Knopp, G. G. Lorentz, S. Mazur y W. Orlicz.



CAPITULO

DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

En este capitulo veremos las definiciones de los espacios /,,, (1 < p <00), Cp y I y algunas

propiedades fundamentales de estos.

1.1. Los espacios 1, (1< p <o0)

Definicion 1.1. Fijado 1 < p < co, denotaremos por 1, al conjunto de sucesiones x = {x,} € KN

(donde K es R o C) tales que la serie }_,,~1 |x,|? es convergente. Es decir,

o0

Ip= {x:{xn}(—:[KN: Z %, [P <oo} (1<p<o0)
n=1

Es facil deducir, usando la desigualdad de Minkowsky [7], que !, es subespacio vectorial de

KNy que definiendo

I 1/p
”x”pz(z |xn|p) (xEZp)
n=1

se obtiene una norma en /.
Proposicién 1.1. [/, 1 < p <oo, es espacio de Banach.

Demostracion. Sea {x,},en una sucesiéon de Cauchy en /,, y fijemos k& € N. Consideremos la suce-
sion de escalares {x,},cn- Para cualesquiera n,m € N, es claro que |x,; — Xyl < (220:1 |an —Xmg |p)1/P _
X7 —%mllp, con lo que {x,z},en es de Cauchy en K, luego convergente. Definimos, para cada & € N,
xp = lim, o0 Xp% y Obtenemos la sucesién x € KN,
Sea € >0y dado que {x,},¢cn es de Cauchy en [, existe no € N tal que si n,m = ng, entonces
lx, —xmll, <e€. Por tanto, para cada N € N, tendremos

N

Z 22 _xmklp = (”xn —Xm ”p)p <e€P,
k=1



CAPITULO 1. DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

Fijamos un natural n = ng y tomando limite para m — oo en la desigualdad anterior, obtenemos

N

Y | —xpl? <€
k=1

y, puesto que N € N era arbitrario, obtenemos que

o0

Z £ _xk|p <éP
k=1

con lo que x, —x €,, luego también x = x, — (x, —x) € [, pero ademas, la dltima desigualdad
implica que [x, — x|, <€, para n = ng. Asi pues {x,},cn converge a x € [, y, en consecuencia, [, es

completo. Es decir, /,, es un espacio de Banach. O
Proposicion 1.2. Si p < q entonces [, S 1,.

Demostracion. Sea x = {x,} € [,. Para n suficientemente grande, se tendra |x,| <1y, por tanto,
|2,19 < |x,|P. Asi pues, por el criterio de comparacién de series de términos positivos, concluimos

que Y >° , |x,]? < oo, con lo que x € /. O

Observemos que ademas, si p < g, entonces [, C /4, ya que el elemento x = {n%p} N esta en
ne

l4 ynoestaen /,, pues

X1 X1
n;lnq—/p<00 y ngl;ZOO.

Definicion 1.2. Para cada n € N, denotemos por e,, a la sucesién cuyo n-ésimo término es 1y los
demads se anulan, es decir, e,, =1y e, =0 para k # n. Fijado 1 < p < oo, es obvio que e, €[,, de

hecho con |le, [, =1y decimos que e, es el n-ésimo vector unidad en /.

Asi pues, tenemos en /,, la sucesion {e,} de vectores unidad que claramente son linealmente
independientes, lo que prueba que [/, tiene dimensién infinita. Vamos ahora a observar con
detenimiento el subespacio engendrado por los vectores unidad.

A partir de ahora utilizaremos la siguiente notacién: dado un subconjunto £ de un espacio
vectorial X, denotaremos por (E) al subespacio vectorial de X engendrado por E, es decir, el

conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de E.

Definicién 1.3. Se define K™ como el subespacio de p engendrado por todos los vectores unidad,
es decir,
KM = <{en ‘ne N}>

o para mas comodidad en la notacién
K™ = <en ‘ne I\I>.

Este subespacio de /, tiene dimensién infinita numerable, es, ademés, subespacio de KN y
obviamente es el mismo para todos los valores de p. Definimos el soporte de una sucesién x € KN
como el conjunto {n eN:x, # 0}, es claro que K™ es el conjunto de todas las sucesiones de

soporte finito.



1.1. LOS ESPACIOS1, (1< p <o0)

Proposicién 1.3. KN es densoen 1, (1< p <oo).

Demostracion. Sea x = {x, €l, y consideremos la serie Y, -1 x,¢e,. Es claro que cada una de
p n=1

neN
las sumas parciales de dicha serie es una sucesién con soporte finito, es decir, es un elemento de

K™. Por otro lado, para cada n € N, tenemos

n b 00
x— Y xper| = Y lxgl?,
k=1 k=n+1

y como el resto de una serie convergente tiende a 0, deducimos que
(e, 0)
x= Z Xnen.
n=1

Asi pues, la sucesién de sumas parciales es una sucesién en K™ que converge a x, con lo que

K™ =1, como queriamos. O

Recordemos que una serie ) ,>1 %, en un espacio normado X es incondicionalmente conver-

gente si la serie

Z Xo(n)

n=1
converge (en la topologia de la norma) para cualquier permutacion ¢ del conjunto de los nimeros
naturales.

Se puede comprobar sin dificultad que la convergencia de la sucesién de sumas parciales
de la demostracién anterior es incondicional, es decir, para cualquier x € [, (1 < p <00), la serie
Y n>1%nen converge incondicionalmente a x. Por otra parte, es claro que [|x,e, |, = |x,I, con lo que,
la convergencia sera absoluta si, y solo si, x € /1. Asi pues, tomando 1 <p <ocoyx€l,\l1, la serie
Y n>1%ne, converge incondicionalmente a x en /,,, pero no lo hace absolutamente. Esto no debe
extraiar, ya que en un espacio de Banach, la relacion entre los distintos tipos de convergencia es

la siguiente:
convergencia absoluta = convergencia incondicional = convergencia.

De modo que, por ejemplo, una serie incondicionalmente convergente que no es absolutamente

convergenteen /, es Y -1 en/n.
Corolario 1.1. Si p < q entonces I, dotado de la norma | - |4 es denso en 1.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior y de la proposiciéon 1.2 ya

que K(N)clpclq y K™ es denso en lq. O

Asi pues, tanto K™ como [ p son subespacios densos en /, (p < g) que no son totales. Dicho de

(N)

otra manera, si consideramos en K™ y en /,, la norma que heredan de /,, tenemos dos ejemplos

de espacios normados no completos, cuya completacion es precisamente /.
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

Corolario 1.2. En [, las normas |-, y |- |4 (p < q), no son equivalentes.

Demostracion. Veamos que [, dotado de la norma |- || no es completo. Consideremos el elemento

x= {#}nel\l. Este elemento estd en [, y no estd en [, ya que

X1 X1
r;l — <oo y Z — =o0.

Por ello, como [, es denso en [, (corolario anterior), podemos encontrar una sucesién {x,} en [,
convergiendo a x en [, y, en consecuencia, esta sucesion es de Cauchy considerando la norma |- ||4.
Pero como x ¢ [, 1a sucesién {x,} no puede converger en [, dotado de la norma |- ||, (nétese que si
lo hiciese, deberia ser a un elemento y de /,, pero entonces, considerdndolo como elemento de /,
y por la unicidad del limite, tendriamos x = y, lo cual no es posible). Asi pues, hemos encontrado
una sucesién de Cauchy no convergente, con lo que /,, dotado de la norma | - |4 no es completo.
Finalmente, las normas |||, ¥ || - |4 no son equivalentes, puesto que una es completa y la otra

no. O

Volvamos a la sucesién {e,} de vectores unidad en /,,. Se trata, como ya hemos dicho, de un
conjunto de vectores linealmente independiente, pero no forman una base algebraica de [, el
subespacio que engendran es K™, que es denso en / p» pero no es total. Sin embargo, cada vector
x € l, se expresa como una especie de combinacién lineal infinita de los términos de nuestra

sucesion, mas concretamente,
o0
x= Z Xnen,
n=1

serie que converge (incluso incondicionalmente) en la topologia de la norma del espacio /,,. Ademas
es obvio, que dicha expresion es tnica. Podriamos decir que la sucesién {e, : n € N} se comporta
como una especie de base de [, siempre que no nos limitemos a hacer combinaciones lineales

finitas. Ello motiva la siguiente definicién:

Definicion 1.4. Se dice que una sucesion {u,} en un espacio de Banach X es una base de

Schauder de X si para cada x € X existe una tnica sucesién de escalares {1,} tal que

00
X = Z Antn,
n=1

y la serie converge a x en la topologia de la norma.

Ademas, si la convergencia de la serie anterior es incondicional, se dice que la base de
Schauder es incondicional.

Asi pues, nuestras consideraciones anteriores se resumen diciendo que {e,} es una base de
Schauder incondicional de [, para 1 < p <oo. Se dice que {e,} es la base de vectores unidad o

base canénica de /,,.

Proposicion 1.4. Los vectores de una base de Schauder de un espacio de Banach X son lineal-

mente independientes.



1.2. LOS ESPACIOS 1, Y Cy

Demostracion. Es consecuencia inmediata de que el elemento nulo tiene una dnica representa-

cién, y, por tanto, todos sus escalares A, deben ser 0. O

De modo que, el subespacio Y engendrado por una base de Schauder de un espacio de Banach
X tiene dimensién infinita numerable y, claramente, por la definicién de base de Schauder, Y es
denso en X. Ademas, se comprueba sin dificultad que no puede coincidir con X (es su clausura la
que coincide con X). Por ello, todo espacio de Banach que admita una base de Schauder, contiene

un subconjunto denso y de dimensién numerable.

Proposicion 1.5. Si X es un espacio de Banach que admite una base de Schauder, entonces es

separable.

Demostracién. Sea A un conjunto numerable y denso en K (Si K =R bastatomar A=QysiK=C
basta tomar A = Q +iQ) y supongamos que {u,} es la base de Schauder de X. Sea E el conjunto

de las combinaciones lineales de elementos de la base de Schauder con coeficientes en A, es decir,

N
E= { Z 6kuk 2N€N;51,...,6N€A}.
k=1

Sea Y el subespacio engendrado por la base de Schauder, como hemos dicho antes del enunciado
de la proposicién, Y es denso en X y de dimensién numerable. Es obvio que E es subconjunto
numerable de Y; ademads, usando que A es denso en K, se obtiene que E es denso en Y, y como
Y es denso en X, se deduce que E es denso en X. Por tanto, tenemos que E es un subconjunto

denso y numerable de X, y, por ello, X es separable. O
Corolario 1.3. [/, (1 < p <oo) es separable.

Demostracion. Se sigue de que [, admite la base de Schauder {e,} de vectores unidad y de la
proposicién anterior. O
1.2. Los espaciosl, y Cy

Definicién 1.5. Se define 1, al subconjunto de KN formado por todas las sucesiones acotadas de

escalares, es decir,

loo = {x ={x,} € KN sup{lxnl ‘ne€ N} <oo}.
Es obvio que /o es subespacio vectorial de KN y que definiendo
l%lloo = sup{lxnl ‘ne I\I} (xelw)
se obtiene una norma en /.

Proposicion 1.6. [, es espacio de Banach.



CAPITULO 1. DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

Demostracion. Sea {x,},en una sucesion de Cauchy en /.. Como {x,},cn €s de Cauchy, dado € >0

existira ng € N tal que si n,m = ng, entonces ||x, — X [lco <€, 0 lo que es lo mismo,

sup|xpr —xXmrl <e.
keN

Por lo que, fijado £ € N, la sucesion {x,},cn s de Cauchy en K y, por tanto, convergente. Definimos,
para cada k£ €N, x = 1im,,—.oo X,z y obtenemos una sucesién x € KV.
Sea € > 0, dado que {x,},cn €s de Cauchy, existira ng € N tal que si n,m = ng, entonces

ln — xm llco < €, 0 equivalentemente,
|%nr —Xmrl <€, VR €EN.
Sea n = ng y tomando limite para m — oo en la desigualdad anterior, obtenemos
e —xp] <€, VR EN,

es decir, ||x, —x|lco < €. Asi pues, x, —x € [, y también, x = x, —(x, —x) € [, ¥ se tiene que {x,},cn

converge a x en [, como queriamos, con lo que [, es espacio de Banach. O

Definicion 1.6. Se define Cy como el conjunto de sucesiones convergentes a 0. Es claro que Cy

es subespacio vectorial de /.. Ademas, dotado de la norma | - |, es espacio normado.
Proposicion 1.7. Cg es cerrado en [ .

Demostracion. Sea {x,} una sucesion en C( convergente a un elemento x € [, y sea € > 0. Como
la sucesion converge a x, existe ng € N tal que si n = ng, entonces, [|x —x,[lco < %, o lo que es lo
mismo,

€
|xp —xpp] < 3 Yk eN, n=ny.

Por otro lado, para cada n e N, x,, € Cyp, luego existe kg € N tal que si k& = kg, entonces |x,| < g
Observemos que kg depende de n.

Sean pues, n=ngy k = ko (ko depende de n), entonces

€ € € €
lxp| = |Xpe] < |xk_xnk|<§ = |xgl < §+|xnk| < §+§ =¢,

con lo que x converge a 0 y es, por tanto, un elemento de Cy. Por tanto, Cy es cerrado en [o,. [

Corolario 1.4. C dotado de la norma | - ||« , es espacio de Banach.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior, al ser cerrado en un espacio
de Banach. O

Definicion 1.7. Consideremos la sucesion {e, :n € N} de vectores unidad introducida en la
definicién 1.2, que estan todos en Cg. El subespacio que engendran (que como espacio vectorial

sigue siendo K™N), visto ahora como subespacio de Cy, suele denotarse por Cgy.
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1.2. LOS ESPACIOS 1, Y Cy

Proposicion 1.8. Cq es denso en Cy.

Demostracion. Sea x = {xp}zen € Co y consideremos la sucesion de sumas parciales Y, xzep.

Como

n
x—Zxkek :sup{lxkl,n+15k<oo},
k=1

[e )

¥y X es una sucesion que converge a 0, se sigue que

n
x— Z Xpep
k=1

=0.

(e}

lim
n—oo

De modo que la sucesion de sumas parciales es una sucesion en Cog que converge a x € Cg. Asi

pues, tenemos que Coo=Co y, por tanto, Cyg es denso en Cj. O

Como hemos podido ver en la demostracién anterior, dado x € Cy, se verifica que la serie

00
Z Xn€n,
n=1

converge a x. Ademas, es facil comprobar que la serie converge incondicionalmente (pero no
siempre absolutamente) y que se tiene la unicidad del desarrollo. Por ello, la sucesién {e, : n € N}

de vectores unidad es una base de Schauder incondicional de C.
Corolario 1.5. Cg es separable.
Demostracion. Es consecuencia de las consideraciones anteriores y de la proposicién 1.5. O

Hasta ahora, hemos visto que los espacios Co y [, para 1 < p < oo son separables. Sin embargo,
con /o, ocurre algo diferente. La siguiente proposicién sera utilizada para probar que este espacio

no es separable:

Proposicion 1.9. Sea X un espacio normado que contiene un subconjunto A no numerable y que
verifica que existe § > 0 tal que si a1,a3 € A, a1 # ag; entonces |la1 —az|| > §. En estas condiciones,

X es no separable.

Demostracién. Sea B un subconjunto denso en X. Entonces A c B y, por tanto, dado a € A existe
beBtalque la—b| < g. Veremos ademés, que no hay otro a’ € A, a’ # a que verifique |la' - b| < g.

En efecto, sean a,a’ € A,a' #a y sea b € B tal que |la —b| < g, entonces
! ! !/ 6
la"=bll=lla—a-(b-a)ll=zla —all-b-all >6—11b—-all >3
[

9
unico. Consideremos la aplicacién f: A — B tal que a cada a € A le asigna un elemento b € B

Asi pues, la distancia entre b y cualquier otro a’ # a, a’ € A; es superior a 2, con lo que a es
que cumple [la —b| < g. Esta aplicacion esta bien definida y es inyectiva por las consideraciones
anteriores. Pero A es no numerable y la inyectividad de f implica que B es también no numerable.
De modo que cualquier subconjunto denso de X es no numerable y, por tanto, X no puede ser

separable. O



CAPITULO 1. DEFINICIONES Y PRIMERAS PROPIEDADES

Ahora ya podemos probar que:
Proposicion 1.10. [, no es separable.

Demostracion. Sea 2(N) el conjunto de todas las partes de N que, como sabemos, es no numerable.
Para cada elemento E de 22(N) sea yg la funcién caracteristica de E (es decir, yg(n) =1 si
neEy yg(n)=0sin¢E), construimos la sucesién ug = {yg(n):n €N} . Es claro que ug € [,
VE € 22(N) y que, ademaés, si E,F € 2(N), E # F, entonces ||ug —urlo =1> % Finalmente, sea

A ={ug: Ec2(N)}. A es un conjunto no numerable de [, (pues tiene el mismo cardinal que
1
9
proposicién anterior, /o, no es separable. O

Z2(N)) y cualesquiera dos elementos suyos estan a distancia superior a 5, con lo que, por la

Finalmente, para acabar el capitulo, merece la pena observar las relaciones de inclusion entre
todos los espacios de sucesiones que han aparecido. Para 1 < p < ¢ < oo, como espacios vectoriales

(prescindiendo de normas), tenemos:
CocliclyclycCocle,

inclusiones todas estrictas.
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CAPITULO

OPERADORES LINEALES CONTINUOS ENTRE ESPACIOS DE
SUCESIONES

Alo largo de este capitulo veremos una serie de resultados que enunciaremos sin demostracién,
ya que son conocidos y su demostracion no es tema de este proyecto (consultar el libro de referencia
[7] si se desea profundizar en las demostraciones). Finalmente, aplicaremos estos resultados para

estudiar el dual de los espacios [, (1< p <00), Co y lo.

2.1. Operadores lineales continuos

Definicién 2.1. Un operador lineal es, simplemente, una aplicacién lineal de un espacio
vectorial en otro, 16gicamente ambos sobre el mismo cuerpo K. En el caso particular en que el
espacio de llegada sea simplemente K, a la aplicacién lineal se le suele denominar funcional

lineal.

Resultado 2.1. Sean X e Y dos espacios normadosy T : X — Y un operador lineal. Entonces T

es continuo si, y sélo si,
2.1) AM>0: |Txll<M|x|, Vxe X.

Obsérvese que escribimos simplemente Tx en lugar de T(x) y que denotamos con el mismo simbolo

las normas de X e Y, lo que no debe causar confusion.

Resultado 2.2. Sean X e Y dos espacios normadosy T : X — Y un operador lineal. La propiedad
(2.1) vista en el resultado anterior es equivalente a cada una de los siguientes propiedades, y, por

tanto, todas son equivalentes entre si:
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CAPITULO 2. OPERADORES LINEALES CONTINUOS ENTRE ESPACIOS DE SUCESIONES

o T' es continua en todos los puntos.

o T' es continua en algiin punto.

o T' es continua en el origen.

o T transforma la bola unidad de X, Bx, en un conjunto acotado.
o T transforma conjuntos acotados en conjuntos acotados.

o T' es uniformemente continua.

Como puede verse en el resultado anterior, un operador lineal continuo transforma conjuntos
acotados en conjuntos acotados. Por esta razon se les suele llamar también operadores lineales

acotados.

2.2. Norma de operadores

Definicion 2.2. Dados dos espacios normados X e Y, denotaremos por L(X,Y) al conjunto
de todos los operadores lineales continuos (que a partir de ahora llamaremos simplemente

operadores) de X en Y, que es claramente un espacio vectorial con las operaciones:
(T+8S)x=Tx+Sx, (AT)x=ATx (T,SeL(X,Y),AeK,xeX).
Sea T € L(X,Y), se define la norma de T como:

I :min{Mz 0: ITx| < Mlxl, VxeX}
1Tl

EX,x#O}

llll

{ITx|l:x € X, x| =1}
{
{

ITx||:x€X, |lx|| < 1}
1Tl :x€X, llxl <1}.

sup
sup
sup

Es facil comprobar todas las igualdades anteriores, asi como que T — ||T'| es efectivamente una
norma en L(X,Y), que recibe el nombre genérico de norma de operadores y al espacio normado

L(X,Y) se le llama espacio de operadores.

Resultado 2.3. Sea {Tn} una sucesiéon de operadores en L(X,Y), entonces {Tn} converge en
L(X,Y) si, y sélo si, converge uniformemente en la bola unidad de X, equivalentemente, converge

uniformemente en cada subconjunto acotado de X.

En los siguientes resultados, veremos que, al estudiar un espacio de operadores L(X,Y ), no se
pierde mucha generalidad suponiendo que X e Y son espacios de Banach, pues siempre podemos

sustituirlos por sus respectivas completaciones:

12



2.3. FUNCIONALES LINEALES CONTINUOS

Resultado 2.4. Si Y es un espacio de Banach, entonces también L(X,Y) es un espacio de Banach.

El resultado anterior tiene una aplicacién inmediata: cualquier operador lineal y continuo
T € L(X,Y) puede verse como un operador lineal y continuo de X en la completacién ¥ del
espacio normado Y, es decir como un elemento del espacio de Banach L(X,Y). Ademas tenemos

el siguiente resultado:

Resultado 2.5. Si M es un subespacio denso de un espacio normado X, Y es un espacio de
Banach y T € L(M,Y), existe un tinico operador T € L(X,Y) cuya restriccién a M coincide con T.
Ademds es fdcil comprobar que | T|| = | T, con lo cual, la aplicacion T — T identifica totalmente

L(M,Y) con L(X,Y), es una biyeccién lineal que conserva la norma.

2.3. Funcionales lineales continuos

Por supuesto, todos los resultados y consideraciones anteriores siguen siendo ciertos cuando

el espacio de llegada es el cuerpo K.

Definicion 2.3. Sea X un espacio normado. El espacio de todos los funcionales lineales continuos
en X se denota por X* (en vez de L(X,K)). Como K es completo, por el resultado 2.4, sabemos
que X* siempre sera completo, o sea, un espacio de Banach. Este espacio de Banach recibe el
nombre de dual topolégico de X, para diferenciarlo del dual algebraico, que estaria formado
por todos los funcionales lineales de X (no necesariamente continuos). Generalmente, no hay
lugar a confusién y decimos que X* es el espacio dual o simplemente el dual de X y también
decimos que la norma de X* es la norma dual de la norma de X.

El dual del espacio X* se denota por X** y obviamente también es un espacio de Banach
que recibe el nombre de bidual topolégico de X, o, por lo que hemos dicho antes, simplemente
bidual de X.

Notemos que un funcional lineal f en un espacio vectorial X, esta determinado por su nicleo
kerf ={xe€ X : f(x) =0}, salvo un factor de proporcionalidad: si f, g son funcionales lineales en un
mismo espacio vectorial X y kerf = kerg, entonces f = Ag para algin A € K. No es de extranar,
por tanto, que la continuidad de un funcional lineal en un espacio normado pueda caracterizarse

en términos de su nicleo:

Resultado 2.6. Un funcional lineal en un espacio normado es continuo si, y sélo si, su niicleo es

cerrado.
Otra propiedad importante a destacar es la totalidad de X y X*:

Resultado 2.7. Si f(x) =0 para todo f € X*, entonces x = 0. Andlogamente, si f(x) =0 para todo

x € X, entonces f =0.
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CAPITULO 2. OPERADORES LINEALES CONTINUOS ENTRE ESPACIOS DE SUCESIONES

Por dltimo recordemos el teorema de extensién equinérmica, consecuencia del Teorema de

Hahn-Banach en su forma analitica (ver libro de referencia [7] para consultar su demostracién):

Teorema 2.1. (de extensién equinérmica). Sea X un espacio normado, M un subespacio de X y

g€ M*. Entonces existe f € X* tal que [ extiendea gy |f] = lgl.

2.4. Duales de los espacios de sucesiones

Vamos a describir con detalle los espacios duales de los espacios de sucesiones presentados en
el capitulo anterior. Veremos que el dual de un espacio de sucesiones se identifica frecuentemente
con otro espacio de sucesiones. Debe quedar claro desde el principio lo que entendemos por

“identificar”:

Definicion 2.4. Dos espacios normados X e Y deben considerarse idénticos cuando existe una
biyeccién lineal S de X sobre Y que conserva la norma, es decir, ||Sx|| = ||x|| para todo x € X.
En vista de la linealidad, esto es lo mismo que decir que S es isometria: |Su — Sv| = ||lu — vl
para cualesquiera u,v € X; por lo que decimos que S es un isomorfismo isométrico de X
sobre Y. Cuando existe un isomorfismo isométrico entre dos espacios normados X e Y, decimos

légicamente que X e Y son isométricamente isomorfos y escribimos X =Y.

Definicién 2.5. Dado un espacio de Banach X se denota por Jx a la inclusién canénica del
espacio en su bidual, Jx : X — X**; esto es la aplicacién que a cada x € X le asigna el funcional
Jx(x) de X** dado por

Ix(x): X' —K; JIx)(x")=x"(x).

Proposicion 2.1. Jx es lineal, continua, inyectiva y verifica que ||JX(x)|| = x|
Demostracion. Sean x,y € X y A €K, entonces,

Ix(x+y)x") =x"(x+y) =x" () + 2" (y) = Jx () &™) + Ix (¥)(x") = (Jx(x) + Jx(¥))(x"), Vx"eX";
Jx(Ax)(x™) = x*(Ax) = Ax™ (x) = (AJx (%)) ("), Va'eX™;

por lo que Jx es lineal.

Supongamos ahora que Jx(x) = Jx(y), entonces se tendra,
() =x"(y), Vax'eX¥;

por lo que, por la totalidad (resultado 2.7), se deduce x =y, y Jx es, por tanto, inyectiva.

Ademais, dado x* € X*, tenemos
|Tx () )| = 1™ @) < el a1,

con lo que ||J X(x)|| < ||x|l. Por tanto, Jx esta acotada y, por ello, es continua.
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2.4. DUALES DE LOS ESPACIOS DE SUCESIONES

Finalmente, sea x € X, x # 0 (si X fuese el espacio trivial es claro que tendriamos ||J X(x)|| =

0 = ||x|) y consideremos el subespacio vectorial de X engendrado por x,(x). Definimos la aplicacién

fix)—K
Ax Allx|l A eK).

Es claro que esta aplicacion es lineal y ademas |f(Ax)| = || Ax||, YA € K, de donde se deduce | f] =1,
con lo que f es un funcional lineal continuo que verifica, obviamente, f(x) = ||x||. Por el teorema
2.1 de extensién equinérmica, existe x* € X* que extiende a f y que cumple [|f| = |x*||. Por
tanto, [|x*|| = 1y Jx(x)(x*) = x*(x) = ||x||. De aqui se deduce ||JX(x)|| = |lx|l. En consecuencia,

JIx ()| = llxll, como queriamos probar. O
I I q p

Como hemos visto, Jx es lineal, continua, inyectiva y verifica que ||J X(x)|| = | x|, pero en

general no sera sobreyectiva.

Definicion 2.6. Se dice que un espacio de Banach X es reflexivo si verifica que la inclusién

canénica en su bidual es sobreyectiva; es decir, que Jx(X)=X**,

2.4.1. Dual y bidual del espacio /,, (1< p <o0)

Empecemos, por ahora, con 1 < p <oco. Dados x€l, e y €,+, donde p* es el “exponente
conjugado” o “exponente dual” de p, es decir, el dnico nimero p* > 1 que verifica 1_17 + }% =1;1a
desigualdad de Hélder [7] nos da:

0o
Y 1xnynl < Iylp- lxllp.
n=1

Manteniendo fija la sucesién y € /-, deducimos que escribiendo

Sy(x)=) xpyn (xely),

n=1

Sy esta bien definido y es un funcional lineal continuo en /,, que verifica ||S y|| <lylip=.

Por otro lado, para cada %k € N escribimos y; = Ax|y%|, donde Ay = % Siy, #0y A =1si

yi = 0; y definimos x = Az |yz |P"~1. Por una parte tenemos
o0 o0 N 1 o0 "
Yolerl? = Y 1yl TP = 3 Iy P <o,
k=1 k=1 k=1

luego x € 1), y, por otra parte,

o) 00 Up
Y llP = =|Sy(x)|s||Sy|||Ix||p=||Sy||(Zkalp) ,
k=1 k=1

(X) *
> lylP
k=1

o0
Y Xk Yk
k=1

de donde, despejando, ||y, < ||Sy|| Asi pues, |Sy|| = llylip=.
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CAPITULO 2. OPERADORES LINEALES CONTINUOS ENTRE ESPACIOS DE SUCESIONES

Podemos ya hacer variar la sucesién y € [+ , para obtener un operador lineal e isométrico

S:lp» — 1} . Como S es isometria lineal entre espacios normados, para identificar ambos espacios
. . _

basta comprobar que S es sobreyectiva. Sea pues f €7, buscamos y € [+ tal que Sy = f. Pero

como,

o0
Sy(ei)= Z enyn=yi (@eN),
n=1
donde e; denota el i-ésimo vector unidad, es claro que debe ser y; = f(e;) Vi € N. Asi que tomamos
la sucesion y = {f(e;)}.
Vi

Veamos en primer lugar que y € [,+. Para ello, escribimos otra vez y, = A;|yx|, donde A, = el

siyp#Z0y A, =1siy,=0,k€eN. Sea N €N, y consideremos la sucesiéon de soporte finito dada por

N
—
xn =) Aplyrl? e,
k=1

es decir, xyp = )L_klyklf”*_1 sik<Nyxynr=0sik>N.Tenemos entonces

N LN N N N
Yolyel? =) Alyel? " Arlyel =) xnkyr = ZxNkf(ek)=f(ZxNk8k) =fxn),
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

w1/
pero fGxn) < IIf lanllp = 11 (EN, 13:17) ", de donde

N N 1/p
Y yl? SIIfII(Zkalp ) ,
k=1 k=1

con lo que despejando y tomando limite para N — oo, obtenemos finalmente
o * *
Z lyel? <IIFIP .
k=1

Asi pues, y € [,+ como queriamos demostrar.

Sélo queda comprobar que Sy = f , pero esto es inmediato. Por la definicién de y tenemos
que Sy(e,) =y, = f(e,) para todo n € N; por linealidad, Sy ha de coincidir con f en el subespacio
engendrado por los vectores unidad, pero sabemos que dicho subespacio es denso en /,, luego, por
continuidad, ambos funcionales han de coincidir en todo el espacio /.

Queda pues probado que el operador S con el que hemos venido trabajando es un isomorfismo
isométrico y podemos escribir:

l;Elp* (1< p<oo).

Es muy interesante observar el caso p =2 : 15 =1.

Resumiendo:

El dual de I, para 1 < p < oo es isométricamente isomorfo a ly,+ siendo p* el “exponente
conjugado” o “exponente dual” de p, es decir, el tinico niimero p* > 1 que verifica 1% + 1% =1.

Observemos que si repetimos todo el proceso anterior a /,+, obtendriamos, de la misma
manera, que:

Ih-=1lp (1<p<oo).
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2.4. DUALES DE LOS ESPACIOS DE SUCESIONES

Proposicion 2.2. Sean X e Y espacios normados no triviales tales que existe un isomorfismo

isométrico S : Y — X. Entonces los espacios duales X* e Y* son isométricamente isomorfos.

Demeostracién. Sea f € X*, definimos la aplicacién H : X* — Y * como

H()(y)=f(S(y), yeY,

es decir, H(f)=foS.
Claramente, la aplicacion H(f) esta bien definida. Ademas es lineal al serlo f y S y es
continua, ya que

IHEAO )| = |[FSO| < IFIISWI = Iflyl, VyeY.

Por ello, H(f) es un funcional lineal y continuo en Y, con lo que H esta bien definida.
H es obviamente lineal por la linealidad de la composicién. Veremos a continuacion que se
trata de una isometria.

Dado f € X*, y teniendo en cuenta que S es isomorfismo isométrico, tenemos

|H(D| = sup{lH(f)(y)| (yeY,lyl = 1} = sup{|f(S(y))| (yeY,lyl = 1}
= sup{|f(x)| cxeX, ||lxll = 1} =1fl,

con lo que H es, por tanto, isometria.
Por ultimo, al ser H isometria lineal, basta con demostrar que es sobreyectiva. Sea pues

g€Y* ydefinamos f = goS~L. Es obvio que f asi definida es lineal y ademas, si x € X
If @) =|gS™ @) = lglS @) = lglixl,
con lo que f es continua y, por tanto, un funcional lineal y continuo en X y tenemos
H(f)=foS=goS 'oS=g.

De modo que H es una isometria lineal biyectiva y, por tanto, X* e Y* son isométricamente

isomorfos. O
Volviendo al caso de /,, (1< p <o0), como
Ly=lp y Ly =1p,
podemos ahora aplicar la proposicién anterior y concluir que
Ly =1,

es decir, el bidual de 1), es isométricamente isomorfo a l,. Esto nos hace pensar que, para
1< p<oo, !, es un espacio de Banach reflexivo, pero nos falta demostrar que la inclusién

canodnica es sobreyectiva. Lo veremos mas adelante.
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CAPITULO 2. OPERADORES LINEALES CONTINUOS ENTRE ESPACIOS DE SUCESIONES

Al caso p =1, es decir, para [1, se le puede dar un tratamiento similar, ahora con p* = co: el
operador S se define formalmente de la misma manera y, razonamientos analogos a los anteriores,
incluso maés sencillos en algin aspecto, nos llevan a comprobar que S es un isomorfismo isométrico,
obteniendo por tanto que

1] =l,

es decir, el dual de 11 es isométricamente isomorfo a l .

El caso p = 0o nos reserva una sorpresa importante. En principio, puesto que en este caso
tomamos p* = 1, nada nos impide definir un operador lineal S : /1 — [} de la misma forma
que en los casos anteriores. Comprobamos sin dificultad que S es isometria lineal, lo que nos
permite identificar /; con un subespacio cerrado de [5 . La sorpresa estriba en que esta vez
S no es sobreyectivo. De momento no podemos probar este hecho (necesitamos el siguiente
resultado), pero podemos explicar lo que ocurre. Si intentamos reproducir los razonamientos
de los casos anteriores, el problema con el que nos encontramos es que un funcional f €/ no
queda determinado por sus valores sobre los vectores unidad, porque el subespacio engendrado
por dichos vectores no es denso en /.. Veremos, a continuacién, que existen funcionales lineales
continuos en [, que se anulan en los vectores unidad pero no son idénticamente nulos. Para ello
necesitamos el siguiente resultado que es consecuencia del teorema de Hahn-Banach (ver libro

de referencia [7]):

Teorema 2.2. Sea X un espacio de Banach e Y un subespacio vectorial cerrado suyo (no total).

Sea xg € X \Y. Existe un funcional x* € X* tal que x*|ly =0y x*(x9) = 1.

Demostracion. Elijamos un 6 > 0 tal que B(x,0)Y = @, siendo B(xg,d) la bola abierta de centro
xg y radio 9, es decir, el conjunto
{xeX :llx—xoll <6}.

Obsérvese que la existencia de tal 6 esta asegurada al ser Y cerrado. Para todo x € Y, tendremos
llx—xoll = 6.

Sea Y el subespacio engendrado por Y y x, es decir, la suma algebraica de Y y el subespacio {(x¢)

(nétese que la suma es directa). Definimos la aplicacién
f:?—»[K o x+Axg— A, x€Y.

Esta aplicacion esta bien definida (al ser la suma directa) y se comprueba facilmente que es lineal.
Ademas si 1 #0,
llac + Aol = 1Al llg + A~ ]l = 416,

ya que A lx € Y. En consecuencia,
1
If(x+ Axg)l = A < 5 llx + Axoll,
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2.4. DUALES DE LOS ESPACIOS DE SUCESIONES

desigualdad que se verifica incluso si A = 0. Asi pues, f es continua. Por tanto, f es un funcional
lineal y continuo definido en Y que cumple fly =0y f(xo) = 1. Por el teorema de Hahn-Banach,
existe un funcional x* € X* que extiende a f y que verifica [|x*| = | f||. E]l funcional x* cumple las

propiedades del enunciado. O

Ahora podemos demostrar que la isometria lineal S :/; — [ no es sobreyectiva. Observemos
el elemento

(e.0)
z=) er=(1,1,1,..) €loo,
k=1

donde e;, i =1,2,... es el i-ésimo vector unidad. Obviamente, z ¢ Cq y, por la proposicién 1.7,
sabemos que Cg es subespacio cerrado de [/,. Por tanto, podemos aplicar el teorema anterior y
concluir que existe un funcional x* € [ que se anula en Cy y que verifica x*(z) = 1. Este funcional
no puede estar en la imagen de la aplicacién S.

En efecto, si estuviese, existiria un elemento y = {yn} € l1, tal que el funcional x* seria de

neN
la forma

o0
(@)= ) xpyn, x={xn}, € loo
n=1

Pero tomando, para cualquier j €N, x = e; € Co, el j-ésimo vector unidad, y teniendo en cuenta

que x* se anula en Cy, tendriamos
0=x"(e;)=y;, VjeN.

Se concluye que x* =0, lo cual no es posible, pues x*(z) = 1. De modo que, efectivamente, x* no

esta en la imagen de la aplicacion S, y S no es, por tanto, sobreyectiva.

2.4.2. Dual y bidual del espacio Cy

Hemos dicho antes en el caso de p = co que la aplicacién S era isometria lineal, pero que no
era sobreyectiva. El problema era que un funcional f € /> no queda determinado por sus valores
sobre los vectores unidad, porque el subespacio engendrado por dichos vectores no es denso en /..
Sin embargo, sabemos que los vectores unidad si forman una base de Schauder de Cg, luego un
funcional f € C si queda determinado por sus valores sobre ellos, asi que podemos trabajar con el
espacio de Banach C¢ en lugar de /.. Con métodos analogos a los usados en ejemplos anteriores
se prueba entonces que

CS = ll:

es decir, el dual de C es isométricamente isomorfo a l1.

Ademads, como sabemos que /] =, ahora podemos aplicar la proposicién 2.2 y concluir que
Co* =loo,

es decir, el bidual de Cg es isométricamente isomorfo a l .
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CAPITULO

TRASPOSICION DE OPERADORES. REFLEXIVIDAD

A lo largo de este capitulo definiremos el operador traspuesto y veremos algunos resultados
necesarios para demostrar que los espacios /,, (1 < p <o0), son reflexivos. Finalmente, veremos

que los espacios Cy, [1 ¥ [ no son reflexivos.

3.1. Trasposicion de operadores

Definicion 3.1. Sean X e Y espacios normados y T un operador lineal continuo de X en Y, es
decir, T € L(X,Y ). Podemos componer T' con cualquier funcional y* € Y* y es obvio que y*oT € X*.
Obtenemos asi una aplicacién y* — y*oT,de Y* en X*, que vamos a denotar por T*. Obsérvese

que la definicién de T se resume de la siguiente forma:
¥ () =y"(Tx) (xeX,y* €Y.
Es claro que T es lineal, ademis,

|T*y*(x)' =

v ()| <1y W Tx] < | Ty 1,

de donde se deduce ||T*y* || < ||T|| ly*| para todo y* € Y*. Asi pues, T* es continuo, es decir,
T" e L(Y*,X*)y obtenemos, ademés,” T* || < ||T||

El operador T* recibe el nombre de operador traspuesto, operador adjunto u operador
dual de T'.

Proposicion 3.1. Para todo T € L(X,Y), su operador adjunto, T* € L(Y *,X™), verifica
I =]
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Demostracion. Primero veremos que si X es un espacio normado, la norma de cualquier x € X

queda determinada por el espacio dual X*, de la siguiente manera:

(3.1) lxll = sup{la*(x)]; x* € X*,[l* | < 1}.

Dados x€ X, x* € X*, con ||x*| <1 es claro que se tiene |x*(x)| < |lx*|||x] < |||, por lo que
sup{lx*(@); x* € X, [x*| < 1} < x|

Por otro lado, es obvio que si x = 0, se da la igualdad en (3.1), por tanto, podemos suponer
x #0. Sea pues x € X, x # 0 y consideremos el subespacio vectorial de X engendrado por x, (x).

Definimos la aplicacién

fix)y —K
Ax Al A eK).

Es claro que esta aplicacién es lineal y ademas |f(Ax)| = [[Ax|, VA € K, de donde se deduce ||/ =1,
con lo que f es un funcional lineal continuo que verifica f(x) = ||x||. Por el teorema 2.1 de extension
equindérmica, existe x* € X* que extiende a f y que cumple ||f]| = |x*||. Por tanto, |x*|=1y

|x*(x)| = ||x||. De aqui se deduce
lxll < sup{lx*(x)]; x* € X", llx*| = 1},

con lo que (3.1) queda probado.

Pasamos ahora a demostrar el enunciado de la proposicion:
|77 = sup{| *y*ll;y*eY*,ny*nsl}=sup{sup{( *y*(x)|;xeX,||x||sl};y*eY*,ny*nsl}
= Sup{sup{Iy*(Tx)l; xeX,|xl < 1}; Y eEY Iyl < 1}
=sup{|y*(Tx)|;y* €Y'y sl xeX, x| < 1}
- sup{sup{|y*(Tx)|; Y ey Iy l=ihaeX, lxl < 1}
:sup{”Tx”, xe X, lxl < 1}: 1],

donde, en la peniiltima igualdad, se ha usado (3.1). Esto finaliza la demostracion. O

Proposicion 3.2. Sean X,Y y Z, espacios normados, T € L(X,Y)y S e L(Y ,Z). Entonces:
(SoT)" =T*oS™.

Demostracion. Se deduce directamente de la definicion del operador transpuesto. O
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Proposicion 3.3. Si T es un isomorfismo topolégico de X sobre Y, entonces T™ es un isomorfismo

topoldgico de Y * sobre X*. Si, ademds, T es isomorfismo isométrico, entonces T* también.

Demostraciéon. Supongamos que T es un isomorfismo topolégico de X sobre Y, es decir T es
biyectivoy 7! € L(Y,X). Denotando por Idg al operador identidad en cualquier espacio normado

E, tenemos claramente,

*

Idx- = (Idx)" = (T eT) =T*o(T™Y),

y de manera analoga Idy- = (T~1)"oT*, con lo que hemos probado que T es biyectivo y (T"‘)_1 =

(T‘l)* es continuo, luego T* es un isomorfismo topolégico de Y * sobre X *. Si T es de hecho un
isomorfismo isométrico, de la igualdad ||T|| = ||T_1 || =1 deducimos que ||T* || = || (T*)_1 || =1, es

decir, T* también es un isomorfismo isométrico. O

3.2. Reflexividad de!/,, (1<p <o0)

Ahora podemos justificar rigurosamente la reflexividad de los espacios [, (1 < p <o0). Cono-

cemos explicitamente un isomorfismo isométrico S : [, — I }; concretamente:

Sy()=) xpyn (x€lp,yelp).

n=1
Por la proposicién 3.3 sabemos que S* : ;" — (I +)* es también isomorfismo isométrico. Pero
tenemos también un isomorfismo isométrico T': I, — (I,+)*, cuya definicién es formalmente la

misma que la de S, solo que intercambiando p con p*:
o0
Tx(y)= Z XnYn (YElp,x€lp).
n=1

. -1 . . .

Entonces,la composicién (S*)™ o7 es un isomorfismo isométrico de p sobre [* y vamos a ver que
es precisamente la inyeccién canénica J de [, en su bidual, o, equivalentemente, que S* o/ = T.
Veamoslo:

Sean x€l,, y€l,+, entonces tenemos:
(S* o d)(x)(y) = Jx(Sy) =Sy(x) = Tx ().

Asi pues, hemos probado que ¢/ es sobreyectiva, es decir, que para 1< p <oo, [, es un espacio de

Banach reflexivo.

3.3. No reflexividad de C|,

En este caso también disponemos de un isomorfismo isométrico S :/; — Cjj, con la misma

definiciéon que antes:

Sy(x)= Z Xnyn (x€Cy,yelq).

n=1
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Asi que S*, por la proposicién 3.3, es un isomorfismo isométrico de C;* sobre /]. Pero, he aqui la
novedad, /] no se identifica con Cj sino con /: tenemos un isomorfismo isométrico T': [, — 17,

dado por:
Tz(y)=) ynzn (yeli,z€lo).

n=1
Si llamamos I a la inclusion natural de Cy en [, y ¢ a la inyeccién canénica de Cg en su bidual,

lo que ahora tenemos, para cualesquiera x € Cy, y € [1, es:
(S* OJ)(x)(y) =Jx (Sy) =Syx) = T(Ix) (),

es decir, S* o/ =T o1, 0 equivalentemente, J = (S*)_1 oTol. La interpretacion de esta tultima
igualdad es clara, cuando identificamos C}* con o, mediante el isomorfismo isométrico (S *)71 oT
la inyeccién canénica </ se convierte en la inclusién natural I. Naturalmente o/ no puede ser

sobreyectiva, porque I no lo es. Asi pues, Cg no es reflexivo.

3.4. Noreflexividad de [,y [

Vamos a estudiar ahora la relacién entre la reflexividad de un espacio de Banach X y la del
dual X*.

Definicion 3.2. Sea X un espacio normado y M un subconjunto de X, se llama anulador de M
al conjunto:

M° = {feX* L (M) = {0}}.
Proposicion 3.4. Sea T un operador lineal entre los espacios normados X e Y. Se verifica
kerT* =T(X)".

Demostracion. y* ekerT* < T*y*=0<=T*y*(x)=0,Vxe X < y*(Tx) =0, Vxe X
— y* ET(X)O. O

Proposicion 3.5. Sea X un espacio normado y M un subespacio suyo. Entonces M es denso en X

si, y solamente si, M° ={0}.

Demostraciéon. Supongamos que M es denso en X y sea f € M°. Entonces f(x) =0, Vxe M y por
continuidad de f y densidad de M se deduce f(x) =0, Vx € X, con lo que f = 0. Asi pues, M° = {0}.

Reciprocamente, supongamos que M no es denso en X, entonces existe xg € X \M y podemos
aplicar el teorema 2.2 a M y concluir que existe un funcional x* € X* que se anula en M (y, por

tanto, en M) y que verifica x*(xg) = 1. Asi pues, x* € M° y x* #0, con lo que M° # {0}. O

Sea X un espacio de Banach. Recordemos que una proyeccién P : X — X es una aplicacién

lineal que verifica P2 = P.
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Definicion 3.3. Consideremos la inyeccién canénica Jx : X — X** y su operador traspuesto
Jy : X*** — X*. Por otra parte tenemos Jx-, la inyeccién canénica de X* en su bidual. Es facil
comprobar que se tiene

Jyodx-=Idx:-.

Si ahora hacemos la composicién en orden contrario y definimos
£
Px =dJx-ody,

es facil ver que Px es una proyeccién lineal en X*** que se conoce como la proyecciéon de
Dixmier determinada por el espacio normado X. Claramente, la imagen de Px es Jx- (X *) y
su nicleo es ker Jy, que por la proposicién 3.4 sabemos que es igual a Jx (X )O, el anulador de
X cuando le vemos como subespacio de X**. Recordemos que si P : X — X es una proyeccién
continua, X puede descomponerse en suma directa de la siguiente manera: X = P(X) @ ker P
(se puede consultar esto en el libro de referencia [7]). Es claro que la proyecciéon de Dixmier es

continua. Tenemos pues la siguiente descomposicién de X *** en suma directa:

o]

(3.2) X" =Jdx (X)) eJx(X),
valida en cualquier espacio normado X.
Proposicion 3.6. Un espacio de Banach X es reflexivo si, y sélo si, X* es reflexivo.

Demostracion. Si X es reflexivo, tenemos Jx (X) = X**, por lo que Jx(X)° = {0}, y deducimos de
la descomposicién (3.2) que Jx-(X*) =X ***, es decir, X* es reflexivo.

Reciprocamente, si X* es reflexivo, tenemos que Jx+(X*) = X*** y, por tanto, de la descom-
posicién (3.2) obtenemos que Jx(X)° = {0}. Ahora, por la proposicién 3.5 tenemos que Jx (X) es
denso en X **, pero X es un espacio de Banach, asi que Jx (X) también debe serlo y, por tanto, es

cerrado en X **. Concluimos finalmente que Jx(X) = X**, es decir, X es reflexivo. O

Como Cj =11y Co no es reflexivo, concluimos por la proposicién anterior que /1 no es reflexivo.

De la misma manera, como /] =/, obtenemos que [, no es reflexivo.
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CAPITULO

TOPOLOGIAS DEBIL Y DEBIL-ESTRELLA. OPERADORES
COMPACTOS

A lo largo de este capitulo introduciremos los conceptos de topologia débil y topologia débil-
estrella en un espacio normado, definiremos el concepto de operador compacto y veremos algunos
resultados sin demostracion (ésta puede consultarse en los libros de referencia [8] y [9]). La

motivacién de este capitulo es recoger definiciones y resultados que usaremos posteriormente.

4.1. Topologias débil (o(X,X ™)) y débil-estrella (o(X*, X))

La topologia de la norma es muy restrictiva, asi que es necesario introducir en los espacios
normados otro tipo de topologias. Aqui veremos las topologias débil y débil-estrella. Ademas
veremos algunos resultados que usaremos en el siguiente capitulo, la demostracién de estos se

puede encontrar en el libro de referencia [9].

Definicion 4.1. Sea X un espacio normado y sea x € X, se puede demostrar (ver libro de

referencia [9]) que los conjuntos de la forma
V(0,x7],%5,...,x,,€) ={y € X; |x] (y)| <& para 1 <i < k},

donde x7,%x;,...,x; € X* y £ >0, son una base de entornos del origen que definen una topologia, la
cual denominaremos topologia débil y denotaremos por (X,X*). Asi pues, un entorno de x

en la topologia débil es un subconjunto de X de la forma:

Vix,x7,%5,....,%;,,6) = x+V(0,x],%5,...,%p,€)

= x+{yeX;lx](y)l <eparal<is<k},
donde x7,x5,...,x, €X* y £>0.
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A partir de esta nocién que acabamos de introducir, se deduce que:

= Un conjunto A c X es acotado en la topologia débil si para todo x* € X* se verifica que

sup {lx*(x); x € A} < o0.

= Una sucesién {x,} c X es débilmente convergente (convergente en la topologia débil) a

x € X si se verifica que para todo x* € X*
Iim x*(x,,) = x™ ().
n—oo

Analogamente, si el espacio se trata de un dual X*, se puede demostrar (ver libro de referencia

[9]) que los conjuntos de la forma
V(0,x1,%2,...,x%,6) = {y" € X*; |y*(x;)| <& para 1 <i <k},

donde x1,x9,...,x; € X y £ >0, son una base de entornos del origen que definen una topologia, que
denominaremos topologia débil-estrella y denotaremos por o(X*,X). Con ello, los entornos

de un punto x* en la topologia débil-estrella son de la forma

V(x*,x1,%92,....,48,) = x*+V(0,x1,%x2,...,X%,€)

x*+{y" €X";|y"(x;)| <€ para 1< i<k},

donde x1,x9,...,x, € X y €>0.

De aqui se deduce:

s Un conjunto A c X* es acotado en la topologia débil-estrella si para todo x € X se

verifica que sup {|x*(x)|;x* € A} < co.

» Una sucesién {x,} < X* converge a x* € X* en la topologia débil estrella si se verifica
que para todo x € X

lim ), (x) = 2™ (x).
n—o0o
En lo que sigue, Bx sera la bola unidad cerrada en el espacio normado X, es decir, el conjunto:
Bx={xeX: |xll<1}.

Resultado 4.1. Si A es un subconjunto convexo y cerrado del espacio normado X, entonces A es

cerrado en la topologia débil.

Corolario 4.1. Por el resultado anterior tanto la bola cerrada, Bx, como cualquier subespacio

cerrado de X, son cerrados en la topologia débil.
Resultado 4.2. Un espacio de Banach X es reflexivo si y solo si Bx es débilmente compacta.
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4.2. Operadores compactos

Recordemos que un conjunto A c X es relativamente compacto si su adherencia A es un

conjunto compacto.

Definicion 4.2. Sean X, Y espacios normados. Se dice que un operador 7': X — Y es compacto
si verifica que el conjunto T' (B X) cY esrelativamente compacto. Denotaremos por K(X,Y) a la

familia de todos los operadores compactos definidos de X en Y.

A continuacién veremos una serie de resultados relacionados con la compacidad de un operador

T. La demostracion de estos resultados puede consultarse en el libro de referencia [8].

Resultado 4.3. Un operador T : X — Y es compacto si se verifica alguna de las siguientes tres
propiedades, las cuales son equivalentes entre si:

. T(B X) cY es relativamente compacto.

e La imagen de cualquier conjunto acotado en X es relativamente compacto.

e Para toda sucesion acotada {x,} < X se verifica que la sucesion {T(xn)} cY tiene una subsucesion

convergente.

Resultado 4.4. Dado un operador T € L(X,Y) se verifica que T es compacto si y solo si el
traspuesto, T* e L(Y *,X ™), es compacto.

Definicion 4.3. Se dice que un operador 7' € L(X,Y) es incondicionalmente convergente si

transforma sucesiones débilmente convergentes en sucesiones convergentes en norma.
Resultado 4.5. Todo operador compacto es incondicionalmente convergente.

Resultado 4.6. Para todo T € K(X,X) y para todo escalar A # 0 se verifica que el operador (AI -T)

tiene rango cerrado.
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CAPITULO

BASES DE SCHAUDER Y SUCESIONES BASICAS EN ESPACIOS DE
SUCESIONES

Este es un importante y extenso capitulo en el que ampliaremos el concepto de base de
Schauder visto anteriormente, introduciremos otros y veremos con detalle nuevos resultados.
Posteriormente, demostraremos uno de los resultados fundamentales de este proyecto: el teorema
de Pitt, y analizaremos sus consecuencias. Mas adelante, demostraremos otro de los resultados
principales y es que los espacios Co y [, 1 < p < oo son primos. Por ltimo, veremos con detalle

otro importante resultado: el espacio /1 posee la propiedad de Schur.

5.1. Bases de Schauder y sucesiones basicas en espacios de

Banach

Como hemos comentado, en esta seccién vamos a ampliar la nocién de base de Schauder con
nuevos conceptos como el de funcionales biortogonales y proyecciones naturales asociados a una
base de Schauder o el de sucesién basica.

Ademas, veremos con detalle una serie de resultados. Veremos, por ejemplo, que se pueden
hacer algunos tipos de alteraciones a sucesiones basicas y que éstas sigan siendo basicas, o que
se pueden obtener sucesiones basicas a partir de sucesiones a las que se le piden condiciones poco
restrictivas.

Comencemos con la siguiente definicion:

Definicion 5.1. Sea {e,},cn una base de Schauder en un espacio de Banach X. Para cadaneN

existe un funcional e} € X* que verifica
%
e;(e;)=0ij,
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siendo §;;=1sii=jy;;=0sii#j. Ademas, dado x € X, es claro que se cumple

x=) en(®)e,.

n=1

A estos funcionales se les denomina funcionales biortogonales asociados a la base de

Schauder {en}nen-.

Debemos ahora remarcar algo, en espacios de Banach los conceptos de base y base de Schau-
der coinciden porque siempre existen estos funcionales biortogonales (son continuos, se puede
consultar una demostracion de este hecho en el libro de referencia [9]). La definicién 1.4 que
vimos en el capitulo 1, realmente es la definicién de base, aunque tratandose de espacios de
Banach, esa definicion es correcta. Una base sera base de Schauder si, y solamente si, existen
estos funcionales biortogonales. Por ejemplo, en los espacios localmente convexos que no son
espacios de Banach, una base puede no ser base de Schauder. Pero no debemos preocuparnos por

esto, ya que nosotros trabajaremos inicamente con espacios de Banach.

Definicién 5.2. Sea {e,},en una base de Schauder en un espacio de Banach X con funcionales

biortogonales {e}},en. Consideremos, para cada n € N, la siguiente familia de aplicaciones:
SpX—X
n
x— Y er(x)ep.
k=1

Ademas, definimos So(x) =0, Vx e X.

Estas aplicaciones son obviamente lineales y como los funcionales biortogonales son continuos,
estas aplicaciones también lo son. Ademas es facil ver que son proyecciones. Por ello, esta familia
de operadores recibe el nombre de sucesion de proyecciones naturales. Como es obvio, para

cada x € X, la sucesién {S,(x)}, _ converge a x.

Es claro que para cada x € X se verifica
sup ||Sn(x)|| < 00,
n

ya que la sucesién {S,(x)} nen converge a x. Por tanto, por el principio de acotaciéon uniforme (ver
libro de referencia [7]), se tiene

sup ||Sn || < oo.
n
Definicion 5.3. Al nimero K = sup,, ||S n || se le denomina constante de la base {ej}nen.

Notemos que si n > m, entonces ||S,(en)l = llenl < Kplleml. Por tanto, siempre se cumple
Ky=1.
Observemos que dada una base de Schauder la familia de proyecciones naturales cumple las

siguientes condiciones:
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© 8,08, =8Snm°85,=Smmim,n)-

e Para todo x € X, S,,(x) converge a x.

Proposicién 5.1. Supongamos que existe una familia {S,} de operadores acotados en un

neN

espacio de Banach X tales que cumplen las siguientes condiciones:

» dim(S, (X)) =n.

* Sp08m =8m oSy = Sminim,n}-

e Para todo x € X, S, (x) converge a x.

Entonces podemos encontrar una sucesién de vectores {e,}nen , elegida inductivamente como;
e1€8S1(X), eg € So(X)Nker (Sl),..., e, €S, X)Nker (Sn_l),... Esta sucesion de vectores asi toma-
da es una base de Schauder del espacio de Banach X y, de hecho, la familia {S,} nen €8 la familia

de proyecciones naturales asociada.

Demostracién. Tomamos 0 # e1 € S1(X) y definimos e] : X — K mediante ej(x)e; = S1(x). A
continuacién, tomamos 0 # eg € So(X)Nker (S1) y definimos e} : X — K mediante e}(x)eg =
So(x)—S1(x). Esto nos da un método inductivo para obtener la base y sus funcionales biortogonales:
para cada n € N, tomamos 0 # e, € S,(X)Nker (S,-1) y definimos e} : X — K mediante e} (x)e, =
Sp(x)—8S,-1(x). Ademas,

b

63 =82~ 01 en] ™ = 25up S0 [ el |

por lo que e, € X*, para cada n € N. Por otra parte, es inmediato ver que e}:(ej) =0pj, parak,jeN.

Y si, para todo x € X, ponemos Sy(x) = 0, podemos escribir
n n
Sp(x) =) (Sp(x)-Sp-1(x)) = )_ ey e,
k=1 k=1

que, por hipétesis, converge a x para cada x € X. Asi pues, {e,},en €s una base de Schauder de X

y{S n}nel\l es su familia de proyecciones naturales asociada. O

En lo que sigue usaremos la siguiente notacién: si A € X es un subconjunto de X, escribimos

[A], para la clausura de su envoltura lineal, es decir, para (A).

Definicion 5.4. Una sucesion de elementos {e,},en en un espacio de Banach X se denomina
sucesién basica si es base de Schauder para [e,], . Como puede observarse, esta definicién
Esto solo ocurrira si la sucesiéon dada es base de Schauder de X.

no implica que X = [e,], -

Proposicion 5.2 (Condicion de Grunblum). Una sucesién {ep}ren de elementos distintos de cero
de un espacio de Banach X es una sucesién bdsica si, y sélo si, existe una constante positiva K tal

que:

(5.1) <K

m
Z arep,
k=1

n
Z apeyp
k=1
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para cualquier sucesion de escalares {ay} y cualesquiera m,n € N con m < n. Ademds, la constante

de base es no superior a K.

Demostracion. Supongamos que la sucesién dada es basicay sean Sy, : [ex ]|,y — [€%]pens

m =1,2,..., la familia de proyecciones naturales asociada. Si m < n tenemos

m n n
Zakek =HSm(Zakek) Zakek
k=1 k=1 k=1

b

<sup|[S.
m

por lo que se cumple (5.1) con K = sup,, ||Sm ||
Reciprocamente, (5.1) implica que los vectores son linealmente independientes. Esto permite

definir sin ambigiiedad el operador de rango finito s, : (ez ), — [€ k]Zzl por

) min{m,n}

n
Sm(z arer

k=1

apep, m,neN.
k=1
Por densidad, podemos extender s,, a Sy, : [ek]keN — [ek],renzl con ||Sm || = ||sm|| <K.

Obsérvese que tenemos, para cada x € (e, ) EeN>
(Sn o Sm)(x) = (Sm o Sn)(x) = Smin{m,n}(x)’

que por densidad se cumplird para todo x € [}, reN-
Para cada x € [e}], ., la sucesion {S,(x)}, . converge a x, ya que, por el teorema de Banach-
Steinhaus (se puede consultar el citado teorema en el libro de referencia [9]), el conjunto
{x € ler]pepny i Smx) — x} es cerrado y contiene a (e ), ., que es denso en [eg ], Finalmente,
por la proposicién 5.1, {ex} zeny €S base de Schauder para [e] reny €ON sucesion de proyecciones
naturales {S3}, -

Ademas, si se verificaparam<nyxe [ek]keN que ||Sm(x)H < K||Sn(x)||, tomando limite para
n — oo obtenemos ||Sm(x)|| < K| x|, de donde se deduce ||Sm|| < K. De aqui se concluye que la

constante de base es no superior a K. O

Obsérvese que dada una sucesion {e,},en en un espacio de Banach X, la condicién de Grun-
blum juntocone, #0,VneNy X = [e n]n n forman las tres condiciones necesarias y suficientes

para que la sucesion sea una base de Schauder de X.

Definicion 5.5. Sea {e,},en una base de Schauder de un espacio de Banach X. Supongamos que
{on}nen s una sucesion de enteros estrictamente creciente, con pg =0y sea {a}nen Una sucesion
de escalares. Entonces una sucesién {u,},cn de la forma

P
Up = Z aje;
J=pn-1+1
es llamada sucesion basica en bloque de {e¢,},cn. Ademads, si para cada n € N se cumple

lunll =1, diremos que {u,},en €s una sucesion basica en bloque normalizada de {e,},cn.
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Lema 5.1. Supongamos que {e,},en es una base de Schauder en un espacio de Banach X con
constante de base Ky, y supongamos que {u,},en es una sucesioén bdsica en bloque de {e,}nen ,

entonces, {un}neN €S una sucesion bdsica con constante de base menor o igual que Ky,

Demostraciéon. Tendremos, para cualquier sucesion de escalares {b;}ren, ¥ cualquier m € N:

m m Ok m Ok Pm
Yobrur|=| Y br Y ajeil =) Y brajejll=|2 cjejl,
k=1 k=1  Jj=ppa+l k=1 j=pp1+1 j=1

donde c; = braj si pp_1+1=<j<pryc;=0en cualquier otro caso. Ahora,sineNconn=my

teniendo en cuenta que {ex}ren s una base de Schauder de X con constante de base K, tenemos:

Pm Pn Pn
3 ciei| = Son( 2 crei) 2. cjej
= j= j=

<K,

b

n
Y brug
k=1

con lo que {uzlren satisface la condicion de Grunblum (proposiciéon 5.2) y es, por tanto, una

sucesion basica con constate de base menor o igual que Kp. O

Definiciéon 5.6. Diremos que dos bases de Schauder (o sucesiones béasicas) {x,}nen € {Vnlnen
en los respectivos espacios de Banach X e Y son equivalentes si para cualquier sucesién de

escalares {a,}nen, la serie 307 | anx, converge si, y sélo si, lo hace la serie .77 ; anyn.

Teorema 5.1. Dos bases de Schauder (o sucesiones bdsicas) {x,}nen € {¥nlnen en los respectivos
espacios de Banach X e Y son equivalentes si, y sélo si, existe un isomorfismo topolégico

T: (2] ,en — [n],en tal que Txp = y,, VneN.

Demostracion. Es obvio que las sucesiones o bases son equivalentes si existe tal isomorfismo
topolégico.

Reciprocamente, si son equivalentes, definimos T': [x, ], ., — [¥n] ,cp cOmO

o0 o0
T(Z anxn) = Z AnYn.
n=1 n=1

Con esta definicién T es claramente biyectivo. Probemos que T es continuo utilizando el teorema
de la grafica cerrada (ver libro de referencia [7]). Sea {u,},en una sucesion convergente a un
Podemos

elemento u en [x,], _ ¥ supongamos que T'u, converge a un elemento v en [y, ]

neN neN*

escribir:

x 00
u;= le;(uj)xn, VjeN; u= le;(u)xn‘
n= n=

o0 (o]
Tu;=Y yi(Tu)yn,YVjeN; v=> y:©)yn.
n=1 n=1

Por la continuidad de los funcionales biortogonales y la definicién de T, es claro que si j — oo,
entonces x,(u ;) — x,(w) e y,(Tu;)=x,(u;) — y,(v), con lo que, por la unicidad del limite, debe
ser x;(u) =y, (v). Asi pues, Tu =v y T es, por tanto, continua. De hecho, como consecuencia del

teorema de la aplicacion abierta (ver libro de referencia [7]), T es un isomorfismo topolégico. [I
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Corolario 5.1. Sean {x,}nen € {Ynlnen dos bases (o sucesiones bdsicas) en los respectivos espacios
de Banach X e Y. Entonces son equivalentes, si, y solo si, existe una constante C > 0 tal que para

cualquier sucesion de escalares {an},en Se tiene

o0 o0 oo
Yoaiyil = | aixi Y aiy
i=1 i=1 i=1

Demostracién. Si son equivalentes, por el teorema anterior existe un isomorfismo topolégico

ct < <C

T :[xn],en — (9] en tal que Tx, = yp, VR €N, y es facil probar que se cumple

o0 o0
Y aix; > @iy
i=1 i=1

o0

Y aiyi

i=1

1
— <
117l

<ITY

Entonces, basta tomar C = max {||T'|l, |71}

Reciprocamete, si existe tal C, definimos T': [x,], ., — [¥n],,cp cOmMO

o0 o0
T(Z anxn) = Z an¥n.
n=1 n=1

Con esta definicién T es claramente biyectivo, ademaés

0o 00 00
HT(Z anxn) Z AnYn Z AnXn
n=1 n=1 n=1

por lo que T es continua. De hecho, como consecuencia del teorema de la aplicacion abierta (ver

= <C

b

libro de referencia [7]), T' es un isomorfismo topolégico. Por el teorema anterior, las sucesiones

son equivalentes. O

Definicion 5.7. Si en el corolario anterior C = 1, se dice que las bases (o sucesiones basicas)
son isométricamente equivalentes. No es dificil ver que, en este caso, existe un isomorfismo
isométrico T : [xn]neN — [yn]neN verificando Tx,, = y,, Vn € N. Y si existe tal isomorfismo
isométrico, entonces C = 1. Por lo que también podemos decir que las bases (o sucesiones basicas)

son isométricamente equivalentes si existe tal isomorfismo isométrico.

Recordemos que un subespacio Y de X se dice complementado si existe una proyecciéon
PeL(X,X)tal que PX)=Y.

Definicion 5.8. Una sucesion basica {x,},en en un espacio de Banach X se dice complementa-

da si el subespacio [x,], . es complementado.

Definicion 5.9. Sean X e Y espacios de Banach. Decimos que dos sucesiones {x;},en € X €
{ynlnen €Y son congruentes con respecto al par (X,Y) si existe un isomorfismo topolégico
T:X —Y tal que Tx,, = yn, Vn € N. En el caso particular en el que X =Y, diremos, simplemente,

que son congruentes.

Es claro que si dos sucesiones son congruentes respecto al par (X,Y) y ademas son sucesiones

basicas (o bases), entonces son equivalentes.
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Lema 5.2. Si {x,}nen € {ynlnen son congruentes con respecto al par (X,Y), se cumplen las siguien-
tes propiedades:

e {Xp}nen es base de X si, y s6lo si, {yplnen loes de Y.

e La constante de base de {y,}nen es a lo sumo K| T|| IT1|, siendo K la constante de base de

{xntnen y T el isomorfismo topoldgico que existe por la definicion anterior.

Demostraciéon. Vamos con la primera propiedad. Si {x,},en €s base, entonces, dado y € Y, existira

x =327 anxy €X con Tx =y, con lo que tendremos
(e, 0) (e0)
y=Tx= Z an,T(x,)= Z AnYn-
n=1 n=1

En consecuencia {y,},en es base de Y. El reciproco es idéntico pero utilizando 7.
Vamos ahora con la segunda propiedad. Sean S, las proyecciones naturales asociadas a

{xn}nen ¥ Pp las asociadas a {y,}nen. Six € X, tendremos
o0 o0
Tx=) xp@x)Txn =) 25 (xX)yn,
n=1 n=1

y como {y,},en es base, concluimos y;, (Tx) = x,(x). Entonces, dado y € Y, existira x € X con

T(x) =y, y tendremos:

Po=Y yiye=Y. y;(Tx)yr =Y x;(0)Txp =T(S,(x) =T (S,(T" 1),
k=1 k=1 k=1

de donde se deduce |P, || < IS,IITINT I < KITIIT 1|. Tomando supremos obtenemos ya lo
deseado. O

La demostracion del siguiente lema se puede consultar en el libro de referencia [8]:

Lema 5.3. Sea X un espacio de Banach y A un operador que cumple |A —Ix| <1 entonces A es

invertible y su inversa viene dada por

=Y Ux-Ar,
k=0

que converge en la norma de L(X), siendo (Ix — AN =

AT < ==

Teorema 5.2 (Principio de las pequenas perturbaciones). Sea {x,},en una sucesion bdsica en un

espacio de Banach X con constante de base K y supongamos que existe {y,},en € X cumpliendo
o0
Z lxn — ¥yl —0<1,
n=1 [E

entonces {x,}nen e {Ynlnen SOn congruentes y se tienen las siguientes propiedades:
e {ynlnen es sucesion bdsica, con constante de base a lo sumo K }%g.
o Si {x,}nen es base, también lo es {yn}nen.

o Si {xp}nen es complementada, también lo es {y,}nen.
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Demostracion. Para cada n =2y cada vector x € [x}],, ., se tiene que
n n-1
xp(@)n = )y () — Y xp (X)x,
k=1 k=1

donde {x,},en son los funcionales biortogonales de {x,},en definidos en [xn] Por lo que

neN*

tomando normas y teniendo en cuenta que K es la constante de base, obtenemos
|2, ()12 | < 2K 1],

de donde se deduce |lx} | < % Si n =1, es claro que se tiene IIxi‘(x)xlll < K| x|l, de donde se
n

K

. Estas desigualdades se mantienen si reemplazamos x; por su
flaca n

deduce, andlogamente, IIxI | <
extension de Hahn-Banach a X (ver libro de referencia[7]), que llamaremos x,,.

Para cada x € X ponemos

Tx=x+ ) %)y —%xn).

n=1

Es claro que T es un operador acotado de X en X que cumple Tx, = y,. Ademas, si |x| < 1,

tenemos
& ~k & ”yn_xn”
ITxl <14 ) XM lyn —xnl <142K ) == =1+0,
n=1 o1 Nlxnll

de donde se tiene ||T'|| < 1+6. Ademas, por la definicion de T', tenemos

IT-Ix| = || > &)y — Xn)
n=1

o0
< Y 1Z5llyn —xnll <6 <1,
n=1

por lo que, aplicando el lema anterior, concluimos que 7T es invertible y que || T} < ﬁ. Esto
demuestra que las sucesiones son congruentes.

Veamos, finalmente, las propiedades. Las dos primeras son consecuencia directa del lema 5.2.
En cuanto a la dltima propiedad, observemos que, si P es una proyeccién tal que P(X) = [xy] BeNy

entonces T oP o T~ es otra proyeccién con imagen [yx] BN O

Teorema 5.3 (Principio de selecciéon de Bessaga-Pelczynski). Sea {e,},en una base de un espacio
de Banach X con constante de base Ky, y funcionales biortogonales {e}}nen. Supongamos que
{xn}nen es una sucesion en X cumpliendo las siguientes condiciones:

o infpen x5 [ > 0.

e lim,, .o e}';(xn) =0 para cualquier k.

Entonces {x,}nen contiene una subsucesion {x,,}ren que es bdsica y congruente a alguna sucesion
bdsica en bloque {yplren de {enlnen. Mas atin, para cada € > 0, es posible elegir la sucesion
bdsica en bloque, de modo que, la constante de base de dicha sucesién sea a lo mas Ky +¢€. De
hecho, el mismo resultado se cumple si la sucesion {x,},en RO converge a cero en norma y verifica

lim,, oo x*(x,) = 0 para todo x* € X*.
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Demostracion. Sea a = inf,en [|x, ] > 0 y supongamos 0 < v < %. Tomamos n1 =1,r¢9 =0. Como
es frecuente, sean {S,},en, las proyecciones naturales asociadas a la base. Como S,x,, — x,,,

existe ry tal que
va

2K,

Por otro lado, por la segunda condicién, existird un ng > n1 tal que

”xn1 _Srlxnl || <

vZa

”Srlxnz ” < E
Ahora, otra vez por la convergencia de S,x,, a x,,, podemos tomar rg >rj tal que
2
”xnz _Srzxnzn < E
De nuevo, por la segunda condicidon, existira ng > ng tal que
3
”Srzxn3 ” < E

Con este método inductivo, podemos tomar una sucesién {x,,}zen © X y una sucesion de enteros

{rk}zozo, con rg =0, que verifican

IS 1< 2 = Syl < 8
Xp, || < —— x X, || < ——.
Tr—1"vNp 2Kb > ne rpng 2Kb
Para cada k €N, sea
Tk
Yr :Srkxnk _Srk,lxnk = Z e;(xnk)ej'

J=rr-1+1
La sucesion {yz}zen €s una sucesion basica en bloque de {ez}zen. Por tanto, por el lema 5.1, es

una sucesion basica con constante de base no superior a K. Ademas, para cada k

k

v'a
”yk —Xn, ” = ”Srkxnk —Xny _Srk_lxnk ” = ”Srkxnk —Xny ” + ”Srk_lxnk ” < K_b,
de donde
1t 1= lygll < 1< 2% il zam Y s 0 Y a1 )
X, | = 1yell € 1%, — Y2l < — = lypl2a——=2a—— = a(l-v).
ne 3’ ng y Kb y Kb Kb

En la dltima desigualdad hemos tenido en cuenta que K = 1. Apliquemos ahora el principio de

las pequenias perturbaciones (teorema 5.2). Tenemos:

k

vTa
lye — %, |l ® K x
2Ky, <2K _
;_uku b;imrw> %ﬁ (1vﬁ

Obsérvese que podemos hacer tender a cero el cociente anterior sin mas que hacer tender v a cero,

por lo que conseguiremos que dicho cociente sea menor que uno. Por tanto, por el principio de las
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pequenias perturbaciones, ambas bases son congruentes y, ademaés, podemos elegir la constante
de la sucesién béasica en bloque tan cerca de K como deseemos.

Ademas, en el caso en el que la sucesién {x,},en NO converge a cero en norma y verifica
lim,, ., x*(x,) = 0 para todo x* € X*, es claro que podemos escoger una subsucesién de ella que
cumplira las dos propiedades citadas en el enunciado. En este caso, el resultado se sigue al aplicar

el teorema a esta subsucesion. O

5.2. Bases de Schauder y sucesiones basicas en espacios de

sucesiones

Aplicaremos los conceptos de bases de Schauder y sucesiones basicas vistos hasta ahora a los

espacios de sucesiones.

5.2.1. La estructura isomoérfica de los espacios Cy y /,, (1< p <o0)

Veremos aqui que estos espacios tienen una cierta estructura isomoérfica. Gracias a esta
estructura podremos demostrar el teorema de Pitt, uno de los resultados fundamentales de
este proyecto y analizaremos sus consecuencias. Mas adelante, gracias también esta estructura
isomorfica, podremos demostrar otro de los resultados fundamentales de este proyecto y es que
estos espacios son primos. Finalmente, usaremos también dicha estructura para ver que /1 posee

la propiedad de Schur.

Lema 5.4. Sea {yr}ren una sucesion bdsica en bloque normalizada en Cooenlp,,(1<p <oo)dela
base candnica {ep}ren. Entonces {yp}ren es isométricamente equivalente a la base candénica {ep}pen

del espacio, y el rango de una proyeccion contractiva es [y | peny €8 decir; {yi}ren es complementada.

Demostracion. Veremos el caso de [,,(1 < p < o0), ya que el caso de Cy es similar pero con
pequerias modificaciones.
Como {yz}ren €8s una sucesion basica en bloque normalizada de {ej}zen, tendremos
Tk
Vi = Z aje;, keN,
J=rp-1+1

donde 0 =rg<ri<rg<...son enteros y {az}ren €s una sucesiéon de escalares que cumple

Tk

lyel? =) lajP=1, keN.

J=re-1+1

Entonces, dada una sucesién de escalares {bj}ren, tenemos

00 oo T e s 1/p o 1/p o
Yobrye|=| ). Y. braje; :(Z|bk|p > Iajlp) :(Z|bk|p) =| ) brex|.
h=1 E=1 j=rpa+l k=1 jerpa+l =1 k=1
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Por el corolario 5.1 las sucesiones basicas son equivalentes con C = 1, es decir, son isométricamente
equivalentes.
Vamos ahora a la construccién de la proyeccion contractiva. Aqui supondremos 1 < p < oo, los

casos para [1 y Cg son similares. Para cada % elijamos unos escalares {b j};’; N tales que

3

Tk
Y bjlf=1 y ) bjaj=1,

J=rp-1+1 J=rie-1+1

1

donde q es el exponente conjugado de p, es decir, 5+ % =1. Ponemos

Claramente, {y,}zen es la sucesién de funcionales biortogonales asociada a {y;}zen y cumple

||y,: | =llyzll =1 (recordemos que el dual de /,, es /). Definimos

PEO=) vy, E€lp.
k=1

Mostraremos que ||[P(&)| < || €]l sié € Cop y luego observemos que P se puede extender por densidad
a una proyeccioén contractiva. Si ¢ ={{;} en € Coo, aplicando la desigualdad de Hélder (ver libro

de referencia [7]), tenemos

Y b

Jj=rr-1+1

rs 1/q ry 1/p ry 1/p
lyp ()l = s( ) |bj|q) ( > |£j|P) =( > |£J~|P) .

J=rr-1+1 J=rr-1+1 J=rr-1+1

Por tanto, usando la equivalencia isométrica entre {yz}zren ¥ {€2}ren, Obtenemos

00 1/p 0o rh 1/p
||P(€)||:(Z|y,:(£)|p) S(Z > |§j|p) =<l
k=1 k=1 j=rp-1+1
Asi pues, P es una proyeccién contractiva de I, en [yz|, - O

Remarquemos algo sobre el lema anterior: si {y;}ren No esta normalizada, pero satisface
O<ac<|yll=b<oo, keN,

para algunas constantes, a y b (en ese caso se dice que {yz}zen €sta seminormalizada), entonces
podemos aplicar el lema anterior a {yz/|| vz |}ren, ¥ oObtenemos que {yz}ren €s equivalente a {e}zen

(no isométricamente) e [ yk] zen €sta complementado por una proyeccién contractiva.

Proposicién 5.3. Supongamos 1 < p < oco. Sea {x,}nen una sucesion normalizada en 1, (o en
Co) tal que para cada j €N se tiene 1im, .o x,; = 0. Entonces tiene una subsucesion {x,,}ren que
es una sucesion bdsica equivalente a la base candnica {e,},en de 1), (respectivamente Cop) y es

complementada en [, (respectivamente C).
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Demostracion. La sucesiéon cumple las propiedades necesarias para aplicar el principio de selec-
cién de Bessaga-Pelczynski (teorema 5.3). Por tanto, existen una subsucesion {x,,}ren de {xp}nen
y una sucesién basica en bloque {yz}ren de {e,}nen tales que {x,,}zen €s basica y equivalente a
{¥r}tren ¥ {xn,}zen es complementada si, y solo si, {yz}zen es complementada. Aplicamos ahora el
lema 5.4 a la sucesion {y;}ren. Observemos que podemos aplicar dicho lema, ya que revisando
la demostraciéon del principio de seleccién de Bessaga-Pelczynski, la sucesion {y;}zen cumple,

teniendo en cuenta que {x,},en estd normalizada, que
3 5
-<l-v< <l+v<-.
1 vl 1

Es decir, {y;}ren esta seminormalizada. Asi pues, esta sucesion es equivalente a {eg}ren € [V ] EeN
esta complementado por una proyeccién contractiva. De modo que la subsucesién basica {x,, }zen

también sera equivalente a {e;},en ¥ serd complementada en /), (respectivamente Co). O

Proposicion 5.4. Cada subespacio cerrado infinito-dimensional Y de I, con 1 < p < oo (res-
pectivamente Cy) contiene un subespacio cerrado Z isomorfo a l, (respectivamente Co) que es

complementado en [, (respectivamente en Cy).

Demostracién. Veamos primero que para cada n € N existe y, €Y, y, # 0 tal que e, (y,) = 0 para
1<k <n. Sino fuese asi, existirfa un n € N tal que para todo y €Y, y # 0 se tendria e, (y) # 0 para
algink con 1<k <n.EntoncessiyeY,y#0, S,(y)= Zzzle,:(y)ek #0.Conello, S,ly: Y —Y
seria un operador inyectivo de rango finito, lo cual no es posible pues Y es infinito dimensional.

Asi pues, para cada n € N existe y, €Y, y, # 0 tal que e};(yn) =0 para 1 <k < n. Entonces, la

Yn
(A

sucesion { } verifica las condiciones de la proposicion anterior, con lo que existe un isomorfismo

H de [ﬁ] en [, (respectivamente Cp) e [”g—”” es complementado en [, (respectivamente C).
Obsérvese que es necesario que Y sea cerrado para que se tenga [ﬁ] cY. O

5.2.1.1. El teorema de Pitt y sus consecuencias

En este momento casi disponemos de las herramientas necesarias para demostrar el teore-
ma de Pitt. Solamente nos faltan unos pocos resultados, asi que vamos a ello. Las siguientes

proposiciones seran utilizadas en su demostracion:

Proposicion 5.5. Si X es un espacio de Banach reflexivo y M es un subespacio cerrado de X,

entonces M es reflexivo.

Demostracion. Sabemos que la topologia débil de M es la topologia débil de X restringida a
M, es decir, c(M,M*) = 0(X,X")|ys. Ademads, By = Bx "N M y por el corolario 4.1 Bx y M son
cerrados en la topologia débil de X, con lo que Bjs también lo sera pues es interseccion de dos
cerrados. Ahora, como X es de Banach, por el resultado 4.2, se tiene que Bx es compacta en la

topologia débil. Como Bjs es un cerrado contenido en un compacto, se deduce que es compacta
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en la topologia débil de X y, en consecuencia, en la topologia o(M,M*). Finalmente, usando el

resultado 4.2 otra vez, concluimos que M es reflexivo. O

Como consecuencia de la proposicién anterior y teniendo en cuenta que cualquier subespacio
cerrado de un espacio de Banach es espacio de Banach, obtenemos que, cualquier subespacio
cerrado de I, para 1 < p < oo es un espacio de Banach reflexivo. Ademaés, las dos tltimas proposi-
ciones nos permiten afirmar que cualquier subespacio cerrado infinito-dimensional de Co o0 l1 no

es reflexivo. Veremos esto en el siguiente corolario:
Corolario 5.2. Si Y es un subespacio cerrado infinito-dimensional de Co o L1, Y no es reflexivo.

Demostraciéon. Supongamos que Y es reflexivo. Por la proposicién 5.4, sabemos que Y contiene
un subespacio cerrado Z isomorfo a Cy o [ respectivamente. Por la proposiciéon 5.5, Z seria

reflexivo, luego Cy o /1 serian reflexivos, lo que es una contradiccién. O

Proposicion 5.6. Si X,Y son espacios de normados siendo X de Banach y reflexivoy T: X —Y

es un operador incondicionalmente convergente, entonces T es compacto.

Demostracion. Sea {x,} € X una sucesién acotada. Entonces existe § > 0 tal que x,, € 6Bx, Vn € N.
Como X es reflexivo, por el resultado 4.2, el conjunto 6Bx es débilmente compacto, por lo que
existe una subsucesién {x,, } débilmente convergente. Como T es incondicionalmente convergente,
la sucesion {Txnk} es convergente en norma. Finalmente, por el resultado 4.3, concluimos que T

es compacto. O

Como consecuencia de la proposicién anterior y del resultado 4.5 obtenemos que si X es
de Banach y reflexivo, un operador entre espacios normados que parta de X es compacto si, y
solamente si, es incondicionalmente convergente.

Ahora si que disponemos de las herramientas necesarias para demostrar el teorema de Pitt:

Teorema 5.4 (Teorema de Pitt). Supongamos 1<p <r <oo. Si X es un subespacio cerrado de [,

y T :X — 1, es un operador acotado entonces T es compacto.

Demostracion. Como X es cerrado en un espacio de Banach, es de Banach y ademas por la propo-
sicién 5.5 es reflexivo. Por tanto, por la proposicion 5.6, basta probar que T es incondicionalmente
convergente. Ademas, como una sucesion {y,} es débilmente convergente a un elemento y, si, y
solamente si, la sucesion {y, — y} es débilmente nula (débilmente convergente a 0) y una sucesién
{z,} es convergente a un elemento z, si, y solamente si, la sucesién {z, —z} es convergente a 0,
basta probar que para cualquier sucesién {x,} débilmente nula en X, la sucesién {T'x,} converge
a 0 en /,. Procederemos por reduccién al absurdo.

Supongamos pues, que existe una sucesion {x,} débilmente nula en X tal que la sucesién
{Tx,} no converge a 0 en /,,. Como {Tx,} no converge a 0, por continuidad de T, se deduce que

{xn} no puede converger a 0 y de aqui se deduce que {x,} tiene una subsucesién {x,,} tal que la
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sucesion {ﬁ} es acotada. De modo que, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la
nk

sucesion {x,} es tal que la sucesion {ﬁ} es acotada, es decir, nos quedamos con la subsucesion,
n

que obviamente seguird siendo débilmente nula en X y verificara que {Tx,} no converge a 0 en

lp.

Vamos a seguir simplificando nuestra sucesién: por las caracteristicas que ahora tiene, es
claro que la sucesion {y,} = {Hzﬁ} es débilmente nula en X y verifica que {T'y,} no converge
aOenl,y ademas, [y,l =1, Vn € N. Asi pues, podemos suponer que existe una sucesién {x,}
débilmente nula en X que verifica que {Txn} no converge a 0 en [, y, ademas, [lx,[=1,Vn eN.

Ahora como {Txn} no converge a 0, existe un 6 > 0 y una subsucesioén {x,,} con las mismas
propiedades que {x,} y que verifica || T'x,, | > 6. Nos quedamos con esta subsucesién. De modo que
existe una sucesion {x,} débilmente nula tal que para todo n € N verifica que ||x,||=1y ” Tx, H > 0.

Como es débilmente nula, verifica, para todo j €N
lim e;(xn) = lim x,; =0,
n—oo n—oo

y ademas esta normalizada, por lo que, por la proposicién 5.3 contiene una subsucesién basica
equivalente a la base canénica {e,} de /,. Nos quedamos con esta subsucesién. Es decir, existe una
sucesion {x,} débilmente nula en X que es béasica y equivalente a la base canénica de [, tal que
|| Tx, || >0, Vn € N. Por continuidad de T, l1a sucesion {T'x,}, es débilmente nula, asi que podemos
aplicar otra vez la proposicién 5.3 y pasando a una subsucesion podemos suponer que {Tx,/||Tx, ||}
¥, por tanto, {T'x,} es bésica y equivalente a la base canénica de /,. Esto demuestra que la
restriccién i : [, — [, es continua. Veamos esto: por las equivalencias existen dos isomorfismos
topolégicos S : I, — [xz] ey ¥ B 1 [T%k | ey — Up que verifican Se; =x; y R(T'x;) = e; para todo
i €N (teorema 5.1). Se tendria entonces i =R oT oS, por lo que la restriccién seria continua. Pero
sabemos que esto es falso, dicha restriccién no es continua ya que las normas |||, y || - ||, no
son equivalentes (corolario 1.2). Esto constituye la contradicciéon que buscabamos, con lo que el

teorema queda demostrado. O

Observacién: El mismo resultado es cierto si sustituimos /, por Co: si T : X < Co — [, es
un operador acotado, con p > 1, entonces, el operador traspuesto, 7" : [, — X* < es acotado,
y por el teorema 5.4 de Pitt, es compacto. Aplicamos el resultado 4.4 y concluimos que T es
compacto. Veremos al final del capitulo el caso en el que p = 1.

Veremos a continuacién algunas consecuencias del teorema de Pitt:

Corolario 5.3. Si T :l, — [, es un operador acotado con 1 < p <r < oo, entonces cualquier
Te, ” » 0. Lo

sucesion {x,}n,en débilmente nula en 1, cumplird que HTxn || » 0. En particular,

mismo es cierto para cualquier operador acotado T : Co — [p.

Demostracion. Por el teorema de Pitt (teorema 5.4), T' es compacto y por el resultado 4.5 es
incondicionalmente convergente. Luego transforma sucesiones débilmente nulas en sucesiones

convergentes a Ccero en norma. ]
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Recordemos que un espacio de Banach X es de dimensién finita si, y sélo si, su bola unidad
cerrada Bx es compacta (se puede consultar una demostraciéon de este hecho en el libro de

referencia [9]). Usaremos este resultado en el siguiente corolario:

Corolario 5.4. Los espacios del conjunto {Co} U {l, : 1 < p < oo} son mutuamente no isomorfos.
De hecho, si X es un subespacio infinito-dimensional de alguno de estos espacios, entonces X no es

isomorfo a un subespacio de cualquiera de otro de ellos.

Demostraciéon. Supongamos que existe un isomorfismo 7' : X — Y, siendo X un subespacio
infinito dimensional de Cop o de /, e Y un subespacio de /,, con 1 < p <r <oo. Podemos extender
T ala clausura de X definiendo 7' : X — Y mediante ?(limn x,) =1im, T'x, para toda sucesion
{x,} en X. No es dificil comprobar que el operador T seguira siendo un isomorfismo.

Como Y es un subespacio cerrado de [ p contiene un subespacio Z isomorfo a [, (proposicién
5.4) y podemos considerar la restriccién de 7' a T-1(Z). Podemos suponer, para simplificar que Z
es lp, asi

T|T71(l,,) —Ip

es un isomorfismo entre un subespacio cerrado infinito-dimensional de Cg o de /, y /,,. Para no
sobrecargar demasiado la notacién, al subespacio T~ 1(I p) lo llamaremos simplemente W. Ahora

bien, si y € B, existe x € W tal que T1(y) =, con lo que
177 ==l < |77 iyl < | 777

Se deduce que B, < || 71 || ?(BW). Finalmente, por el teorema de Pitt (teorema 5.4), ?(BW) es
relativamente compacto, por lo que B;, es compacto. Se deduce que [, es de dimension finita, lo

cual es una contradiccién. O
El corolario anterior sugiere la siguientes definiciones:

Definicion 5.10. Dos espacios de Banach infinito-dimensionales X e Y se dicen totalmente

incomparables si no tienen subespacios infinito-dimensionales en comun (isomorfos).

Por ello, los espacios 1, son totalmente incomparables entre ellos (para distintos valores de p)

y Co es totalmente incomparable a cualquier [ .

Definicion 5.11. Un operador acotado T' de un espacio de Banach X en un espacio de Banach Y
se dice estrictamente singular si no hay subespacio infinito-dimensional W c X tal que T'|w

sea isomorfismo sobre su imagen.

Como consecuencia del corolario anterior, cualquier operador acotado de Cqy en 1, de I, en Cy
odel,enly para p # q, es estrictamente singular.
Veamos ahora una tltima observacién al teorema de Pitt: Si r < p un operador acotado de un

subespacio cerrado de /, en [, puede no ser compacto, es decir, el teorema de Pitt no es cierto
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en este caso. Tomemos, por ejemplo, la inclusién natural i :/, — [,; es un operador de norma
uno no compacto, ya que la imagen de la base canénica de [, es una sucesién contenida en i(B;,)
sin ninguna subsucesion convergente, puesto que la distancia entre dos cualesquiera de sus
elementos es [le; —ejll, = 2Vp,

Y hasta aqui con el teorema de Pitt.

5.2.1.2. Los espacios [/, y Co son primos

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que los espacios /, y Co son primos. Introduciremos
la definicién de espacio de Banach primo en su debido momento. Primero necesitamos una técnica

de descomposicion, pero debemos introducir previamente algunos conceptos:

Definicion 5.12. Sea X un espacio de Banach, para 1 < p < oo se define la suma directa

infinita de X en el sentido de 1, que denotaremos por
,(X)=XeXe..),

como todas las sucesiones x = {x,},en con valores en X tales que {”xn”X}neN €lp, con la norma

llacll = ”{”xn I} e

o) 1p
| = (Z ||xn||§;) .
P n=1

Analogamente, se define la suma directa infinita de X en el sentido de Cy, que denotaremos
por
CoX)=XeX®..)c,

como todas las sucesiones x = {x,},en con valores en X tales que lim,, ||x, [lx = 0, con la norma

lxll = sup [lxcn lIx-
neN

Observaciones:

* Fijémonos en el espacio /,(I). Si x € [,(l,), entonces x sera de la forma

x=(x1,%2,...,Xp,...), dondex;€l,,VieN,

y se verificara Z‘i":’l llxc; |I§ = Z‘i"z’lzﬁl l; [P < co. Observemos que cada elemento x de [,(l,) se

puede ver como una matriz infinita (de dimensién Card(N) x Card(N)) cuyos elementos cumplen,
precisamente, 372, Z;‘;l lx; ;P < co y cuya norma serd, justamente, (Z‘i":’lz;’;l lxc; jlp)l/p . Pero
sabemos que existe una biyeccion de N x N en N, con lo que podremos escribir dicha matriz en un
unico vector, que, obviamente, estara en [, y su norma ser, precisamente, la misma que la de la
matriz. En definitiva, estamos diciendo que /,(/,) es isométricamente isomorfo a /,,.
Analogamente, se puede ver que Cy(Cy) es isométricamente isomorfo a Cy.

* Otra observacion a destacar es que /,(X) ®[,(X) es isométricamente isomorfo a [ ,(X) y
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Co(X) e Co(X) lo es a Co(X) para cualquier espacio de Banach X. En efecto, consideremos en el

espacio producto /,(X) x [,(X) la norma | - ||, y sea la aplicacién definida por
H:l,(X)—1,(X)x1,(X) : z=(x1,y1,%2,¥2,...)— (x,),

donde x = (x1,x9,...) € y =(y1,¥2,...). Esta aplicacién es obviamente lineal y biyectiva y esta bien
definida. Ademas,

U 00 00 1/p
1Ge, D = Al + Iy IDY2 = [ i 1P+ Y 1yill? | = Izl p,
i=1 =1

12

con lo que H es un isomorfismo isométrico. Un razonamiento similar sirve para ver que
Co(X)® Co(X) es isométricamente isomorfo a Co(X).

e Otra mas a destacar es que /,(X) es isométricamente isomorfo a X & /,(X) y Co(X) lo es a
X & Cy(X) para cualquier espacio de Banach X. Efectivamente, al igual que antes, consideremos

en el espacio producto X x /,(X) la norma |- ||, y sea la aplicacién definida por
S:,X)— X xI,(X) : z=(x0,x1,%2,...)— (x0,%),

donde x = (x1,x9,...). Es claro que esta aplicacion es lineal y biyectiva y que esta bien definida.

Ademas,

o 1/p 0o 1/p
1/
o, )M, = Ulxoll? + 1 15)P = [llacollP + ||xi||p) = (Z IIxillp) =lzlp,
i=1 =0

y S es, por tanto, isomorfismo isométrico. El razonamiento para ver que Cy(X) es isométricamente
isomorfo a X & Cy(X) es analogo.

e La tltima observacién es que [ ,(X ®Y') es isométricamente isomorfo a [ ,(X)&!,(Y)y Co(X @Y)
lo es a Co(X) @ Co(Y) para cualesquiera X,Y espacios de Banach. En efecto, considerando la

norma |- ||, en los espacios producto, tenemos la aplicacién
T.lp(XXY)—’lp(X)le(Y) : Z:(xlayl,x2,y2,---)*—’(x:y),

donde x = (x1,x9,...) € ¥ = (y1,¥2,...). Esta aplicacién esta bien definida y es lineal y biyectiva.

Ademas,
1/p

[e.°] o0
1
1Ge, Dlp = (llh + Iy 15) ™7 = 2 xil? + Y Iyl | =lzlp.
i=1 i=1

Asi que T es isomorfismo isométrico. El razonamiento para ver que Co(X @Y) es isométricamente
isomorfo a Co(X)® Co(Y) es similar.
Una vez introducidos estos conceptos tenemos la siguiente técnica de descomposicién (téngase

en cuenta que para simplificar notacién pondremos X =Y para indicar que X es isomorfo a Y):

Teorema 5.5 (Técnica de descomposicion de Pelczynski). Sean X,Y espacios de Banach ta-
les que X es isomorfo a un subespacio complementado de Y, e Y es isomorfo a un subespacio

complementado de X. Si ademds se cumple alguna de las dos condiciones siguientes
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l X=XeX eY=YaY.
2. X=I1p(X)paraalgin1<p<oo o X = Coy(X).
Entonces X =Y.

Demostracion. Si X es isomorfo a un subespacio complementado de Y podremos escribir
Y = X e FE, donde E es el complemento de este subespacio. Andlogamente, podremos poner
X=YoF.

Supongamos que se cumple la condicién 1, entonces
YxXeExXoXoE=XoY y X=YoF=YeYoF=YalX,

luego X =Y.
Supongamos que se cumple la condicién 2, es decir, X = /,(X) para algin 1< p <oco (el caso
X = Cy(X) es idéntico). Por las observaciones precedentes al teorema (la segunda observacién)

tendremos X = X @ X y, al igual que antes, obtenemos Y = X ¢ Y. Ademas,
X=l,X)=l,YeF)=I[,Y)el,(F)xYel,Y)el,(F)=xYel,(YeF)=Ye&l,(X)~Y X,

donde se han usado la tercera y cuarta observacién precedentes al teorema. En consecuencia
X=Y. O

Gracias a la técnica de descomposicion de Pelczynski, podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 5.6. Supongamos que Y es un subespacio infinito-dimensional complementado de [,

con 1< p <oo (respectivamente C). Entonces Y es isomorfo a I, (respectivamente C).

Demostracion. Obviamente, al ser Y complementado, es cerrado. Podemos, por tanto, aplicar la
proposicién 5.4 y concluir que Y contiene un subespacio cerrado Z isomorfo a [, (respectivamente
Co) y complementado en /,, (respectivamente Cy). También, el propio Z es complementado en Y
al ser complementado en [, (respectivamente C¢). Asi pues, [, (respectivamente C¢) es isomorfo
a un subespacio complementado de Y e Y (que es isomorfo a si mismo) es complementado en
I, (respectivamente Cp). Ademads, por la primera observacién dada después de la definicion
5.12, I, (respectivamente Cy) es isomorfo a /,,(/,) (respectivamente Co(Cyp)). Con ello, podemos
aplicar la técnica de descomposicion de Pelczynski (teorema 5.5) y concluir que Y es isomorfoa /,,

(respectivamente Cyg). O

Una idea natural que resulta del teorema anterior es la nocién de que los espacios [, y Co
son los “ladrillos” con los que los espacios de Banach estan construidos; por analogia, parece
que juegan el rol de los primos en la teoria de nimeros. Esto nos lleva, por fin, a la siguiente

definicién:
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Definicion 5.13. Un espacio de Banach X se dice primo si cualquier subespacio infinito-

dimensional complementado de X es isomorfo a X.

Como se ha demostrado en el teorema 5.6, los espacios I, con 1< p <ooy Co son primos.
Cualquiera pensaria en este momento en el espacio /., ¥, en efecto, [, es un espacio de Banach
primo no separable. Este hecho fue demostrado por Lindenstrauss en 1967, aunque no lo veremos

en este proyecto.

5.2.1.3. El espacio /{

El espacio /1 tiene un rol especial en la teoria de espacios de Banach. Veremos aqui que tiene
algunas propiedades interesantes, como por ejemplo, que posee la propiedad de Schur.

Empezaremos viendo el siguiente teorema que fue demostrado por Banach y Mazur en 1933:

Teorema 5.7. Si X es un espacio de Banach separable, existe un operador continuo @ :11 — X

que es sobreyectivo y que verifica |Q| = 1.

Demostracion. Basta probar que X admite un operador continuo @ : /7 — X que transforma el
conjunto By, = {¢€l;: ||€ll; <1} en el conjunto Bx = {x € X : ||lx| < 1}.

Como X es separable, existe una sucesion {xn} »eny densa en Bx. Definimos el operador

Q:li—X ‘f:{fn}neN'_’anxn
n=1

Este operador esta bien definido pues la serie anterior es absolutamente convergente, ya que
fo:l épxnll = Zflo:l [Enlllxnll < Z‘;"Zl [én] < 00. Ademads, es claramente lineal y también es continua

pues

le@] =

0o
Z $nXn
n=1

Observemos que el conjunto Q(B;,) es denso en By, ya que la imagen de la base canénica de /;

< Y lénxall= Y 1nlllxnll < Y 1€nl = 1€1I1.
n=1 n=1 n=1

es precisamente {xn}neN. Por tanto, dado x € Bx y 0 <e < 1, existe {1 € By, tal que ||x -Q¢& || <e.
Ademas, tenemos que || %(x -Q¢ 1)|| <1, por lo que podemos hallar 5'2 € By, tal que

<E€E.

1 /
H;(x—an—sz

Ponemos é9 = 6‘6’2, por lo que ||é2]l1 <€,y ademas obtenemos
|- Q1+ &) <€
Ahora, como | e%(x—Q(él +&9))| < 1, podemos hallar 6’3 € By, tal que
1 ,
||€—2(x—Q(f1 +&9)) - Q5| <e,
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Ponemos é3 = 625’/3 por lo que [[¢3]1 < 6‘2, y ademads tenemos
|- Q1 +&2+éEs)|| <€,

Iterando, obtenemos una sucesién {f n}neN en /1 que satisface

Q[ L )
1

Sea ¢ =377 ¢x, entonces [[§]l1 < =, y Q¢ =x. Como podemos hacer € — 0, se deduce finalmente

n-1

IEnlli <€ y <e".

Q(Bll) = Bx. Obsérvese que esto ademas implica ||@| = 1. O

Corolario 5.5. Si X es un espacio de Banach separable, es isométricamente isomorfo a un cociente

de l;4.

Demostracion. Sea @ la aplicacion del teorema anterior. Como @ es sobreyectiva, sabemos que
la aplicacién @ : l1/ker @ — X definida por Q(¢ + ker @) = Q¢ para ¢ € [1, es un isomorfismo
(se puede consultar este resultado en el libro de referencia [8]). Ademas, si w:1l; — l1/ker@
es la aplicacién cociente, sabemos también que transforma la bola unidad cerrada de /1 en la
bola unidad cerrada de l1/ker @ (este resultado se puede encontrar en el libro de referencia [7]).

Consultando la demostracién del teorema anterior, teniamos que Q(B ll) =By, con lo que

Q(Biykerq) =Q(Bi, +kerQ) =Q(B;,) = Bx,

Q| =1y ademas @ (Bx) = Bi,/kerq- De esta tltima igualdad, se deduce,

de donde, obtenemos, |
||Q‘1|| = 1. Finalmente, de ||Q|| =1y ||Q_1|| =1 obtenemos ya que ||Q(€+kerQ)|| =&+ ker@],

con lo que @ es, ademas, isometria. O
Corolario 5.6. El espacio 11 tiene un subespacio cerrado no complementado.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach separable infinito-dimensional que no es isomorfo a /1
(por ejemplo Cg o cualquier /, con p # 1, que son separables y por el corolario 5.4 no son isomorfos
a l1). El teorema 5.7 nos proporciona un operador acotado @ :[; — X que es sobreyectivo y cuyo
nucleo, ker @, es un subespacio cerrado de /1.

Si ker @ fuese complementado en /1, existiria una proyeccién P :[; — 1, cuyo nucleo coincide
con el de @ y cuya imagen seria un subespacio cerrado M de [ y tendriamos /1 = ker P & M. Asi,
P :ly — M es sobreyectiva, y al igual que en la demostracién del corolario anterior, tendriamos
[1/ker P =11/ker@ = M. Pero en la demostracién del corolario anterior se vio que [{/ker@ =~ X,
luego seria X = M. Pero, obviamente, M también es un subespacio complementado de /1, asi que
por el teorema 5.6 (obsérvese que M no puede ser de dimensién finita ya que X =~ M), tenemos
M =11, luego X =11, lo cual es una contradiccién. De modo que ker @ no es complementado en
l1. O

Una vez vistos estos interesantes corolarios, veamos en qué consiste la propiedad de Schur:
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Definicion 5.14. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Schur (o es un espacio de
Schur) si en X la convergencia débil es equivalente a la convergencia en norma, o, lo que es lo
mismo, cualquier sucesion es débilmente nula si, y solamente si, converge a cero en norma.

Realmente, cualquier sucesién que converja a un elemento x en norma es débilmente conver-
genteax,yaquesix*eX*y {xn} Lcny €8 una sucesion en X que converge a x en norma, se tendra,
para todo n € N:

" (oen =) < lloc™ Hllen — [l

Por tanto, X posee la propiedad de Schur si las sucesiones débilmente nulas convergen a cero en

norma.

Ni los espacios [, para 1 < p <oo ni C¢ poseen esta propiedad, ya que la sucesion de vectores
unidad {e,} neny €S débilmente nula y, sin embargo, no converge a cero en norma. La convergencia
débil a cero de esta sucesion es debida a que los duales de estos espacios son isométricamente
isomorfos a espacios de sucesiones cuyos elementos x = {xn}ne,\, cumplen lim,_ ., x, = 0. Sin
embargo, el dual de /1 es isométricamente isomorfo a /., y hay elementos de este tltimo espacio
que no cumplen esto; se deduce de aqui que la sucesién {en}ne,\, no es débilmente nula en /;
(basta observar el funcional definido por x* (&) = X932, &, para & = {¢x} . € L1 ). Cabe preguntarse

entonces qué ocurre con /1. Lo veremos en el siguiente teorema:
Teorema 5.8. El espacio 1 tiene la propiedad de Schur.

Demostracién. Supongamos que {xn}neN es una sucesion débilmente nula en /1 que no converge
a cero en norma. Como no converge a cero en norma, existira € > 0 y una subsucesion {x,,}, ., de
{xn}, n Que verificard ||x,, | > € para todo & € N.

Entonces, la sucesién {y}, ., definida por

X

= para todok €N,
[

Yk
sera débilmente nula y estara normalizada. Esta sucesién verifica las hipétesis de la proposicién
5.3, por lo que tiene una subsucesién { Vk; } jen que es una sucesién basica equivalente a la base
canénica {e,},en de /1. Esto es una contradiccién, porque como hemos dicho en el comentario pre-
cedente al teorema, la base candnica de /1 no es débilmente nula y, sin embargo, esta subsucesiéon

si. Por tanto, la sucesion {xn} ncn CONVerge a cero en norma. O]

Recordemos un momento el teorema de Eberlein-Smulian (su demostracién se puede encontrar

en el libro de referencia [10]):

Teorema 5.9 (Eberlein-Smulian). Sea A un subconjunto de un espacio de Banach X, entonces A es
débilmente (relativamente) compacto si, y sélo si, A es débilmente (relativamente) sucesionalmente

compacto.
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El teorema anterior quiere decir que A es compacto en la topologia débil si, y sélo si, cualquier
sucesion en A posee una subsucesiéon convergente en A. Y A es relativamente compacto en la
topologia débil si, y sé6lo si, cualquier sucesion en A posee una subsucesion convergente en X.
Obviamente, en este dltimo caso, la subsucesién convergera en la clausura de A en la topologia

débil. Usaremos el teorema de Eberlein-Smulian en el siguiente resultado.

Teorema 5.10. Sea W un subconjunto de un espacio de Banach X con la propiedad de Schur.

Entonces W es compacto si, y sélo si, W es débilmente compacto.

Demostracion. Supongamos que W es compacto y sea {xn}neN una sucesiéon en W. Por la compa-
cidad de W la sucesién anterior tendra una subsucesion convergente en norma a un elemento
x € W, la cual, sera convergente a x en la topologia débil. Por tanto, por el teorema 5.9 de
Eberlein-Smulian, W es débilmente compacto.

Reciprocamente, si W es débilmente compacto, sea {xn}neN una sucesion en W. Por el teorema
5.9 de Eberlein-Smulian, esta sucesion posee una subsucesion débilmente convergente en W.
Pero como X es un espacio de Schur, esta subsucesion sera convergente en W (en norma), con lo

que W es compacto. O

Gracias al teorema anterior podemos afirmar que en [1 los compactos coinciden con los
débilmente compactos.

Veamos ahora un curioso corolario que se deduce del teorema anterior:

Corolario 5.7. Si X es un espacio de Banach reflexivo con la propiedad de Schur, entonces X es

de dimension finita.

Demostracion. Por el resultado 4.2, la bola unidad cerrada es débilmente compacta y por el

teorema anterior, es compacta. Por tanto, X es de dimension finita. O

Vamos a ver una propiedad mas del espacio /1, pero para ello necesitamos definir algunos

conceptos:

Definicion 5.15. Una sucesion {xn}neN en un espacio de Banach X se dice débilmente de
Cauchy si

lim x*(x,,)

n—oo

existe para cada x* € X*.

Observemos que si Jx : X — X** es la inclusién canénica de X en su bidual, dado x* € X* y

debido a la convergencia de lim,,_.o, Jx(x,)(x*), obtenemos que el conjunto
{JIx(an)x*):neN}

estd acotado, por lo que aplicando el teorema de Banach-Steinhaus (ver libro de referencia

[7]), concluimos que sup{ ||JX(xn)|| :neN } = sup{ lx,ll :n €N } < co. Es decir, toda sucesion
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débilmente de Cauchy esta acotada. Entonces, si X es reflexivo, por el resultado 4.2 y por el
teorema 5.9 de Eberlein-Smulian, cualquier sucesién {xn}nEN débilmente de Cauchy tendra una
subsucesion {x,, } ren convergente en la topologia débil. Pero ademas, si x* € X, tendremos que
x*(x,) converge y x*(x,,) converge a, digamos, x*(x). Se deduce, por unicidad del limite, que
x*(x,) ha de converger a x*(x), con lo que la sucesién {xn}neN sera débilmente convergente.

En definitiva, hemos probado
= Toda sucesién débilmente de Cauchy esta acotada.

= Toda sucesién débilmente de Cauchy en un espacio de Banach reflexivo es débilmente

convergente.

Ademas, es claro que toda sucesién débilmente convergente es débilmente de Cauchy. Por
ello, en los espacios de Banach reflexivos, las sucesiones débilmente de Cauchy coinciden con las
sucesiones débilmente convergentes.

En el caso de que X no sea reflexivo, puede haber sucesiones débilmente de Cauchy que no

sean débilmente convergentes.

Definicion 5.16. Se dice que un espacio de Banach X es débilmente sucesionalmente com-
pleto si cualquier sucesion débilmente de Cauchy converge débilmente. Como consecuencia, en
un espacio de Banach débilmente sucesionalmente completo las sucesiones débilmente de Cauchy

coinciden con las sucesiones débilmente convergentes.

Veamos un ejemplo. En el espacio Cy, consideremos la sucesion {xn}neN definida por

n
Xp = Z ep=ej1tegt+..+e,,
k=1
donde e;, i =1,2,...,n es el i-ésimo vector unidad. Entonces si x* es un funcional en C, sera de la
forma

o0
x*(2) = lejyja {Zj}jef\l € Co, {yj}jeN €ly,
J:

que actuando sobre el elemento n-ésimo de la sucesién dada, es, Z;—Ll yj. Obviamente, si hacemos
n — oo, el limite existe, ya que la sucesién {yj}jeN estd en [1 y verifica, por tanto, Z;‘;l |yl < oo.
Con ello, la sucesién dada, es débilmente de Cauchy.

Observemos ahora que la topologia débil en Cg es la topologia débil-estrella en [, restringida
a Cy, considerando Cy como subespacio de [,. Veamos que la sucesiéon dada converge en la
topologia débil-estrella de [, al elemento x =37°  e;. Six* es un funcional en [, continuo en la
topologia débil-estrella, actuando sobre el n-ésimo elemento de la sucesién dada, sera, al igual

que antes, de la forma

n
> ¥
j=1
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donde, como antes, {y;} . € 1. Este mismo funcional, actuando sobre x es Z;“:’l yj. Tenemos,

JEN
ademas

o0
Yy

j=n+1

>

o0 n
Y Vi— Y
=1 j=

que converge a cero por ser el resto de una serie convergente. Asi pues, la sucesién dada converge

en la topologia débil-estrella de [, al elemento x = ZZ"ZI er. Como este elemento no esta en Cy,
concluimos que, la sucesién dada no converge en la topologia débil de Cy.

En definitiva, Cg no es débilmente sucesionalmente completo. Otro ejemplo son los espacios
lp, para 1< p <oo. Al ser reflexivos, tenemos que los espacios I, para 1< p < oo son débilmente

sucesionalmente completos. Cabe pensar qué ocurre con /1. Lo veremos en el siguiente teorema:

Teorema 5.11. Si X es un espacio de Banach con la propiedad de Schur, entonces X es débilmente

sucesionalmente completo.

Demostracién. Supongamos que la sucesién {xn}neN es débilmente de Cauchy. Entonces, si
{nr}pen ¥ {metyen son dos sucesiones estrictamente crecientes de enteros positivos, la sucesién
{xnk - xmk} zen €8 débilmente nula y, como X es un espacio de Schur, converge a cero en norma,
es decir, limp_.o ||xnk - X, || = 0. Se deduce que la sucesién {xn}neN es de Cauchy y, como X
es de Banach, convergente en norma. Finalmente, como la convergencia en norma implica la

convergencia débil, la sucesién {x,} neny €8 débilmente convergente. O

Como consecuencia de los teoremas 5.8 y 5.11, el espacio l1 es débilmente sucesionalmente
completo. Es un ejemplo de espacio de Banach débilmente sucesionalmente completo que no es
reflexivo.

A continuacion recordaremos el teorema de Alaoglu, su demostracién puede encontrarse en el

libro de referencia [13]:

Teorema 5.12 (Alaoglu). Para cualquier espacio normado X, Bx- es compacta en la topologia
débil*. Consecuentemente, cada conjunto acotado de X* es relativamente compacto en la topologia
débil*,

Usaremos el teorema de Alaoglu y el siguiente corolario (antes del corolario viene un lema
que se usara para su demostracién) para demostrar el teorema de Pitt en el caso de Cy para p =1,
es decir, que todo operador acotado T': X « Co — [1 es compacto, siendo X un subespacio cerrado
de Cb.

Lema 5.5. Si X es un espacio de Banach separable, la bola unidad cerrada Bx+ de X* es

(compacta y) metrizable para la topologia débil*.

Demostracion. Como X es separable, podemos tomar una sucesién {xn} neny densa en Bx. Defi-
nimos la topologia 7 inducida en X* por convergencia en cada x,. Una base de entornos de un

punto x; € X* para esta topologia es dada por conjuntos de la forma:

V(xg;%1,%2, . xn,€) = {x* € X ¢ |x"(xp) —xg(xp)l <€, n=1,2,...,N},
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donde €e >0, NeNy x1,x9,...,XN € {xn}neN. Como puede observarse, cada entorno basico de esta
topologia es un entorno bésico en la topologia débil* de X *, por lo que la topologia débil* es m4s
fina que 7. Ademas 7 es metrizable: una métrica que induce la topologia 7 puede ser definida

mediante la distancia

dx*,y*)= OXO" 27" min(1, |x*(x,) —y (x))), x*,y " €X™.
n=1

Por ello, T es Hausdorff. Como la topologia débil* es mas fina que 7, la identidad
i:(X*,0(X*,X))— (X*,7) es continua y, por ello, si K es un compacto en la topologia débil*,
también serda compacto para la topologia 7. Ahora, si C es un cerrado de K en la topologia débil*,
es compacto y su imagen también sera compacta. Como la topologia 7 es Hausdorff, tenemos que
C también es cerrado en esta topologia. Concluimos que las topologias débil* y 7 coinciden en los
compactos.

Finalmente, por el teorema 5.12 de Alaoglu, Bx+ es compacta en la topologia débil*, por lo

que es metrizable para la topologia débil*. O

Corolario 5.8. Si X es un espacio de Banach y X* es separable, entonces Bx+«+ es sucesionalmente
compacta en la topologia débil*. Como consecuencia, toda sucesién acotada en X tiene una

subsucesion débilmente de Cauchy.

Demostracion. Por el teorema 5.12 de Alaoglu, Bx++ es compacta en la topologia débil* y, por el
lema anterior, es metrizable en esta topologia, luego es sucesionalmente compacta.

Sea {xn}neN una sucesion acotada en X, entonces considerdandola en X ** (via inclusién cané-
nica), existira a > 0 tal que {xn} nen © aBx++. Como este conjunto es sucesionalmente compacto,
{xn},cp tendra una subsucesién convergente en la topologia débil* de X**. Sea {x,,},. esta

subsucesion, entonces

I lim x*(x,,) Vx*eX",
k—o0
por lo que la subsucesion {xy, }, ., es débilmente de Cauchy. O
Ahora podemos demostrar el teorema de Pitt en el caso de C para p =1:

Corolario 5.9 (Teorema de Pitt en el caso de Co para p =1). Si X es un subespacio cerrado de

Cy, todo operador acotado T : X < Co — 11 es compacto.

Demostracion. Sea {xn}neN una sucesion acotada en X. Entonces es acotada en Cy y como el

dual de Cy es I que es separable, por el corolario anterior, deducimos que {x,} tiene una

neN
subsucesién débilmente de Cauchy. Sea {xnk}keN esta subsucesién. Como T es continuo, el

operador traspuesto T : o, — X * <1 es continuo y tenemos, si y* € 1,
¥ (Txn,) =T y" (x,), EEN,
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de donde se deduce que la sucesién {T'x,,} pen €5 débilmente de Cauchy en /1. Como hemos
visto en esta seccidn, /1 es débilmente sucesionalmente completo, por ello la sucesion {Txnk} BeN
converge débilmente. Pero ademas, /; tiene la propiedad de Schur (teorema 5.8), por lo que

{Txn,} zen CONverge en norma, con lo que 7' es compacto. O
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CAPITULO

EL TEOREMA DE ROSENTHAL SOBRE [,

Empecemos con una motivacién del capitulo:

Sea {e;}nen 1a base candnica de /1 y {e, }reny una subsucesién suya. Es claro que {e,, }ren
es una sucesion basica en bloque normalizada de {e,},en ¥, por tanto, por el lema 5.4, las dos
sucesiones béasicas son isométricamente equivalentes. Deducimos que cualquier subsucesion de
la base canénica de /1 es débilmente de Cauchy si, y solamente si, la propia base canénica de /;

lo es. Pero, si consideramos el funcional definido por
(0]
il —K o ox={xp}— Z(—l)kxk,
k=1
que aplicado sobre el vector unidad n-ésimo es x*(e,) = (—1)". Concluimos que
3 lim x*(e,).
n—oo

En consecuencia, {e,},cn no es débilmente de Cauchy y, por tanto, ninguna subsucesién suya lo
sera.

Hemos demostrado que el espacio /1 posee una sucesién acotada sin subsucesiones débilmente
de Cauchy. El teorema de Rosenthal sobre /1 afirma, de cierta manera, que /1 es el dnico espacio
de Banach que posee esta propiedad, en el sentido de que si X es un espacio de Banach que tiene
una sucesion acotada sin subsucesiones débilmente de Cauchy, entonces X contiene una copia
(isomorfica) de 7.

Antes de comenzar su demostracion necesitamos algunos resultados previos. Las dos siguien-
tes secciones estaran dedicadas a obtener estos resultados. Veremos la demostracién del teorema

de Rosenthal en la tercera seccion.
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6.1. Obtencion de sucesiones basicas

En esta seccién veremos nuevos resultados acerca de como obtener sucesiones bésicas en un

espacio de Banach X. Comencemos con el siguiente lema:

Lema 6.1. Sea X un espacio de Banach y supongamos que S es un subconjunto de X* tal que
J— X* X J—
0esS X pero 0¢ S. Sea E un subespacio finito-dimensional de X*. Dado € > 0 existe x* € S tal

que
e +Ax" | = (1-€)|le”]|
para todo e* € Ey AeK.

Demostracion. En primer lugar observemos que tal conjunto S existe porque la topologia débil*
y la topologia de la norma no coinciden en un espacio de Banach infinito-dimensional. El hecho
0¢ S implica que existe a > 0 tal que a < ||x* ||, Vx* eS.

Dado € > 0, ponemos € = ﬁ Sea
Ug={e*€E:|e*| =1}

Este conjunto es compacto ya que E es finito-dimensional y, por ello, podemos tomar
¥1,¥5s-Yxn € Ur tales que dado cualquier e* € Ug, existe k € {1,2,...,N} con ||e* - || <E.

Para cada j€{1,2,...,N} tomamos x; € Bx tal que |yJ’.‘(xj)| >1—€ (esto es posible pues
X)

J— X*
|| y;f || =1).Como0€e S o , cada entorno de 0 en la topologia débil* de X * contiene al menos un
elemento no nulo de S (nétese que 0 ¢ S ya que 0 ¢ S). En particular, considerando el entorno de 0
V(0,x1,x2,....xN,6) = {x" € X" |x*(xi)| <§ 1<i<N},

deducimos que existe x* € S tal que |x*(x,-)| <e¢paracada j=1,2,...,N.

Sea e* € Ug. Si |A| = 2/a, tenemos
e +Ax*| = IM||x*|| - [le*|| = Ma-1= 1 =1-e.

Si|A| < 2/a, tomamos k € {1,2,...,N} con ||e* -y || <€y tenemos

i +Ax* || = sup {|y; (@) + Ax™ ()|, x € Bo} = |y (er) + Ax™ ()| = |y )| = 1A [ (o) | = (1 =€) — | A€
2\_

21—(1+—)6,

a

y, por tanto,

* * * * * * * * * * 2\- _
™ + A" = 42" + 55 — (v — €M) = [ Ax" + 37| = 17 —e ||21—(1+E)e—e:1—€.

Con esto, el resultado queda probado en el caso en que e* € Ug.

Finalmente, sie* € E, e* # 0, poniendo A’ = ﬁ y aplicando el caso anterior, tenemos
le” + A" || = |l i+ o™ €™ = | o + A" [l [ = (1 =€) e,
lle*ll  lle*l lle*|
y es claro que el resultado se cumple si e* =0, con lo que el enunciado queda probado. O
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Veremos a continuacién que si X* tiene un subconjunto S que cumple las condiciones del
lema anterior, entonces podemos encontrar una sucesion basica en S con constante de base tan

cercana a 1 como deseemos.

Teorema 6.1. Sea X un espacio de Banach y supongamos que S es un subconjunto de X* tal que
S0X",X) = . ., L.
0eS’ pero 0 ¢ S. Entonces para cada € > 0, S contiene una sucesion bdsica con constante de

base K <1+e.

Demostracion. Dado e >0, tomemos una sucesién decreciente de reales positivos {e,} .y tal que

00 00 1
Z€n<00 y H(1—€n)>m.

n=1 n=1

Vale, por ejemplo, una sucesion del tipo €, = 1/k", con k natural suficientemente grande: como

2

para todo x € [0,1/2] se verifica que 1 —x = e “*, se deduce que

iAo,

de donde se obtiene que

o 1 1 2
1-—|=>— =i > —

I]( k”)>1+€ Sk AT

n=1
Sea x] € S y consideremos el espacio 1-dimensional E1 = (x] ). Por el lema anterior, existe
x5 €S tal que

le” +Ax3 || = (1 -ex) e

paratodoe* € E1y AeK.
A continuacion, sea E9 = <xf,x§ ), aplicando de nuevo el lema anterior, obtenemos x3 €S tal
que

le”+Ax3 | = (1-ez) e

paratodoe* € Eo y LK.

Inductivamente, obtenemos una sucesion {x,’;}neN tal que para cada n € N, tenemos
le” + Ay 41 [ = (1-en)|le”|

para todo e* € E,, y A € K. Obsérvese que e* es arbitrario y que estd en E,,. Podemos, por tanto,
escribirlo en la forma e* = Zzzla kx,’;, donde a; (k=1,2,...,n) son escalares. Poniendo entonces
arp+1 = A, deducimos que la sucesion {xZ}neN es tal que para cada n € N y cada sucesion de

escalares {ay}, verifica

n+1 n
Y apx|| = (1-€n)| X arxy|.
k=1 k=1
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De aqui se deduce, si n = m que

n n-1 n-1
Y arxi|| = (L—en-1)|| X arxi|| = (1-€n-1)(1—€n-2) Zakxk > [](1-ex) Zakxk
k=1 k=1 k=m
n—1
= [[(1-e) Zakxk
k=1
de donde,
n
apx e apx _— arx;||<(1+e€ apx;|.
Zlkk H(lek)zkk (1€k)Zkk ( )1;1kk

Finalmente, aplicando la condicién de Grunblum (proposicién 5.2), concluimos que la sucesién

{xn} o €s basica con constante de base no superior a 1+e. O

Corolario 6.1. Todo espacio de Banach infinito-dimensional X contiene, para cada € >0, una

sucesion bdsica con constante de base no superior a 1 +e.

Demostracion. Consideremos el conjunto S = {x eX:|x|l = 1}. Claramente, 0 ¢ S. Veamos que
—o(X,X*) . , ., .
ademéas 0€ S . Si no fuese asi, existirian unos funcionales x7,x3,...,x;, € X*, no nulos y un

6 > 0 tales que el entorno del origen en la topologia débil

hvns

V(0,5],53,,45,0) = {x € X : 5] (@0)] < 6,i =1,2,...,n}

no contiene ningin elemento de S. Esto es imposible, pues como sabemos, la intersecciéon de los
nicleos de los funcionales x7,x3,...,x, es un subespacio no nulo contenido en V(0,x7,x5,...,x,,0)
y que contiene puntos de S. De modo que, efectivamente, 0 € S Shbaa )

Ahora, si consideramos S contenido en X ** (via inclusién canénica), se deduce que la clausura
débil* de S como subconjunto de X ** contiene al 0. Aplicamos el teorema anterior y hemos

terminado. O

Lema 6.2. Sea {xn} nen Una sucesion bdsica en X. Supongamos que existe un funcional x* € X*

tal que x*(x,) =1 para todo n € N. Si u ¢ [x,] entonces la sucesion {x, +u}, .y, es bdsica.

neN?>

Demostracion. En primer lugar observemos que como u ¢ [xn]neN, podemos aplicar el teorema
2.2 y concluir que existe un funcional y* € X* que se anula en [xn]neN y que cumple y*(u)=1
Entonces, el funcional en X* definido por z* = x* — x*(u)y*, verifica z*(x,) =1 paratodon e Ny
z*(u)=0

Definimos el operador 7' : X — X mediante T'x = z*(x)u. Si Ix es la identidad en X, es facil
comprobar que el operador Ix + T es invertible con inversa Ix — T, y es, por tanto, un isomorfismo
topolégico. Pero ademaés, tenemos (I x + T)(xn) =x, +u para cada n €N, con lo que las sucesiones
{xn},en ¥ {xn + 1}, o son congruentes y, por tanto, aplicando el lema 5.2, esta tltima sucesién es

béasica. O

60



6.1. OBTENCION DE SUCESIONES BASICAS

Recordemos un momento el teorema de Mazur, cuya demostracién puede encontrarse en el

libro de referencia [13].

Teorema 6.2 (Mazur). Si K es un subconjunto convexo de un espacio normado X, entonces la

clausura de K en la topologia de la norma coincide con la clausura de K en la topologia débil.

Usaremos el teorema de Mazur, ademas de algunos de los resultados vistos hasta ahora, para
probar el resultado fundamental de esta seccidn, el cual, a su vez, es necesario para conseguir
nuestro objetivo: demostrar el teorema de Rosenthal. El resultado fundamental de esta seccién es

el siguiente:

Teorema 6.3. Sea S un subconjunto acotado en un espacio de Banach X tal que 0¢ S. Las dos
propiedades siguientes son equivalentes:
¢ S no contiene ninguna sucesion bdsica.

S0X,X") ey .
eSS’ es débilmente compacto y no contiene al 0.

Demostracion. Empezaremos demostrando que la segunda propiedad implica la primera. Supon-
So0X,X") o . .

gamos pues que S 7 es débilmente compacto y no contiene al 0 y procederemos por reducciéon

al absurdo. Entonces, supondremos que existe una sucesién basica {x,}, < S. Por el teorema 5.9

de Eberlein-Smulian la sucesién {x,}
(X, X"

e tiene una subsucesion {x,,}, . débilmente convergente

—0' P 210
a un elemento x € S . Por tanto, este elemento x estara en la clausura débil de (xn>n€N, que
claramente, al ser subespacio es convexo. Aplicamos ahora el teorema 6.2 de Mazur y concluimos

que x € [x,], - De modo que, podemos escribir
o0
x=) xy(x)x,.
n=1

Pero ademads, la subsucesién {x,,} ren converge débilmente a x y, por ello, para cada m € N,
tendremos
0= girgox;(xnk) = %, (%).

De aqui se concluye x = 0, lo cual es una contradiccién con la hipétesis pues x € §U(X’X*).

Demostremos ahora que la primera propiedad implica la segunda. Partimos de que S no
contiene ninguna sucesioén basica, ademas, como por hipétesis O ¢ S, aplicamos el teorema 6.1
(considerando S ¢ X** via inclusién canénica) y obtenemos que la clausura débil* de S en X **
no puede contener al cero y, por tanto, la clausura débil de S en X tampoco. Falta por ver que
S es relativamente débilmente compacto. Ahora bien, S es acotado, por lo que considerandolo
contenido en X** (via inclusién candnica) y por el teorema 5.12 de Alaoglu, tenemos que es
relativamente compacto en la topologia débil* de X **. Por tanto, basta probar que cualquier
punto de clausura de S en la topologia débil* de X ** estd, a su vez, en X. Procederemos, de nuevo,

por reduccién al absurdo. Supongamos pues, que x** es un punto de clausura de S en la topologia
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débil* de X **, verificando que x** € X** \ X. Consideremos el conjunto
W=8-x"={s—x"" :seS}cX*".

Observemos que al ser x** es un punto de clausura de S en la topologia débil* de X **, tenemos
P X* * ’X* o — .

que0€ WU( ) y que como x** ¢ X, entonces, 0 ¢ W. Podemos, por tanto, aplicar el teorema 6.1

y deducir que existe una sucesion {x,}, , tal que la sucesién {x, —x**}, . es bésica. Observemos

ahora lo siguiente
(0]
kq[xn —a" ol =10},

ya que la sucesién de conjuntos que aparece en la interseccion es decreciente y no podemos
encontrar un conjunto distinto del cero contenido en todos ellos. Por tanto, existe ng tal que
* %k

o0 .z o0
X ¢ [, —a™* ]y la sucesion {x, —x**

n=n, S€gUIrd siendo béasica. Ahora, por el teorema 2.2

existe x*** € X*** que se anula en X (via inclusién candnica) y que verifica x***(x**) = 1. Por
ello, el funcional —x*** verifica —x***(x, —x**) = 1, para todo n € N. Finalmente, aplicamos el
> n > >
. ., o0 s . 2 .
lema 6.2, y concluimos que la sucesion {xn}n:no es basica, lo cual esta en contra de la primera

propiedad. O

6.2. Teoria de Ramsey

Sea Z2(N) el conjunto de todas las partes de N. Observemos que Z2(N) puede ser identificado

con el conjunto de Cantor A = {0, 1}N mediante la aplicacién
A—up={ya(n):neNj,

donde por y4 denotamos la funcién caracteristica de A. Expliquemos esto un poco: si recordamos
la construccién del conjunto de Cantor, en la primera iteracién se divide el intervalo [0, 1] en tres
partes iguales y se elimina el intervalo abierto del centro (en este caso el intervalo (1/3,2/3) ). En
la segunda iteracion se repite el paso anterior a cada uno de los intervalos que han quedado
([0,1/3]1y [2/3,1] ) y asi sucesivamente.

Pues bien, la aplicacién anterior nos determina para cada elemento A € Z2(N) un tnico
elemento del conjunto de Cantor A. La sucesién u 4 nos indica, en cada iteracion de la construccion
del conjunto A, en qué intervalo se encuentra el elemento de A, es decir, si y4(n) =0, en la iteracién
n nos quedamos con el intervalo mas préximo a 0, y si y4(n) = 1, nos quedamos con el mas préximo
a 1. Asi queda perfectamente determinado el elemento de A.

Denotaremos por Z22,,(N) el subconjunto de Z22(N) de las partes infinitas de N, y su complemen-
tario, el subconjunto de 22(N) de las partes finitas de N, lo denotaremos por & (N). Dado M € Z(N)
yreN, #.(M) sera la coleccion de los subconjuntos finitos de M con cardinal r.

SiMeZ, (N)y f:%.(N) — R es una funcién, diremos que

3 lim f(A)=a
AeZ, (M)
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si dado € > 0, existe N e N tal que si A € #.(M)y A c[N,00), entonces |f(A)—al <e.
Empezaremos probando una generalizacién del teorema de Ramsey. El siguiente teorema
consta de dos aserciones. El teorema original de Ramsey corresponde al caso r =2 de la segunda

asercion.
Teorema 6.4 (Teorema de Ramsey).

i. Supongamos quereNy f:%.(N)— R es una funcién acotada. Entonces existe M € Z2,,(N)
tal que

3 lim f(A).
AeZ,(M)

ii. Si o cF(N), existe M € P (N) tal que F.(M)c of 6 F.(M)NA = .

Demostracién. La segunda asercion se deduce de la primera si definimos f(A) = y.s(A), es decir,
f(A)=1siAedyf(A)=0si A ¢.o/. En este caso, como el limite existe para un cierto M € Z2,,(N)
y ademas el valor de f es tiinicamente 0 6 1 se deduce que el valor a del limite inicamente puede
ser 0 6 1. Ademas, el valor de N (en la definicién del limite) sera 1 si € =1 o un cierto natural
(que volveremos a llamar N) si 0 <€ < 1 (este valor de IV es fijo para todos los epsilon entre 0 y 1).
Entonces, considerando M’ = M N[N,o00), tendremos que M' € Z2,,(N) y si A € %,.(M'), entonces
f(A) = a. Finalmente, si @ = 1, se deduce %.(M')c of, y si a =0, se deduce F.(M')n<f = @.

La prueba de la primera asercion la haremos por induccién en r. Realmente probaremos lo

siguiente, de lo cual, se deduce directamente la primera asercion:

(6.1) DadosreN, M' € 22 ,(N)y f :%.(N) — R acotada, existe M € 22.,(M’') tal que

3 lim f(A).
AeF, (M)

Para el caso r =1, tenemos que %,-(N) =N, por lo que f es una sucesién en R que ademas esta
acotada, con lo que si M’ € Z,(N) tenemos que la sucesién {f (n)}nE ap esta acotada, por lo que
tiene una subsucesién convergente, o lo que es lo mismo, existe M € Z,(M’) tal que {f(n)} neM
converge. Esto demuestra (6.1) en el caso r=1.

Supongamos ahora r =2 y que se cumple (6.1) para r — 1. Para distintos naturales m1, mo, ..., m,
ponemos

f(mi,me,...m;)=f({mi,mq,...,m,}).

Obsérvese que la imagen de f no depende del orden de los naturales m1, mgo, ..., m,. Sea
n:N— N”~! una biyeccién, por el caso r = 1, dado M’ € Z,(N) existe I1 € Po(M') tal que el
limite

lim f(n(1),m,)

mr€ly

existe. Otra vez, por el caso r =1, existe I € Z,(I1), tal que los limites

lim f(n(1),m,) y liler} f(n(2),m,;)
mrelg

m€ly
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existen. De manera inductiva, construimos una sucesiéon decreciente I;1 > Io>...2I; > ... de

elementos de 2, (N) que verifica que el limite
lim f(n(j),m;)
mrelk

existe para todo natural j < k. Observemos que para cada k € N, I; es una sucesiéon de nimeros
naturales. Pondremos I,(j) para el elemento j-ésimo de la sucesion I,. Sea M7 la sucesion
diagonal, es decir, la sucesion {I(k)} pen- Notese que My < I < M'. Entonces, por la construccion
que hemos hecho, el limite

1im f(m17m2’ ---,mr—l,mr)
m,.eM;

existe para cualesquiera mi,mag,...,m,_1 naturales distintos y no depende del orden de esos
naturales (ya que f tampoco). Asi pues, podemos definir g : &%,_1(N) — R mediante

g(m17m27'-')m7‘—1)= lim f(ml)m27~-'7mr—17mr)-
mreM;

Como f es acotada, también lo sera g y por la hipétesis de induccién (para el caso r — 1), existira
My e P (M) tal que

3 lim gA=a
Aegr—l(MZ)

para un nimero real «. Notar que ademéas como My € Z(M1), se sigue cumpliendo

glmyi,mg,...,m,_1)= lim f(mq,meo,...m,_1,m,),
m,eMy

por lo que dado € >0y A € &,_1(Ms), podemos encontrar un natural N(e,A) (depende de e y A),

el cual podemos tomar superior al maximo de A, tal que si n € Man[N(e,A),00), entonces n ¢ A y
|f(A,n)—g(A)| <e.

Por tdltimo, construiremos M € . (Ms) € Z.(M'). Elegimos r — 1 puntos iniciales

mi<mg<..<my_1en My. Paran=r—1 elegimos m,+; en Mg cumpliendo m,+1>m, y

Myl > max N@™,A).
AeF_1(my1,mgy,...,my)
Sea M ={m,}, - Dado € >0, como
lim gB)=a,
BeZ,_1(M)

y la sucesion M = {m,}, . es creciente, podemos tomar n €N, tal que si B € F._1(M) y
B c [m,,00), entonces | g(B) - a| < §. Ademas, podemos tomar »n suficientemente grande, de
manera que se cumpla 27" < g SiAeF(M)conAc[my,00), seamp =max{m;: m;€A}ysea
B =A\{m;}. Entonces, como
B)=1i B,i
&(B) ié%f( ,1),
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y por la eleccién de M, tenemos |f(B,mk)—g(B)| = |f(A) —g(B)| <2 k=D c9-n < 5. Finalmente
€ €
|F(A)-a|<|fA)-g®B)|+]|gB)-a| <5+ =e.

Esto demuestra que

lim f(A)=a.
AeF, (M)

Obsérvese que, ademas, M € P, (M'), pues tenemos M <« My c M1 < I; €« M’'. Con esto queda,
finalmente, demostrado (6.1). O

No perdamos de vista nuestro objetivo: demostrar el teorema de Rosenthal sobre /1. Para ello,
necesitamos una generalizacién del teorema anterior, mas concretamente, de la segunda asercién.
Queremos ver qué condiciones hay que pedirle a un subconjunto </ de Z2,,(N) para que exista un
elemento M de Z,,(N) que verifique (M) c o 6 Po(M)NA = @.

Definicion 6.1. Sea «f < Z,(N). Diremos que «f tiene la propiedad de Ramsey o es un
conjunto Ramsey si existe M € Z,(N) verificando Z (M) c o/ 6 Po(M)N L = .

Sin embargo, estudiaremos una propiedad ain mas fuerte que definiremos a continuacién.

Antes necesitamos introducir algunos conceptos méas. Dados A € #(N) y E € Z,(N), definimos
Po(AE)= {B EP(AUE) : A cB}.

Se cumplen las siguientes propiedades:

Poo(@,E) = P (E).

Al CAZ ck = QDOO(AQ,E) ngoo(AlyE)-

EicEy = P (AE1) c P(AE9).

Poo(AE) =P (A,AUE).

Definicion 6.2. Sea <«f < Z,(N). Diremos que &/ es completamente Ramsey si para cuales-
quiera A € F(N) y E € Z(N), existe M € P(E) tal que Po(A,M)cof 6 Po(A,M)NA = .

Observemos que todo subconjunto de Z2,,(N) completamente Ramsey tiene la propiedad de
Ramsey, pues basta tomar A = @ y E = N. Observemos, ademas, que si &/ es completamente
Ramsey, entonces, su complementario /¢ también.

Veremos, mas adelante, que una condicién suficiente para que un subconjunto de Z2,,(N) sea
completamente Ramsey, es una propiedad de caracter topolégico. Por ello, necesitamos estudiar

alguna topologia en Z2,,(N).

65



CAPITULO 6. EL TEOREMA DE ROSENTHAL SOBRE [;

Definicion 6.3. Recordemos que, al inicio de la seccién, dijimos que 22(N) puede ser identificado

con el conjunto de Cantor A = {0,1}" mediante la aplicacién
A—ups={ya(n):neN}hL

También indicamos, al inicio de la seccién, que podemos considerar los elementos de A como
sucesiones de unos y ceros.

Consideremos en A la topologia inducida por la distancia

o 1612 — 622
d(61’62) = Z 2—k
k=1
donde, los elementos 51,59 € A, estan expresados de la manera que acabamos de mencionar. Por
tanto, también podemos considerar en £,,(N) la topologia métrica heredada, que denominaremos

topologia de Cantor y denotaremos 7¢. Asi pues, dados A1,A9 € Z(N), tenemos

® |xa,(B)—xa,R)l
d(Al,Az) _ Z XA 2kXA2
k=1

y una base de entornos para esta topologia es
{B(A,€) = {D € 2V : d(A,D) <€} : A€ Poc(N), € > 0.

Obsérvese que, para cualesquiera A1,A9 € 2 (N), se verifica

d(A1,As) i 1xa, (k) — xa,(R)l 1, 1
1,42) = = e 7
h=1 2k reAna, 28 peaqa, 2F

Usaremos este razonamiento mas tarde.
Trabajaremos también con otra topologia sobre £2,,(N) que definiremos después de la siguiente

proposicion.

Proposicion 6.1. Consideremos la familia Tg de subconjuntos de 2, (N) definida por
TE={UcPx(N) : VEeU JAcE,Ac F(N): P(AE)cU}.

La familia 1 define una topologia sobre P, (N).

Demostracion. Es claro que el conjunto vacio y Z(N) estan en 7g.

Sean %1, % € TE y sea E € %/1Nn% 5 (podemos suponer que la interseccion es no vacia, ya que el
conjunto vacio esta en 7g). Entonces E € %1 y E € %5, por lo que existen A1,Ag cE, A1,As € F(N)
tales que P(A1,E)c U1y Po(Ag,E)c%Us. Sea A=A1UAy. Entonces AcE,Ac F(N)y

Poo(AE) c Poo(ALLE) U1, Po(AE)c Poo(Ag, E) Uy =  Poo(AE) U1 NUs.

Por tanto, la interseccion finita de conjuntos de 7z también esta en 7g.

Sea {%a} ., una familia de conjuntos de 7x y sea E € Ugep %o Existe f € A tal que
E €%y, por tanto, existe A c E, A € Z(N) tal que P(A,E) c%p < Uger %q- Asi, la unién (no
necesariamente numerable) de conjuntos de 7z estd en 7g.

De modo que, efectivamente, g define una topologia sobre 22,,(N). O
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Definicion 6.4. La topologia g sobre 22,,(N) vista en la proposicién anterior se denomina

topologia de Ellentuck y a sus elementos % < Z,,(N) se les llama abiertos-Ellentuck.
Proposicion 6.2. La familia

{Zo(AE) : Ac F(N),E € Z,(N)}
es una base de entornos para la topologia TF.

Demostracion. Veamos primero que, efectivamente, es base para una cierta topologia 75 :

Sea E € Z,,(N), entonces si A € #(E), tenemos que E € Z(A,E).

Sea E € 2 (A1,E1) NP (Ag,E2) para ciertos Aj,A2 € F(N), E1,E2 € P, (N). Se deduce que
AiUAscEyque Ec(A1UE{)Nn(A3UE>). Entonces

E € Z,,(A1UA9,E) c Po(A1,E) c Po(A1,A1UE ) = Po(A1,E ),
y analogamente (A1 UA2,E) c P (Ag,E?). Con ello
Ee <@oo(Al UAQ,E) (e gw(Al,El) N @m(AQ,EQ).

De modo que, la familia del enunciado es una base de entornos para una cierta topologia 7x'.
Veamos que coincide con 7g:
Si % es un abierto-Ellentuck, por definicién, para todo E € % existe A c E, A € #(N) tal que
Po(A,E)c . Luego % es abierto en 7g.
Si % es un abierto en g/, sea E € % . Existen A € F(N) y E' € Z,(N) tales que
Eec? (A,E'"Yc%. Deducimos EcAUE'y A cE. Por tanto

P(AE)c P (A, AUE"Y =P (A,ENcU,
luego % es abierto-Ellentuck. Por tanto, 75 = 75. O

A continuacién, veremos que todo abierto en la topologia de Cantor 7¢ es abierto en la

topologia de Ellentuck 7g.

Proposicion 6.3. La topologia de Ellentuck tg es mds fina que la topologia de Cantor T¢.
Demostracion. Basta ver que los entornos basicos de 7¢ son abiertos-Ellentuck. Sean pues
A e Z(N)ye>0. Consideremos el entorno basico B(A,e) en 7¢ y sea D € B(A,¢), entonces

d(A.D) = i [xa(k)—xp (k) _

o0<e
=1 2k

Sea ko € N tal que Y 1>z, zik <€—04. Definimos F = AnD n{1,2,...,ko} (pudiera ser que F fuese
vacio) y consideremos el conjunto 2 (F,D). Sea E € Z(F,D), entonces EcFuD =Dy F cE.
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Tenemos
X xak)- xR Ixa(k)— xu (k)| Ixa(k)— g (k)|
dAE)=Y T =y - vy AAT LR
k=1 k<kg k>kg
-y lxa(k)—xe(R)I fes.
E<k, 2k

Observemos ahora que (A\ D)n{1,2,...,k0} =(A\ E)n{1,2,...,ko}:
Sixe(A\D)n{l,2,...,ko} entonces x ¢ D y como EcD,x ¢ E. Asi pues, x € (A\ E)n{1,2,...,ko}.
Reciprocamente, si x € (A\ E)n{1,2,...,ko}, entonces x € AN {l,2,...,ko}. Ademas, x ¢ E. Pero
F=AnDn{1,2,..,ko} c E, luego x ¢ F = AnDn{1,2,...,ko}. Se deduce x ¢ D, y, por tanto,
x€(A\D)n{1,2,...,ko}.

Con lo anterior y teniendo en cuenta que E c D, y, por tanto, E\ A <D \ A, tenemos

lxa(k)— xe (k) 1 1 1 1
= Y Gt X s X o 7
k<o 2 reANE 2" keEnA 2" peaD 2®  peDa 2
kSko kSkO kSko kSko
k) — k o k)— k
— Z |XA( ) kXD( )| < Z |XA( ) kXD( )l :d(A,D):6
K<k 2 h=1 2
0

De ello, deducimos, finalmente d(A,E) < +¢e¢—0 =€y, en consecuencia, P.(F,D) c B(A,¢), con
lo que B(A,¢) es abierto-Ellentuck. O

A continuacién demostraremos el resultado fundamental de esta seccion, el cual generaliza la
segunda asercion del teorema 6.4 de Ramsey y que utilizaremos en la demostracién del teorema
de Rosenthal.

Teorema 6.5 (Lema de Galvin). Todo abierto-Ellentuck es completamente Ramsey.

Demostracion. Comenzaremos definiendo algunos conceptos que usaremos en la demostracion.
SiAeF(N)yE e P(N), diremos que (A,E) es un par. Dado un abierto-Ellentuck %, diremos
que (A,E) es un par bueno para % si existe M € Z(E) tal que Z,(A,M) c % . En caso contrario,

diremos que es un par malo para % . Se deducen algunas propiedades:

= Si(A,FE) es un par malo para % y F € &,(E), entonces también (A, F) es un par malo para
U, ya que Poo(F) c Poo(E).

s Sean E,F € Z,,(N) tales que E \ F es finito y sea % un abierto-Ellentuck. Supongamos que
existe A € Z(N) tal que (A, E) es un par bueno para % . Entonces existe M € Z(E) tal que
Po(A,M)c%. Tenemos M c E, con lo que

M=MnE=Mn[(EnF)UE\F)|=(MnENF)U[MnE\F)|=MnF)u[MnE\F),

pero M es infinito y M n(E \ F) es finito, por ello, se deduce que M N F es infinito, es decir,
MnF eZ(F). Con ello,

Po(A,MNF)c Ps(A,M) U,
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v (A,F) es un par bueno para %. Asi, hemos demostrado que si E \ F es finito con
E F € Z,(N), entonces, dados A € #(N) y % abierto-Ellentuck,

(A,E) par bueno para % — (A,F) par bueno para %.

= Como consecuencia de la propiedad anterior, si E,F € Z,(N) son tales que su diferencia
simétrica EAF = (E\F)U(F \E) es finita, entonces, dados A € #(N) y % abierto-Ellentuck,

(A,E) par bueno para % < (A,F) par bueno para %.

Es decir, los pares son, o los dos buenos, o los dos malos para %.

Observemos que dado un abierto-Ellentuck % y un par (A,E), este ultimo, o es bueno, o
es malo para %. Si el par es bueno, por definicion, existe M € Z,,(E) tal que Z(A,M) c %.
Por tanto, si volvemos a la definicién 6.2 de subconjunto de Z2,,(N) completamente Ramsey,
observamos que, lo inico que hay que demostrar es que si el par (A,FE) es malo, entonces debe
existir M € P(E) tal que (A, M)N%U = @.

En esto consistira la demostracion, la cual dividiremos en tres pasos. Sea % un abierto-
Ellentuck.

Paso 1: En este paso demostraremos que si {A 1}7:1 son finitos, £ € Z,(N) y (A},E) es un
par malo para % para cada j = 1,2,...m, entonces existe n € £ \U;?lzlAj y F € Z(E) tal que
(A;u{n},F) es un par malo para % para cada j=1,2,..m.

Procederemos por reduccion al absurdo. Supongamos lo contrario, entonces, dado
nie€E\ U;”zlAj, existe p1 €{1,2,...,m} tal que el par (A,, U{n1},E) es bueno para % (tomamos
F =E). Por tanto, existe E1 € Z(E) tal que Py (A,, U{n1},E1)c%.

Como E1 € Z,(E), por las propiedades vistas al inicio de la demostracién (la primera), el
par (Aj,E1) es malo para todo j = 1,2,..m. Por ello, dado ny > n1, ng € Eq \U;?LIAJ- existe
p2€1{1,2,...,m} tal que el par (A,, U{nz},E1) es bueno para %, por lo que existe E3 € Z,(E1) tal
que Poo(Ap, Ulngt,Eg)c .

De manera inductiva obtenemos una sucesion creciente {n k} pen» UNa sucesion decreciente de
conjuntos infinitos {Ek}zozo, con Eg =FE y una sucesion {pk}keN, con 1< p,<m paratodo ke,

cumpliendo

m
nkEEk—l\UAj y ,@oo(ApkU{nk},Ek)C@[, VEkeN.
Jj=1

Observemos que nj € E; para todo & > j. Ademads, ha de existir p € {1,...,m} tal que el conjunto
{k : pr=p, k €N} es infinito. Sea M = {n}, : pr = p, k € N}. Entonces, M € Z,(E). Si
G € Zo(Ap, M), tomamos k¢ el menor natural tal que ny, € G. Tenemos que p = pg, , Ap, <G
y, ademads, como la sucesién {nk}keN es creciente y nj € E; para todo k > j, se deduce que
G € Po(Ap;, UlnptUER,). Luego, G € Poo(Ap, Ulng,},Ep,) « %. De modo que hemos demostrado
que

PooAp,, M) € Poo(Ap,, Ulngl,Ery) c %,
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lo que implica que (A pro B ) es un par bueno para %. Esto contradice a la hipétesis, con lo que
queda demostrada la afirmacién del paso 1.
Paso 2: En este paso veremos que si (A, E) es un par malo para % entonces existe M € Z(E)
tal que para todo conjunto finito B que cumpla A c Bc AU M, el par (B, M) es malo para %.
Ponemos Eg = E, como (A, E() es un par malo para %, por el paso anterior, existen n1 € Eg\ A
yE1€e P (Eq) tal que (Au{ni},E1) es un par malo para %/. Observemos ahora que si M € Z,(E1),

y B es finito cumpliendo A € B < A U{n1}, tenemos que
Po(Aufni},M)c Z(B,M)c P(A,M),

de donde se deduce que los pares (A,E1) y (B,E1) no pueden ser buenos para %, pues si alguno
lo fuese, también lo seria el par (A u{n1},E1), lo cual es falso. Naturalmente, en este primer paso
del razonamiento inductivo sélo puede ser B=A U{n1}.

Ahora como (A U({n1},E1) es un par malo para %, existen no € E1\ A, no#n1y Eg € P (E1)
tal que (AuU{ni,n9},E9) es un par malo para %. Analogamente, si M € Z,(E3), y B es finito

cumpliendo A c Bc Au{ny,ns}, tenemos que
Po(Aufnyi,not, M) c Poo(B,M)c P (A,M),

y, por tanto, los pares (A,Es) y (B,E2) son malos para %. Obsérvese que aqui B puede ser dos
posibles conjuntos.

Supongamos tomados n1,n9,...,n,_1 numeros naturales diferentesy E=E¢>E1>..2E,_1
elementos de Z.,(N), con n; € E;_1\ A para todo j=1,2,...,k — 1 tales que el par
(Ujl?z_ll{nj} UA,E};_1) es un par malo para % y que para todo B finito, con A c B c Ujl?z_ll{nj} UA,
el par (B,E;_1) es malo para %. Entonces, por el paso 1, existen un natural n, € E;_1 \ A con
ny #njparatodo j=1,2,...k -1y E} € Z(E}_1) tales que (Ujl?zl{nj} UA,E}) es un par malo
para % y ademads, para todo B finito con A c B c Ujl?zl{n j}UA se tendra que el par (B,E}) es malo
para %.

Obsérvese que en realidad podemos construir una sucesién M = {n} reny de numeros naturales
todos diferentes y una sucesién decreciente {E}, }zozo de elementos de Z(N) con Eqg=E y
nr € Ep_1\ A para cada k €N, tales que, para cualquier 2 € Ny todo B finito con
AcBc Ujl?zl{nj} UA, los pares (Uji?zl{nj} UA,E}) y (B,E}) son malos para %.

Tenemos que, M € Z2,(E) y si B es finito cumpliendo A ¢ B < A UM ha de existir & € N tal que
AcBc Uji?zl{nj} UA, por lo que el par (B,E},) es malo para %. Ademds, observemos que n; € E,
para todo j >k, por lo que M c Ujl?zl{nj} UE}. Por tanto, M \ E, es finito. Como el par (B,E}) es
malo para %, se deduce, de las propiedades vistas al inicio de la demostracién (la segunda) que el
par (B, M) es malo para % . Con esto finaliza el paso 2.

Paso 3: En este paso finalizaremos la demostracion del teorema. Supongamos que (A, E) es
malo para % . Recordemos que queremos demostrar que existe M € Z,(E) tal que

Po(A,M)N% = @. Por el paso anterior, existe M € Z,(E) tal que para todo conjunto finito
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B que cumpla A c Bc AuM, el par (B,M) es malo para %. Veamos que este conjunto M
cumple lo requerido. Procederemos por reduccién al absurdo. Supongamos, por tanto, que existe
Ge P (A, M)n% . Como % es abierto-Ellentuck, existe Bc G, B € &#(N) tal que £,(B,G)c%.
Observemos que AUB c G, ya que G € Z,(A,M) (por tanto A cG)y B cG. Por ello,

P(AUB,G) c Po(B,G) .

Ademas, tenemos que G € Z,,(A UM). Por ello, el par (A UB,A U M) es bueno para % . Ahora
como, (A UM)AM es finito, por las propiedades vistas al inicio (la tercera), se deduce que el par
(AUB,M) es bueno para %. Pero Ac AuB c AUM, por tanto, por la propiedad que cumple M,

este par no puede ser bueno para % . Esto finaliza la demostracion. O
Corolario 6.2. Los cerrados-Ellentuck son completamente Ramsey.

Demostracion. Ya observamos que si un conjunto es completamente Ramsey, entonces su comple-

mentario también. Por tanto, se aplica el teorema 6.5. O

Corolario 6.3. Tanto los conjuntos abiertos como los cerrados en la topologia de Cantor T¢ son

completamente Ramsey.

Demostracion. Es consecuencia del teorema 6.5, de la proposicién 6.3 y de la misma observacion

que en el corolario anterior. O

6.3. Demostracion del teorema de Rosenthal

En este momento disponemos de las herramientas necesarias para realizar la demostracion

del teorema de Rosenthal sobre /7. Vayamos a ello.

Teorema 6.6 (Teorema de Rosenthal). Sea {xn}neN una sucesion acotada en un espacio de

Banach infinito-dimensional X. Entonces, o bien {x,} _. tiene una subsucesion que es débilmente

neN

de Cauchy, o bien {x,}
l1.

nen tiene una subsucesion que es bdsica y equivalente a la base candnica de

Demostracién. Supongamos que ninguna subsucesién de {x, } nen €8 débilmente de Cauchy, enton-
ces, como toda sucesién débilmente convergente es débilmente de Cauchy, se deduce que, {xn} neN

no tiene subsucesiones débilmente convergentes. Por el teorema 5.9 de Eberlein-Smulian, el
. 1 - . . 50X, X")

conjunto S = {xn}nEN no es débilmente relativamente compacto, es decir, S no es compacto

en la topologia débil. Observemos que la sucesiéon no puede converger a 0, por lo que podemos

suponer, queddandonos con una subsucesion si fuese necesario, que existe K >0 tal que ||x,|| = K

para todo n € N. Podemos, por tanto, aplicar el teorema 6.3 y deducir que {xn}neN contiene una

sucesién basica. Entonces, podemos suponer directamente que, {xn} nen €8 basica y, ademads, como

esta acotada, dividiendo entre una cota superior si fuese necesario, podemos suponer también
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que [|x, ]l <1 (nétese que al dividir entre esta cota la sucesion seguiria siendo basica, pues, por
ejemplo, se seguiria cumpliendo la condicién de Grunblum (proposicién 5.2)).

Si M € Z(N), consideremos la subsucesion {x,}, ;, de {x,} Con el fin de medir la

neN*
proximidad de {x,}_,, a ser débilmente de Cauchy, definimos

osc(M)= sup lim sup |x*(xn)—x*(x,)|.
lx*[<1%2—00 m n>k
m,neM
Obsérvese que osc(M) esta bien definido: para cada x*, con ||x*| <1y cada k € N, tenemos

quesim,n>k, mneM,
| (em) — " ()| < N N (Il Il + Nl 1) < 2,

por lo que existe sup »; s>z [x*(xp) — x*(x,)|. Ahora, para cada x*, con [x*|| < 1, si k1 < kg, obser-

m,neM
vamos que
0< sup [x*(xm)—x"(x,)| < sup |x*(xm)—a*(x,)|,
m,n>kg m,n>kq
m,neM m,neM

por lo que existe limy_.ooSUp 1 n>% |x*(xm) - x*(xn)|, ademsds, se cumple
m,neM

lim sup |x*(x;)—2"(x,)| = inf sup |x*(xn)—a*(x,)| =2,
k—00 1 n>k keN i n>k
m,neM m,neM

de donde se deduce que existe sup| <1 1img oo SUP 1 n>k |x*(xm) —x*(xn)|. Con ello, osc(M) esta
m,neM

bien definido.
Observemos, ademads, que si F es finito, entonces osc(M) = osc(M U F), ya que existira kg e N

tal que F c{1,2,...,k¢}, y tendremos

osc(MUF)= sup lim sup |x"(xp)—2"(x,)|= sup inf sup |x"(xn)—a*(xy)]

lx*<1%—00 m n>k e 121521 monsk
m,neMUF m,neMUF
= sup inf sup [x*(xm)—x"(x,)|= sup inf sup |x*(xm)—x"(x,)]
lx*I<1%Zko  m n>k I 1<152k0 m n>k
m,neMUF m,neM

= sup inf sup |x*(x;)—x"(xp)|= sup lim sup |x*(xp)—x*(x,)| = 0sc(M).
la* <1521 m n>k lc* |<1%—=00 m n>k
m,neM m,neM

Otra observacion es que si M € Z,(N) y N € Z,(M), entonces osc(N) < osc(M), ya que para
todo x* € X* y todo & € N, se tendra
sup |a*(n) —x"(xp)| < sup |a"(xp) — " (xp))|
m,n>k m,n>k

m,neN m,neM

Y si la diferencia M \ N es finita, se tendra la igualdad, pues existira kg € N tal que N n(kqg,00) =
M n(kg,00), con lo que

inf sup |x*(xm)—x*(xn)|: inf sup |x*(xm)—x*(xn)|.
k2ko m n>k k=ko mn>k
m,neN m,neM
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Veamos una ultima observacién interesante sobre osc(M). Si {x,},,, fuese débilmente de

Cauchy, entonces, para cada x* € X *, existiria limn—}c‘}o x*(xy,), por lo que la sucesion {x*(xn)}n€ M
ne

seria de Cauchy en K. Por ello, dado € > 0, existiria ng(x*) € N (dependeria de x*), tal que si

n,m =no(x*), n,m e M, se tendria
™ (m) —x* (xn)] <€.

De aqui se deduce que seria osc(M) < ¢ y como ¢ es arbitrario, concluimos que si {x,} ney fuese
débilmente de Cauchy, entonces osc(M) = 0. ;Qué ocurre si {xn}nE y 1o es débilmente de Cauchy,
como precisamente es nuestro caso? Veamoslo.

Si no es débilmente de Cauchy, entonces existe x* € X* tal que no existe limrrllaof x*(xy,), por
lo que la sucesién {x*(xn)}nE yr 1o puede ser de Cauchy en K. Por tanto, existe € > 0 tal que para

todo ng € N, existiran n,m = ng, n,m € M tales que
lx™ (o) — ™ (x,)| > €.

De aqui se concluye osc(M) > e > 0. Asi pues, osc(M) mide cémo de cerca (o de lejos) esta {x,} neM
de ser débilmente de Cauchy: cuanto mas préximo esté osc(M) a 0, mas cerca estara la sucesion
de ser débilmente de Cauchy, y cuanto mas alejado esté de 0, méas lejos estara la sucesion de ser
débilmente de Cauchy.

Una vez hemos visto esta definicién y estas observaciones continuemos con la demostracion.
La dividiremos en pasos. Partimos de la hipétesis de que ninguna subsucesién de {x,} nen €8

débilmente de Cauchy y que {xn}neN es basica y cumple
K<|xa||<1, VneN,

donde K es una constante positiva.

Paso 1: En este paso veremos que existe M € Z2,,(N) tal que para todo M’ € Z,,(M) se tiene
osc(M)=osc(M')> 0.

Sea My =N, tomamos M1 € (M) tal que

osc(M1)< inf osc(N)+1.
NeZ

€Yo 0

M, existe por definicion de infimo, es decir, si no existiese, para todo N € Z,,(My), tendriamos
que
osc(N)= inf osc(N)+1,

€Y 0
lo cual no es posible, pues el infimo es 1a mayor de las cotas inferiores del conjunto
{osc(N) : N € Z+(My)}. Ahora tomamos Mg € (M) tal que

1
osc(Ms)< inf osce(IN)+ —.
NeZ 2

€Yo 1
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Al igual que antes, M2 existe por definicién de infimo. De manera inductiva, construimos una

sucesion decreciente de subconjuntos infinitos de N, Mog>M;>...o M > ..., tales que

1
osc(Mp) < inf  osc(N)+ 7 k=1,2,..

Egoo(Mk—l)
Obsérvese que para cada k = 0,1,2,..., My, = {mpo, mp1, ...} = {mkj};zo es una sucesién de
elementos diferentes en N. Sea M = {m Bk }ZOZO la sucesion diagonal. Ponemos Fy = ¢ y, para cada
keN, Fy ={moo, m11, ..., M@E-1)k-1} = {mjj}f.;é. Tenemos entonces, para cada 2 =0,1,2, ...,
Mc Mk UFk.

De aqui se deduce, teniendo en cuenta las observaciones, que osc(M) < osc(My, UF}) = osc(My,).
Dado M’ € 22..,(M), tendremos osc(M') < osc(M). Observemos ademds que M'NM},_1 € Poo(M}p,_1),
por lo que

inf  o0sc(N)<osc(M' N Mj,_1) = osc(M'),
NE@m(Mkfl)

donde la ultima igualdad es debida a que M'N"Mp_1 <M’y M'\ (M' nM},_;) es finito. Por tanto,

1 1
osc(M) < osc(My) <N inf  osc(N)+ 7 <osc(M')+ 7 k=1,2,..

€X% Mk—l)
De aqui se deduce osc(M) < osc(M’), con lo que, finalmente, osc(M) = osc(M'). Ademas osc(M) >0
pues la sucesién {x,},_,, no es débilmente de Cauchy. Esto finaliza el paso 1.
Paso 2: Observemos que six* € X" con ||x*| <1, M € Po(N)y m,p € M con m,p >k para un

cierto k € N, entonces

2" (tm) — 2™ ()] < ™ (p)| + " (xp)| < 25up 5™ (x0)],

n>k
neM
y, por tanto,
osc(M) 1 3 . .,
=— sup lim sup |x*(xm)—x*(xp)|s sup lim sup|x*(x,)| = sup limsup|x*(x,)l.
2 2 |x*=1k—00 1 p>k ||x*||51k_’°°n>1{2 la* <l neM

m,peM ne
Por ello, podemos tomar u* € X* con ||u*|| <1 tal que limsup,,¢3s [u* (x,) = %(M) Se deduce que
existe M' € 2,,(M) tal que la sucesién {u*(xn)}nE ) converge y se verifica

limsupu™(x,) = r}l_)rgo u*(xy,),
neM neM’

por tanto, si 0 = limn—»ﬂcﬁu*(xn), entonces |0| = OSCT(M)

ne
En el paso anterior demostramos que existe M € Z.(N) tal que para todo M' € 2, (M) se
tiene osc(M) = osc(M') > 0. Trabajaremos en un subconjunto infinito de ese conjunto M. Ademas

acabamos de demostrar que existe u* € X* con |u*| <1 tal que

Jim u(50) =0,
neM’
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para un cierto M’ € (M), verificandose |0| = %M/) = %(M) Es justamente M’ el conjunto
en el que trabajaremos. Como cualquier subconjunto infinito de N estd en biyeccién con N,
podemos suponer directamente que M’ =N, simplificando asi la notacién (o lo que es lo mismo,
simplificamos nuestra sucesién y nos quedamos con la subsucesién {x,} nepm ¥ haciendo un cambio
de indices hacemos que n varie en N). Resumiendo: podemos suponer que para todo M € Z,,(N)
tenemos que osc(N) = osc(M) =46 > 0 para un cierto § > 0 y que existe un funcional ©* € Bx~ tal

que

lim u*(x,) =0,
n—o0

verificandose |6| = %5 > §. Con estas simplificaciones finalizamos el paso 2.
Paso 3:Sean C=1+6"1+62y ¥ c 2 (N) el conjunto definido por

V ={M={mj}jen € Poo(N) : Ix* € X", |x*| <C,x* () =(-1)/, ¥jeN}.

Afirmamos que 7 es cerrado en la topologia de Cantor 7¢. Este tercer paso consiste en demostrar
esto.
Podemos suponer que 7 es no vacio, ya que si lo fuese, seria cerrado en 7¢, que es lo que

queremos demostrar. Tomamos una sucesion {M n} de elementos en 7 convergiendo en 7¢ a un

neN
elemento M € 22,,(N). Pondremos M,, = {mnj}jeN paracadaneNy M = {mj}jeN (las sucesiones
{mnj} e Para cada n €Ny {m;} . son estrictamente crecientes). Hemos de probar que M € 7.

Por el teorema 5.12 de Alaoglu el conjunto B = {x* eX* :lx*|=C } es compacto en la topologia
débil*. Tenemos que para cada M, existe un x,, € B tal que x,*L(xmnj) =(-1)/. Por la compacidad

débil* de B deducimos que la sucesion {x;;}, ., tiene una subsucesion {x; }, . convergente en la

neN
topologia débil* a un elemento x* € B (podemos suponer que Bx+ es sucesionalmente compacto
en la topologia débil*, ya que si no lo fuese, como {xn}neN es sucesion basica, en lugar de trabajar
con X podriamos trabajar con el subespacio Y =[x, ] »eny Que es separable y, por tanto, por el lema
5.5, cumple que By - es sucesionalmente compacto en la topologia débil*). Tendremos, por tanto,

lx*| = C. Ademas, como

lim x;‘;k(x) =x*(x), VxeX,
k—o0

deducimos que x*(xmnkj) = (1)’ para todo %,j € N. Dado que la sucesién {M,, }keN también
converge a M, podemos quedarnos con ella para simplificar notacién. Es decir, podemos tomar
una sucesién {M,} . de elementos en ¥ convergiendo en 7¢ a un elemento M € Z(N) y tal
que, para cada n € N existe un x, € B que verifica x,(xp,, ) = (-1)/ para cada j €N, y la sucesién
{x;‘L}neN converge en la topologia débil* a un elemento x* € B que verifica x*(x,,,;) = (-1)/ para
todo n,j € N. Sélo falta por probar que x*(xp, ;) = (-1)/ para todo j € N.

Por la convergencia de la sucesién a M, se tiene que

lxm,(R) — xm(R)I
9k

— 0, sin— oo,

d(M,,M)= Y
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por lo que para cada N € N también tendremos

k k
Z I, € ) @l o

Por tanto, dado NV € N, existira ny(IN) tal que si n = ny(N), entonces

b

Z IXm, (k) XM(k)| <9N

y, en particular, si 1 <k <N, entonces |y, (k) — ymu(k)| < 27Ngk < 27NN — 1. Se deduce que si
n=no(N)y 1<k <N, tendremos
M, (R) = xm(k).

Poniendo N =m1, si n = no(m1) tendremos que 1= yp(m1) = ym,(m1), luego existe n € N tal que
m1 € M, . Veamos que ademaés m 1 es el primer elemento de M,,. Si no fuese asi, existiria j e N
tal que m,je€ M, y m,j<mi1=N,conlo que 1=y, (my;)=xpm(m,;). Se deduce que m,; € M, lo
cual no es posible pues m1 es el primer elemento (y mas pequeno) de M. Por tanto, m1 =m,1 es

el primer elemento de M,,. Ademas, tenemos
x*(m1) =x"(mp1) = (-1

Poniendo ahora, N = mg, existirda ng(mg) que podemos suponer mayor que ny(mi) tal que si
n = no(ms), entonces 1= yp(mg) = yu,(m2). Por ello, existe n € N tal que mg € M,,. Observemos
que, por lo anterior, también m € M, y m1 = my1. Entonces, ms es el segundo elemento de M,,.
Si no fuese asi, existiria j €N, j > 2 (observemos que no puede ser el primero pues lo es m1) tal
que my; € M, y my; <mg=N.Tendriamos 1= yps, (mn;) = ym(my;), por lo que m,; € M. Como
myj <mg solo puede ser m,; =m1 =my1, es decir, j = 1, lo cual es una contradiccién. Por ello,

mg es el segundo elemento de M,,. Ademas, se tiene
x*(mg) = x"(mpg) = (-1)%.

Procederemos ya por induccién, ponemos N = m, para r € N, existird ng(m,) que podemos suponer
no(m;) >no(m,—1) > ... >no(mg) > no(my), tal que si n = no(m,), entonces 1= ypy(m,) = ym, (m,).
Por ello, existe n € N tal que m, € M,. Por hipétesis de induccién, para p e N con p <r -1,
tendremos que my, € M, y mp, = my,. Veamos que m, es el r-ésimo elemento de M. Si no fuese
asi, existiria j €N, j > r (no puede estar antes porque estén los m, con p <r-1) tal que m,; € M,
y my; <m,=N. Entonces, 1= yu, (mn;) = xm(my;), por lo que m,; € M. Como m,; < m, solo
puede ser m,;j=m, =myp, con p <r—1, es decir, j = p <r -1, lo cual es una contradiccién. Por

ello, m, es el r-ésimo elemento de M,, y tenemos
x*(mp)=x"(mp,) = (-1),
valido para todo r € N. Con esto hemos terminado de demostrar que
V ={M={mjljen€ PooN) : Ix* € X*, x| = C, 2" (xp,) = (-1)/, Vj N}
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es cerrado en la topologia de Cantor 7¢ y finalizamos el paso 3.

Paso 4: Como 7 es cerrado en la topologia de Cantor 7, por el corolario 6.3, es completamente
Ramsey y, por tanto, tiene la propiedad de Ramsey. En este paso veremos que existe M € Z,(N)
tal que Z,(M) <7 (con ello, también veremos que 7 es no vacio).

Sea M € Z,,(N). Como osc(M) =45 (paso 2), existe y* € Bx+ tal que

lim sup |y*(xm)—y*(xn)| > 26.

k—oo m,n>k
m,neM

En particular, la sucesién {y*(x,)} nepy DO converge. Ponemos

I=1lm sup |y*(xm)—y*(x,)|=26.
k—oo m,n>k
m,neM

Existen k1,m1,n1 €N con mi,nq =k, tales que
I-1<|y*(xm)—y (@)l <I+1.

Existen ko,mo,n2 € N con mg,ng = ko y podemos suponer que kg > k1, mo>mi1y ng >nj tales
que
1 1
I-5= ly " (my) =y " (n, ) < 1+ 5
Por induccién, existen unas sucesiones crecientes de numeros naturales, {&,} pen {mp} pen Y

{np}peN, con mp,n, = kp para todo p €N tales que
1 . . 1
L= <1y Gm,) =y ) <L+, pEN.

. * * . .
Las sucesiones {y*(xm,)} pen Y {y" (e} pen stén acotadas en K, por lo que tienen una subsuce-
sién convergente. Supongamos que la subsucesién de la primera converge a un cierto a € K y la

de la segunda a un cierto § € K. Entonces, debe verificarse
la,1Bl<1 y 26<l=|a-}pl.

En definitiva, existe M’ = {mj}jeN €P2o(M)y a,feK con |al,|fl <1y |a-p| =265 tales que
y*(xm2j) —a, y*(xmzj_l) — B. Recordemos que, por el paso 2, existe un funcional u* € Bx- tal
que

lim u*(x,) =0,
n—o0

verificandose |0] = %‘s > §. Ponemos

Este nuevo funcional v* verifica

1
lo*ll < (2+
la— Bl 101
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y, ademas,
2 a+p . _ 2  a+p
Jim o* (x’”z)‘hm(a—ﬁy (o) = G ('”Zf’))_a—ﬁa 0a—p
2 a+,6 . ) a+,6
li m 1 Xmgj-1 Xmaja B =-L
JLI?OU *(x 2j- D= 1m(a ﬁ ( j ) 0(a — ’3) ( - ) a— ,6'6 O(a - ,3)

Ahora ponemos c; = v*(xpm;) — (-1)7. Obsérvese que, por lo anterior, ¢ i — 0, por lo que tomando
una subsucesion si fuese necesario, podemos suponer que |c;| es suficientemente pequefio. Recor-
demos que {xn}neN es sucesion béasica cuya norma estd acotada inferiormente por una constate
positiva K, entonces, si {x,ﬁ}ne,\, es la sucesion de funcionales biortogonales asociados, se deduce
que existe una constante B > 0 tal que | x|l < B para todo n €N ya que si {S n}n oy ©s la sucesion
de proyecciones naturales asociadas y K es la constante de base, tenemos, para cada x € X

2K, - 2Ky

lxnll © K

2K,
e, () 2511 = 1S (x) = Sp-1(0)l < 2K xll = I, ()] < o

Por tanto, podemos suponer que |c;| < 277B~1. Ahora ponemos

o0
* *_ A ¥
X" =v chxm]
J=1

*
lxll = llx, Il <

Tenemos entonces
(e, 0) o0 .
lc* Il < Mol + Y lejllxg 167 +672+ Y 27/BIB=5"1+62+1=C,
A ’ j=1
donde C es la constante definida al inicio del paso 3. Ademas,

X (Xm,) = 0" (Xm,) — ch o, Em) = 0 @m) = Y (0% om ) = (= 1)), (om,)

j=1
= 0" () = 0 () + (=1 = (=1)".

Con esto hemos demostrado que M’ € ¥. Como tenemos M’ € 2, (M), y M € 2,,(N) es arbitrario,
esto demuestra que
VM e P (N), Po(M)NT # .

Ahora bien, hemos demostrado al inicio de este paso que 7 tiene la propiedad de Ramsey, por
tanto, como no puede existir M € P, (N) tal que P,.(M)NV = @, concluimos que existe M € F,(N)
tal que Z,.(M) <7 (con ello, 7 es no vacio). Con esto finalizamos el paso 4.

Paso 5: Sea M = {m} jeN el elemento de Z2,(N), cuya existencia hemos probado en el paso

anterior, ordenado de manera creciente. Tenemos que
PoM)<V ={N ={nj}jen € Pos(N) : Ix" € X, x*| < C,x"(xp,) = (-1)/,Vje N}.

Afirmamos que la sucesién M’ = {mg j} JjeN tiene la propiedad de que para cualquier eleccion de
signos {ej}jel\l’ existe x* € X* con ||x*| < C tal que x*(mej) =¢; para todo j € N. Para demostrar

esto, construiremos N = {n j}jeN € (M) verificando

M cNcM.
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6.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ROSENTHAL

Obsérvese que para el conjunto N que construyamos, como estd en Z,(M)c 7/, existird x* € X*
con ||x*|| < C tal que x*(xnj) =(—1)/ para todo j e N.

Sea pues {e;} jen una eleccion de signos. Construimos N de la siguiente forma:
» Sieg=1= n1=mi,ng=mg = x*(x,) =" (xp,) = (-1)2=1=¢.

® Sieg=1= ng=mg3, ng=myg = x*(xm4):x*(xn4):(—1)4: 1=¢9.
o Siez=1= ns=ms,ng=mg = 5 (Xmg) =" (xp,) = (-1 =1=e¢3.
o Siezg=-1= ng=mg = x*(xm6)=x*(xn5):(—1)5 =-1=¢€3.

* Sieg=-1= ng=my = x*(xm4):x*(xn3)=(—1)3:—1262.
0 Siez=1= ng=mg = x*(xme)zx*(xn4)=(—1)4= 1=e¢s3.

o Sieg=-1= ng=ms, n5=mg — x*(xms):x*(xn5)=(—1)5 =—-1=¢€3.
2 Sier=-1= ny=mg = x*@Xm,) =" (xp,)=(-D!=-1=¢y.

® Siecg=1= no=my = x*(xm):x*(x,m):(—1)2 =1=¢9.
o Sieg=1= nzg=ms,ng=mg = x* (W) =x"(xy,)=(-D*=1=¢3.
o Sieg=-1=—= ng=mg = x*(xmb.):x*(xns):(—l)?’:—1263.

* Siecg=-1= ng=m3,ng=myg = x*(xp,)=x* @) =(-1)3=-1=¢y.
0 Siez=1= ng=mg — x*(xme):x*(xn4):(—1)4: 1=e¢3.

o Sieg=—-1= ng=ms, n5=mg — oc*(xms):ac”‘(xn‘,,)=(—1)5 =—1=¢€s.

Reiterando este proceso se obtiene la sucesién N = {n;} ., € Po(M) deseada. En general, si ya se

jeN
ha realizado el proceso para todo natural i < j y tenemon €j =1 pondremos n, = mg; para algun k
par con j <k < 2j (en este caso k sera el menor par para el que nj todavia no se ha definido y
si n_1 tampoco se ha definido, se pondra n;_; =mgj_1). Y si€j = —1 pondremos nj; = mg; para
algin & impar con j < %k < 2j (en este caso % serd el menor impar para el que nj todavia no se ha
definido y si n,_1 tampoco se ha definido, se pondra n;_; =mg;_1). En cualquier caso obtenemos
X (Xmy,) = 6" (x0,) = (-1 = ¢; para cualquier j € N. Asi pues, M' = {m2j}jel\| tiene la propiedad

de que para cualquier eleccién de signos {¢;} existe x* € X* con |lx*|| < C tal que x*(xp,,) = €;

JEN?
para todo j € N. Con esto, finalizamos el paso 5.
Paso 6: En este paso finalizaremos la demostracién del teorema. Veremos que la sucesién

L . . . _ . . _ .
bésica {xpm,,} jen €8 equivalente a la base candnica {e;} jeny de 11, siendo M’ = {mg;} jeny 12 sucesion

del paso anterior. Diferenciaremos aqui entre el caso real y el caso complejo.

= Caso real:

Sea {a;} . <R, tomamos una eleccién de signos {e;} ;. verificando €; = sgn(a;) para todo
J €N. Por el paso anterior, existe x* € X* con [lx*[| < C tal que x*(xp,,) = €; = sgn(a;) para
todo j e N.
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CAPITULO 6. EL TEOREMA DE ROSENTHAL SOBRE [;

Supongamos que la serie > %° 21aje; converge. Se deduce que Z"o 1lajl < oo, y, por tanto,

o0 o0 oo
2 Nlajzmy, | = 2 lajl [my || = X |aj| < oo,
s =1 =1

es decir, la serie Z‘;‘;la j%ms,; es absolutamente convergente.

s . [e,0)
Reciprocamente, supongamos que la serie ijla j%ms; converge, tenemos entonces

” Z?.;lajxmw ” <0y

Z| | Z sgn(aj)=Zajx*(xmzj)=x*(2ajxmzj)=
=1

J: : j:1

[e.°]
*
X (Z ajxm2j)
J=1

'xmzj = Axm2j

con lo que {a j}jeN €11y, por tanto, la serie X%, aje; converge.

En consecuencia, en el caso real, la sucesion béasica {xm2j} jen €8 equivalente a la base

canoénica {ej}jeN del;.

= Caso complejo:
Sea {a;} ;. = C, tomamos dos elecciones de signos {e;} .\ ¥ {¢;} ;¢ Verificando
¢j=sgn(Re(a;)) y {;=sgn(Im(a;)) para todo j € N. Por el paso anterior, existen
x3,x5 € X* con x| <Cy llxjll <C tales que x](xpm,;) =€ = sgn(Re(a;)) y

x5 (Xmy;) = & = sgn(Imla;)) para todo jeN.

Si la serie Y j21@je;j converge, se demuestra, exactamente igual que en el caso real, que la

serie Zj:I @jXm,; converge.

. . —oo . o oo
Si la serie ijlajxmzj converge, las series ijlRe(aj)xmzj y ijl Im(aj)xmzj convergen y

con razonamientos analogos a los utilizados en el caso real, se demuestra que

Zl|Re(aj)| =C ZiRe(aj)xmzj <00 y Zi [Im(aj)|<C ZiIm(aj)xm2j < oo,
J= J= J= Jj=
y, con ello

Z |aj| = Z |Re(aj)+iIm(aj)| < Z |Re(aj)| + Z |[Im(a;)| < oo,

J=1 J=1 J=1 J=1

con lo que {aj}jeN €l1y, por tanto, la serie 372, a je ; converge.

De modo que, también en el caso complejo, la sucesién bésica {xp,, } jen €8 equivalente a la

base canénica {e;} ;. de /1.

En cualquier caso (real o complejo) hemos llegado a que las sucesiones basicas son equivalentes,

con lo que, finalmente, hemos terminado de demostrar el teorema de Rosenthal sobre /;. O
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6.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ROSENTHAL

Veamos, por iltimo, un interesante corolario que se deduce del teorema de Rosenthal y del
hecho de que la base candnica de /1 es acotada y sin subsucesiones débilmente de Cauchy (vimos

este hecho al inicio del capitulo).

Corolario 6.4. Un espacio de Banach X posee alguna sucesion acotada sin subsucesiones débil-

mente de Cauchy si, y sélo si, X contiene una copia (isomdérfica) de 1.

Demostracion. Si posee una sucesion acotada sin subsucesiones débilmente de Cauchy, por el
teorema 6.6 de Rosenthal, posee una sucesién basica {xn}neN que es equivalente a la base canénica
de {1. Por tanto, el espacio de Banach [x,], . es isomorfo a [;.

Reciprocamente, si X contiene una copia de /1, posee una sucesion acotada sin subsucesiones

débilmente de Cauchy porque la base candnica {e,} de /1 es acotada y sin subsucesiones

neN

débilmente de Cauchy. O

Observemos, ademas, que si X es un espacio de Banach, cuyo dual X* es separable, no puede
contener ninguna copia de /1, ya que por el corolario 5.8, cualquier sucesion acotada tendra una

subsucesion débilmente de Cauchy.

81






CONCLUSIONES

Gracias a este proyecto nos hemos iniciado en el campo de la geometria de los espacios de
Banach. Nos hemos basado en el estudio de los espacios de sucesiones: los espacios /,, 1 < p < oo,
Co yleo. A través de los diversos capitulos hemos ido viendo las definiciones de estos espacios, sus
propiedades basicas, el estudio de sus duales y biduales, el concepto de reflexividad y, finalmente,
gracias a los conceptos de bases de Schauder y sucesiones basicas, hemos podido profundizar mas
en la geometria de estos espacios y conocer algunas de sus propiedades mas avanzadas, entre las
que destacamos: el teorema de Pitt (teorema 5.4), la condicién de espacio de Banach primo de los
espacios [, 1< p <ooy Cy (teorema 5.6), que el espacio /1 posee la propiedad de Schur (teorema
5.8) y el teorema de Rosenthal sobre /1 (teorema 6.6).

Tras muchisimos afios de estudio por parte de un amplio nimero de matematicos, da la
impresion de que, actualmente, se conoce absolutamente todo acerca de estos espacios, pero
realmente no es asi. Todavia quedan problemas abiertos sobre los espacios de sucesiones y

dejaremos constancia aqui de uno de ellos:
El problema de la base de Rosenthal:

Se dice que una sucesién basica normalizada {x,} en un espacio de Banach X es perfectamente
homogénea si cualquier sucesién basica en bloque normalizada {vn} de {xn} es equivalente a {xn}
En este proyecto hemos probado que las bases canénicas de vectores unidad de los espacios Co y
lp para 1 < p <oo son perfectamente homogéneas (ver lema 5.4). Remarquemos que ademas se
cumple el siguiente teorema, atribuido a M. Zippin, y cuya demostracién puede encontrarse en el

libro de referencia [11]:

Teorema. Cualquier sucesion bdsica {x,} perfectamente homogénea es equivalente a la base

candnica de Co o de I, para algiin 1< p <oo.

Hay una nocién algo mas débil que el concepto de sucesién basica perfectamente homogénea:
se dice que una sucesién bdsica normalizada {x,,} en un espacio de Banach X es base de Rosenthal
si cualquier sucesién basica en bloque normalizada {v,} de {x,} tiene una subsucesién que es
equivalente a {x,}.

Y he aqui el problema de la base de Rosenthal, al cual, a dia de hoy, no se le ha dado respuesta

y que fue formulado por el propio Rosenthal (ver libro de referencia [12]):
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:Es cierto que cualquier base de Rosenthal {x,} es equivalente a la base candnica de Cy o de
lp para algiin 1 < p <oo?

Queda, por tanto, trabajo por delante. Esto me anima (y espero que anime a otros) a continuar
con el estudio de los espacios de sucesiones.

Y no es la dnica linea posible de trabajo a seguir. Estan, por ejemplo, los espacios de funciones,
linea de trabajo que también ha sido estudiada por muchisimos matematicos a lo largo de la
historia y en la que todavia quedan muchos problemas abiertos. Otra linea de trabajo posible y

con amplias posibilidades de desarrollo es el estudio de aplicaciones no lineales en espacios de
Banach.

84



[1]

(2]

[3]
[4]

[5]

[6]
[7]
[8]

[9]

BIBLIOGRAFIA

M. Fréchet, “Sur quelques points du Calcul Fonctionne”, Rend. Circ. Mat. di Palermo, 22,
1906.

0. Toeplitz, “Ueber einige aufgaben der analysis situs Verhandlungen der Schweizerischen
Naturforschenden Gesellschaft in Solothurn”, 1911.

E. Helly, “Uber Mengen konvexer Korper mit gemeinschaftlichen Punkten”, 1923.
S. Banach, “Théorie des opérations linéaires”, 1932.

G. Kothe and O. Toeplitz, “Lineare Rdume mit unendlich vielen Koordinaten und Ringe

unendlicher Matrizen”, Jour. ReineAngew. Math., 1934.
A. Grothendieck, “Produits tensoriels topologiques et spaces nucléaires”, 1955.
Rafael Paya Albert, “Apuntes de Analisis Funcional”.
Beatriz Hernando Boto, “Operadores en espacios de Banach”.

Manuel Valdivia Urena, “Andlisis Matematico V”.

[10] Fernando Albiac, Nigel J. Kalton, “Topics in Banach Space Theory”.

[11] M. Zippin, “On perfectly homogeneous bases in Banach spaces”, Israel J. Math., 1966.

[12] V. Ferenczi, A. M. Pelczar and C. Rosendal, “On a question of Haskell P. Rosenthal concerning

a characterization of ¢ and /,”, Bull. London Math. Soc. 36 (2004).

[13] J. Diestel, “Secuences and series in Banach spaces”.

[14] Pandelis Dodos, Jordi Lépez-Abad y Stevo Todorcevic, “Banach spaces and Ramsey theory:

some open problems”.

85



	Definiciones y primeras propiedades
	Los espacios lp (1 p <)
	Los espacios l y C0

	Operadores lineales continuos entre espacios de sucesiones
	Operadores lineales continuos
	Norma de operadores
	Funcionales lineales continuos
	Duales de los espacios de sucesiones
	Dual y bidual del espacio lp,  (1p <)
	Dual y bidual del espacio C0


	Trasposición de operadores. Reflexividad
	Trasposición de operadores
	Reflexividad de lp, (1<p<)
	No reflexividad de C0
	No reflexividad de l1 y l

	Topologías débil y débil-estrella. Operadores compactos
	Topologías débil ((X,X*)) y débil-estrella ((X*,X))
	Operadores compactos

	Bases de Schauder y sucesiones básicas en espacios de sucesiones
	Bases de Schauder y sucesiones básicas en espacios de Banach
	Bases de Schauder y sucesiones básicas en espacios de sucesiones
	La estructura isomórfica de los espacios C0 y lp,  (1p <)
	El teorema de Pitt y sus consecuencias
	Los espacios lp y C0 son primos
	El espacio l1



	El teorema de Rosenthal sobre l1
	Obtención de sucesiones básicas
	Teoría de Ramsey
	Demostración del teorema de Rosenthal

	Conclusiones
	Bibliografía

