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Resumen

Las teorias musicales Transformacional y Neo-Rienaara ofrecen un nuevo paradigma tedrico
musical para la construccién de modelos analitigbkes en el estudio de las percepciones e into&so
musicales. En ellas se definen unos sistemas nhessidande actian ciertas transformaciones que se
pueden modelar como estructuras de grupos matensatits sabido que una caracteristica importante
de la musica es el uso de simetrias melddicas Yo®ioas, y que en matematicas el concepto de
simetria esta intimamente ligado a las estructutasgrupo. El objetivo de este TFM es introducir y
describir los desarrollos matematicos de estasitepmprofundizando en los aspectos tedricos de base
asi como en los resultados mas relevantes obtenflmdrata de un trabajo matematico orientado a
matematicos. Dado que es necesaria una base musidadiente para comprender el alcance
estructural de la expresion musical, se elaborapumer capitulo de introduccion musical donde se
presentan los elementos musicales relevantes care@gran a lo largo del trabajo. A continuacion una
breve introduccion historica para dar paso a lasopias teorias musicales Transformacional y
Neo-Riemanniana. Finalmente, como colofon a est@sas, se muestran algunos ejemplos de analisis
sobre piezas musicales reales utilizando las tésnitescritas.

Abstract

Transformational and Neo-Riemannian music theonmepose a new musical theoretical
paradigm for building analytical models useful metstudy of the musical perceptions and intuitions.
They define musical systems where act certain foamsitions that can be modeled as structures of
mathematical groupslt is known that an important feature of the muisidhe use of melodic and
harmonic symmetries, and in mathematics the conokegymmetry is intimately linked to the group
structures. The aim of this thesis is to introdacel describe the mathematical developments of these
theories, exploring basic theoretical aspects adl we the most relevant results obtained. It is a
mathematical work oriented to mathematicians. Siadequate musical knowledge is required to
understand the structural scope of musical expogss first chapter of musical introduction is made
where relevant musical elements that appear througthe work are presented. Then, a brief histdrica
introduction to make way for the own Transformagioand Neo-Riemannian music theories. Finally, as
culmination of these theories, some examples olysisafor real music pieces are made using the
techniques described.
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1.- Introduccion

El primer parrafo de este trabajo es obligado earfd en aclarar el titulo escogido. Cualquier
matematico se estara preguntando qué hace Riemaslodgrado en teoria musical, no parece que en su
amplio espectro productivo hubiera algo relacionado la musica. Bien, el titulo no se refiere a
Bernard Riemann (1826-1866), sino a Hugo Riema®4941919). Siendo ambos alemanes y haber
coexistido en el tiempo, el primero es uno de layares matematicos de la historia y el segundo un
musicologo cuyas innovadoras ideas fueron retomadiasiles del siglo XX, germinando una corriente
de analisis tedrico musical denominada “Neo-Riern@niusic Theory”.

Mucho se ha escrito sobre la relacion de las mdiessay la musica, el propio Leibniz (1646-1716)
dijo: “La musica es el placer que experimenta la menteaharal contar sin darse cuenta de que esta
contandd, lo que puede interpretarse como un ejercicitnadiico secretoSabemos que una cualidad
importante de la musica, explotada normalmente@enadyoria de composiciones, es el uso de simetrias
melddicas y armoénicas. También sabemos que en rattesiel concepto de simetria esta intimamente
ligado a las estructuras de grupo. Pues biennéa largumental de este trabajo se basa en la ldasque
de estructuras de grupo que describen determinadastrias, constituidas por una serie de
transformaciones mediante las cuales se perfilardgresion melédica y armoénica con la que se
desarrollan ciertos fragmentos musicales.

La musica cromatica del siglo XIX, especialmentedé&h famoso compositor Richard Wagner, pero
también Liszt e incluso pasajes de los clasicosavtpBeethoven o Schubert, supuso para los tedricos
musicales un verdadero reto analitico. Se encamrabn movimientos tonales y cadencias armonicas
completamente incoherentes y alejadas de los panadi clasicos, lo que les obligd a desarrollar
nuevos conceptos sobre los que establecer modeditians. En esa busqueda destacaron los trabajos
de Hugo Riemann, introduciendo una serie de persd@os novedosos que con el paso del tiempo
fueron ganando fuerza, como veremos a lo largstetabajo.

A finales del siglo XX, en los 1980°s, el musicarteo David Lewin (1933-2003) publica unos
articulos y libros que daran lugar a una nueva ralmala teoria musical, denominada Teoria
Transformacional. Lewin, en la construccion de nhmglanaliticos convincentes para sus percepciones
e intuiciones musicales define unos sistemas mesicads 0 menos abstractos donde actian ciertas
transformaciones que se pueden modelar como asteale grupos matematicos. Para el desarrollo de
su teoria Transformacional emplea gran cantidadodeeptos y técnicas descritas por Hugo Riemann,
adaptandolas a su modelo con el fin de estable@etaoria consistente. Su lidi@eneralized Musical
Intervals and Transformations{GMIT-1987) es considerado seminal en el nacimietd las teorias
musicales Transformacional y Neo-Riemanniana.

La teoria musical Neo-Riemanniana es una depuracnofundizacion de la teoria Transformacional
aplicada a estructuras armonicas denominadas gri@tano se vera mas adelante, debe su nombre a
Hugo Riemann por los arduos trabajos de éste gudéodenomind dualismo armoénico, un innovador
concepto sobre la construccion y percepcion salsteitriadas mayores y menores.

El presente trabajo tiene como objetivo introduycidescribir los desarrollos matematicos de estas
teorias, profundizando en los aspectos tedricdsade asi como en los resultados mas relevanteseque
han obtenido, sintetizando el estado del arte sedteemateria y abreviando en lo posible los cansep

musicales involucrados, pero sin perder de vistaiegin momento el contenido musical subyacente.
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Se trata de un trabajo matematico orientado a n@iers que no tienen por qué tener conocimientos
musicales amplios, pero si es necesaria una baseahwsuficiente para comprender el alcance
estructural de la expresion musical. Para ellolalkoea un primer capitulo de introduccion musical,
donde se presentan los elementos musicales redsvamé apareceran de una forma u otra a lo latgo de
trabajo. A continuacion una breve introduccion drisa para dar paso a las propias teorias musicales
Transformacional y Neo-Riemanniana. Finalmente ssawollan dos subgrupos importantes de
transformaciones, T/l y PLR, y se demuestra suidalcomo centralizadores. Como colofon a estas
teorias se muestran algunos ejemplos de analisie goezas musicales reales utilizando las técnicas
descritas.

Este TFM se espera que sirva como base para igiredwy especializarse en estas teorias, asi como
adquirir los conocimientos y destrezas necesaraa niciar posibles investigaciones futuras mas
especificas.

2.- Introduccién Musical

Me gustaria empezar este capitulo con una pregg@aé es mas antiguo, las matematicas 6 la
musica? Evidentemente yo no estoy en condicionessp@nder a esta pregunta, pero lo que si sabemos
es que hace muchos afios, alla por la antigua Glaegiestigiosa escuela matematica pitagoriceeya s
interesaba por la musica. Parece ser que el pRipagoras (siglo VI a.C.) observando los golpes de
diferentes martillos en el yunque se dio cuentlasl@ropiedades consonantes o afines de deternsinado
sonidos y empez6 sus investigaciones analizand@agiearacteristicas de los objetos que los praduci
Por ejemplo, haciendo vibrar una cuerda se gemesonido, si se reduce la longitud de la cuerda a |
mitad este sonido guarda una relacion con el pamdége modo que ambos producen una sensacion
auditiva semejante, es decir, presentan ciertadafinoconsonancia Lo mismo ocurre si la relaciéon
entre longitudes guarda una proporcion entera, bersé8/2, 4/3, etc. se obtiene una percepcion
agradable. Experimentando con este instrumentodonurdio) disefiaron lo que hoy conocemos como
escala musical diatdnica en su version pitagorica.

Utilizando una nomenclatura actual, sabiendo que aamacteristica fundamental de los sonidos es su
frecuencia ¢ altura, llamamostavaal intervalo que hay entre una frecuencia f y deavalor doble 2f.
Vamos a llamatodnica a la frecuencia f, luego la relacion de octav&/@s Entre f y su octava 2f se
encuentra la frecuencia 3/2f, denomingdata justa (52), luego veremos por qué, con lo que la quinta
se encuentra a una distancia de 3/2 de la tonglamfsmo, la quinta se encuentra a 4/3 de la octava
esta relacion la llamamasiarta justa. Ya tenemos los cuatro puntos claves de la eptalgorica:“la
extension de la octava es una quinta mas una cyadiecia el pitagoérico Filolao (siglo V a.C.).

DO FA SoL DO
) 52 (3/2) 9 42 (4/3) 20)
) 42 (4/3) i 52 (3/2) -

»
»

<«

> or8)
—>
82 (2/1)

d
<

v

Con una vision matematica de estas relacionesaaabs ciertas propiedades:
* Simetria, las notas FA y SOL estan equiespaciadgpecto a los extremos (octava).
» Elintervalo de quinta es la media aritmética ded@va(a+b)/2.
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» Elintervalo de cuarta es la media armonica detava2ab/(a+b)

« ¢Y la media geométricdab? Vale /2 y se encuentra entre el FA y el SOL. Mas adelante
veremos que coincide con el FA# (FA sostenidodestala cromatica.

A la distancia entre la cuarta y la quinta, 9/8 lesdlama intervalo degono, y con él ya podemos
extender lascala diatonica pitagoricacompleta. Esta compuesta de 7 notas DO-RE-MI-BA-8A-

Sl 'y se repite ciclicamente, de modo que la oat@¥a volveria a ser un DO, de aqui le viene el memb
de octava. Lo mismo ocurre con el resto de notadeeir, la misma nota en escalas consecutivas esta
separadas por un intervalo de octava.

Vemos que entre todas las notas hay una distanotargalo de un tono (9/8) excepto de Ml a FA y de
Sl a DO que la distancia es 256/243. A este inters& le denominaemitonoporque su distancia es de
aproximadamente la mitad de un tono, a saber: 223%/019/8.

En la escala completa cobran sentido las denonoin@side cuarta y quinta, pues corresponden a las
notas situadas en cuarto y quinto lugar de la aseabectivamente, siendo DO la primera. Asi mismo,
cabe destacar la apariciéon de dos intervalos nuengmrtantes como se vera mas adelante, son la
tercera mayor (81/64) y latercera menor (32/27), fruto de la composicion de dos tonosnotmas
semitono respectivamente.

DO RE Ml FA soL LA S| DO
@ (9/8) (9/8)  (256/243)  (9/8) (9/8) (9/8)  (256/243)2¢)
4>

32 mayor (81/64‘5 ) 32 menor (32/275
22 (4/3) g 52 (3/2)

52 (3/2) g v 42 (413)
8 (211)

A A
vV Vv

A A
v Vv

Una vez obtenida la escala diatonica y los intesvahas relevantes mencionemosrigbno, formado
por tres tonos, de FA a Sl. En la edad media anadtio el intervalo del diablo por su sonido singegt
es posible que su uso estuviera prohibido porésia

Si empezamos la escala desde RE, aparece una mliesi@n de simetria: la distribucién de tonos y
semitonos es igual ascendiendo o descendiendoestdda musical. Esta propiedad ya se conocia y fue
explotada en la musica religiosa de la edad meldiage los clérigos componian sus piezas religiosas
partiendo de RE.

RE Ml FA soL LA S| DO RE
(f) (9/8) (256/243)  (9/8) (9/8) (9/8)  (256/243)  (9/8) 20
t—— t— P ¢——M P ¢————P4¢—P¢— P —MM>

Otra propiedad importante de la escala musicab egié se conoce conwirculo de quintas Si se van
sucediendo intervalos de quinta recorriendo octasuasesivas se comprueba que al cabo de 12
intervalos volvemos a tener la misma nota per@eséptima octava, esto es: (372)2’. Realmente no
son exactamente iguales, esto ya lo conocia P#égarla diferencia la denominarcoma pitagorica
((3/2)*42" = 1.0136). Esta pequefia diferencia provoca disanancia entre ambas notas que se
identificaba como el aullido de un lobo, por esmliggn se denomina cominmente coguinta del
lobo. Aun asi este circulo de quintas jugard un impoetgpapel en el futuro, cuando se empiece a
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experimentar con la denominada afinacion tempedagaperamento igual. Y como no, sera otro gran
matematico el encargado de ello, nos referimos @Nidersenne (1588-1648).

Aungue en aguella época los pitagoricos no erasatemes de la explicacion fisica del fenédmeno, con
el avance de la ciencia los conocimientos en a@istd hicieron sino corroborar sus apreciaciones.
Especificamente, el descubrimiento dedae armoénica que es el conjunto de sonidos derivados de un
fundamental que se obtienen de las diversas paréiside una cuerda 1/2, 1/3, 1/4, ..., siendoretls

de la cuerda completa el fundamental. Cuando uealawe longitud L se hace vibrar, no solo produce
una onda de longitud L, sino que ademas se forroaroddas de L/2., tres de L/3, cuatro de L/4 y asi
sucesivamente. Este fendmeno es general para @ralagstrumento musical, sea de cuerda, viento 6
percusion. El conjunto de armoénicos es la caratiesi que define la particularidad del sonido d#aca
instrumento, lo que normalmente se conoce ctmiore .

5
s
¢

be bo o © bff R o

¢

B
(P>
o)

¢
@

"
N
-
¢

[ § ]

ey
|
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 1% 20
Do Do Sol Do Mi Sol Sip Do Re Mi Fa# Sol Lab Sib Si Do Reb Re Mib Mi

La generalizacion de este fendmeno, que por otta fiee un hito matematico crucial para el deskurrol
tecnoldgico actual, se debelean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), quiérodetique cualquier
sefal 6 funcion periddica se puede descomponena&iserie trigopnométrica convergente, llamada serie
de Fourier. Cuando la sefial referida es un soadggrie de Fourier no es ni mas ni menos queria se
armonica.

La serie armonica descompone un sonido en el tofrecoencia fundamental f y una sucesion de
armonicos de frecuencia multiplo entero del fundatade 2f, 3f, 4f, ... Con ella se explica facilment
por qué un sonido de frecuencia una octava supesi@onsonante o agradable al oido con la tonica,
porque coincide su fundamental 2f y su desarrathdaico 4f, 6f ... con armonicos de la tonica. Esta
coincidencia total de armoénicos hace que la refacé octava sea la mas consonante de todas,
percibiendo ambos sonidos como si fueran practintenel mismo. Analogamente, una quinta, de
frecuencia 3/2f, tiene su segundo armonico en I3tuarto en 6f, etc., es decir, coinciden todos sus
armonicos pares. Para la cuarta, de frecuencia vé&ios que el tercer armonico es 4f, el sexto 8f,
etc... En general, cualquier sonido de frecuencid temdra sus armonicos multiplos de n coincidentes
con la tonica f. Esta es la prueba fisica de |aagan agradable que experimentaban los pitagoaicos
percibir sonidos generados mediante una relaciérérnioca m/n.

Pitagoras fue aun mas alla al definir el silen@mo musica, el oido humano lo percibe por la simple

razén de ser continuo, carente de intervalos.

Unos afios después el también griego Aristogengk (BY a.C.), discipulo de Aristételes, introdujo
algunas modificaciones a la escala musical. Eediogento de Aristdgenes consiste en elegir losiesiale
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la escala diatonica de manera que los intervaledaman cada sonido con la tonica estan tomadés de
serie armonica. De la figura de la serie armongcaxdrae que el tercer armonico es SOL, el quinto M
el noveno RE y el 15° SI. Trasladandolos a la panoetava dan las siguientes relaciones: SOL (3/2),
Ml (5/4), RE (9/8), SI (15/8). Basicamente apareca nueva relacion entera para el intervalo detarc
mayor, esta es 5/4. Recordemos que en la escdfatatporas el intervalo de tercera mayor aparece
sobrevenido con el valor 81/64, es decir como caigpin de dos tonos consecutivos de valor 9/8. Por
tanto, la primera diferencia se produce en el walder de 32 mayor, con un error de (91/64)/(5/4) =
1.0125. El resto de intervalos importantes 82 (Z4)3/2), 42 (4/3) y tono (9/8), los mantiene.

La nueva escala de Aristdgenes presenta el siguéespiecto:

DO RE M FA SOL LA Sl DO
® (9/8) (20/9) (16/15) (9/8) 0(2) (9/8) (16/15) 2¢)
t—Pt————P¢+—P¢+——P¢——C——»
3 mayor (5/4) R ) 32 menor (6/5) ~
) 32 menor (32/27) h -
—>
42 (4/3) g 5?2 (3/2) -
) 5 (3/2) 8 - 42 (413) .
) 82 (2/1) :

Comparando ambas escalas, la de Pitagoras y laistégenes, podemos resumir que:

Las dos escalas mantienen las relaciones de 82 §2/(3/2), 42 (4/3) y Tono (9/8). Si bien en la
escala de Aristdgenes existen dos relaciones tistipara el intervalo de tono, 9/8 y 10/9, la
diferencia es (9/8)/(10/9) = 1.0125.

El intervalo de semitono es diferente, 16/15 fren256/243, la diferencia es (16/15)/(256/243) =
1.0125.

La 32 mayor es diferente, 5/4 frente a 81/64,flereincia es (5/4)/(81/64) = 1/1.0125.

En la escala de Aristdgenes hay dos 32s menorasigual de 32/27 y otra distinta de 6/5, la
diferencia es (6/5)/(32/27) = 1.0125.

De lo anterior se deduce que hay cuatro notasidenies: DO, RE, FA y SOL, y tres ligeramente
distintas: MI, LA y SI, con un error de 1.0125,degir, un 1.25%.

La escala pitagorica parece mas sencilla porque s®lamente dos clases de separacion entre
intervalos: 9/8 y 256/243, mientras que la de Agshes presenta tres: 9/8, 10/9 y 16/15. Si bien
las relaciones en esta Ultima son mas simplesngezlalo de semitono pitagorico 256/243 puede
resultar complicado de afinar.

A proposito del circulo de quintas, la secuencadtiica de quintas FA, DO, SOL, RE, LA, M,
Sl, es exacta para la escala de Pitagéras. Ercédaede Aristdgenes se puede observar que la
quinta entre RE y LA tiene un distancia irregulard®/27, distinta de 3/2, el error es (3/2)/(40/27)
= 1.0125.

Sin embargo, los valores de la serie armonica sporadientes a las notas Ml (5/4) y Sl (15/8)
coinciden en la escala de Aristdgenes y no endaqiica.

Un detalle interesante para cualquier matematicquestodas las relaciones de distancias de
intervalos en la escala de Pitdgoras se obtieneantediracciones compuestas por los nimeros
primos 2 y 3, esto es, se pueden obtener con faufér?3° para enteros a y b adecuados. En la
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escala de Aristdgenes entra en juego el nimercogsinde modo que coriP5° para enteros a, b
y ¢ adecuados obtenemos las relaciones de losalder

Nos encontramos con dos escalas muy parecidaglperentes, la cuestion es ¢ Cual es mejor? Para el
oido en ambas escalas suenan perfectamente doaglaidas las notas, sin embargo en realidadrtiene
diferencias apreciables en cuanto a la relaciore drecuencias. De hecho, la mayoria de los oidos n
consiguen percibir la diferencia melddica de unanmfa” en la entonacion. Pitdgoras era partidario del
calculo matematico para construir la escala, misngue Aristdgenes creia que era el oido el gui@ deb
decidir, lo que al parecer supuso en la épocaumasle discusion.

Para los griegos, que entonaban melodias sin ad@ampento, era preferible la escala pitagorica por s
mas simple. Pero, lo realmente importante, es cgumena todo esto al oido. Finalmente fue el oido el
gue prefirid la escala de Pitagoras para la monaftmelodia sin acompafiamiento), que era la musica
de la época, mientras que la escala de Aristogaemesjue aguardar hasta el surgimiento de la pohfo
(combinacién de sonidos simultaneos) para serdiepda. Es evidente que en la polifonia el papel d
la serie armoOnica es determinante. El veneciansds®m Zarlino (1517-1590) fue el tedrico mas
destacado del Renacimiento, trabajé en la escafaisi®dgenes llegando a las mismas conclusiones que
él. Por ello esta escala se conoce también pamebre de Aristdgenes-Zarlino.

Ya tenemos la escala musical diaténica, compueastaipte notas que se repiten ciclicamente en las
sucesivas octavas. Ahora bien, si escuchamos daesompleta secuencialmente empezando desde
DO: DO-RE-MI-FA-SOL-LA-SI-DO, se obtiene una seridacauditiva diferente de otra escala que
empiece en RE: RE-MI-FA-SOL-LA-SI-DO-RE. Lo mismaure si ejecutamos la escala desde
cualquier otra nota, es decir, cada escaleefid diferente debido a que el orden de tonos y sermgo

es distinto. Este fendmeno ya lo conocian los gagglo definieron comanodos es decir, segun cual
fuese la nota adoptada para comenzar la escalefisgia el “modo” en que la musica seria compaiest
ya que determina la linea caracteristica de la dineel&ste tipo de musica se denomimasica modaly

es la que predominé en Europa desde la antiguaadrasta el renacimiento, pasando por los canticos
religiosos de la edad media, ejemplo el canto giago.

Para ser mas precisos acerca del concepto del nsbdempezar por cualquier nota no define
necesariamente el modo. El “modo” queda definidarsente cuando la nota inicial de la escala es
tratado por el compositor como un “centro de atéacc que puede funcionar como nota conclusiva, es
decir, que dé una sensacion de cierta estabilideal terminar una musica o una parte importantade |
misma. La caracteristica sonora mas peculiar dsmdaica modal es que posee diferentes efectos
“conclusivos”, mas o0 menos intensos, y otros “sosp®s”’, segun sea el modo elegido por el
compositor y segun decida manejar los sonidos dedala.

¢, Qué ocurriria si empezamos la escala por otra potegamos RE, pero en lugar de hacer como en la
musica modal manteniendo la altura de las notasteanamos la distancia de los intervalos? Esto es lo
gue se conoce comdransportal’ la escala a otra altura y es la basesigkema tonalo tonalidad. La
tonalidad es un sistema donde el sonido fundamestdeterminante absoluto del punto de partida, y
también de conclusion, de cualquier musica. Es&sdinndamental va a ser la primera nota de la
escala y se llamaré tonica. Ninguno de los modaxpo el que comienza la escala en DO permite un
efecto conclusivo tan intenso. Al ir transcurrierds siglos los modos caerian en desuso, percaéste
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gue nos estamos refiriendo, el que comienza ldeepoael DO, seria el Unico que permaneceriaeton
nombre danodo mayor, junto al que comienza la misma escala por LApcao comaomodo menor.

Veamos coémo queda la escala pitagorica transpoat&iz

DO RE Ml FA SOL LA Sl DO RE
(9/8) (9/8) (256/243)  (9/8) (9/8) (9/8) (256/243)  (9/8)
P P P Pe—— P>
RE Ml FA# SOL LA Sl DO# RE

(9/8) (9/8) (256/243)  (9/8) (9/8) (9/8)  256/243)
P P PC———— PC—————PC—>

En la figura, para favorecer la apreciacion vissalha ajustado la distancia entre notas en furdaén
gue el intervalo sea de tono o0 semitono.

Vemos que en la escala de RE coinciden todas tas oon la escala de DO menos el FA y el DO, que
se encuentran desplazadas hacia arriba mas o rmdaasitad con la nota siguiente. Por tanto, elyFA

el DO son sonidos/frecuencias nuevas y se les pbmembre de FA# (FA sostenido) y DO# (DO
sostenido). Si repetimos el proceso con la escal@eerando en MI, nos aparecerian otras dos notas
nuevas, a saber, SOL# y RE#.

Apuntar que la escala que empieza en DO correspotal¢onalidad de DO Mayor, la que empieza en
RE a RE Mayor, etc.

Veamos qué ocurre en FA mayor.

RE Ml FA SOL LA Si DO RE Ml FA
(9/8)  (256/243) o8 (98 (9/8)  (256/243) (9/8) _  (9/8) _ (256/243)
FA SOL LA Sib DO RE M FA

(9/8) (9/8) (256/243)  (9/8) (9/8) (9/18)  5E243)
P P P P———— P —P

Ahora coinciden todas las motas con la escala deek¢2pto el SI que se encuentra por debajo
aproximadamente un semitono. Esto es nuevo, abioeaos la nota desplazada hacia abajo, por lo que
no la podemos denominar con el sufijo sostenid@€u#ando estd por debajo le ponemos el sufijo
(bemo), con lo que la nueva nota es ub &1 bemol).

Comenzando la escala por cualquier otra nota pasasas similares, seran necesarios nuevos sonidos
(frecuencias) intermedios que se denotan aplicahdafijo sostenido 6 bemol segun caiga la nota por
encima o por debajo de su ubicacion en la escadalinle DO. En general, estas notas se llan@as
alteradas

Aqui aparece un fenédmeno peculiar que es motivgrde confusion y que ha supuesto un auténtico
guebradero de cabeza para los sistemas de afiratddlargo de la historia. El IStjue ha aparecido en
esta escala de FA es distinto del LA# que apaneda escala de S, por ejemplo. Se observa quédel S
estd a una distancia 256/243 por encima del LAntras que el LA# esta a 256/243 por debajo del Sl,
es decir (9/8)/(256/243) = 2187/2048 por encima.del

Técnicamente la diferencia se debe a que entre LA#/hay un semitono cromatico, mientras que de
LA a Slb hay un semitono diatonico. Semitono diatonico pergmbas notas LA y IBpertenecen a la
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escala diatonica de FA 0 tonalidad de FA Mayor. @itbargo, LA y LA# no pertenecen a la misma
escala diatonica de ninguna tonalidad. Los griedesian que afadir algunos sonidos que no
pertenecian a la escala diatonica le daba un ¢@stor” (cromos) a la musica, y ahi nace la etiogba

del término. Crearon el génerordmaticd para dar colorid@a la monotonia del génerdiatonicd’. El
género cromatico de la antigua Grecia se considem@ntecesor directo de lo que actualmente se
entiende por ¢romatismao’, es decir, la melodia y la armonia se puedergaeader mediante el uso de
sonidos que no forman parte de la tonalidad. Psgacematismo era en base a intervalos menores que
el semitono diatonico. Por tanto, los griegos usaltamatismo para conseguir efectos de “colores™ |
melodias, pero no conocian la escala cromaticaepesnos en breve.

En resumen, generando las escalas de las diferemadades aparecen sonidos/frecuencias nuevas
entre medias de las notas naturales, a distancis demitono diatonico 6 cromatico de las dos notas
gue le rodean, que se denotan con un sufijo #¢gsiost) 6 b (bemol) dependiendo de si estan
respectivamente por encima o por debajo de |la matiaral. Esto hace que para cubrir las tonalidades
normalmente utilizadas en las composiciones mesca¢ necesiten 31 sonidos/frecuencias distintos
por cada octava. Recordemos que todas estas n@atatag relaciones entre si que se pueden obtener de
la férmula 23° para enteros a y b adecuados.

Por si esto no fuera suficiente, todavia se puedglicar ain mas. Si en lugar de utilizar el modtdo
escala de Pitagoras se emplea el modelo de Arist8gegue recordemos posee dos relaciones distintas
para el intervalo de tono, entonces se necesitata Y2 sonidos/frecuencias distintos por octava, 6
sonidos diferentes por nota. En este caso inclegandde coincidir las mismas notas naturales sin
alteraciones. En efecto, es inmediato ver quedtanitia del intervalo RE-MI en DO Mayor es 10/9,
mientras que en RE mayor la distancia del misnmervato RE-MI seria 9/8, de donde se deduce que la
frecuencia correspondiente a Ml es diferente ea dea tonalidades. Estas 72 notas guardan relacione
entre si que se pueden obtener de la fornf@3%2para enteros a, b y ¢ adecuados.

Visto el significado de tonalidad, se conoce camisica tonal aquella musica construida sobre una
tonalidad claramente identificada, donde el sofiidalamental (ténica) es determinante absoluto del
punto de partida, y también de conclusién. El heddgue una obra musical se ajuste a una tonalidad,
con su escala diatonica correspondiente en mod@nr@aynenor, no impide que se puedan utilizar
efectos cromaticos con notas fuera de su escadndia, o incluso, cambios de tonalidad en pasajes
intermedios. ElI cambio de tonalidad durante unagirusical se denomimaodulacion. Es mas, desde

sus inicios en el renacimiento hasta nuestros dlasso de estos efectos ha ido in crescendo, basta
punto de que actualmente existe un sistema musgcadminadatonalidad 6 musica atonal iniciado

por el austriaco Arnold Schonberg (1874-1951), @dad obras musicales no se ajustan a las normas de
la tonalidad y carecen de centro tonal.

Volviendo a las escalas y a la problematica dentdas y sus multiples sonidos/frecuencias aparscido
segun este sistema dmtonacion o afinacion justa es decir, respetando escrupulosamente las
relaciones enteras de los intervalos, podemos imaagps problemas de afinacién en los instrumeatos
la hora de cambiar de tonalidad. Al interpretar pigga musical, dependiendo de la tonalidad emda q
estaba escrita, el instrumento debia ser afinadderdo a la escala correspondiente.

Para resolver los inconvenientes de orden praeticéa afinacion de instrumentos de sonido fijo se
desarroll6 etemperamentoigual o afinacion temperada consistente en la division de la octava en 12
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sonidos uniformemente espaciados. Estos 12 soarecen en la sucesion de quintas ya comentada.
La accion de establecer el temperamento se llaemaglar” la escala. Para esto, se iguala la sucelgon

12 quintas con una sucesion de 7 octavas, es decaigrra la sucesion en el denominaftoulo de
quintas. El error cometido, que como conocemos es de oma @itagorica, se reparte entre las quintas
empleadas, transformandose dichas quintas justqsietas templadas y desapareciendo la coma.

Fa Do

Esto permitiria la creacién de una escala en deodies los intervalos son iguales, es decir, diléde
escala de DO a DO en 12 partes iguales (12 semsitoAparece asi la conocida escala croméatica:

DO - DO# - RE - RE# - MI - FA - FA# - SOL - SOLAA - LA# - SI- DO.

En la escala cromética ahora si son iguales lade®o frecuencias correspondientes a LA#ly Bkte
fendmeno se define conemarmoniao génerd‘'enarmonicd y se aplica a la relacién entre dos o mas
sonidos que, a pesar de poseer distintos nomhmedgsales en entonacién (frecuencia), esto es, son
enarmonicos. Por tanto, la escala cromatica tangmdnia escribirse como:

DO -REb-RE-Mib-MI-FA-SOLb-SOL-LAb-LA-SIb-SI-DO.

Observar que en la escala temperada las siguianotas también son enarmonicas: MI# y FA, Ml y
FAD, SI#y DO, Sl y DO.
Todas las notas contiguas son equidistantes y estparadas por un semitono de valor

1
212 =12 =1.0595
Veamos el error cometido en el intervalo de quistagualamos el circulo quintas, (322", (r/2)
= 2" =>r = 99=2.9966> 0.11% error

Lo mismo se obtiene sabiendo que una quinta, DO-f@Lejemplo, son 3 tonos y un semitono o, lo
7
. L . ' L _ 219/12)
gue es lo mismo en la escala cromatica, 7 semit@wsonde| 2 =5 =>r=
En la siguiente tabla se muestran los valores y&mecia en Hz) de las notas de la escala en los tres

modelos planteados, se toma como referencia eld_faduarta octava a 440 Hz, asi como semitonos
crométicos en las escalas de afinacion justa.
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DO DO# |RE RE# Mi FA FA# SOL [SOL# LA | A# J DO
1- Escala
Temperada 261,63 277,18 293,66 311,13| 329,63] 349,23| 369,99] 392,00 415,30] 440,00 466,16| 493,88| 523,25
2- Escala
Pitagoras 260,74| 278,44 293,33] 313,24| 330,00 347,65 371,25| 391,11| 417,66] 440,00 469,86 495,00| 521,48
3- Escala
Aristbgenes 264,00 278,44 297,00 316,80| 330,00 352,00| 375,47| 396,00| 422,40] 440,00 469,33| 495,00 528,00
(E1-E2)/E2 (%) 0,34 -0,45 0,11} -0,68| -0,11 0,45 -0,34 0,231 -0,56 0,000 -0,79] -0,23 0,34

(E1-E3)/E3 (%) -0,90] -0,45 -0,111  -0,79 0,000 -0,68 -0,23] -0,90

(E2-E3)/E3 (%) |8 0,00 [ 0,00 0,00 o0,11] 0,00/ |

El sistema del temperamento igual, que ya eraipealtt empiricamente por los vihuelistas espafioles,
fue sistematizado en 1482 por Bartolomé Ramos degjd@l440-1491), uno de los primeros tedricos
musicales del Renacimiento. Si bien esta escalaengopularizé hasta 1627 cuando el fraile y
matematico Marin Mersenne (1588-1648) estableaidpcecision la relacion entre longitud de cuerda y
la frecuencia en su obra Armonia Universal, formdtalas reglas para afinar una escala donde todos
los intervalos sean iguales, es decir, divide [lesen 12 partes iguales: “lescala cromatica’ Se
resolvia asi el problema de cambiar de tonalidamti(riar) sin reajustar la afinacion. La coma pitaggor
habia desaparecido. Eso si, no permite la entamaoiacta de ninguna escala diatonica, como se
desprende de la tabla anterior.

Este sistema fue consagrado por Johann Sebastieim B&85-1750) en su obr&l Clave Bien
Temperado”(1722), estructurado en dos ciclos de preludifbgygs en todas las tonalidades mayores y
menores de la gama cromatica.

Hasta aqui hemos obtenido las escalas diatonicargéatica, tratando de desarrollar los conceptos y
principios sobre los que se sustenta la percemménra del oido humano, con el objetivo de describi
los elementos sustanciales que permitan comprexidector los estudios analiticos que se plantearan
mas adelante, a medida que vaya avanzando la enptepia de este trabajo.

Si bien las escalas diatonica y cromatica son las atilizadas en la actualidad, merece la pena
comentar brevemente algunas otras.

La escala pentaténicacomo su nombre indica, esta formada por cincidssro notas. Para definirla
coloquialmente se compone de las cinco teclas segigpiano. Se define el modo mayor como: BOL
LAb, Sb, REb, Mlb, SOLlb y el modo menor: Mi, SOLb, LAb, Sb, REb, MIb. También sus
correspondientes transposiciones, por ejemplo OE) NR, SOL, LA, DO en modo mayor y DO, Mib,
FA, SOL, Sib, DO en modo menor. Comentar que estaalas tienen muchisima importancia, pues
estdn omnipresentes en casi todas las culturaéctiqas musicales del mundo.

Otra escalas utilizada con frecuencia son las asbalxatonicas constituidas por una sucesion de
seis sonidos, alturas o notas diferentes dentrondeoctava. Por ejemplo la escala“ttmos enteros”
utilizada en la musica impresionista (Claude Depug®r ejemplo) tiene 6 notas uniformemente
espaciadas, o sea que el intervalo entre las eethsraiz sexta de 2. Es inmediato que estos/aiter

1 2
son exactamente el doble que los semitonos de#aesromatica de temperamento igE@Pj =92,

es decir, es una escala a intervalos de un tonoRBEQOMI, FA#, SOL#, LA#, DO.
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Otra escala hexatonica es la denominagscdla de Blués DO, Mlb, FA, FA#, SOL, Sib, DO.
Derivada de una pentaténica menor DOpMIA, SOL, Sb, DO, a la que se le afiade la nota de blues
(“blue note”) que aporta la expresividad caracteristica deddyllablue noteno es otra que el conocido
tritono, en este caso el FA#.

Ha llegado el momento de ampliar la perspectivefind la musica en el sentido general del término.
Podemos decir que la musica es el arte de combnganizadamente en el tiempo un conjunto de
sonidos, de manera que resulten agradables alldéhdro de esta organizacion, podemos distingesr tr
conceptos principales:

- La melodia Consiste en la sucesion de un sonido tras otin, una altura y duracion
especificas, que se interpretan continuadamentea diempo determinado. Es el conjunto de
notas que conforman una pieza musical.

- La armonia. Es una combinacién de notas producidas simultdeete, y vendria a ser la
contraposicion de la melodia (donde los sonidaseen uno detras de otro).

- El ritmo. Es la distribucion de diferentes sonidos o netasl tiempo, formando una pieza
musical.

Sobre la melodia ya hemos establecido los elemdmdsgcos que la componen, a saber: notas,
intervalos, escalas, modos y tonalidades. El ritmeda fuera del alcance de este trabajo, asi que no
entraremos en mas detalles. Por tanto, para faradigte capitulo de introduccién musical nos qutda
concepto de armonia.

La armonia es un fenébmeno muy complejo y amplioy pgui no vamos a entrar en toda su extension,
nos conformaremos con describir las ideas basieassarias para comprender el lenguaje en que se
expresan la teoria Transformacional y Neo-Riemarangobre acordes, triadas, funciones armonicas y
progresion armonica.

Cuando se definié el sistema tonal vimos que etorialidad el sonido fundamental es determinante
absoluto del punto de partida y también de con@iudtse sonido fundamental es la primera nota de la
escala y se llama ténica. También se dijo que kalban perdurado dos modos de la escala: el modo
mayor y el modo menor. Por ejemplo, en la tonalidadO Mayor la escala es: DO, RE, MI FA, SOL,
LA, SI, DO. EL modo menor de esta escala es LAD®), RE, MI, FA, SOL, LA y corresponde a la
tonalidad denominada La menor. Se dice que amipadidades son relativas, es decir, La menor es la
relativa menor de DO Mayor y DO Mayor es la relatmayor de La menor. Aunque son tonalidades
distintas, las notas de sus escalas son exactatasnteismas, solo difiere la nota de comienzo que
determina el modo.

Con el fin de generalizar el uso de las tonalidadalsstraerse de una escala concreta a la quésefer
se cred la terminologia dgados de la escalgpara denominar la posicién de las notas dentronde

escala musical. Los grados se designan medianterndnmomanos correlativos |, II, I, 1V, V, VI, VI
VIIl'y cada grado recibe los siguientes nombres:
I Tonica V  Dominante
Il Supertonica VI  Superdominante o Submediante
[l Mediante VIl Sensible (escala diatonica maymi$ubtonica (escala menor)
IV Subdominante VIl Octava o Ténica
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Asi en la escala de DO Mayor, DO es la tonica, &Eulpertonica, ..., Sl la sensible. En su relativa La
menor, la ténica es LA, Sl la superténica, ..., y S®kubtonica.

En armonia, un acorde es un conjunto de dos o mwi&s simultaneas o superpuestas. Segun Jean-
Philippe Rameau (1683-1764), uno de los primerasdg importantes estudiosos de armonia, en su
“traité de I"harmonie” (1722) argumenta como nuaeosu teoria que toda armonia tiene su base en la
raiz o nota fundamental de un acorde, conocida ¢bajo fundamental”.

El acorde basico y mas conocido es la triada,cestdpuesto por tres notas a distancias de tercgéen se

la teoria de Rameau. Como dos terceras seguidasiionna quinta, podemos decir que una triada se
compone de la nota raiz, una tercera y una quiht@corde toma el nombre de la nota raiz y pararsab

si es mayor o menor hay que analizar su tercerk ®ta generadora del acorde esta en la parte mas
grave, el acorde esta en estado fundamental, siendice que esta invertido. Por ejemplo, el acdede
DO Mayor estd formado por las notas DO-MI-SOL enestado fundamental. SOL-DO-MI sera
también una triada DO Mayor pero con una inversion.

Los acordes de triada pueden clasificarse en:
» Perfectos mayores Presentan un intervalo de tercera mayor (2 joiyoguinta justa (3 tonos
y 1 semitono). DO Mayor: DO-MI-SOL
» Perfectos menoresTienen una tercera menor (1 tono y 1 semitonapd quinta justa. La
menor: LA-DO-MI
* Disminuidos. Tercera menor y una quinta disminuida (tritor®)disminuido: SI-RE-FA
« AumentadosTercera mayor y una quinta aumentada (4 tonos). DO-MI-SOL#

Las triadas se pueden construir sobre cualquiglogia la escala. En una escala en modo mayor, el |,
IV y V grados son acordes perfectos mayores, dlllly VI acordes perfectos menores, y el VIl un
acorde disminuido. En una escala de modo mendyr)\ly V grado son acordes perfectos menores, el
lll, VI'y VII son perfectos mayores y el Il es digwido.

Existen también acordes formados por cuatro natdimtas, lasTétradas, entre los que se encuentran
los acordes de séptima o0 acordes con séptima. B&rage superponiendo tres terceras mayores o
menores, 0 lo que es lo mismo, afiadiendo un irlterda séptima a las triadas. Existen ocho
combinaciones posibles en funcion del orden desegearposicion:

» Acorde menor con séptima menor » Acorde aumentado con séptima mayor

» Acorde menor con séptima mayor » Acorde aumentado con séptima aumentada
» Acorde mayor con séptima menor » Acorde de séptima disminuida

» Acorde mayor con séptima mayor » Acorde de séptima de sensible

La relacién entre los acordes y la tonalidad seesgpmediante el concepto fiecion armonica.
Existen tres funciones armonicas principales, deémadasfunciones tonales a saber:Tonica (1),
Subdominante (IV) y Dominante (V).
- La Tonica es el acorde formado con el primer grado de salascEs el centro tonal, genera
estabilidad sonora y todo empieza y termina en ella
- La Subdominantees aquella relacionada con el 4° grado de estaedgrorta semiestabilidad,
desde la que, dependiendo de como o qué se qoiengooer, puede volver a la estabilidad de
la ténica, o evolucionar hacia la tension genepada dominante.
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« La Dominante se forma con el 5° gradpor lo que est&na quinta por encima de la tonica.
Genera una fuerte tension que pide ser resueltda panica, por ejemplo.

El resto son funciones armdnicas secundarias:
« La Supertonica se refiere al 2° grado y aunque pueda engafiarnosngbre, tiene funcion de
subdominanteEs Gtil para llegar a la dominante, al igual qué®ejrado.
« LaSensiblese refiere al 7° gradptiene funciéon de dominante. Es sustituible pd®ejrado.

Existen dos grados que actuan con funciones ar@®nit tanto ambiguas: los grados Il y VI.
« El 3° gradoMediante, queda a medio camino entre la tonica y la dom@anademas comparte
dos notas con los acordes de ambas, por lo que glesgmpefiar las dos funciones.
« Al 6° gradg Submediante,le ocurre lo mismo, s6lo que comparte las dossncoa los acordes
de tonica y subdominante, pudiendo también deseanpesidos funciones.

Al describir las funciones armoénicas se ha intradtudndirectamente el concepto geogresion
armonica y se refiere a la sucesion de acordes en el ddsade la obra musical. Desde los inicios del
descubrimiento de la armonia y durante varios sigtidos los giros melddicos y armoénicos se
desenvolverian alrededor de la atraccién de la miamié hacia la tonica.

La progresion desde la ténica a la tonalidad dom@a a la tonalidad del relativo mayor, constifaia
exposiciéon, el movimiento arménico de regreso adtdca construia el desarrollo y el regreso a la
tonalidad de la tonica sefalaba el comienzo deetapitulacion. Comunmente la modulacion se
realizaba sobre el quinto grado de la escala @igin obras de tonalidad menor, la modulacién ijpodr
ser a la tonalidad de la dominante menor o poéria a tonalidad del relativo mayor.

El movimiento mas comun desde un acorde a otr@empdio de intervalos fuertes. Un movimiento de
este tipo es fuerte porque los dos acordes tiehemeeor nUmero de notas en comun y por lo tanto
contrastan mas. El movimiento por intervalos débde mas débil porque los dos acordes en este caso
comparten mas notas.

A partir de aqui la nomenclatura utilizada paraniefios a las notas podra ser indistintamentefreldn
espafiol, el inglés o americano, o la notacion angara el temperamento igual con equivalencia
enarmonica, segun convenga.

Cifrado espaiiol: DO-RE-MI-FA-SOL-LA-SI
Cifrado ingles/Americano: C-D-E-F-G-A-B
Notacién entera: 0-2-4-5-7-9-11

Equivalencia enarménica:
DO=C=SH=B#= 0 MI=E=FAb=Fb= 4 SOL#=G#=LAb=Ab= 8
DO#=C#=RBEb=Db= 1 FA=F=MI# = E#= 5 LA=A= 9
RE=D= 2 FA#=F#=SOlb=Gb=6 LA#=A#=Slb=Bb= 10
RE#=D#=Mlb=Eb= 3 SOL=G= 7 SI=B=D0Ob=Cb= 11

Las notas se consideran generalmente (mdédulo gctamad 12) en el caso de notacién entera, por
tanto, cuando hablamos de una nota nos referimomalase de equivalencia, nota (médulo octava).
Para referirse a notas dentro de octavas concsetds afiade como sufijo un nimero que indica la
octava, asi C4 es el DO de la octava 4, F#3 el ebktenido de la octava 3, etc.
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3.- Introduccién Historica

En el siglo XIX la muasica del romanticismo, aundambién en menor medida la del periodo
clasico, tenia un grado de cromatismo tal que lodaios analiticos convencionales disefiados para la
musica diaténica se encontraban con movimientogldéeny cadencias armonicas fuera de los
parametros clasicos de unificacion tonal. Los ta&imusicales de la época tuvieron que abordar el
analisis de la obra de grandes genios de la hastigila musica, Wagner, Liszt, Schubert, Mozart,
Beethoven, etc. con unas herramientas que no cpfaban la evolucién que estaba experimentando la
musica. Esta, a pesar de contener estructuras masonriadicas, presentaba movimientos vy
progresiones armoénicas completamente incohereatgs1dos paradigmas conocidos sobre los que se
sustentaban los modelos analiticos aplicables sidtemas tonales diatonicos.

Desde entonces, numerosos tedricos han intentaiignde o asignar un nombre a este tipo de musica:
“tonalidad cromatica”, “cromatismo triadico”, “tdéco atonal”. No confundir atonal con disonante,
pues una consonancia no implica tonalidad, ni é&sgmcia de una disonancia implica atonalidad. El
término mas apropiado parece “triadico pos-tonafapdefinir la musica cromatica del siglo XIX. Dice
William Rothstein 198%Algunas frases de Wagner no son verdaderas desdeunto de vista tonal
porque no contienen un movimiento tonal cohereggi®s frases cruzan la brumosa linea que separa la
tonalidad de la pos-tonalidad. Es una préactica di@a pero pos-tonal’

A estos efectos, la 6pera de Wagner “Tristan edé&Soks considerada como el comienzo del fin de la
armonia y tonalidad convencional, es decir, el eod de la pos-tonalidad o atonalidad.

Entonces la pregunta es: si esta masica no es etanp@nte coherente de acuerdo a los principios de
tonalidad diatonica, ¢,a qué otros principios pustecoherente? Los tedricos del siglo XIX trabajaro
una serie de conceptos sobre un sistema de totalidenica, funciones armonicas y dualismo:

1- Transformaciones triadicas

2- Maximizacion de tonos comunes

3- Voz principal parsimoniosa

4- Espejo o inversion dual (dualismo)

5- Equivalencia enarmonica

6- Tabla de relaciones tonales, red tonal

En el desarrollo de estos conceptos sobre los gtablecer modelos analiticos cabe destacar los
trabajos de Hugo Riemann. Podemos adelantar gieotéa musical Neo-Riemanniana suprime el

centrismo tonal de estos conceptos y los integrantkd con ellos un sistema para el estudio del
repertorio atonal de la época actual.

La busqueda de Riemann para explicar los fenOmeisscales utilizando razonamientos teoricos solo
puede entenderse en el contexto de los esfuerasealizaron los musicos teodricos del siglo XIX
encaminados a considerar la musica como una diszigientifica. Su objetivo era desarrollar un
modelo cientifico capaz de explicar como percibitesnlsica. Los trabajos de Riemann, con clara
influencia de Hauptmann, Helmholtz, y Oettingercasan a relucir el conflicto entre los pensamientos
idealistas y empiricos.
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Hugo Riemann en su tabla de relaciones tondlesnetz “Tone network”, ilustra una representacion
visual de relaciones entre tonos, armonias y thadds.

Se trata de una red donde en las lineas
horizontales se sitlan sucesiones de 52s perfectas,
33 mayores en la diagonal ascendente de izquierda
a derecha y 32s menores en la diagonal descendente
de izquierda a derecha. Formando triangulos cuya
base horizontal sea una quinta, se construyen
triadas armoénicasK{ang) mayores si el otro
vértice se encuentra hacia arriba, o menores si el

Hugo Riemann, “Ideen zu einer ‘Lehre von den Tonvor- triéngl,”o esta invertido hacia abajo. Por ejemplo
stellungen,’ ™ Jahrbuch der Bibliothek Peters 21-22 (1914- L, .
1915): 20. DO Mayor: DO(c)-Ml(e)-SOL(g) 0 el relativo La

menor: LA(a)-DO(c)-Ml(e).
En esta tabla, Hugo Riemann calcula relacione® emmonias mediante su posicion relativa, es decir,
se puede pasar de DO Mayor a SOL Mayor con el miewtm horizontal a la derecha de una posicion.
De DO Mayor a La menor desplazando una posiciG@uaierda y otra arriba e invirtiendo el triangulo.
Constituye una “estructura” o terreno de consoren@rmonicas sobre el que se pueden trazar
sucesiones temporales entre triadéar(g) o caminos entre coordenadas espaciales. Es blzada
relaciones tonales que representa una abstraceida elxperiencia musical, una construccion mental,
seguramente menos real que imaginaria.

Es justo sefalar que esta tabla es una reorgabizaeicisiva de versiones anteriores formadas por
lineas horizontales de 52 y verticales de 32 may@dur von Oettingen, 1866), que a su vez deriva
como no, de estudios del propio Leonhard Euler {A7183).

v F . Tonnetz original aparecido en
r——— e e . .

{ A “Tentamen novae theoriae musicae ex

-~ - ~—A I ™ certissismis harmoniae principiis dilucide
,Iigz Y E ES L . v br expositae”, Euler 1739. Muestra las relaciones
13 - - H var ” Ge triadicas d.e la quinta perfecta y la .tercera
B B mayor: Arriba la nota FA(F), por debajo a la
s.._E.!._—-‘,-B_.t_; izquierda el DO(C) (quinta perfecta por encima

Tonnetz de Euler de FA), y a derecha el LA(A) (tercera mayor

sobre FA).

Parece ser que esta nueva concepcion del Tonmitaiia que para Hugo Riemann el factor decisivo
en la cognicién de la musica es més visual qud,as#a habilidad de formar imagenes visualesrtirpa
de unos datos percibidos auralmente. Riemann cgmdue la audicion de cambios de tono son
transformados en una vision de cambios espaciales.

Una caracteristica crucial de esta red es su crematextremo, de hecho contiene un numero infinito
de diferentes tonos, ninguno de ellos idénticao E¥ debido a que Riemann queria derivar sus $eoria
armonicas desde las relaciones puras de la enfonjpsita, por tanto la malla se extiende infinitatee
por todos los lados. En entonacion justa cada &siiaionica tiene su ajuste o temperamento prépio,
gue proporciona un caracter perceptivo distintivpor tanto, un diferente potencial expresivo. Esto

lo que Riemann creia que aportaba los efectos aco®magicos en la masica de Wagner. Sin embargo

TFM - Victor Manuel de Pablo Basurto —16— Teorias Musicales Transformacional y Neo-Riemanniana



Riemann reconocia las inmensas dificultades paxctigie esto entrafiaba, frente al uso universal del
temperamento igual, con lo que concedia validezZ'idéntificacion o equivalencia enarmonica”

Otro concepto que llegd incluso a obsesionar a Hrigmmann es el dualismo arménico o inversion
dual, hasta el punto que en sus primeras faseslpemgie se debia a la aparicién de subarménicos en
los acordes menores, algo que posteriormente redeoroneo. De la misma manera que cualquier
sonido se compone del fundamertglsus armdénicosf23, ..., desarroll6 la hipdtesis de la existencia
de una serie subarménitd/Z, 1/3, ..., que proporcionara una base natural para kEitad menor. Si
bien esta serie subarmonica era generada en el igloendo la teoria de no linealidad del oido de
Hermann von Helmholtz (1821-1894), es decir, ebgitbduce armonicos que no estan presentes en la
onda sonora, pero son audibles en nuestra percepcio

El significado de dualismo para Riemann se refaéelda relacion inversa entre las triadas mayores y
menores, de modo que considera la construccionndettiada menor como la imagen invertida
descendentepside down”) de una triada mayor. Por ejemplo, DO Mayor sepmm de DO-MI-
SOL, una quinta entre DO-SOL y una tercera maytneddO-MI. El relativo La menor, formado por
LA-DO-MI, segun la perspectiva de Riemann seria“@lial’ Mi menor, pues tiene intervalos
equivalentes en espejo descendente, esto es, inta gutre LA-MI y una tercera mayor entre DO-MI.

Sistema Dual de Riemann: modo menor DO Mayor
como espejo descendente del modo mayor. Las ?_a — p—
. - e o © b4
ligaduras indican notas separadas por o 85 O €
semitonos, el resto por tonos enteros. La escala Q A —a—s £
descendente del dual Sol menor (Do menor) be—— = DO jay =
3 ~

presenta los mismos intervalos que la escala DO
Mayor ascendente.

Do menor {dual Sol menor)

En los afios 1980°s los trabajos de David Lewin 312303), en los que explora diferentes
transformaciones musicales y sus propiedades catnacturas de grupos matematicos, dan lugar a la
Teoria Musical Transformacional De los diferentes tipos de sistemas musicaleslages de
transformaciones que define, propone una claseimyerte triadas, mapeando triadas mayores y
menores entre si. Como el eje de inversion depdades tonos componentes de la triada, en lugar de
ser un punto fijo en el conjunto de tonos (pitclissl space), esta clase de transformaciones se
denominan “inversion contextual”. Las tres invengi® contextuales REL (Relative), PAR (Parallel) y
LT (Riemann’s Leading Tone Exchange) estan direstdéenligadas al sistentchritte/Wechseéntre

dos triadas, introducido por Oettingen en 1866paarido por Riemann en 1880.

Segun Lewin, seguramente el mayor problema de Rierea que nunca tuvo en la mente el caracter
transformacional de sus teorias, nunca cay6 endata de las relaciones triddicas como algo apliead
un klang para obtener otro klang. Otros autoresurtiflenhouwer) no comparten esta impresion y
aseguran que las relaciorigshritte/Wechsegntre dos triadas son explicitamente independietgaina
determinada tonalidad, por lo que el sistema S/Vésescialmente transformacional en el sentido de
Lewin: “algo que se aplica a un Klang para obterter Klang”.

En su libro“Generalized Musical Intervals and Transformation€aMIT-1987), adicionalmente a las
transformaciones triadicas, introduce tres areaxgioracion futura: Logica composicional, estruasu
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de grupos y representacion geomeétrica. Hace naterla composicion doble de MED (mediante)
produce DOM (dominante), es decir MED.MED = DOMndo que la transformacion MED es un
generador de grupo. Esencialmente, la composicién tcinsformaciones es la tecnologia
transformacional desarrollada en GMIT, tambiénasentada en graficos bidimensionales.

Poco después Brian Hyer (1989) desarrolla estasateas, extrae un subconjunto de transformaciones
de triadas de Lewin: tres inversiones contextufRR, REL y LT) y una transposicion (DOM),
denominando cada una por su primera letra: P, RD.LPara ilustrar la composicion de estas
transformaciones Hyer recupera la “Tabla de RefmsoTonales” 6 “Tonnetz” tan usada por los
tedricos del siglo XIX. La tabla, mas preciso uafgo, incluye tres ejes coordenados representhsdo
tres intervalos triddicos.

A diferencia de sus antecesores del siglo

F# C# G#
/ \/\/\/D\ /\ XIX, el Tonnetz de Hyer se construye con
t to igual, | h | g
/ \ / \/ T\,/ \)/ \/ heor::gs::;rll edneOS"’:S upailtaggriS:: seagsn\?i:(retaeenejo;
\ /\W\/ \/ \ circulo de 52s temperadas, y los ejes diagonales

de 32s justas se convierten en circulos de 32s

\ / \ / \/ \/ \ / temperadas mayores y menores.

La tabla se cierra en circulo por cada una dersgsdimensiones y el grafico entero se convierteren
hipertoro. Esta concepcion enriquece la estructura de gdeptas transformaciones e intensifica la
relacion entre la teoria transformacional de tdagda teoria armonica del siglo XIX. Esta es una
singular ironia de la teoria arménica del siglo Xpxies, aunque estos tedricos se sentian confestabl
con el temperamento igual y estaban interesadosl emovimiento de triadas por el tonnetz, no se
adentraron a explorar sus propiedades ciclicasdvagmmperamento igual.

A principios de los afios 1990°s Richard Cohn ser@sia por el concepto “voz principal parsimoniosa”
(parsimonious voice-leading), una cualidad notgle presenta la familia de transformaciones traslic
PLR, puesto que, como se vera en detalle mas aeetaada una de estas operaciones aplicada a una
triada produce otra triada de cuyas tres notas, coosciden con la triada inicial. El término
“parsimonia” en este contexto se refiere a la el camino mas corto”. Resaltar que este concepto d
parsimonia no era algo nuevo, sino que ya se faipauh finales del siglo XVII y no consistia en una
simple logica de progresion armonica, sino quetratado como un efecto cognitivo en la percepcion
musical.

Cohn comparte sus investigaciones con Jack Douyhdtihn Clough. Por iniciativa de Clough se
organiza en julio de 1993 el primer simposio earieversidad estatal de New York at Buffalo, en cuya
conferencias interviene también David Lewin. Frdédas actividades de este grupo de trabajo “Buffal
working group” nace lal'eoria Musical Neo-Riemaniana desarrollada a partir de ese momento no
so6lo por sus fundadores sino por mas investigadosegrados en sus trabajos e ideas.

La renovacién de las ideas de Hugo Riemann ha oezayo la teoria musical, ofreciendo la
perspectiva de un nuevo paradigma teérico musicalapmplemente a los actualesstructuralistas
de Heinrich Schenker yatonal’ de Allen Forte.

De una manera resumida podemos decir que la TiRloisacal Neo-Riemanniana se origina al aplicar la
Teoria Musical Transformacional de David Lewin @fi@laciones triadicas, es una sub-disciplina.
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4 .- Teoria Musical Transformacional

Ya se ha comentado en la introduccidn que la @ddtisical Transformacional nace fruto de los
trabajos de David Lewin en los afios 1980s, espeeiadke en su libréGeneralized Musical Intervals
and Transformations{GMIT-1987) [12], considerado seminal en el dediorde esta rama de la teoria
musical.

La teoria Transformacional propone un cambio seghmen la perspectiva con la que se analiza el
movimiento musical. Mientras las teorias tradiclemase centran en la sucesion de elementos
musicales, la teoria Transformacional estudiantervalos y tipos de cambios, segun el propio Lewin
“la actitud transformacional no se preocupa pam&dida observada entre sucesivos puntos, mas bien
es: ¢Si estoy emy quiero ir at, qué gesturas caracteristicaarfsformacionesse pueden realizar para
llegar?” (GMIT, p.159). Esta teoria modela las sfarmaciones musicales como elementos de un grupo
matematico.

4.1.- Sistemas de Riemann (Riemann systems)

El punto de partida [11] es un método para cormrsuini sistema de funciones tonales y sus
relaciones, dada una toni€aun intervalo dominantd y un intervalo mediants. Utilizamos la suma
como convencién para relacionar notas e intervassjecir, dada una naXay un intervaloi, la nota
gue se encuentra a una distamg@ar encima d&X esX+i (mod 12)

Recordemos algunas relaciones: Dominante = Téntta SubDominante € = Tonica
Mediante = Tonica SubMediante = Tonica

El sistema o tonalidad de DO Mayor (C) se constagrela ténica C, el intervalo dominamte: quinta
(7) y el intervalo mediante = tercera mayor (4). Sus funciones tonales sosi¢asentes triadas:

Toénica C, Dominante G = @Mediante e = Cm = Triada Tonica C-e-G

Raiz G, Dominante D = Gd&; Mediante b = G = Triada Dominante G-b-D

Raiz F, Dominante C = Fd&; Mediante a = Fm = Triada Subdominante F-a-C
En mayusculas se indican las notas generadas pamita 6 raiz y maltiplos del intervalo dominante,
mientras que las notas en mindsculas se deben @&mwe generacion se ha utilizado el intervalo
mediante. Si ordenamos las notas segun la figut@nemos la seri€aCeGbD en cifrado espafiol:
FA-la-DO-mi-SOL-si-REes decir, las siete notas de la escala diat@uo@spondiente a la tonalidad
de DO Mayor. Aungue el orden en el que apareceesna correlativo ascendente o descendente de la
escala, tiene su importancia como se vera en breve.

d
m
_+1
dCeGd
m m
F a C G b D
F a € e GG b D

Ahora generalizamos este procedimiento para cualgomicaT e intervalos mediante y dominamiey
d respectivamente.
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Definicién #4.1.1.Sistema de Riemann R$Riemann systemls una estructura ordenada tripla
(T, d, m) dondeT es una nota yl y m son intervalos tales quit# 0, m # 0, d # m. Estas
restricciones son necesarias y suficientes paentiaar que las notas T+my T+d son distintas.
Por tanto,T es la tonica del sistema de Riemdiin d, m) d y m sus intervalos dominante y
mediante.

Definicion #4.1.2.Triadas Primarias 6 Funciones Tonaleqfunciones armonicas principales
Dado el RYT, d, m)se denomin&iada Tonica del sistema al conjunfd, T+m, T+d}, triada
Dominante al conjunto{T+d, T+d+m, T+2d}y triada SubDominantea{T—d, T-d+m, T}

Definicion #4.1.3 Conjunto Diatonico de RS(T, d, m) Es el conjunto no ordenado formado por
la union de las triadas primarias, estq{€s¢d, T-d+m, T, T+m, T+d, T+d+m, T+2d}

d
—

T+m T+d

d d

imn

!
—4£ ——
T

T=d T=d+m T+d T+d+m T+2d

T-d T-d+m T+m T+d T+d+m T+2d

Definicion #4.1.4 Lista Canonica. Es el conjunto diatdnico pero ordenado segurcantdi figura,
es decir, lserie ordenada{T-d, T-d+m, T, T+m, T+d, T+d+m, T+2d}

Definicién #4.1.5.Triadas Secundariasdel sistema R&T, d, m) Se denomin&iada Mediante
del sistema al conjunto{T+m, T+d, T+d+m} y triada SubMediante al conjunto
{T—d+m, T, T+m}

Segun las restricciones dadas en la Definicion.#4€l conjunto diatonico de un RS puede tener de 3
7 notas distintas. Por ejemplo hemos visto Qe 7, 4) tiene como lista candnica FaCeGbD,
equivalentemente el conjunto diaton{€p 2, 4, 5, 7, 9, 11¢on 7 notas distintas. Mientras @ 7, 2)
tiene como lista candénica FgCdGaD, cuyo conjuraddico{0, 2, 5, 7, 9}tiene solo 5 notas distintas.

Definicién #4.1.6.Un sistema de Riemann se dim@undante si su conjunto diaténico tiene
menos de 7 elementos,no redundantesi tiene exactamente siete notas distintas.

Teorema #4.1.1.Un sistema RST, d, m)esno redundante si y sélo si se cumplen las dos
siguientes condiciones:
i) Nd#0 (mod 12)N =1, 2, 3. Esto es, uno, dos o tres intervalodaieinante no son un
namero exacto de octavas.
i) m#Nd (mod 12)N=+1,+2, 3
La verificaciéon de este teorema es inmediata sis qu& inspeccionar las relaciones de intervalos
entre las notas del conjunto diator{d@ed, T=d+m, T, T+m, T+d, T+d+m, T+2d}

TFM - Victor Manuel de Pablo Basurto —20— Teorias Musicales Transformacional y Neo-Riemanniana



Hemos conseguido un método para generar diferaigemmas musicales, algunos tonales segun la
teoria clasica y otros no tanto. En cualquier ca&sdgs parecen susceptibles de ser utilizados para
componer musica. Por ejemplo, el conjunto diatomiebsistemdC, 7, 4)coincide con la escala de
DO Mayor y el sistem&C,7,2) hemos visto que tiene las notas de la escalatpeidta Mayor de FA
(FA, SOL, LA, DO, RE).

Definicién #4.1.7.Se denominaistema conjugadodel RS T, d, m)al sistem&gT, d, &m). La
operacion que transforma un sistema RS dado en osjugado se llama CONJ vy
simbolicamente de escril@ONJ(T, d, m¥ (T, d, dm).

La operacion de conjugacion se puede aplicar aguigal sistema de Riemann y, formalmente, es
necesario verificar qu@, d, &m) cumple también las condiciones de la Definiciorl#4 sea cual sea
el sistemgqT, d, m)de partida. Pero es inmediato qug 0, d—m # 0, d # d—m suponiendo qud # O,
m#0,d#m.

Ejemplo #4.1.1.Sea el sistema de DO May@, 7, 4) entonce€CONJ(C, 7, 4) = (C, 7, 3lene
como lista canonica FbaC é G bb D, es decir, el sistema de Do menor. Por tanto,
CONJDO Mayor) = (Do menor), reciprocamer@®NJDo menor) = (DO Mayor). En general, la
transformacion “CONJ” invierte cualquier sistemsuamodo relativo. He aqui una buena muestra
de relacion de simetria, concepto cumbre en lazzehrtistica matematica.

4.1.1.- Grupo de desplazamiento GSHIFTshift group)

En este capitulo se introduce la idea de desplaramide la lista candnica de un sistema de
Riemann hacia la lista candnica de otro RS.

Dado el sistema RE, d, m) lamamosm’ = d-m. Entonces la lista canonica (g d, m)se compone

de seis intervalos sucesivas m’, m, m’, m, m’. Si extendemos esta lista canonica indefinidamente
hacia izquierda y derecha, es decir, una alteraaugesiva indefinida de intervalmsy m’, se obtiene
una secuencia como la que se ilustra en la fignana, el RSC, 7, 4)DO Mayor.

..TAbcEbgBbdFaCeGDbDA##E g# B d# F# a#t C# e# G# ...
...fa LAb do MIb sol Slb re FA la DO nDISsi RE fa# LA do# MI sol# Sl re# FAgt IDO# mi#t SOL# ...

Fa# (f#) menor

DO (C) Mayor

..f Ab ¢ Eb g Bb d|F|a CeG'b D|f#|ﬂ c# E g#‘E d# F# ...

Mi (e) menor

Slb (Bb) Mayar

La secuencia se compone de notas cuyos intervitlrmam 32 mayores y menores. Cada tripleta
consecutiva constituye una triada consonante. ¥ststaba apuntado por Moritz Hauptmann (1792-
1868) erf'The nature of Harmony and Metrel'853.
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En la figura se observa que desplazando el sistea@@2O Mayor cuatro posiciones a la izquierda se
obtiene el sistema de ISIMayor. Dado un enterdN positivo 0 negativo, se puede definir una
transformacion formaBHIFT(N) que opera sobre un determinado RS y lo transf@matro RS cuya
lista candnica esta desplazadigosiciones. SN es positivo la lista candnica del sistema desplazs

la serie de siete notas resultante de despladetdacanonica originaN pasos a la derecha. Bies
negativo, se despladhpasos a la izquierda. Hies impar se obtiene un sistema en modo menor, pero
se observa que es necesario considerar la regt@agiésculas y mindsculas en notacion invertida, lo
cual no afecta al concepto que vamos a desarrollar.

Ejemplo #4.1.1.1. De la figura se extrae qu&HIFT(4)(DO Mayor) = (Sb Mayor),
SHIFT(4YMi menor) = (Fa# menorgHIFT(5) Slb Mayor) = (Mi menor), ...

Generalizando la estructura a una lista extendeardsistema de Riemann RS cualquidrad, m)
para calculaBHIFT(N)(T, d, mjenemos:
1. SiN es par vemos que el sistema desplazado tendndidasos intervalosl y m que el original,
y la nueva nota ténica sera la anterior despladagmsiciones, esto es, transportgi2)
intervalos dominantesd. LuegoSHIFT(N)(T, d, m¥ (T+i, d, m),siendoi = (N/2)d
2. En el casoN = 1, el nuevo sistema conserva el intervalo dontend, pero el intervalo
mediante pasa a ser =d-my la tonicaT+m. LuegoSHIFT(1)(T, d, m¥ (T+m, d, d- m)
3. Si N es impar podemos pon&GHIFT(N) = SHIFT(1) SHIFT(N1). Como N-1 es par,
SHIFT(N-1)(T, d, m)= (T+i, d, m), siendoi = ((N-1)/2)d Luego SHIFT(N)(T, d, m)=
SHIFT(L)SHIFT(NL) (T, d, m)}= SHIFT(1) (T+i, d, m)= (T+i+m, d, dm), siendoi = (N-1)/2)d

Por tanto,
Definicion #4.1.1.1.La transformacior8BHIFT(N) “desplazamiento de N pasatel sistema de
Riemann RST, d, m)se calcula algebraicamente como sigue:
- SiNes parSHIFT(N)(T, d, m¥ (T+i, d, m),siendoi = (N/2)d
- SiNes imparSHIFT(N)(T, d, m¥ (T+i+m, d, d-m), siendoi = ((N-1)/2)d

La composicion de transformacion&HIFT(N) sobre un RS(T, d, m) verifica las siguientes
propiedades:

1. SHIFT(M)SHIFT(N)= SHIFT(M+N).

2. Asociativa. BHIFT(M)SHIFT(N)SHIFT(P)= SHIFT(M)SHIFT(N)SHIFT(P).

3. Elemento neutrdSHIFT(0)= IDENT (operacion identidad

4. Elemento simétricdSHIFT(N) SHIFTEN) = SHIFT(0)

5. ConmutativaSHIFT(M)SHIFT(N)= SHIFT(N)SHIFT(M).
Demostrar estas propiedades es inmediato, en amrssa, el conjunto de transformaciones de
desplazamiento§HIFT(N), NO Z} forman un grupo abeliano.

Definicion #4.1.1.2. GSHIFT = {SHIFT(N), NO Z} es elgrupo de transformaciones de
desplazamientosobre sistemas de Riemann con la operacion deasongm.

En matematicas, la estructura de grupo esta intentarligada al concepto de simetria, que a suvez e
un elemento clave en la representacion artistices fbien, en este caso podemuisualizar la
simetria prestando atencién a la serie de la siguiégura. Se corresponde con la lista canonica
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extendida del sistema de DO Mayor, representadaotacion entera con entonacion templada 6
temperamento igual. En negrita tenemos, de izqaierdderecha, la sucesion de quintas (intervalo
7 (mod 12) que se repite periédicamente cada 12 notas, @s, @ circulo de quintas. Las notas
impares forman también la sucesion de quintas gesplazada 7#posiciones. Por tanto, tenemos dos
circulos de quintas superpuestos con un desplaatorde7 pasos, lo que es o mismo, una estructura
periodica €ircular) de 24 elementos.

..36101580371025 904711269148113610158037102..

En este andlisis de simetria han aparecido nugvasiaciones:

1. En afinacién temperada, la lista candnica extendislgperiddica, de periodo 24, por tanto
SHIFT(N) = SHIFT(N+24k), kK1 Z, y el grupoGSHIFT es finito.

2. En afinacion justa ya vimos que el circulo de qsmnto se cierra, sino que se va acarreando la
denominada como pitagorica, por tanto, la listabo&a extendida es infinita, no periddica y
con todas las notas distintas, se sigue que eb@@HIFT es infinito.

3. SHIFT(-7) transforma un sistema mayor en su relativo mesiarembargo no es reciproco
pues la transformacion que genera el relativo mdgonno menor eSHIFT(7).No confundir
con la transformaciorCONJ que no pertenece a este grupo, y si es involuésadecir,
CONJF = IDENT. Esto ya nos da idea de que el gr@®HIFT puede ser subgrupo de un
grupo de transformaciones de orden mayor.

Adicionalmente, se observa quehMiy N son pares entoncé4+N y -N también son pares, luego la
composicién de transformacion&HIFT(M)SHIFT(N)= SHIFT(M+N) con M y N pares forman un
subgrupo d&SHIFT.

Definicion #4.1.1.3.GEVSHIFT = {SHIFT(N), NI 2Z} es elgrupo de transformaciones de
desplazamientos paresobre sistemas de Riemann con la operacion deasiomn.

Para finalizar este capitulo, veamos algunas toamsiciones que por su importancia merecen una
atencion especial. El desplazamiento $EIFT(2)y su inverscSHIFT2) transforman un sistema RS
(T, d, m)en su'sistema dominante’(T+d, d, m)y “subdominante”(T—d, d, m)respectivamente. Estas
transformaciones tienen una relacion directa caohstruccion de las triadas primarias, por lospie
asignan nombres especiales. Lo mismo ocurre cdralasformacioneSHIFT(1)y SHIFTEL).

Definicion #4.1.1.41 as siguientes transformaciones se denominan émdamo:
* DOM (Dominanteg SHIFT(2)(T, d, m¥ (T+d, d, m)*‘sistema dominante”
e SUBD (Subdominantex SHIFTE2)(T, d, m)= (T—d, d, m)‘sistema subdominante”
 MED (Mediante)= SHIFT(1)(T, d, d-m¥ (T+m, d, m)'sistema mediante”
e SUBM (Submediantex SHIFTEL)(T, d, d-m)E (T-m, d, m)'sistema submediante”

Cualquier grupo que conten@M, también tendr®OM DOM, DOM DOM DOM, ... y sus inversas
SUBD, SUBD SUBD, SUBD SUBD SUBD, es, decir, todas las transformaciones pares. En est
sentido se puede decir gDOM es un‘generador del grupo”GEVSHIFT. En el mismo sentidMED

es un generador del gru@sHIFT.
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4.2.- Intervalos y Transformaciones Musicales Genatizados

Este capitulo recibe el mismo nombre que el lird®dvid Lewin ‘Generalized Musical Intervals
and Transformatioris GMIT [12] publicado en 1987, que dio origen a taoria musical
Transformacional. En él vamos a definir y desaarolbs conceptos y herramientas matematicas mas
importantes, profundizando especialmente en loscdsp musicales armonicos que pocos afios después
tomaron una dimension y relevancia propia, dandarla la teoria musical Neo-Riemanianna.

En el capitulo anterior se han visto los Sisten@aRi@mann, también pertenecientes a trabajos revio
de David Lewin en 1982 [11], donde ya aparecenéasninos de intervalos y transformaciones. Pues
bien, los Sistemas de Riemann (RS) no son sin@sm garticular de la teoria Transformacional génera
cuyos conceptos formales trataremos de exponer aqui

El punto de partida es la situacion general esqtizaaa en la controvertida figura 0.1 [12] pagixac.
®

t
_—
S

®
Muestra dos puntos y t en un espacio musical simbolico. La flechandica la medida de una
caracteristica, distancia 0 movimiento slat. Esta situacién se puede apreciar en muchos espaci
musicales y la usamos para decir q@s el intervalo entrsy t, siendo los puntos simbélicos notas 6
clases de notas (modulo octava).

Antes de empezar con el desarrollo formal veamgisnals ejemplos de espacios musicales segun este
esquema. Por el momento denotamé@, t)a la medida o movimiento asociada al intervals dé

Ejemplo #4.2.1.SeaS el espacio musical formado por las notas cromatiEgo temperamento
igual, distinguiendo las mismas notas en difereat#avas, es decir, C4 es el DO de la octava 4,
G5 el SOL de la octava 5, etc. Dadas dos rotets int(s, t)es el nUmero de semitonos en sentido
ascendente para ir de a t. Asi int(C4, D4) = 2, int(C4, G4) = 7, int(C4, C5) = 12,
int(C4, F3)= —7,int(C4, F2)=-19.

Ejemplo #4.2.2.SeaS el espacio musical formado por las notas cromatizgo temperamento
igual, pero en este caso sin distinguir la octagagecir, nota (médulo octava). Dadas dos r®tas
y t, int(s, t) es el numero de semitonos en sentido ascendergarpdes at. asiint(C, D) = 2,
int(C, G)=7,int(C, C)=0,int(C, F)=5.Ses un espacio modular (mdédulo 12).

Ejemplo #4.2.3.Este espacio music8] armoénico en vez de melddico, comprende todasdtess
de una entonacion justa. Escribinfe@(s) para la frecuencia fundamental de la retantonces
int(s, t) es el cocientd&Q(t)/FQ(s) Este cociente sera algun elemento del grupo phigktivo
2°3°5° a, b, c0 Z. Por ejemplo, el conocido tritorint(C4, F#4)= 45/32 = 23°5. Esta relacion
armonica se puede interpretar musicalmente bajpude®mas:
1. Matematicamente la relacion 45/32 significa quaretonico 32 del desarrollo en serie
del fundamentaF#4 coincide con el armonico 45 @1 Este armonico corresponde a la
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alturaF#9. (32 = 2 = 5 octavas d&#4 a F#9). Esta relacién parece muy lejana para
intuirla musicalmente, ¢quizds por eso el tritoeoha considerado siempre como un
intervalo arménicamente débil?

2. Intuiciébn musical. Sabemos cuales son las relasica@nonicas que presentan una
percepcion tonal preponderante, a saber: octa@t) = 2FQ(s), quinta o dominante
(FQ(t) = (3/2FQ(s), y tercera mayor o mediante@(t) = (5/4FQ(s) junto con sus
inversas suboctava (1/2), subdominante (2/3) y sulente (4/5). Podemos buscar una
sucesion de estas relaciones principales de lgestgumanera=Q(F#4)= (1/2FQ(F#5),
FQ(F#5)= (5/4FQ(D5), FQ(D5)= (3/2FQ(G4), FQ(G4)F (3/2FQ(C4) Componiendo
la cadena tenemos q&€(F#4) = (1/2)(5/4)(3/2)(3/ZrQ(C4), de dondant(C4, F#4)=
45/32. Esta cadena refleja una intuicion mas “rdituesto esF#4 es la suboctava (1/2)
de F#5, que es mediante (5/4) @5, a su vez dominante (3/2) & que es dominante
(3/2) deC4.

Eiemplo #4.2.4.En el mismo espaci®del ejemplo anterior, dadas dos natgg, podemos poner
int(s, t)= (b, c)al par ordenado de enteros tal questa & intervalos dominantes gintervalos
mediantes ds, teniendo en cuenta que existe una potencia emée?2a2) de modo que se cumple
queFQ(t)/FQ(s)= 23°5° a, b, ¢ Z.

Este espacio se puede visualizar como una tabiadndional donde las lineas corresponden a la
conocida sucesion de quintas (3/2) y las columoasseries de terceras mayores (5/4), todas
infinitas por estar en temperamento justo. A ca@aidn se ilustra el movimiento de
F#4 = (L/2F#5aC4, de dondént(C4, F#4)= (2, 1).

E3 B3 F#3| C#4| G#4 D#p A#b E#6 B#6 F#HH#/ CH#S8

Cc2 G2 D3 A3 E4| B4| F#5 | C#H6| G#6 D#H7| A#T
Abl Eb2 | Bb2 F3 | C4 | G4 | DS A5 | E6 B6 F#7

Fol Cb2 | Gb2 | Db3 | Ab3 | Eb4 | Bb4 | F5 | C6 G6 D7
Dbbl | Abbl | Ebb2 | Bbb2 | Fo3 | Cb4 | Gb4 | Db5 | Ab5 | Eb6 | Bb6

En los ejemplos vistos hasta ahora se ha usadonekpto tradicional de intervalo para denotar la
medida de distancia entre notas musicales. Veahmra algunos ejemplos poniendo la atencion en la
medida de los elementos que marcan el ritmo, ds, tlemedida del tiempo o intervalos de tiempo.

Ejemplo #4.2.5. El espacio musicalS es una sucesion de puntos de tiempo separados
regularmente. Dados dos puntos de tiempa, int(s, t)es el nUmero de unidades de tiempo entre
ty s, puede ser negativotses anterior a.

Ejemplo #4.2.6. EIl mismo espacicS del ejemplo anterior puede considerarse dividido e
compases, cada uno de los cuales contiene N tiempolsos. Entonces tenemos clases de pulsos,
N diferentes. Por ejemplo en el compas 12/8 hayulsbs, luego N = 12 clases de pulsos.

Ejemplo #4.2.7.El espacio musica es una familia de duraciones, cada duracion mdespacio
de tiempo en unidades de tiempo. Dados dos elesepto int(s, t)=t/s.
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Ejemplo #4.2.8.El espacio musicd es una familia de duraciones pant(s, t) = (t-s) en lugar
del cociente. En este sistema “aditivo” los intéwgase miden en unidades de tiempo, mientras en
el sistema de “cocientes” del ejemplo anteinfs, t)es un simple nimero sin dimension.

Todos estos ejemplos tienen ciertas caracteristisimscturales comunes, especialmente el tratamient
de los intervalos nos hace intuir alguna similizah la estructura matematica de grupo: dados los
intervalosi y j podemos componerlos de alguna manera, por pégersuma, suma (mod 12),
multiplicacion, verificando las siguientes propidds:
» La composicion de intervaldgles también un intervalo del sistema. Para cualgleenenta,
syt del espacio music& el intervaloi der as compuesto con el intervajales at produce el
intervaloiljJder at. Simbdlicamentént(r, s)inht(s, t)=int(r, t).
» Asociativa.il(jk) = (i) K.
* Elemento Neutrant(s, s)=etal quejleé = eljl=|.
« Elemento Simétrico. Cada intervalgene su Intervalo inversd i* en el sentidé* D=1 = e.
Sii =int(s, t)entonces™ = int(t, s)= int(s, t)*.

Definicion #4.2.1.Se llamaGeneralized Interval SysterfGIS) a la tripla ordenadés, IVLS, int)
dondesS, el espacio del GIS, es una familia de elememtdss, el grupo de intervalos del GIS, es
un grupo matemético, @t la funcionint: SxSO - IVLS que cumple las dos condiciones
siguientes:
(A) Paratoda, s, tlI S int(r, s)int(s, t)=int(r, t).
(B) Paracada S i [0IVLS existe un unico elementa] S situado a la distancia del
intervaloi desdes, es decir, existe un Unico elementd S que satisface la ecuacién

int(s, t)=1.
De la definicion del GIS y la condicidn (A) se @bte que:
. int(s, s)=e. En efectojnt(s, s)int(s, sk int(s, s) multiplicando ambos miembros por
int(s, s)' se siguent(s, s)=e.
. int(t, s) =int(s, t)*. Como int(s, t)int(t, s) = int(s, s) = e, multiplicando ambos

miembros point(s, t)* se siguent(t, s)=int(s, t)*.

La condicion (B), intuitivamente, garantiza queespacioS es suficientemente grande como para
contener todos los elementos que puedan ocurrigle&is, dado un elemengy cualquier intervald de
medida, distancia 0 movimiento que podamos ingntpnces tiene que existir un elemeniue se
encuentre a la distanciade s. En algunos casos esta condicion puede implicarefespacio S sea
infinito o contenga elementos fuera de la famikaalementos musicalmente practicables. Aun asi es
perfectamente plausible trabajar en el espaciodbd®l GIS como un espacio de posibilidades tegrica

Hay un matiz de la condicion (B) que merece sardéstio. Dados e i, la condicion exige que sea un
unico elementa el que satisfaga guet(s, t) = i. Esto parece muy restrictivo, veamos qué pasa sue
lugar se permite que hayalgun’ elemento, pero no que sea Unico. Si existe thtgoe cumpléant(s, t')
=i, entoncesnt(s, t)int(t, t') =int(s, t') =i = int(s, t) de dondent(t, t') = e Si definimos una relacion
de equivalenci&QUIV enStal quer yr' son equivalentes si y soloist(r, I') = e, entonces el espacio
Sse puede particionar en clases de equivalen@daniilia de clases de equivalencia, es deciryelo
espacio cocient&/EQUIV, junto con el grupo de intervalos entre clasexgigivalencia, que es el
mismolVLS forman un nuevo GIS. Es inmediato que este Gifspteila condicion (B) restrictivd’, y
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no parece evidente que el espaSipresente posibilidades que no puedan satisfacgusé con el
espacio reducid8/EQUIVde clases de equivalencia.

En este momento podemos revisar los ejemplos argsrgue hemos visto y observar las estructuras
GIS que sugieren.

Eiemplo #4.2.9.En el ejemplo #4.2.1 el espactoes la escala cromatica temperada extendida
indefinidamente, el grupb/LS es el conjunto de los nimeros enteros con la ogeraisual de
suma y la funciénnt(s, t)=1i = n°® de semitonos deat, i serd negativo dies anterior &. Es
inmediato comprobar que el sistema GIS asi defioidople las condiciones (A) y (B).

El espacioS del ejemplo #4.2.2 es el conjunto de las 12 clagesotas de la escala cromatica
temperada, el grup/LS es el conjunto de los niumeros enteros con la ogerale suma maddulo
12 y la funciénint(s, t)=1i = n° de semitonos deat (mod 12).

El GIS del ejemplo #4.2.3 tiene como espdtia familia extendida de todas las notas posilies e
entonacion justa. El grup®LS aqui es el grupo multiplicativo de los nimerosamales que se
pueden expresar en la form®8%°, a, b, ¢ Z y la funciénint() es el cociente de sus frecuencias

int(s, t)=FQ(t)/FQ(s)

En el ejemplo #4.2.4 el espa@se ha representado en la tabla bidimensional,at quelVLS

es el grupo de los pares ordenados de enfards) con la operacién suma de sus componentes:
(a1, by) + (ap, ) = (aut+ az, b+ by). Es decir VLS es el producto directo de los enteros con la
operacion suma consigo mismo. En este dafg, t) = (a, b) lo que significa que estaa
posiciones al estelyposiciones al norte deen la tabla.

El resto de ejemplos, #4.2.5 a #4.2.8, son analsigosas que considerar en vez de notas, pulsos
de tiempo o duracién.

4.2.1.- GIS. Caracteristicas Formales

Lo primero que vamos a introducir es una termini@ldgrmal para referirnos a los objetos del
espacioS de un sistema GIS. Se trata de una generalizat@ta nomenclatura familiar que ya
conocemos de etiquetar las notas de la escala tican@ C#, D, ..., B, B con los nUmeros enteros
0,1, 2, ..,10, 11 (mod 12), de modo que en cuatgBiS siempre podemos usar los intervalos del
grupo IVLS para etiquetar los elementos 8epor sus respectivos intervalos desde un elemeato d
referencia en el propio espa8o

Definicion #4.2.1.1.Dado un GISS, IVLS, intly un miembro de referenciaef’ en S se define
la funcionLABEL: SO - IVLS s0 - LABEL(s)=int(ref, s)

Teorema #4.2.1.1Sea cual sea el element, la funcionLABEL SO - IVLS es biyectiva y
satisface la ecuacidnt(s, t)= LABEL(s)'ILABEL(t)

Prueba:Dado el elementeef [0 S para cualquier intervaio IVLS por la condicion (B) de
la definicion #4.2.1 de GIS, existe uno y sélo lementos [0 S que verificaint(ref, s)=i. Como
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int(ref, s)= LABEL(S) se sigue que para todal IVLS existe urs [J Stal queLABEL(s)=1i, luego
es sobreyectiva, ademas es Unico por lo que tarekiéryectiva.

Por la definicion #4.2.1.1,ABEL(s)'IMABEL(t)= int(ref, s)'fht(ref, t). De la definicién #4.2.1 de
GIS Sabemos quimt(ref, s)* = int(s, ref) luego LABEL(s)'MABEL(t) = int(s, ref)iht(ref, t) =
int(s, t)c.q.d.

En el ejemplo #4.2.9 se han descrito los sisteni8saGociados a diferentes espacios musicales vistos
en ejemplos anteriores. El espa8alel ejemplo #4.2.1 es la escala cromética tempeextendida
indefinidamente y el espacio del ejemplo #4.2.2lesonjunto de las 12 clases de notas de la escala
cromatica temperada. Observando ambos espacioguse ique bajo alguna relaciéon de equivalencia
podemos obtener el segundo espacio como espacientmalel primero. Si los llamam& y S
respectivamente, la relacion de equivaleg@UIV en S, definida por el intervalo de octava, es decir,
dadoss, s’ 0 S, (s) EQUIV (s') = s’ = s (mbédulo octava), tiene como clases de equivalencia
precisamente a las notas del esp&gi®odriamos pone, = S/EQUIV.

Este mecanismo se puede extender al sistema Gl$adsoy generalizarlo para construir nuevas
estructuras GIS cocientes.

Definicién #4.2.1.2.UnaCongruenciaCONGen un grupds es una relacion de equivalencia que
tiene la siguiente propiedad:(gi) CONG (¥) y (x2) CONG (y) entoncegxiX2) CONG (yiy). El
grupo G se puede particionar en clases de congruenciaauéos elementos del grupo cociente
G/CONG Denotaremos_xa la clase de congruencia (equivalencia) formada tpdos los
elementos congruentes con Xx.

Teorema #4.2.1.2.Dado un GIS(S, IVLS, int)y una congruenci&ONG en el grupolVLS
entonces se induce una relacién de equivalda@dlV en el espaci® de modo que y s’ son
equivalentes sint(s, s’) es congruente con la identidacen IVLS. La relacién de equivalencia
EQUIV se denominaquivalencia inducideenS.

Prueba:int(s, s)= e, luego(s) EQUIV (s)y EQUIV es reflexiva. S(int(s, s’)) CONG (e)
significa que(s)EQUIV (s"), es inmediato quént(s, s')*) CONG (e) de dondédint(s’, s)) CONG
(e), es decir,(s’) EQUIV (s) Se sigue qué&QUIV es simétrica. Siint(s, s’)) CONG (e)
(int(s’, s”)) CONG (e) entoncegint(s, s”) = int(s, s)int(s’, s”)) CONG (int(s’, s”)) CONG (g
luegoEQUIV es transitiva c.q.d.

Lema #4.2.1.1.Dado un GIS(S, IVLS, int)y una congruenci€ONG en el grupolVLS sea
EQUIV la equivalencia inducida ets. Si (s) EQUIV (s) y (t) EQUIV (1), entonces
(int(s, t)) CONG (int(s’, t)).

Prueba:int(s, t) = int(s, s")int(s’, t)int(t, t), pero(int(s, s’)) CONG (e), (int(t’, t)) CONG
(e), luego con operaciones sencillas sobre la expres&igudint(s, t)) CONG (int(s’, t'))c.q.d.

Teorema #4.2.1.3Dado un GISS,, IVLS, int;) y una congruenci@ONGen el grupdVLS, sea
EQUIV la equivalencia inducida €. SeaS; el espacio cocient8/EQUIV, la familia de clases
de equivalencia ey, bajo la relacion de equivalencia induciB®UIV. SealVLS; el grupo
cocienteVLS,/CONGformado por las clases de congruencid\rs,.
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Entonces la funciomtz: S x S U - IVLS: (p, q)0 - intx(p, q) = inty(s, t) para cualquies y t
pertenecientes a las clases de equivalemgiag respectivamente, esta bien definida. Ademas,
(S, IVLS, inty) tiene estructura de GIS.

Prueba:El lema #4.2.1.1 asegura que la fundiita esta bien definida. En efecto, dagog
g, para cualquies, s’ O pyt, t' [0 g se tiene quént(s, t)) CONG (int(s’, t')) por lo quentx(p, Q)
= inty(s, t) sélo depende de las clases de equivalgngig, y no de los elementasy t escogidos.
Ahora nos queda probar qu&, IVLS, int) tiene estructura de GIS, para ello basta con
comprobar que verifica las condiciones (A) y (B)ldedefinicion #4.2.1. Esta demostracion es
sencilla teniendo en cuenta la estructura de GlSsideema(S,, IVLS, int;), asi que para no
extender demasiado este trabajo, se deja comacgjeat|ector.

Definicion #4.2.1.3.En las condiciones del teorema #4.2.1.3, el (S}SIVLS, inty) se denomina
GIS cocientede(S,, IVLS, int;) (médulo CONQ y se escrib&l1S; = GIS;/CONG.

Otro método habitual para construir GIS es mediahpgoducto directo. Antes de entrar en la disinusi
formal de esta idea, veamos un ejemplo ilustrativo.

Eiemplo #4.2.1.1.Sea GI3 el GIS del ejemplo #4.2.% es el espacio de las 12 clases de notas
de la escala croméatica temperada, el giyids, es el conjunto de los nimeros enteros con la
operacion de suma médulo 12 y la funciofy(p, g) el n° de semitonos geaq (mod 12). Sea
GIS; el GIS del ejemplo #4.2.5, dond® es una sucesion de puntos de tiempo separados
regularmentelVLS; es el conjunto de los nimeros enteros con la ojgerale suma y la funcion
inty(s, t)el n° de pulsos de tiempo desde el punto de besappuntot.

Vamos a construir un nuevo GIS, G@l8omo sigueS; es el producto cartesia® x S, esto es la
familia de pares ordenad@s s) dondep es una clase de notas&ry s un punto de tiempo 5.
IVLS; es el producto directo de los grugvd S y IVLS,, por tantoVLS; = IVLS O IVLS, es un
grupo también. Un objeto d¥LS; tiene la forma(i, j), dondei es un entero (mod 12)jyun
entero. Los elementos &L S; se combinan segun la ley del producto directordpas:(is, j1) +

(i2, o) = (ix + iz, j1 + J2), siendai; + iz la suma (mod 12) eiVLS, yj; + j2 la suma usual de enteros
enlVLS,. La funcidnint; opera de la siguiente manera: dados dos elemgnts$ (g, t) O S;, el
intervaloints((p, S) (q, t)) = (inty(p, q) intx(s, t)) O IVLS O IVLS; = IVLSs. Es sencillo comprobar
gue el sistemé&S;, IVLS;, intg) asi construido verifica las condiciones (A) y (#)los GIS.

La siguiente figura ilustra un fragmento musicdltdecer movimiento “Variaciones para piano op. 27"
de Anton Webern (1883-1945). Las lineas de enlasgalizan algunos intervalos de interés del tipo
GIS; que se acaba de definir y sugieren la relevanstapgiede tener este sistema {3i&ra el analisis
teorico musical.

(11, 5) (11,5 (11, 1)

-
! (1, 1) ‘ ‘ | . (11, 1)
A e S I’ﬂ-\\ " !
o | W ] i 3 :-\: I _I'IEII.E* ! — }. '.1" - I
B —*# = = e
&, [ I ¥ [ & " :
P _r____/ ## r p U
3,2) f 3.2) i
| {2,?} | 1 L3 |

Webern op.27. Variaciones para piano.
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Un elemento del espact® es el palB, 35)que representa la aparicion de la nota B (Sl)l ¢éilermpo

35. Otro es el par (D, 37), que se refiere a la Bb{RE) en el 37. El intervalo entre ambos elew®rt
(inty(B, D), ink(35, 37))= (3, 2). Este intervalo pertenece al griiphS; y se puede interpretar como un
intervalo de 3 semitonos entre notas que ocurrem@nentos separados por dos unidades de tiempo.
No entraremos en un analisis detallado en térnmmasicales, simplemente resaltar que la recurrencia
de ciertos intervalos G}Sen este pasaje tiene su significado musical yasgupuede asociar con
conceptos descriptivos de la expresividad mustealencia, acompafamiento, predominancia, etc.

Definicién #4.2.1.4.Dados GI$ = (S, IVLS, int) y GIS; = (S, IVLS, int), se denomina
producto directo GIS; O GIS; al sistema GI$S= (S5, IVLS;, ints) construido de la siguiente
manera:

* S es el producto cartesiai® x S, es decir, la familia de elementos, (3), donde sy $
son elementos d& y S, respectivamente.

* IVLS; es el producto directo de los grup9s S, [ IVLS,. Los elementos d&/LS;, esto es,
los pares(i, j), se combinan (formando un grupo) segun la leypdetlucto directo de
grupos:(is, jo)z, j2) = (i1, ja0b).

» La funcionintz opera enSss x S 0 - IVLS; de la siguiente manera: dados dos elementos
(s 9), (i, &) U S, el intervalaints((s1, %), (t1, ) = (nta(Sy, 1), intx(Sz; 1))

Faltaria comprobar que el sistema &15S;, IVLS;, int3) definido verifica las condiciones (A) y
(B) de los GIS, lo cual es sencillo considerandosistemas GkSy GIS, de partida.

4.2.2.- GIS. Transposiciones e Inversiones

En este capitulo se describen los conceptos desfiosicion” e “inversion” de elementos de un
espacioS como operaciones naturales en cualquier GIS,ioglados con la estructura de intervalos y la
combinacion de los mismos. Se exploran determinackaacteristicas, como por ejemplo las
operaciones que preservan los intervalos, las syaleden coincidir o no con las operaciones de
transposicion dependiendo de que el grupo de @litEs\sea 0 no conmutativo.

Definicion #4.2.2.1.Se llamatransformacionen el espacio music&8 a toda funciénT sobre un
espacio musical en si mismf, SO - S Si la funcién es biyectiva, entonces se dice @piana
operacion

Definicion #4.2.2.2.Dado un GIS y un intervalo] IVLS se definelransposicion por i(T;), a la
transformacion efs que asigna a cadall S el elementdTi(s) de S que esta a un intervaliaes.

Este elementd;j(s) es Unico y queda bien definido por la ecuadit(s, Ti(s)) =i. En efecto la
famosa condicion (B) de los GIS garantiza que dagasexiste un Unica tal queint (s, t)=i. Es
precisamentéel elemento al que hemos llamadi@ahsposicion por i de’s Ti(s).

Teorema #4.2.2.1.Cada transposiciofi; es unaoperacion, es decir, es una transformacion
biyectiva enS. Las operaciones de transposicirforman un grupo que es anti-isomorfo con el
grupo de intervalod/LS. Especificamente, la aplicaciinVLS O - {T;,i OIVLS: i O - f(i)
=T, es un anti-isomorfismd:es biyectiva y; [T = Tj.

TFM - Victor Manuel de Pablo Basurto —30— Teorias Musicales Transformacional y Neo-Riemanniana



Prueba: Primero demostraremos gfies un anti-homomorfismo, esto &s[T; = T;. Dados
los intervalosi, j y el objetos, usando la condicion (Ant(s, Ti(Tj(s))) = int(s, T(s)) int(T(s),
Ti(Ti(s))). De la definicion #4.2.2.2 de transposicion pse sigue quént(s, T(T;(s))) = ji. Por
tanto, Ti(Tj(s)) esta a un intervalg des, es decir,T;i(s). Esto significa de la composicion de
transformacione$; [I; tiene el mismo efecto que la transformacignluegoT; [ = T;.

Veamos ahora quiees biyectiva. Por la construccién tdes inmediato que es sobreyectiva. Para
probar que es inyectiva basta con demostrar qiie siT; entonces y j son el mismo intervalo.
Pero para cadal] S siT;(s) = Tj(s), entonces =int(s, Ti(s)) = int(s, Ti(s)) =].
Nos queda probar quB es una operaciéon y que la familia de transposésdfi; , i O IVLS}
forman un grupo de operaciones. Para ello veamesssuficiente con demostrar que la familia
de transposiciones satisface las siguientes camdisi

i) {T;,i OIVLS es una familia cerrada, esto es, para cualquipflilVLS la composicién

Ti[d; también es un miembro de la familia. Esto es exelbabiendo probado queT; = Tj.

ii) Dado cualquiefT;, existe unT; tal queT; [0; = T; I; =1. Es inmediato qu&, siendoe el

intervalo identidad del gruply/LS, es la transposicion identidad, es detifs) = s = 1(s).

Por tanto, dado el intervalpsi elegimog =i, entonce§j =ji = e, se sigudT; 0 =Ti=Te

= 1. Analogament&; [T, = Tj = Te = 1.

La condiciénii) nos dice que toda transposicifntiene su inversd; ™ por lo que es biyectiva,
luego es una operacion.

Finalmente se sigue que la familia de operacioedsathsposicion par{T; , i O IVLS} forman un
grupo de operaciones.

Teorema #4.2.2.2.Fijado un elemento de referencieef® en S entoncesLABEL(T(S)) =
LABEL(s)
Prueba:LABEL(Ti(s)) = int(ref, Ti(s)) = int(ref, s)int(s, T(s)) = LABEL(s)il

Este teorema #4.2.2.2 nos esta diciendo que, indepgemente del elemento de referencia escogido, |
etiqueta para la transposicion pode s, es la etiqueta del prop® multiplicada a la derecha por el
intervaloi. Esto sugiere una pregunta natural: ¢ Qué ocusiida multiplicara a la izquierda?

Definicion #4.2.2.3 Fijado un elemento de referenced enSy un intervaloi, la transformacion
P (méas precisd®") se define en S por la formulsABEL(R(s)) = ilLABEL(s) que satisface la
relacionint(ref, R(s)) = ilint(ref, s)

Notar que el valor d€;(s) depende del elementef elegido, en contraste con las transposiciamnes,
int(s, Ti(s)) =1. En efectoint(s, R(s)) = int(s, ref)int(ref, (s)) = int(s, ref]iliht(ref, s)

Teorema #4.2.2.3Las transformaciondd forman un grupo de operaciones isomorfo al grupo d
intervaloslVLS bajo la aplicacior: IVLS O - {P;,i OIVLS}: i O - f(i) =P; . En particular se
verifica la formulaP; [F; = Pj.

Prueba: LABEL(R(P;(s))) = I[LABEL(R(s)) = iJILABEL(s) = LABEL(R;(s)). De donde
Pi(P;(s)) = Pjj(s), como se cumple para toddP; [P} = P;;.
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Luego la aplicaciom es un homomorfismo sobreyectivo. Pero tambiényectiva pues ?; = P,,
para cualquier element® en S se cumple quellABEL(s)= LABEL(R(s)) = LABEL(R(s)) =
JILABEL(S) lo cual implica que =j. Por tantd es un isomorfismo.

Queda demostrar qué{, i I IVLS} tiene estructura de grupo, pero el proceso espbetiamente
analogo al grupo de transposiciones del Teorenta2t4, por lo que no lo repetiremos.

Las operacioneB,; tienen una propiedad importante y es que sonfoanaciones quépreservan los
intervalos”. Veamos qué significa esto exactamente.

Definicion #4.2.2.4.Dado un GIFS, IVLS, int) una transformacioX se dice quépreserva los
intervalos” si para cadg, t [1 Sverifica quant(X(s), X(t))=int(s, t)

Teorema #4.2.2.4Independientemente del elememnéd elegido, las transformaciones 8rque
preservan los intervalos son justamente las opmTask;.

Prueba:Primero veamos qu& preserva los intervalos.
int(Pi(s), R(t)) = LABEL(R(s)*LABEL(R(t)) = (ilLABEL(s))"(ilLABEL(t)) =
(LABEL(s)'mY)(ilLABEL(t)) = LABEL(S)'LABEL(t) = int(s, t)
Ahora suponiendo qu¥ es una transformacién que preserva los intenehd§ tendremos que
encontrar un intervalo tal queX = R. El i que buscamos dsABEL(X(ref)) = int(ref, X(ref)).
En efecto,LABEL(X(s)) = int(ref, X(s)) = int(ref, X(ref))int(X(ref), X(s))= ilht(X(ref), X(s))=
ilint(ref, s) = IMLABEL(S) = LABEL(R(s)). Luego LABEL(X(s)) = LABEL(R(s)), por tanto
X(s)=Pi(s) para todcs. Se sigue qu¥ =P; c.qg.d.

De este Ultimo teorema podemos deducir que lasftranaciones que preservan los intervalos forman
un grupo. Ademas, dado un elememé&d, es inmediato a cada operaciBn le corresponde otra
operacionP; para unref diferente, por lo que podemos referirnos en adelahgrupo de operaciones
gue preservan los intervalBssin necesidad de especificar un elemeatconcreto.

Teorema #4.2.2.5Dado un intervalo, las siguientes condiciones son equivalentes:

(@) T, preserva los intervalos.

(b) T, =P; para cualquier elementef.

(c) iescentral etvLS esto es, conmuta con todpll IVLS

Prueba: (a) = (b) Fijado cualquieref, comoT; preserva los intervalos, por el teorema
#4.2.2.4 anterior existe uR; = T;. Para todos, LABEL(T(s)) = LABEL(s)] = jIIABEL(s) =
LABEL(R(s)). En particular, paras = ref, LABEL(ref{U = jILABEL(ref) pero LABEL(ref) =
int(ref, ref)=¢, luegoi =j. Se sigud; =P,.
(b) = (c) Suponiendo qud; = P; para cualquier element@f, para cadas LABEL(T(S)) =
LABEL(R(s)), luego LABEL(s)] = i[LABEL(s) Pero esto significa que conmuta con cada
J O IVLS, pues para cadase puede elegir el elemersttal queLABEL(S)= |, es decir, que cae en
el intervaloj desdeef. Esto esji/=if/
(c) = (a) Fijado cualquier refl S, para tods, tse tieneint(Ti(s), Ti(t)) =
LABEL(T(s))'LABEL(T(t)) = (LABEL(S)iy (LABEL(t)iy = i /[ZABEL(S)'LABEL (t)i/=
itint(s, 7= it dnt(s, t) = int(s, t). Luegoint(Ti(s), T(t)) = int(s, t), por tantoT; preserva los
intervalos.
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Corolario #4.2.2.1.
(1) En un GIS conmutativo (cuyo grupo de intervalkS es abeliano), las operaciones
de transposicion son, precisamente, las operacgueepreservan los intervalos.
(2) En un GIS no conmutativo existen transposicionesrgupreservan los intervalos, al
igual que existen operaciones que preservan les/albs pero no son transposiciones.

Teorema #4.2.2.6Las operaciones de transposicion conmutan coop@saciones que preservan
los intervalos.

Prueba:Fijado cualquier elemento de referenef para toddrl;, P; y cualquier elements,
tenemos que LABEL(R(Ti(s))) = JLABEL(T(s)) = JALABEL(s)}y = (LABEL(S)V =
LABEL(R(s))i/= LABEL(T(P;j(s))). Se sigue qu&j(Ti(s)) = Ti(P;(s)) para todcs, luegoP;T; = TiP,.
Esto es]T; conmuta corP; c.q.d.

A continuaciébn vamos a estudiar l&gperaciones de inversién’en un GIS. La siguiente figura
pretende ayudar a visualizar la definicion de isi@T siguiendo una intuicion espacial de los irdaky.

5
®
int (s, u)

ce®
&<

int (I(s), v)
®
I(s)
Para cada, v 00 Sse puede definir una operacibh “inversion u/v’ de modo que cualquier elemesto

y su inversioénl j(s) queden balanceados sobre los elememtps en una determinada proporcion de

intervalos.I(s) (se sobreentiende que ESs )(y)v tienen una relacion de intervalo que es la invdeda

intervalo entres y u. Esta proporcion inversa esté ilustrada en lardignediante la posicidn en espejo
de las flechas, esto ast(v, I(s))=int(s, u)

Definicién #4.2.2.5.Dados cualquien, v 0 S, la operacionl] “inversion u/v” se define por la

ecuacionint(v, 1;(s)) = int(s, u) para todocs 0 S. En adelantel | se abreviar4 pdr cuando no

haya posibilidad de confusion.
Esta operacién esta bien definida porque para gigals| si ponemos = int(s, u)entonces existe
un unico elementd que esta a un intervaiode v. Este elementt¢, que satisface la ecuacién

int(v, t) = int(s, u)es precisamente el que buscanhds . ()

Ademas esta transformacion es una operacion pasjityectiva. Es sobreyectiva porque dado
un elementa existe uns tal quet = I;(s) que cumplent(v, t) = int(v, 1;(s)) = int(s, u) Es
inyectiva porque si; g F 1, (s"), entoncesnt(s, u)=int(v, 1;(s)) =int(v, 1,(s")) =int(s’, u),

de dondes = s’
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Teorema #4.2.2.7.Fijado un elemento de referenciaf en S, entoncesLABEL(l(s)) =
i JABEL(s)'Jsiendoi = LABEL(v)y | = LABEL(u)

Prueba:int(v, 1(s)) = int(s, u) de dondent(v, ref)int(ref, I(s))= int(s, ref) int(ref, u)luego
LABEL(V)'LABEL(I(s)) = LABEL(S)'LABEL(u) Se siguei™@ABEL(I(s)) = LABEL(s)'l
Multiplicando pori tenemod. ABEL(I(s))=iLABEL(s)'jc.q.d.

Esta féormula va a ser de mucha utilidad, por ejengmra analizar si es posible que haya dos
inversiones distintas que realicen la misma opénaensS, es decir,l; ¢ )= 1,'(s) para todes O S El
siguiente teorema desvela esta cuestion.

Teorema #4.2.2.81; = |, siy solo sw = 1;(x) y el intervaloint(x, u)es central.

Prueba: Fijado un elemento de referencef enS seani, j, k y m las respectivasABELSs
parav, U, w y x. Entonces, para cualquier LABEL(1'(s)) = i ZABEL(s)'[} LABEL(l%(s)) =
kABEL(s)'n. Luego|! = 1 equivale a ZABEL(s)']= kIZABEL(s)'h para tods 0 S
Como's recorre todos los elementos Seentonced ABEL(s)* recorre todos los intervalos en
IVLS. Luego la condicion de partida es equivalentalg= kil para todan O IVLS. Como IVLS
es grupo, operando nos queda la siguiente condégjdivalente d| = |,':

n( ™) = (i*R)D para todm O IVLS (1)
(=) Suponiendo que la condicién (1) es cierta, hay dgmostrar quer = |} (x) y el intervalo
int(x, u)es central.
De la condicién (1) para= e se obtiene quie'® = jM™. Llamamosc =ik =j M’y tenemos que
nié = ci para todon O IVLS, lo que significa que es central. Ademas, = j @' = m'j] pues
clih =j = mig, luegoc = m*[1 Analogamente; =ik = kir*.
Comoi™& = LABEL(v)*LABEL(w)= int(v, w)y m*{j]= LABEL(x)'LABEL(u)= int(x, u) entonces
int(v, w) = int(x, u) e int(x, u) = c es central. Ahora la relacidnt(v, w) = int(x, u) segun la
definicién #4.2.2.5, significa que = | (x) c.q.d.
(O) Suponiendo quer = | (x) y el intervaloint(x, u) es central hay que probar que se verifica la
condicion (1).
Siw = 1'(x) entoncesnt(v, w) = int(x, u) LABEL(v)'LABEL(w)= LABEL(x)'LABEL(u) se
sigue que™ & = m[l
Por hipétesisnt(x, u) = m*[l= c es central, luegald = ci para todon O IVLS y por el mismo

razonamiento anterior se sigue qugmi’) = (i*®)m para toda O IVLS, que es precisamente la
condicion (1) c.qg.d.

Notar que aunque en la demostracion del teorenta248.se ha usadoABEL y un elementaef, La
validez del teorema no depende de la elecciGefde

Corolario #4.2.2.2.1; = |, siy sélo si el intervalmt(v, u)es central.

Prueba: Por el teorema #4.2.2.8 anteridf, = |, si y sélo siu = I](v) y el intervalo
int(v, u) es central. Pero la definicibn #4.2.2.5 de indrsulv, |], nos asegura que
int(v, 1;(v)) =int(v, u) de dondes = | (v) c.q.d.
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Aungue por la definicion de inversion se cumple que 1/(v) = I,/ (v) yv = I/u)= I, (u), este
corolario nos dice que en un sistema GIS la ingansitv no tiene por qué ser la misma operacion que la
inversion v/u. Ambas operaciones; y |, transformanu env y v enu, pero puede haber otros
elementostal quel] 6 )# 1, (s). De hecho, este corolario asegura que existel@eseetos siint(v, u)

no es central, lo cual esta relacionado con el eyioc de conmutatividad como vamos a ver a
continuacion.

Corolario #4.2.2.3.
(1) Enun GIS abelianol; = 1;. Y en general,l] = I, siy soélo sw=1](x).

(2) En un GIS no conmutativo siempre existe algunargide tal quel; # |. Porque
siempre existe algun intervaiat(v, u)que no es central.

Es el momento de estudiar cbmo se combinan lagsioves || con las Transposicion€k, y las
operaciones que preservan los intervélos

Teorema #4.2.2.9Para cualquier transposicidfp y cualquier inversion ;.

) Tal, =1}, siendox = Ty(u).

iy 1YTh=1", siendow =T, (V).
iif)  T,conmuta conl ] siy so6lo shes central y=e
Prueba:Fijando un elemento de referenoghensS, sean = LABEL(v)yj = LABEL(u)

Entonces ABEL(T,17(s)) = LABEL(l!(s) )1 = i[LABEL(s)"(In = LABEL(l!(s)), dondex es el
elemento dé& cuyalLABEL esji. Asi, LABEL(x)= M, LABEL(u)=j, por tantax = Ty(u).
ComoLABEL(T,1,(s)) = LABEL(l,(s)) y s es cualquier elemento & se sigue qué&,l; = I,
c.q.d. en).
Para probarii) procedemos de la siguiente manerd&BEL(l ' Tx(s)) = iABEL(T(s)) [l =
i(LABEL(s)A) ') = im “IABEL(s)™“j] = LABEL(I"(s)), dondew es el elemento d& cuya
LABEL esim ™. Asi, LABEL(w)= i@ ™, LABEL(v)= i, por tantow es la transposicién” dev,
w=T_ (). PeroT . =Ty, luegow =T, (v) (TIT; = Tj, {Tn} es anti-isomorfo aVLS).
ComoLABEL(l;Tx(s)) = LABEL(I(s)) y s es cualquier elemento & se sigue que T, =1
c.q.d. eni).
De las formulas probadas @ny ii) podemos establecer qugl, = 1T, si y sélo sil, = 17,

w
| u

siendox = To(u) y w = Ty(v). Por el teorema #4.2.2.8, = si y sélo siw = 1) y el
intervalo int(u, x) es central. Lo que es equivalente, segun la d&jimi#4.2.2.5, si y solo si
int(v, 1,(u)) = int(v, w) = int(u, x) e int(u, x) es central. Perint(u, X) = n, (de x = Ty(u)),
e int(v, w) = n* (dew = T,%(v)). RecapitulandoT,I" = I'T,, es decir,T, conmuta conl’

si y sélo sh=n"ynes central c.q.d. dii).
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El teorema #4.2.2.9 determina los intervalasn un sistema GIS para que la transposigjpconmute
con cualquier inversion. En el conocido GIS de 1&s clases de notas de la escala cromatica,
Ts (transposicion tritono) conmuta con cada operad@rnversion, lo cual significa que si se invierte
una nota y se transporta por un tritono, se obttng&ismo resultado que si primero se transportaipo
tritono y luego se invierte. En este GIS no existi@ transposicion con esta propiedad, excepto la
identidad trivialTo, puesn + n =0 (mod 12) s6lo se cumple para 6.

El siguiente teorema nos ensefia cOmo se combisanvarsiones con las operaciones que preservan
los intervalo<P,..

Teorema #4.2.2.10Para cualquier operacion que preserva los inteswaminversionl ;.
i) Pl

i) 1P =1, siendax = P(u).

|, siendow = P(v).

iif) P conmuta conl siy sélo siP = T, para alguna transposicidi tal quec es central y
’=e
Prueba: La demostracion de este teorema es completamanidela al teorema #4.2.2.9
anterior, por lo que no la incluimos para no exégrekcesivamente este trabajo.

Teorema #4.2.2.11Fijado un elemento de referenciaf en S seani, j, k y m las respectivas

LABELSparav, u, wy x. Entonces|; I, = P Ty

Prueba:Dado cualquies, sabemos queABEL(lY(s)) =i [ZABEL(s)'Jly LABEL(1%(s)) =
kZABEL(s)'. LuegoLABEL(I) 1(s)) =i {LLABEL(I"(s))) *j)= i {k[ZABEL(s)' ) j1=
iimiﬂABEL@EKﬁm:(MﬁﬂﬂABEL@Kkﬁ)=LABELG%ﬂTkH@».ComoLABELUJu%Q)

=LABEL(P . T (s)) para todcs, se siguel [ I, = P | T, c.g.d.

Corolario #4.2.2.4.1, es la operacion inversa dg.

Prueba: Dadosu y v, hacemox =v y w = u en el teorema #4.2.2.11 anterior. Entonces,
m=iyk=j, de donde ' = k'jl= e Se sigue qud’ ' = P, T.= e Simétricamente se

demuestra que, || = P, T,=e. Se concluye qué, e |; son operaciones inversas c.g.d.

Corolario #4.2.2.5.Sean la transposicion T y la inversion | en un GiBmutativo.
) 1t=1.
i) IT=T.
Prueba:i) se sigue de los corolarios #4.2.2.4 y #4.2.2.3Ka&ja proban) hacemos) = IT,
que es una inversién por el teorema #4.2.2.9. &o tcumple qud =J . LuegolT =J=J'=
Mt=TH4 =7 c.q.d.

En el teorema #4.2.2.1 se establecié que la faadiransposicionesI{, i O IVLS} forma un grupo de
operaciones, que denominam®dBISPS Asi mismo, las operaciones que preservan logviiltes
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{Pi,i OIVLS, segun el teorema #4.2.2.3, forman el grig®VSs Si llamamodNVS a la familia de
todas las operaciones de inversion, el siguierdectea nos ilustra una visién global en la que se
combinan todos los tipos de operaciones.

Teorema #4.2.2.12SeaPETEY la familia de todas las operacionesSque se pueden expresar
de la formaPT, dondeP es una operacion que preserva los intervalbgey una transposicion. Sea
PETINV la familia PETEY mas la familia de inversionefNVS, esto es,PETINV =
PETEY O INVS.
)] PETEY es un grupo de operacionesX®n
i)  PETINV es un grupo de operacionesX®n

Prueba:i) SeanPTy P'T’ dos miembros cualesquieraETEY. Si ponemo$” =PP’y
T =TT, comoPSVSy TNSPSson grupos, entoncés’ [0 PSVSy T” [0 TNSPS con lo que
P"T” O PETEY. Ademas, aplicando el teorema #4.2.ZB)(P'T’) = P(TP)T' = P(P'T)T' =
P"T” , de dondd’ETEY es una familia cerrada de operaciones.
Para probar qQu€ETEY es un grupo es suficiente, como se vio en el tearg4.2.2.1, con
verificar que PETEY contiene al inverso de cada uno de sus miembresd Para todo
PT O PETEY se cumple qu®’T* O PETEY y PT = TP, luegoPT(P'TYH = TP(P'TY) = e
Analogamente(P*TYH)PT = (PTHTP = e. Por tantoP T es el inverso d&P c.q.d.
Para probairi) primero observamos que tarR&ETEY comoINVS son familias de operaciones
gue contienen los elementos inversos, por tantengan PETINV también contiene los inversos
de sus elementos. Entonces, sélo queda probar PEIENV es una familia cerrada de
operaciones. Dados dos eleme{p¥ [ PETINV hay que demostrar quéY pertenece también a
PETINV. Se distinguen cuatro casos posibles:

1. X, YUPETEY. EntoncexXY [l PETEY [ PETINV.

2. XOPETEY, YO INVS. HacemosX =PT, Y =1, de dondd| =I" por el teorema #4.2.2.9

y PI' =1” por el teorema #4.2.2.10. Entone@s=PTI =PI’ =1” OINVS O PETINV.
3. XOINVS, Y O PETEY. Analogamente hacemds=1, Y = PT, de donddP =1I" por el
teorema #4.2.2.10 ET = 1" por el teorema #4.2.2.9. Entoncé¥ = IPT = I'T = 1"

U INVS 0O PETINV.
4. X, Y OINVS. Entonces, por el teorema #4.2.2XY,[]1 PETEY O PETINV c.q.d.

Para finalizar este capitulo vamos a introducircehcepto de transformacién qumvierte los
intervalos”, relacionada con las operaciones de inversioryrnesentido paralelo a la relacion natural
vista anteriormente entre las transposiciones gpasaciones que preservan los intervalos.

Definicidén #4.2.2.6 Una transformaciol en el espaci& de un sistema GI&, IVLS, intlse dice
gue“invierte los intervalos”si para cada, t [ Sverifica quent(Y(s), Y ()= int(t, s)

Teorema #4.2.2.13Fijado un elemento de referenced, siY es una transformacion que invierte

los intervalos, entonces existe un inteniaial queLABEL(Y (t))= iILABEL(t)* para todd O S
Prueba: Por definicion int(Y(t), Y(s)) = int(s, t), luego LABEL(Y(t))*LABEL(Y(S)) =

LABEL(S)'LABEL(t) Si tomamoss = ref entonces LABEL(s) = e Ahora hacemos
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i = LABEL(Y(ref)) con lo que la ecuacién nos queda carABEL(Y (t))'I= LABEL(t) Operando,
LABEL(Y(t))' = LABEL(t)iI*, se sigud ABEL(Y(t))= iLABEL(t) c.q.d.

Teorema #4.2.2.14En un GIS conmutativo (grupo de intervalds S abeliano),

(1) Las transformaciones que invierten los intervatos@eraciones de inversion.

(2) Las operaciones de inversion son transformacionesnyierten los intervalos.
Prueba: (1) Fijado un elemento de referencif, del teorema #4.2.2.13 anterior ¥ies una
transformacion que invierte los intervalos, entanegiste un intervalo tal queLABEL(Y(t))=

iMABEL(t)". Del teorema #4.2.2.LABEL(I1'(s)) = iZABEL(s)'[] siendoi = LABEL(v) y
j = LABEL(u) Se sigudABEL(I/(s)) = LABEL(Y(s)}l Haciendou = ref tenemos qué = e, por

\

tanto la transformacion que invierte los intervafaincide con la inversioh,, c.q.d.
(2) Tenemos que probar que la inversidhinvierte los intervalos. sean = LABEL(V) y
j = LABEL(u) entonces int(1'(s),1(t)) = LABEL(IY(s))'LABEL(I'(t)) =

(i DABEL(s)' Y (i TABEL(t)*§) = ("t WABEL(s)7")( i ZABEL(t)*4y. ComolVLSes abeliano,
= LABEL(t)*LABEL(s)= int(t, s) c.q.d.

Teorema #4.2.2.15En un GIS no conmutativo no existen transformagsogue invierten los
intervalos er.

Prueba: Suponemos qu¥ es una transformacion que invierte los intervaloS. Para todos
s, t 0 S LABEL(Y(t))'LABEL(Y(s))= LABEL(s)'LABEL(t) Por el teorema #4.2.2.13 existe un
intervalo i tal que LABEL(Y(t)) = ilLABEL(t)". Sustituyendo, ilLABEL(t)")*(iILABEL(s)") =
(LABEL(1)i%) (iIZABEL(s))) = LABEL()LABEL(s) = LABEL(s)'LABEL(t) Lo que significa
quelVLSes abeliano, en contra de la hipotesis c.q.d.

4.2.3.- G-Torsors. Grupo Simple Transitivo STRANS

Desde un punto de vista algebraico existe unaigiehientre el concepto de GIS y @iTorsor
(Espacio Principal Homogéneo Un G-Torsor es un espac®en el que actla un grugdde manera
regular, es decir, simple (libre) y transitivamertisto es equivalente a decir que:

» Para cualquies, t existe un unico elementpenG tal queg&S=t.

» El subgrupo estabilizador de cualquier elemards trivial €).

» La Orbita de cada elemerg@s una biyeccion €8

Es inmediato ver que cualquier gruaes un G-Torsor consigo mismo, veamos ahora qu&-tiarsor

es isomorfo corc. Dado un elements en S la aplicacionG x s - S (g, s)0 - g&=t. es
obviamente biyectiva, de dond& es isomorfo aS aunque no es un isomorfismo canodnico, pues
depende de la eleccion arbitraria del elemeném S. Por tanto, el espaci® es similar aG pero sin
conocer cual es su punto deléntidad, se podria decir que un G-Torsor es un gr@dque ha
olvidado su origen”. Existen casos similares eatamas de las mateméticas, por ejemplo un “@spaci
afin es como un espacio vectorial que ha olvidadorigien”.
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Esta vision de accidén de un grupo sobre un conjoosopermite reemplazar el concepto de intervalo en
un sistema GIS por el concepto de operacién desgoaicion en un espacio. En lugar tees la
distancia intervalica de s a tpodemos pensalT; es la Unica transposicion en este espacio que
transforma s en t’

Bajo este pensamiento, podemos sustituir la idessttactura GIS por la idea de un esp&jonto con

un grupo especial de operaciones rEste grupo de operaciones es lo que mateméaticansen
denominaaccion simple transitivaen S. Un grupoSTRANSde operaciones €des simple transitivo
cuando satisface la siguiente condicién: Para sgaleras, t [0 S existe un Unico miembr@P de

STRANStal queOP(s)=t.

Segun lo visto en capitulos anteriores, dadpsen el espacio de un GIS, existe una Unica operago
transposicionT que cumpler(s) = t, ésta e, o Por tanto, el grupdNSPSde transposiciones es
simple transitivo en el espacBxde cualquier sistema GIS.

El siguiente teorema demuestra la situacion recgro

Teorema #4.2.3.1SeaS un conjunto de objetos $TRANSUNn grupo de operaciones que actia
simple transitivamente e entonces existe un sistema GIS cuyo espac®yeSTRANSes su
grupo de transposiciones.

Prueba: DadosSy STRANSomo en el enunciado, sBA_S una“familia de indices”, es
decir, una familia de elementag, k, ... que se puede poner en correspondencia biyemivda
familia STRANS Podemos llamaOP; a la operacion dSTRANSque se corresponde con el
miembroi de la familia de indice®/LS. Ahora convertimosVLS en un grupo definiendo la
siguiente operacion binari@j] = k en IVLS cuandoOPR,[OP; = OP, en STRANSESs obvio, por
construccion, que el grup¥LS es anti-isomorfo con el gru@TRANS
Ya tenemos el espac®y el grupolVLS. Definimos la funciérint: Sx SO - IVLS (s, )0 -
int(s, t)=i O IVLStal queOP;(s) =t. Estei es unico por seS8sTRANSimple transitivo.

Nos queda demostrar que el sistg@alVLS, int)asi definido cumple las condiciones (A) y (B)
de la definicion #4.2.1 sobkgeneralized Interval SystenBero siint(s, t) =i eint(t, u) =j, que
significa queOPR(s) =t y OR;(t) = u, entonceOPR,IOP(s) = OP(t) = u. Por la estructura de grupo
de VLS OR,IOP; = OPj, de dondeP;(s) = u. Se siguent(s, u)=iljl=int(s, t)int(t, u) es decir, se
cumple la condicion (A).

Por otro lado, dados e i, seat = OP;(s), de dondant(s, t)=i. Sit" es otro elemento d& que
verifica int(s, t') =i, entonceOP(s) = t'. Se siguet = t'. Luego dados e i, existe un Unico
elementa tal queint(s, t)=1, lo que demuestra que se cumple la condicion (B).

Por tanto, el sistem@, IVLS, intles un GIS Y6 TRANSs su grupo de transposiciones, pues para
todo elements O S Ti(s) es el Unico elemento que cae en el intervalesdes, al igual que
OP(s). LuegoT; =OP, c.q.d.

En virtud del teorema #4.2.3.1 los sistemas GlSIpuenterpretarse como un espacio S y un grupo de
operacioneSTRANSctuando simple transitivamente &ro que, sin duda, permite una representacion
matematica més eleganteSTRANS,S: STRANSx S 0 -~ S En cualquier caso, la estructura
(S, IVLS, intde los sistemas GIS que se ha estado utilizandtiena el conceptthistérico” principal

de intervalo, frente a esta ultima concepcion comaquinaria transformacional”
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4.2.4.- Transformaciones Triadicas no intervalicas

En este capitulo vamos a ver un caso particularatisformaciones donde David Lewin adopté y
modificé algunas ideas de las teorias originaleblago Riemann. El espacio musical va a consistir en
unos objetos que denomifiklangs”. Aunque el significado musical original tidang” es algo mas
complejo, aqui nos conformaremos con suponer quetrsadas armoénicas consonantes, es decir,
conjuntos de tres notas que guardan entre si UaeiGe de intervalos determinada. En capitulos
precedentes ya hemos hablado de triadas mayoresgres.

Cada klang se representa por un par orde(@dsigno) donde p es una nota (modulo octava) y el signo
toma los valores + y — para mayor y menor respactente. El klang modela un objeto arménico cuya
raiz 6 tonica es la nofay el signo determina el modo. Se puede transpartdiang transportando su
raiz y preservando el signo. Por ejemplo DO Maiyr +) trasportado por 5/6, esto es, una tercera
menor descendente (recordemos que en la escalaisiégknes 6/5 es el intervalo de tercera menor)
resulta LA Mayor(A, +). Utilizando las expresiones vistas de transposés serid (C, +) = (A, +).

Sin embargo, para respetar el trabajo original @id Lewin, en este capitulo vamos a utilizar
“notacion derecha’; de modo que ser{&€, +)T = (A, +). Lewin entendia que esta nomenclatura era mas
natural en este contexto musical, al leerse: “DQ/daransportado una tercera menor descendente es
igual a LA Mayor”. En esta notacidon derecha hay dqeeer en cuenta que la composicion de
transformaciones opera de derecha a izquierda,ees, &if y g son transformaciones, entonces
(klang)fg = ((klang))g, que seria equivalentegd(klang) en notacion izquierda.

Se define la transformaciddOM sobre las triadas como la transposicion por edrsw del intervalo
dominante, esto efp, sig)DOM= (q, sig) dondeq es la nota cuya dominante es la notaeido segun

el apunte anterior:(p, sig) es la dominante d@, sig). Por ejemplo, sabemos que SOL Mayor es la
dominante de DO Mayor, que seria la tonica, eqentainente(G, +)DOM = (C, +). Cuidado porque
esta nomenclatura es distinta a la utilizada enimgsos (ver definicion #4.1.1.4), sin embargo
representa mejor los movimientos naturales en raudtm la introduccion musical se describio
brevemente el concepto de progresion armonica yoc@n general, los movimientos melodicos y
armonicos se desenvuelven alrededor de la atraqci@rjerce la tonica, que es el centro tonal.

Analogamente definimos la transformaciieD: (p, sig)MED = (q, sig) “(p, sig) es la mediante de
(g, sig). Ejemplo, Mi menor es la mediante de DO May@&,—-)MED = (C, +). Para ayudar a ver estas
relaciones, pongamos de nuevo la figura que ilustrissta candnica extendida de los Sistemas de
Riemann definidos en el capitulo 4.1.

Fa# (f#) menor

DO (C) Mayor

..f Ab ¢ Eb g Bb d|F|a CeG'b D|f#|ﬂ c# E g#‘E d# F# ...

Mi (e) menor

Slb (Bb) Mayar

Siguiendo con las transformaciones sobre la fardéidriadas vemos que la subdomingitlBD es la
inversa de la dominant@OM y la submediantS8UBM es inversa de la median#ED. En efecto, DO
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Mayor es la subdominante de SOL May@&@, +)SUBD = (G, +) pero también DO Mayor es la
submediante de Mi men¢€, +)SUBM= (E, -). Por tantoSUBD = DOM™ y SUBM = MED ™.

Sea el espacio music8lformado por urklangdado y todos los derivados de él mediante comidosic
de las transformaciones vistA®©M, MED, SUBDy SUBM SeaSTRANSI grupo generado por ellas.
ComoSUBD= DOM* y SUBM= MED, entonceSTRANSes generado pd»OM, MED. Ademas se
verifica queDOM = MEDIMED = MED?, es decir(p, sig)DOM= (q, sig)= (p, sig)MED. Por ejemplo
((C, +)MED)MED = (A, )MED = (F, +) = (C, +Y)DOM y ((C, DMED)MED = (Ab, +)MED = (F, -) =

(C, - DOM. Por tanto, el grup&TRANSs generado pdvlED y sus elementos son las potencias de
MED, siendoMED® = IDENT y MED ™ = (MEDY)" = SUBM". Es inmediato ver que este grupo
STRANSactia simple transitivamente sobre la familiakings independientemente del sistema de
entonacion elegida (justa o temperamento igualelEaso de temperamento igual, sabemos queda list
canodnica extendida es periddica, de periodo 24datele el espaci® se compone de 2Klangs
(12 mayores y 12 menores) y el grupRANSs ciclico coMED?* = IDENT.

Ahora vamos a considerar otra clase de transfoonesi sobre el mismo espac® directamente
relacionadas con las ideas de dualismo armoni¢tuge Riemann:
* REL. Transforma urklang en su relativo mayor/menofC, +)REL = (A, -), (A, -)REL =
(C, +), es decir,REL> = IDENT. Observar que aunqu€, +)MED = (A, -), se tiene que
(A,-)MED = (F, +) y, por tantoREL# MED.
* PAR. Transforma urklang en su paralelo mayor/menor, es degyr,signo)PAR= (p, —signg.
También es de orden dd®AR = IDENT.
 LT. Leading Tone Exchange, conocida por Riemann ctibetttonwechsel”. (C, +)LT =
(E,-), (E,9LT = (C, +). Igualmente.T? = IDENT.

El propio David Lewin define como exatica la trasrshacion que denomirfaLIDE, la cual preserva en
una triadaklang) la nota que esta en el intervalo de tercera otsela tonica y cambia su modo. Por
ejemplo, (F, +)SLIDE = (F#, -) y (F#, -)SLIDE = (F, +). Esto es, FA Mayo(F, +) tiene las notas
FA-LA-DO y Fa# menoiF#, -) tiene las notas FA#-LA-DO#, o sea, se preserveehfambas triadas
(tercera mayor de FA y tercera menor de FA#). BgigimientoSLIDE entre(F, +) y (F#, —) aparece

en el ultimo movimiento de la octava sinfonia detBeven. También puede escucharse una progresion
SLIDEentre(C, +) y (C#,-) en la sonata para piano en Sib Mayor de Schubert.

Se puede construir un grupo de transformacionesraado sobre el espac® que esté generado por
MED, REL, PAR Yy LT. Este grupo tendra como subgrupoSBRANS(generado poMED) y los
subgrupos generados pREL® = IDENT, PAR = IDENT y LT? = IDENT, sin embargo no sera simple
transitivo, pues hemos visto q(@&, +)REL = (A, -) = (C, +)MED. También puede comprobarse que
(C, +)PAR=(C,-) = (C, +)MED'. En efecto(C, +)MED’ = (A, )MED® = (F, +)MED" = (D, )MED"

= (Bb, +)MED® = (G, +)MED? = (Eb, +)MED =(C, -).
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4 .3.- Transformaciones Triadicas Uniformes. UniformTriadic Transformations

En este capitulo se propone un esquema algebraim g estudio de las transformaciones
triadicas. Esta basado en el trabajo de Julian HieoR002 [8] con el mismo nombfegniform Triadic
Transformations”

Hasta ese momento, el trabajo mas completo sobesttactura algebraica de las transformaciones
triadicas se debia a Brian Hyer [9] (en un capipdsterior se profundiza en ello). Hyer construpé u
grupo de 144 transformaciones triadicas, PLRD yasconocidas PAR, LT, REL, e incluyendo la
dominante D) y elaboré tablas de multiplicacion lde transformaciones. Este grupo de Hyer es
importante pero un poco confuso para entenderrtgsqulades algebraicas de sus transformaciones. La
gimnasia que hay que hacer para buscar sus foram@micas y calcular sus productos es un poco
inviable.

Otro aspecto que se aborda es la caracterizacitas deansformaciones particularmente Riemannianas.
Por ejemplo la transformacion D aplicada a unad#&rienayor tiene el mismo efecto quéRl pero
aplicada a una triada menor D 8 REntonces Hook se pregunto si D es Riemanniang@nas autores
(Carol Krumhansl (1998), Fred Lerdahl (2001), Cq898)) dicen que si, el propio Hyer que la
incluyé en su estudio. Sin embargo Henry Klumpemeou(1994) por el contrario no so6lo no la
reconoce en el espiritu dualistico de Hugo Riemsimo, que va mas alla, expresando sus reservas sobr
la practica de combinar Dominante y verdaderas stoamaciones Neo-Riemannianas duales,
identificandolo como un movimiento de Riemann a Bam

La nomenclatura formal utilizada en UTT generalizgmplifica las operaciones con transformaciones
triadicas, al mismo tiempo que las clasifica sedgterminadas propiedades en su comportamiento.

4.3.1.- Triadasy UTTs

Representamos una triada como un par ordedado(r, o), donder es la raiz de la triada
expresada en notacion entera mod I2es el signo indicando su modo (+ para mayor, & penor).
AsiA = (0, +) = C, +) es DO Mayor Y\ = (8, —) = G#,—) es Sol# menor. Estamos asumiendo afinacion
con temperamento igual y cada intervalo de unaagh@presa un intervalo de un semitono.

Al conjunto de las 24 triadas le vamos a denbta€omo las doce triadas mayores estan relacionadas
por transposiciones, pertenecen a la mistaae de transposiciofi*. Andlogamente, las doce triadas
menores forman la clase de transposi€ion

Definicion #4.3.1.1 Unatransformacion triadicaes una transformacion sobre el conjunten el
sentido de Lewin (ver definicidbn #4.2.2.1), es deana aplicacion dé en . Utilizaremos
notacion derecha, luegd)X = A" representa la accion de la transformackosobre la triadd,

cuyo resultado es la triada.

Al igual que en los sistemas GIS, interesan lasstoamaciones que son biyectivas, es decir, las
operaciones en cuyo caso esta bien definidatdansformacion inversaxX™ si (A)X = A", entonces
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(AYX ™t = A. En adelante asumimos que las transformacioneseraciones y, por tanto, forman un
grupoG con la operacién de composicion.

El nimero de elementos (transformaciones) Glees muy elevado (24!), igual al nimero de
permutaciones del conjunto de triadlasComo la mayoria de ellas no tienen ningun serntdsical,
centraremos la atencion en una propiedad de cahiarerusical que denominamasiformidad, de
modo que una transformacion triadigaiforme transforma todas las triadas mayores de la misma

manera, el mismo intervalo €nanalogamente para las triadas menores.

Definicién #4.3.1.2.La transformaciorl) satisface lacondicion de uniformidadsi para cada
triadaA = (r, 0) y cada intervalo de transposicifrsi (, 0))U = (Q)U = A" = (r, o), entonces
((r +t, 0))U = (r +t, o). Las transformaciones (operaciones) que sa&isféa condicion de
uniformidad se denominafransformaciones Triadicas Uniforme@JTT).

SeaU unaUTT, supongamos que transforma DO Mayor en la triiga{) y Do menor ent{, "), es
decir, ((0, +)J = ", ") y ((0, -)J = (", o). Por la condicion de uniformidad, cualquier dniada
mayor ¢, +) 6 menori, —) sera transformada poren (¢, +)U =( +t*, a") y ([, DU =(r +t~, o).
Ademas, por se una operacion (biyectiva) implica qa€ y o~ deben ser signos opuestos, en otro
casoU transformaria todas las triadas a triadas del mmimimdo (mayor o menor), con lo que no seria
una biyeccién. Por tanto, podemos pomeroy =¢* = -0~ y U queda completamente caracterizada por
tres parametros: un sigmoy dos intervalos de transposicifiry t~. A los intervalos de transposiciéh

y t” también los llamaremdsiveles de transposicion”

Definicion #4.3.1.3.UnaUTT U se representa por la tripla ordenatls (o, t*, t). o, t" y t~ se
denominan los componentes de La accion de U %oy, t*, t7) sobre una triadaA = (r, oa) se
implementa aplicando la formu(A)U = (r +t°*), oa0y), siendat“®) =t" sigp=+ 0t») =t sj

op= —. Para el producto,oy se usa el producto usual de signos. En eféctxtiia sobréd como
una transposicion sobre su raiztdé t~ semitonos, dependiendo de due= + 60, = — Ademas

U cambia el modo de la triada si y s6loogi = —. Por tanto, sop = + se tiene queAjU =

(r +t*, oy) y siop = — se tiene queAJU = (r + t~, —oy). Combinando ambos casos se obtiene la
formula general enunciada, donde’e§t™ dependiendo de s, = + 60, = — respectivamente.

Segun lo visto, soy = +, entonced) aplica triadas mayores en triadas mayores y mgrorenenores,
se dice qu&J preserva el modaPor el contrario, S5y = —, entonced) aplica triadas mayores en triadas
menores y menores en mayores, con loWjurevierte el modo

Ejemplo #4.3.1.1.Veamos algunas relaciones musicales conocidapugsen expresarse como
UTTs. La transformaciorfRELativa” (R) aplica cada triada mayor en su relativa menor y

viceversa. Es una transformacion que invierte ebonoont” = 9 (C, +) IF¥- (A, -)),
t =3 (A,-) OF = (C,+))ycumple la condicion de uniformidad, luege (-, 9, 3.
e To=(+ 0,0 (transformacion identidad) C(+) O~ (C, +), C,-) O - (C,-)
e Ti=(+1,1 (transposicion 1) Q +) O~ (Db, +), C,-) OCF - (CH#,-)
e Th=(+,n,n)y (transposiciém)
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e P=(—, 0,0 (PARallel) c.+) If- (C,-), C,- OO0~ (C,+

e L=(-4,8 (LeiTtonwechsel) C,+) - (E,-), (C,-) OO - (Ab,+)
« R=(-, 9,3 (RELative) C.+) I~ (A,-), (C,-) OIF~ (Eb,+)
« D=(+55 =Ts(Dominante) C,+) OI*- (F,+),(C,-) - (F,-)

e M=(- 9,8 (Mediante) c.+) O~ (A-), C,-) OM - (Ab,+)

Observar que las transformaciones DominabBey( Mediante ) estan definidas siguiendo las
consideraciones de David Lewin (ver capitulo 4.2.4)

Este ejemplo pone de manifiesto que dadas dosasried , por ejemplaA = (C, +) YA = (A, -), la
transformacion que realiza la progres®dnI¥ — A" no es Unica, en este caso concigtpuede ser,
entre otrasR 6 M. De hecho, las doce UTTs de la fortra 9, ) tendrian el mismo resultado sobre

triadas en modo mayor, si bien sobre triadas memooelucirian resultados diferentes. Esto quiece de
las UTTs no actuan simple transitivamente. En ynitabp posterior se analiza esto en detalle.

Asimismo, aunque hemos identificado la condiciéruddormidad como una propiedad de coherencia
musical, esto no significa que toda transformadré@dica con sentido o coherencia musical sea una
UTT. Por ejemplo, la inversioh sobre la nota&C no es undJTT ya que su accion sobre las triadas

(C,+) M- (F,-)y Db, +) M - (E, -)implica diferentes niveles (intervalos) dengposicion (5 y

3 respectivamente), lo cual incumple la condiciérudiformidad.

El siguiente teorema aporta informacion adiciowdlrs la condicion de uniformidad.

Teorema #4.3.1.1SeaU una transformacion triadica, entonces las sigagicbndiciones son
equivalentes:

(@ UesunaUTT.

(b) U=(o,t",t") paraalgiro, t", t".

(c) U, =T.M. U conmuta con la transposicidn.

(d) uUO,=T,W paran=0, 1, 2, ..., 11U conmuta con cualquier transposicity

Prueba:(a)= (b) Es inmediato por la definicion #4.3.1.3.
(b) = (c) Seal la transformaciond = (oy, t*, t7) y A la triadaA = (r, a,), entoncesX)(UT,) =
(A)U)T1 = ((r, oa)ou, t7, O+, 1, D = (r +t9), gaou)(+, 1, D = (r + t“9)+1, 0a0y) =
(r + 1+t gp00) = (r + 1,00)(0u, t', 1) = ((r, 0a)(+, 1, DXoOu, t', ) = (Q)TU = Q)(T1 ).
(c) = (d) Suponiendo qu¥&d; = T1[W, entonceJT, = UMM = T1UT; = Th[; 0 = T,W.
AnalogamenteUT3; = UM, = TLWT; = T, = T3l. Y asi sucesivamente cdy, ..., T11. Ni
gue decir tiene que la transposicion identiigdonmuta con cualquier transformacidn
(d) = (a) Partiendo de una transformacidngue conmuta con cualquier transposicign para
comprobar que verifica la condicion de uniformidad) transformaA = (r, o) enA” = (', o),
tendremos que probar qué transforma( + t, o) en ¢ + t, ¢’). Como U conmuta con la
transposiciént;, tenemos que (+ t, o)U = ((r, 0)TYU = (r, o)(T:W) = (r, o)(Um) = (", o) T =
(r +t,07) c.q.d.
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La condicion (dJLT, = T,[W del teorema se ilustra en el diagrama de la sigiitgura. Representa la
conmutatividad de la transformaci@hcon la transposiciom,, lo que en mateméticas se conoce como:
“el diagrama conmuta’

A—L 35 A

T{ lﬂ;

(AT, ——> (AT, = (A)U-T,, = (AT, U

Corolario #4.3.1.1.SeaV el conjunto de todas las UTTs, enton¥eses unsubgrupode G, el
grupo de todas las transformaciones triadicas.

Prueba: El teorema #4.3.1.1 anterior nos dice gWeesta formado por todas las
transformaciones triadicas @Geque conmutan cofy, luegoV es elcentralizadordel elementd.
Se sigue, por la teoria de grupos, Yues unsubgrupode@G.

Los elementos d¥ estan en correspondencia biunivoca con las tiplas, t7) enZ, X Z1o X Z1, por
tanto, el nimero de elementos es 2 x 12 x 28& Si bien, la estructura del grupono es isomoarfica
con % X Zi» X Z1, pues la multiplicacion (composicién) ¥mo esté definida como la multiplicacion de
sus componentes. Veamos a continuacion como sdamllos productos y los inversos de la UTTs en
funcién de sus componentes.

Teorema #4.3.1.2Dadas dos UTT® =(oy, t;, t;)yV =(0y, t;, t,), entonces el producto
ULV =(0uv, t}, , t3y ) =(0uoy, t; + i), 15 + i),

Prueba: Dada la triada = (r, 0a), entonces X)(UY) = (r, oa)(U) = ((r, oa)U)V =
((r, op)Ou, 1), 1500y, to, t;) = (r + t{7), anoy)(oy, t), t,) = (r + t7) + ) gaopoy) =

(r, ap)(ouoy, t; + 19 15 + 1870y c.g.d.

De la férmula del producto se deduce inmediatamgumée en general)lV # VIU. Por tanto, el grup¥
de todas las UTTs e®-conmutativo(no-abeliang. Veamoslo con un contra ejemplo.

Ejemplo #4.3.1.2.Dadas las UTTYJ =(+, 4, Dy V = (-, 5, 10, calcular las progresiones
armonicas que se obtienen al aplicar las compao®siale transformacioné$V y VIU a las
triadas de DO Mayor (0, +) y Do menor (0, -).

(0,+) ¥ - (4, +) Y~ (9, -), luego (0, WV = (9, -), esto es La menor.

(0,+) M- (5,-) @~ (12,-) = (0, -), luego (0, W)U = (0, -), esto es Do menor.

(0,-) M- (7,-) ¥ = (17,4) = (5, +), luego (0, Y)YV = (5, +), esto es FA Mayor.

(0, -) ¥ - (10, +) OI¥ ~ (14, +) = (2, +), luego (0, YU = (2, +), esto es RE Mayor.

Por tantoUlV =(—, 9, 5, yVIU =(—, 0, 2.

Teorema #4.3.1.3Las Unicas transformaciones ¥rgue conmutan con todas las UTTs son las
transposiciones, (n =0, 1, ..., 11).

Prueba: Del teorema #4.3.1.1 sabemos dyeonmuta con toda UTT. Supongamos ahora
queU = (o, t", t) conmuta con toda UTT. En particular conmuta Bon(—, 0, Q, luego, por la
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formula del product&)P = (-0, t*, t) y P =(-0, t", t"), de donde™ =t". Llamemosn =t* =1t",
con lo queU =(+,n, n) 6 U =(—, n, n). Ahora bien, sUU =(—, n, n) vemos que no conmuta con
V =(+,0,1) puesUV =(—,n+1,n) yVIU =(—,n, ntl). Por tantolJ =(+,n,n) =T, c.g.d.

Corolario #4.3.1.2. Del teorema #4.3.1.3 anterior se sigue que elucdojde transposiciones
T={To, Ty, ..., T11} es elcentrodel grupoV, por tantal es unsubgrupa Es inmediato ver qui
esciclicoeisomorfoaZ,.

Adicionalmente, de la férmula del producto se etirkas siguientes conclusiones:

e SiUyVson UTTs que preservan el modo, entonces conneata® si.

* Si U preserva el modo Y invierte el modo, entonces conmutan si y sold&J sés alguna
transposicion,,.

» Dos transformaciones que invierten el mafle (—, m, ny y V =(—, i, j) conmutan si y soélo si
m-n=i-—j.

« La composicién de transposiciones cumple B@, = Ty (Tr)* = Tin.

e El cuadrado de cualquier UTT que invierte el modo wna transposicion. Esto es,
U2= (-t O =(+ t+t, t'+t) =T, siendon=t"+t".

La ecuacién del signo de un producto de dos Uds,= oyoy, aunque pueda parecer trivial, conlleva
un significado algebraico de profunda importancia.

Definicién #4.3.1.4 L lamamosfuncién signo (Sig) a la aplicacion que asigna a cada WM V
su signo, es decir, uno de los dos valores posfbles}. Esto esSig V [ - {+, -} (o, t', tO)

([0 - o. De la férmula del productayyy = oyoy (SigULV) = SigU)SigV)), se sigue que la
aplicacionSiges un homomorfismo entre el gruy el grupo multiplicativo de signos {+, —}.

Teorema #4.3.1.4E| subconjuntdv* O V de todas las UTTs que preservan el mddot{, t)) es
un subgrupo normal abelianode orden 144 esomorfo al producto directo de los grupos
Z1oX Z1o.

Prueba:La funcidonSig definida anteriormente hemos visto que es un haonfismo entre
los gruposV y {+, —}. El elemento neutro de este grupo muitiativo de signos es el signo +,
luego el nacleo del homomorfismo es precisamengiletonjuntdv+. Se sigue, por la teoria de
grupos, queV* es un subgrupo normal ¥ Ademas, en la férmula de la multiplicacién

particularizada pard*, (+, t7, t; )X+ t;, t;) =(+ t; + t,, t; + t,), se observa que la
multiplicacion actia componente a componente, @@ukeV* es isomorfo al producto directo de
los grupo<Zi12Xx Z1,. Se sigue que es de orden 144 y abeliano.

Las UTTs que invierten el modo componen el subatojW - [0 V, también de 144 elementos pero, en
este casoV - no tiene estructura de grupo, pues el productdasdetransformaciones que invierten el
modo es otra transformacion que preserva el modgmiytanto, el conjunt® - no es cerrado con la
multiplicacion (composicion).
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Todavia nos quedan por determinar algunas cuestideé grupoV, concretamente el elemento
identidad y los inversos de cualquier UTT. Es inmatdque eklemento neutraleV es la transposicion
identidadTy =(+, 0, 0.

Teorema #4.3.1.5Dada la UTTU = (g, t", t7), entonces sinversoesU * = (g, —°, )
Prueba: La demostracion de este teorema es inmediata &ngue utilizar la férmula del
producto para verificar que se cumpl@ * =U W =T, =(+, 0, 0.

Ejemplo #4.3.1.3Los inversos de las transformaciones mas conoskldan:
e Th={(+,n,n)y (transposiciém) (Tn)'l =(+, N, =T,

s P=(—,0,0 (PARallel) Pl=(— 0,0 =P, de dondd =T, = IDENT

e L=(—, 4,8 (LeiTtonwechsel) L*=(