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Optimizacién Global y
Algoritmos Genéticos

1. INTRODUCCION

En buena parte de la Matematica
Aplicada es frecuente encontrarse
con la situacién de tener que optimi-
zar algun tipo de funcién, para la
maximizacién de un recurso o la
minimizacién de un riesgo. En tales
casos, se parte siempre de cierta
funcion objetivo

f:D—R, (1)

plantedndose el problema en térmi-
nos de encontrar algin punto del
dominio D, llamémosle xo, que
cumpla la condicién

X, = argmax f(x)

En lo que sigue, y para evitar
confusiones, se identificara optimi-
zar con maximizar. En caso de pre-
tender resolver un problema de
minimizacién, se puede transformar
éste en uno de maximizacién mer-
ced a la igualdad

min{f(x)} = -max{-f(x)}

En muchas situaciones reales la
funcién f es demasiado compleja
como para poder ser maximizada
con las herramientas del andlisis
matemdtico. Algunas complicacio-
nes que se pueden presentar son:

* El dominio D no es un conjunto
numérico, sino quizas una familia
de grafos representando redes de
distribucién de transportes.

* La funcién f puede tener muilti-
ples puntos de discontinuidad.

* La funcién f no tiene una expre-
sién matemadtica analitica o alge-
braica, obteniéndose sus image-
nes tras algin proceso de
simulacién, estocastica o no, que
puede dar lugar a la aparicion del
fenémeno de fractalidad o de no
derivabilidad de la funcién.

Los algoritmos clasicos que se
utilizan para maximizar funciones
basan su criterio de busqueda en
seguir la direccion de la maxima
pendiente (hillclimbing strategies).
Tienen algunos de ellos la ventaja de
no exigir restricciones a la funcién
objetivo, pero su gran desventaja es
la de quedarse ““atascados” en el pri-
mer maximo local que encuentran.
Cuando un analista desea maximizar
una funcién, busca el maximo global
y dificilmente se conformara con un
méximo local o relativo. Asi pues, a
aquellas situaciones citadas como
causantes de aumentar la compleji-
dad del problema planteado, hay que
afiadir esta otra:

» La presencia de una multiplicidad
de maximos locales en los que el
algoritmo puede quedar frenado,
posiblemente lejos de la mejor
solucion.

Lo deseable seria disponer de un
método que permitiese obtener el
méaximo global de una funcién sin
exigirle a ésta condiciones dificiles
de cumplir. Vaya por delante que tal
método no existe, pero la familia de
los Algoritmos Genéticos (AG) per-
mite alcanzar soluciones de com-
promiso, generalmente aceptables,
que si bien no aseguran la obtencién
de los 6ptimos globales, al menos
son capaces de no quedarse frena-
dos en el primer extremo local que
encuentran.

2. ALGORITMOS GENETICOS

En pocas palabras, los AGs
mimetizan la naturaleza cuando
ésta actda de forma que los organis-
mos y especies vivientes se adaptan
al medio y evolucionan de manera
que su aptitud frente al entorno
mejore de una generacion a la
siguiente como consecuencia de la
presién selectiva, provocando la
llamada evolucion biolégica. Tanto
la acumulacién de experiencia por
parte del individuo, como su pro-
grama heredado y almacenado en
su codigo genético, conforman los
factores que condicionan su com-
portamiento frente al entorno. El
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proceso de seleccion natural pre-
siona para que los individuos mejor
adaptados tengan descendencia y
asi sus caracteristicas genéticas se
propaguen a las futuras generacio-
nes. Cada individuo guarda en sus
cromosomas, en forma de secuen-
cias de genes, su propio cédigo
genético; la reproducciéon sexuada
se realiza de forma tal que los cro-
mosomas de los padres se cruzan o
recombinan para generar nuevas
secuencias de cédigo. En ocasio-
nes, mutaciones debidas a errores
en la replicacion, a la presencia de
radiaciones o de ciertos compuestos
quimicos pueden alterar algin gen
del cromosoma, introduciendo asi
un factor de diversidad.

La identificacién de los concep-
tos de adaptacién y optimizacién no
es gratuita; si bien algunos autores
prefieren separar sus respectivos
significados, otros defienden su
equivalencia, admitiendo que la
unica diferencia entre ambos es
tener plantados sus origenes en dis-
ciplinas diferentes (Béck, 1996).

2.1. Codificacion

Sea cual sea el dominio D de la
funcién (1), el uso de AGs requiere
la codificacién de sus elementos en
forma de cadenas binarias. Si bien
en ocasiones el proceso de codifi-
cacion es inmediato, en otras exigi-
rd un exhaustivo y detenido estudio
previo, basado en el propio contex-
to en el que aparece el problema de
maximizacioén, pues una codifica-
cién bien elegida redundard en un
procedimiento de optimizacién
mas efectivo. Veamos algunos
ejemplos:

e En un problema de buscar la
conexién entre un conjunto A de
ciudades mediante una red de
transportes, cada solucién posible
sera un grafo G C A x A, de
manera que el conjunto de posi-
bles soluciones o dominio sea

D={G:GCAxA)

Cada grafo D € D se puede
representar por una matriz cua-

drada binaria de orden Card(4),
de forma que el elemento (i, j)-
ésimo es igual a 1 si hay linea
desde la ciudad i hasta la j, sien-
do 0 en caso contrario. Con la
yuxtaposicion de las filas de la
matriz se tendrd el cromosoma
que codifique al grafo correspon-
diente.

SiD =[a, b] C R coincide con un
intervalo cerrado de la recta real,
dependiendo de la precision
requerida, se puede optar por una
representaciéon binaria de L
genes, de forma que a se identifi-
que con la secuencia de L ceros 'y
b con la de L unos:

a=00..0 y b=11..1

L ceros L unos

Si N es el niimero natural en base
decimal correspondiente a 1...1
y m el asociado a cualquier otra
cadena binaria de longitud L,
entonces la solucién en [a, b]
codificada serd

b-a
N

X=a+ “m
El nimero necesario de genes (0
longitud del cromosoma, L) para
codificar el conjunto de los
nimeros reales dentro del inter-
valo [a, b] depende de la ampli-
tud de éste y de la tolerancia al
error o precisiéon con la que se
quiera trabajar; nombrando 7 a la
tolerancia, el nimero de genes
necesarios viene dado por

b-a

L= [log2(1+ }], )

siendo [] la funcién de redondeo.

SiD = [31, bl] X oo X [ad, bd] CR4
es un intervalo cerrado del espa-
cio real euclideo de dimensién d
y la i-ésima componente se codi-
fica con un cromosoma binario de
L; genes, entonces la codificacién
de cada elemento x € D requerird
un cromosoma de longitud

d
1'=lLi'

2.2 Seleccion

La presion selectiva es la que
permite a aquellos cromosomas que
se adaptan bien al medio, con un
alto valor de la funcién objetivo,
que se reproduzcan para que Sus
genes o caracteristicas se propa-
guen a las siguientes generaciones.
Hablando en términos menos biol6-
gicos, aquellas soluciones candida-
tas que mejor se comporten frente a
la funcién objetivo f se combinaran
entre si para generar un nuevo con-
junto de soluciones candidatas que
heredardn los caracteres de sus
antecesores y presumiblemente
reforzaran la bisqueda de mejores
cromosomas.

Para emular este proceso selecti-
vo, los disefiadores de AGs pueden
optar por varias vias:

a) Seleccion de los mejores. Es la
solucién mas rapida e intuitiva,
pero también la méds engafiosa e
ineficiente desde el punto de vista
de la optimizacién global, pues
elimina la diversidad y es ciega a
la exploracién de alternativas.

b) Probabilidad proporcional a la
adaptacion, (roulette wheel). Si
{fc)), flca), ..., flca)} son los
valores de adaptacion asociados a
la poblacién de cromosomas {ci,
Ca2, ..., Cu}, €Ntonces c; sera elegi-
do como progenitor con probabi-
lidad

fe)
P=g——.
LY L)

Esta opcién es valida cuando la
funcién objetivo toma siempre
valores positivos, Im(f) C R*.
Este es el método selectivo que se
usé6 en los primeros AGs
(Holland, 1975); es sencillo, pero
puede tender a una convergencia
prematura bajo la presencia de
cromosomas muy buenos frente a
otros muy malos. Por otro lado,
cuando las diferencias entre las
adaptaciones f(c;) son minimas,
este proceso de seleccién propor-
ciona una distribucién de proba-
bilidad casi uniforme, con lo que
no existe competencia entre cro-
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mosomas y el proceso no es
mejor que el de una bisqueda
puramente aleatoria.

c) Probabilidad proporcional al
rango, (rank selection). En este
caso se hace una ordenacién de
los cromosomas segin sean sus
adaptaciones, de menor a mayor.
Una vez dispuestos de esta guisa,
la probabilidad de seleccionar el
cromosoma que ocupa la posi-
cién i-ésima viene dada por

21
P=—.
B n(n+1)

Este método evita los inconve-
nientes citados en el apartado
anterior, de forma que las conver-
gencias dejan de ser prematuras o
las fluctuaciones interminables
(Whitley, 1989).

d) Seleccion por torneo, (tourna-
ment selection). Se comienza por
elegir al azar dos o mds cromoso-
mas, seleccionando el que aporte
un mayor valor de la funcién
objetivo. Este es un método facil
de aplicar en las versiones en
paralelo de los AGs (Yao, 1996).
Otros muchos métodos de selec-

cién de progenitores se han utiliza-
do y se encuentran dispersos por la
literatura; aqui s6lo se ha hecho un
esbozo de los més usados, que a su
vez pueden admitir variantes.

2.3. Recombinacion

La recombinacién es el operador
genético que mezcla los genes de
ambos padres para con ellos obtener
la dotacién genética de los cromo-
somas descendientes. No siempre
dos cromosomas seleccionados
como candidatos a padres se recom-
binan, lo hardn con una probabili-
dad P, cantidad que serd uno de los
pardmetros a decidir antes de la eje-
cucién del procedimiento. Pero
cuando el cruce se produce, el ana-
lista tiene varias opciones:

a) Recombinacién monopunto. Es
la técnica mas sencilla, consisten-
te en seleccionar al azar un punto
de la cadena de genes, obtenien-

padre: 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1
madre: 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
hijo 1: 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1
hijo 2: 1 1 0 1 1 1 1 0 1

Figura 1: Recombinacién monopunto.

do el cromosoma descendiente
“pegando” el primer segmento de
uno de los padres con el segundo
del otro, tal como se indica en la
Figura 1.

b) Recombinacion multipunto. Se
cruzan dos cromosomas tomando
al azar dos o mas puntos de rup-
tura de la cadena, de forma que
cada hijo hereda varios segmen-
tos de cada progenitor.

¢) Recombinacion uniforme. Se ha
comprobado que las dos técnicas
anteriores pueden producir ses-
gos indeseables en el proceso de
bisqueda de la solucién Gptima.
La recombinacién uniforme
actia asignando a cada posicién
de la cadena descendiente un gen
tomado al azar, y con igual pro-
babilidad, del padre o de la
madre, de entre los que ocupan la
misma posicién. La recombina-
cién uniforme no parece tener
Iugar en la naturaleza (al menos
en la unica biosfera de la que
tenemos noticia), en la cual si se
han podido encontrar casos de
hasta ocho puntos de cruce.

d) Recombinaciones especificas.
Cuando la codificacién de las
soluciones de un problema exige
imponer restricciones a los cro-
mosomas, el resultado de una
recombinacién entre dos cromo-
somas vdlidos puede dar como
resultado un cromosoma codifi-
cando una solucién no factible.
En estos casos el disefio del ope-
rador recombinante debe hacerse
de forma especifica para el pro-
blema que se esté abordando.

2.4. Mutacion

La mutacién consiste en alterar
con una probabilidad muy baja
cada gen del cromosoma. Esto
exige asignar una probabilidad de

Cruce entre el tercer y cuarto gen.

mutacién P,, con la cual, en una
codificacién binaria, un gen con
valor 0 pasa a 1 o viceversa. El fac-
tor de diversidad introducido por la
mutacidn es tan importante en estos
procesos que ciertos algoritmos
evolutivos prescinden de la recom-
binacién, que es un operador de
busqueda local, pero no de la muta-
cién, como en aquellos problemas
cuya codificacién natural lleva a un
cromosoma donde cada gen es un
numero real (Fogel et al., 1966;
Rechenberg, 1973). En tales casos
cada cromosoma se muta sumando-
le una variable aleatoria multidi-
mensional de media nula. De todas
formas, la importancia y el papel
que juegan la mutacién y la recom-
binacién en los AGs es un tema de
debate dentro del estudio tedrico de
los AGs.

2.5. Reemplazo generacional

Tras la seleccién de los padres
mds aptos y el nacimiento de los
nuevos individuos, queda por deci-
dir cémo se configurara la siguiente
generacion, para de ella seleccionar
nuevos padres y repetir el proceso
evolutivo. Entre otras, se tienen las
siguientes alternativas:

a) Reemplazo completo. Los des-
cendientes sustituyen completa-
mente a la anterior generacién.
Tiene la desventaja de que al no
ser seguro que los hijos mejoren a
los padres, se corre el riesgo de
perder buenas soluciones por el
camino, que pueden tardar en
volver a encontrarse.

b) Reemplazo elitista. Se permite
que los padres mejor adaptados
sobrevivan en la siguiente gene-
racion.

Aqui siempre hay que tomar una
solucién de compromiso; que los
mejores individuos sobrevivan de
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una generacion a la siguiente puede
ser bueno para que no se pierdan las
buenas soluciones que han ido apa-
reciendo iteracidn tras iteracion. Sin
embargo, permitir que incluso los
buenos individuos mueran durante
el salto generacional puede ser ven-
tajoso para evitar una convergencia
prematura y no quedar atrapados en
un méximo local.

2.6. Ejemplo de Algoritmo
Genético

En esta seccién se presenta el
procedimiento general de AG y
una aplicacién sobre un sencillo
problema particular. Los pardme-
tros de llamada al procedimiento
incluyen el nimero de individuos
que formaran la poblacién durante
cada generacién, Numlnd; el
nimero de nacimientos en cada
generacién, NumHij, el total de
iteraciones del algoritmo, TotGe-
ner, que establece el criterio de
parada; las probabilidades de
cruce cromosémico, P, y de
mutacién de cada gen, P,. Todavia
no existe una teoria general que
permita fijar estos pardmetros a
priori; un proceso previo de sinto-
nizacién (tuning), basado en la
prueba y error, junto con la intui-
cién del analista, es todo cuanto se
puede hacer. Algunos AGs consi-
deran sus propios pardmetros
como parte del problema, se habla
entonces de los Algoritmos Gené-
ticos Adaptativos.

Son variables internas los con-
tadores de bucles, g y 4, el vector
Hijo que guarda los nuevos indivi-
duos, la doble variable Padres que
guarda los cromosomas del padre
y madre seleccionados para la
reproduccidn, y las variables Pob
y Des, que guardan las poblacio-
nes actual de adultos y de descen-
dientes, respectivamente. Por otro
lado se usan las rutinas Iniciar,
Seleccionar, Recombinar, Mutar y
NuevaGeneracion, cuyos nombres
explican por si mismos sus come-
tidos. La variable f es global y se
refiere a la funcién que se preten-
de maximizar.

g:= g+1; (*fin bucle g*)
P(TotGener)

AG = [NumInd, NumHij, TotGener, P., Pn]:=
Pob(0):= Iniciar[NumlInd]; (*inicializa primeros individuos*)
g:= 1; (*inicializa contador de generaciones*)
while g < TotGener (*comienza bucle generacional*)
do %:= 1; (*inicializa el contador para nuevos individuos*)
while # < NumHij (*comienza bucle reproductivo*)
do Padres:= Seleccionar[Pob(g-1), fl;
Hijo(h):= Mutar[Recombinar[Padres, P.], Pn);
h:= h+1; (*fin bucle i*)
Des(g):= (Hijo(1), ..., Hijo(NumH]ij));
Pob(g):= NuevaGeneracion[Pob(g-1), Des(g), Numlnd, f1,

Figura 2: Seudocddigo del procedimiento AG.

A continuacién se estudia la evo-
lucién del GA recién descrito para
maximizar la funcién

cos(x)

F& =1+ o

cuya grafica se representa en la
Figura 3. Obsérvese la multiplicidad
de maximos locales en los que pre-
sumiblemente podria quedarse atra-
pado cualquier algoritmo de bus-
queda.

El primer paso a dar se refiere a
la codificaciéon de las soluciones
candidatas, lo que exige saber el
nimero de genes que habré de tener
cada cromosoma. Para una busque-
da dentro del intervalo [-40, 40] y
una precisién T = 0.001, la expre-
sién (2) nos devuelve una longitud
de cromosoma igual a L = 16 genes.

Tomando como parametros de
llamada

Numlind = 20, NumHij = 20,
TotGener = 50,
P.=0.60, P, =0.01,

para cada cromosoma hijo sus
padres seran elegidos por torneo, el
cruce es del tipo monopunto y el
reemplazo generacional se hace de
forma completa. En el apartado b)
de la Figura 3 se observa la evolu-
ci6n de las mejores soluciones de
cada generacion, obtenidas desco-
dificando los cromosomas que en
cada iteraci6on presentaban los
maximos valores de la funcién

objetivo; finalmente, ya en c), se
muestra la serie de las medias de
valores de la funcién objetivo
correspondientes a los cromosomas
de cada generacion, las fluctuacio-
nes que se observan son debidas a
la presencia de las “malas” solucio-
nes necesarias para mantener la
diversidad.

Los pardmetros de llamada a la
funcién AG deben ser tales que per-
mitan sobrevivir a los buenos cro-
mosomas, pero al mismo tiempo
evitar la convergencia prematura y
facilitar la diversidad suficiente
como para explorar nuevas regiones
del espacio cromosdmico.

3. APLICACIONES REALES

Ya se vié en la seccién anterior
c6mo evoluciona un AG en un caso
sencillo. Pero el verdadero interés
de estos procedimientos consiste en
su potencial para la resolucion de
otras tareas donde no es facil encon-
trar una solucién por otros medios;
por regla general, estas situaciones
suelen aparecer en contextos multi-
dimensionales, con una compleji-
dad tal que cualquier intento de
resolucién por la via analitica tiene
escasas posibilidades de llegar a
buen fin. Se citan a continuacion,
brevemente, algunas de estas situa-
ciones reales:

a) Problemas combinatorios. For-
man una amplia familia de situa-
ciones en las que el problema
viene definido en términos de
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Figura 3: a) grdfico de la funcion objetivo; b) evolucién de las mejores soluciones; c) serie de las medias de las imdgenes

combinar ciertos entes de forma
que haya que buscar aquella
situacién en la que se optimice el
objetivo. Un problema combina-
torio clasico es el del viajante de
comercio, el cual habra de visitar
una serie de ciudades en aquel
orden que haga que la distancia
total recorrida sea minima. El
problema de asignacion de tareas
se plantea cuando existe una can-
tidad de trabajos a realizar y una
serie de operarios o maquinas que
los tienen que llevar a cabo, qui-
zds bajo ciertas restricciones
impuestas por convenios labora-
les o consideraciones de tipo téc-
nico. Un caso particular es la
generacion de horarios en cen-
tros de ensefianza; se dispone de
una serie de recursos (aulas, gim-
nasios, laboratorios), de un con-
junto de profesores y de otro con-
junto de grupos de alumnos; se
trata entonces de asignar los
recursos, verificando restriccio-
nes técnicas y legales.

b) Disefio de redes neuronales.
Aunque ideadas en los afios 40,
es desde mediados de los 80 que
las Redes Neuronales Artificiales
se vienen utilizando como para-
digmas de computo paralelo en el
analisis de sefiales. Cldsicamente,
la topologia que describia la
conectividad entre las células se
establecia por el analista y los
pardmetros de la red (los pesos
sindpticos) se calculaban por un
proceso de entrenamiento.
Actualmente, la propia topologia
de la red neuronal puede obtener-

de la funcion objetivo.

se via AGs de forma que optimi-
ce la respuesta frente a la entrada
de datos.

c) Estimacion estadistica. El ajuste
de un modelo paramétrico a un
conjunto de datos experimentales
debe hacerse, seguin el criterio

que se adopte, maximizando la

verosimilitud o minimizando el
error que se comete; en todo
caso, se trata de un problema de
optimizacion. Algunos modelos
pueden ser lo suficientemente
complejos como para que los
métodos clasicos no alcancen los
6ptimos buscados, o simplemente
no se puedan aplicar a la funcién
objetivo. Los AGs son, una vez
mas, una alternativa de bisqueda
valida.
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La contaminacion de
acuiferos por nitratos.
Un problema a resolver

Hasta hace relativamente pocos
afios, la Agricultura ha estado libre
de las presiones medioambientales
por considerarse actividad no peli-
grosa desde el punto de vista de la
contaminacién ambiental. Pero es
evidente, que el hombre ha sido
capaz de manipular el medio
ambiente utilizando diferentes for-
mas de organizacién y tecnologias,
para intentar incrementar la produc-
ciébn de alimentos. Las técnicas
intensivas de cultivos, han produci-
do unos innegables beneficios eco-
némicos y sociales; sin embargo, de
forma paralela, se ha generado una
serie de efectos negativos debido
tanto a la utilizacion intensiva de los
recursos como a la emisioén de con-
taminantes: la erosién del suelo, la
pérdida de nutrientes del mismo o la
presencia de sustancias nocivas



