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dreas de alto riesgo o de riesgo
variable a la contaminacién, donde
se practica una fertilizacién excesi-
va, correspondientes a los munici-
pios donde hay niicleos cuyas aguas
de abastecimiento contienen mas de
50 mgxL! de nitratos (zonas vulne-
rables) o entre 25 y 50 mgxL™!
(zonas de proteccion). Una vez
definidas ambos tipos de zonas, se
recomienda seguir una serie de
acciones encaminadas a reducir,
eliminar y prevenir la contamina-
cién por nitratos

Cabe preguntarse, si una vez
localizado el problema no se pueden
emplear técnicas de descontamina-
cion. Es evidente que dichas técni-
cas existen: la desnitrificacion bio-
légica, el intercambio idnico, la
osmosis inversa, la reduccién qui-
mica y la electrodidlisis se podrian
utilizar, pero son métodos muy cos-
tosos y s6lo aplicables a ntcleos
urbanos de menos de 10.000 habi-
tantes. La solucién al problema esta
pues en el control y prevencion, evi-
tando que este tipo de contamina-
cién siga aumentando.
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Sobre extension
de funciones reales

1. INTRODUCCION

Tomando como base el articulo
“Un teorema sobre extension de
funciones reales”, de Fidel José
Ferndndez y Fernandez-Arroyo,
publicado en el n° 1 de la revista
100cias@uned de la Facultad de
Ciencias, surge la posibilidad de
extender a funciones continuas las
hipétesis del citado articulo, en
lugar de funciones derivables en un
intervalo abierto (a, b), para poder-
las extender con continuidad al
intervalo cerrado [a, b].

El papel que jugaba la derivada
en el teorema aqui lo realizan los
nimeros derivados

2. TEOREMA

Seaf:I— R continua en el inter-
valo abierto acotado/de R, a € [-1.
La funcién f se puede extender con
continuidad a a si y sélo si existe
una funcién continua g : I U {a} —
R verificando la siguiente propie-
dad:

Para todo €>0, existen p>0 y
M:>0 tales que, six €1, |x-a| < p. y
|g(x)—f(x)|z¢, todos los ndmeros
derivados de fen x, Df(x), estdn aco-
tados por M. (|Df(x)|<M.).

Demostracion:
Condicién necesaria: Si una tal
extension f(x) a a existe, tomando

g(x)= f (x) se cumple el Teorema,

=0,

pues [2(0) - 7(x)

Condicién suficiente:

Supongamos que a=inf I (andlo-
gamente se procede si a=sup I).

Puede suceder que, para algin
£>0 y algin >0, todos los xEV, =
= (a, a+r) N I satisfagan que
|g(x)—f(x)|z¢; 0 que para todo £>0 y
todo >0, exista x€V, tal que
|g(x)—f(x)|<e. Estudiaremos estos
dos casos por separado.

1) Sean €>0 y r>0 verificando
que para todo xEV,, |g(x)-f(x)=¢.
Podemos suponer r<p,. Por hipéte-
sis, existe M:>0 tal que para todo
xEV, es |Df(x)|<M., para todos los
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ndmeros derivados Df(x) de f en x.
Se sigue que todas las razones

f)-fy)
xX-y

mando x, y en el intervalo V, (x=y),
estdn acotadas por M. de donde
resulta que en este intervalo f(x) es
lipschitziana con coeficiente M. y
por tanto uniformemente continua
en él, y puede extenderse por conti-
nuidad al extremo a del intervalo.

incrementales to-

>

£
2) Sea €>0. Pongamos ¢, =1
Ya que g es continua en a, existe
6>0 tal que, si x, y € Vs, entonces
lg(x)-g(»)|=e1 (y, por tanto,
|g(x)—g(a)|<e1). Podemos suponer

que 8 <min (p, ,15[—1). Sea x € Vs.

€
entonces

+ |g(0)-Ax)

Si |go)fw)l=es,
|g(@)0)| = |g(@)—g(x)

< 2e1 <E.

=

Si |g(x)f(x)|>€1, sea d el extremo

inferior del conjunto {y € (a, x] / V
2 € [y, 11, [g(@A2)| > &1}

Notese que d > a, segln resulta
de la hipétesis hecha en 2). Por la
continuidad de g y f en I, debe ser
lg(d)—f(d)| = €. Ademids, en el
intervalo [d, x], 1a funcién f es lips-
chitziana con coeficiente M. . Por
tanto,

lg(@) )| < |g(@)—¢(@)| + |g(dHa)| +
+ [fld) ()| = er+er+M, d=3e:<e.

Por la arbitrariedad de € tendre-
mos que en todo caso se puede obte-
ner un V, que haga |g(a)-(x)| tan
pequefio como se quiera parax €V,
y serd lim f(x) = g(a). Vemos pues

e

que f(x) se extiende con continuidad
aa.

3. COROLARIO

Sean / un intervalo acotado de R,
a €I-1. Una funcién f: I — R deri-

vable se puede extender a I U {a}
con continuidad si y sélo si existe
una funcién derivable g(x) definida
en I U {a} tal que, para cada >0,
existe M>0 verificando que, si x&E/
y |g(0)f(x)|=¢, entonces |f"(x)|=M..

4. OBSERVACION

Es posible extender el Teorema
anterior a situaciones adn mas
generales, considerando un niimero
finito de funcidnes gi(x) continuas
en a.
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NOVEDADES CIENTIFICAS

Novedades cientificas
en Fisica

FISICA DE PARTICULAS

e La invariancia CPT es una de las
caracteristicas esenciales de la
mecdnica cuéntica relativista. Esta
invariancia establece que las leyes
de la naturaleza deben permanecer
invariantes si se hacen simultdnea-
mente tres transformaciones: conju-
gacién de carga (C), inversion de
paridad (P) e inversion temporal
(T).

Una consecuencia directa de esto
es que las masas del protén y del
antiproton deben ser absolutamente
iguales. Un experimento reciente ha
permitido verificar esta relacion con
una precisién de una parte en 10°.
Esta es la mejor prueba hasta la
fecha de la invariancia CPT.

La invariancia CPT global no
implica invariancia bajo cada una
de las tres transformaciones por
separado. De hecho, desde 1964 se
sabe que las interacciones débiles
violan la invariancia CP, aunque
esto s6lo habia sido detectado en un
unico sistema de kaones neutros.
En 1998, se ha observado una vio-
lacién semejante en un sistema de
mesones B.

La violacién de la invariancia CP
supone indirectamente la violacion
de la invariancia T: en efecto,
ambos efectos deben compensarse
para salvar la invariancia CPT glo-
bal. Pero la violacién de T también
se ha comprobado directamente en
el CERN y en Fermilab estudiando
las desintegraciones de kaones neu-
tros. Este resultado refleja que la
transformacién de materia en anti-
materia es asimétrica en el tiempo
con respecto al proceso inverso, lo

que también podria explicar por qué
el universo estd hecho fundamental-
mente de materia.

e La electrodindmica cuantica y la
versién mas simple de la teorfa elec-
tro-débil suponen que el fotén no
tiene masa. Algunas consecuencias
de esta ausencia de masa son que las
ondas electromagnéticas deben ser
puramente transversales, todos los
fotones deben tener la misma velo-
cidad ¢ independientemente de su
frecuencia o que la radiacién dipo-
lar varia como 1/r2. Sin embargo,
todo lo que los experimentos pue-
den demostrar es que hay un limite
superior muy pequefio para la masa
del fotén. Hasta ahora, la medida
del alcance de la interaccién elec-
tromagnética y la velocidad de foto-
nes de diferente frecuencia daban
una cota superior de 10 g para la
masa del fotén (del orden de una tri-
llonésima parte de la masa del elec-



