ENSENANZA

165

Este resultado explicaba la procedencia de los ni-
cleos de hidrégeno que incidian sobre la pantalla lumi-
niscente.

CONCLUSIONES

Con los resultados anteriores se llegaba a la conclu-
sién de que el nicleo de nitrégeno se desintegraba debi-
do a la colision con particulas alfa, y que los niicleos de
hidrégeno que se liberaban en este proceso eran consti-
tuyentes del nicleo de nitrégeno.

Rutherford concluyé que todos los nicleos atdmicos
debian estar constituidos por protones y electrones. Por
lo que segtin esta hipdtesis, un niicleo de He? tenia que
estar compuesto de 4 protones y dos electrones, lo que
da como resultado una carga de 2 y nimero atomico 4.

La suposicion de que en el nicleo habia también
electrones era incorrecta y la verdadera respuesta de la
composicion del ndcleo no se encontro hasta el descu-
brimiento por J. Chadwick (1891-1974), en 1932, del
neutron. Usando la conservacion de la energia y el mo-
mento al analizar los datos experimentales de la crea-
cién de niicleos de retroceso en nitrégeno e hidrégeno,
llegé a la conclusion de que esta radiacién consistia en
un flujo de particulas neutras cuya masa era similar a la

del protén. Poco después del descubrimiento del neu-
trén, W. Heisenberg (1901-1976) establecid la hip6tesis
de la estructura nuclear protén-neutrén. Este modelo
eliminaba completamente las dificultades asociadas con
el modelo electréon-protén. Segiin este modelo, todos
los nicleos contienen dos tipos de particulas elementa-
les o nucleones: protones y neutrones. Los diferentes
niicleos (por el momento alrededor de 2000, incluyendo
los obtenidos artificialmente) se diferencian en el ni-
mero de neutrones y protones que contienen.
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Matematicas y Fisica: el espejismo

INTRODUCCION

La Matemdtica es el lenguaje propio de la Fisica y, en
menor medida, de las demds Ciencias de la Naturaleza.
El progreso matemdtico ha proporcionado una herra-
mienta indispensable para el progreso de la Ciencia y de
la Tecnologfa, asi como los avances de éstas han influido
fuertemente en el desarrollo matemdtico. A modo de
sencillo homenaje a las Matemiticas vamos a exponer

— = sy E==——r=sT==

aqui la descripcion de un fenémeno éptico, el espejismo,
en el que se puede constatar cémo se entrelazan los co-
nocimientos de Fisica y de Matematicas.

ESPEJISMO EN EL ASFALTO

A veces, cuando el sol calienta el asfalto de la carre-
tera, observamos una fina capa especular sobre ella: es
como si estuviera mojada (Figura 1).

Dicha capa semeja a un espejo donde se reflejan los
automoviles que circulan por delante de nosotros. Sin
embargo, al acercarnos el efecto desaparece: se trata de
un espejismo.

Figura 1. Espejismo en la carretera N5 (km [68) el 6 de julio de 20006.
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Figura 2. Esquema de las posibles travectorias de los rayos.

Para interpretar el fenémeno se utiliza un principio
que fue enunciado por el matemdtico francés PIERRE
MARIE FERMAT (1601-1665) en el ano 1657. Se trata
del principio de tiempo minimo, que dice: “La Natura-
leza actiia siempre por el camino mas rdpido.”

Los rayos de sol que se reflejan en el automdévil (o en
otros objetos) y llegan a nuestro ojo no lo hacen solo por
un camino recto, que seria el mas corto geométricamen-
te, sino que también lo hacen describiendo una linea
curva que desciende hacia la carretera, alcanza su punto
minimo antes de llegar a ella y remonta hacia nosotros
(ver Figura 2). Por esta razon podemos ver dos imidgenes
del automévil: una que llega a nosotros directamente y
otra que llega a través de la superficie especular. La di-
ferencia entre los rayos que las producen estd en la in-
clinacién con la que parten desde el objeto. Los rayos
que producen la imagen directa parten con un dngulo
mds proximo a la horizontal y su trayectoria entre A y B
es practicamente recta. Los rayos que producen la ima-
gen especular lo hacen con un dngulo mayor y su tra-
yectoria se curva, dando la impresién de que la imagen
proviene de debajo de la carretera.

Una manera sencilla de interpretar el fenémeno es
suponer que la velocidad v de la luz en el aire varia con
la altura z sobre la superficie debido a la temperatura,
de manera que a ras del suelo (asfalto, arena del de-
sierto), en que el aire estd mds caliente, la luz alcanza-
ria su velocidad mdxima, disminuyendo a medida que
aumenta z [1]. Por esta razén, una linea curva podria
ser recorrida en menos tiempo que una linea recta que
estuviera por encima de ella, aunque el trayecto de
ésta tltima fuera mds corto, ya que la velocidad en to-
dos los puntos de la curva seria mayor que en los de la
recta.

EL CAMINO OPTICO

Para simplificar el problema vamos a suponer que la
velocidad de la luz en el aire solamente depende de la
coordenada z, es decir: v = v(z). Esto permite reducir el
estudio de la trayectoria de un rayo de luz al estudio de
una curva plana en un plano vertical, que tomaremos
como plano {X, Z}. En estas condiciones, el intervalo de
tiempo dt que emplearia la luz en recorrer un arco de
curva ds serfa:

d.'=£ ©ds=dy +dz?

vz

El tiempo #,, empleado en ir desde el punto A hasta el
punto B debe resultar minimo, segtin Fermat [2]:

B ds
=2
AB A 1’(2)

La velocidad v(z) es muy grande y, tradicionalmente,
se suele utilizar el indice de refraccién n(z) para repre-
sentarla’. Este indice es el cociente entre la velocidad ¢
de la luz en el vacio, que es una constante universal, y la
velocidad v(z) en el medio considerado (en este caso, el
aire):

¢

niz)=

VvV

I

Con la introduccién de n(z), la integral del tiempo
minimo podemos escribirla de la siguiente manera:

i
Cly = .|-,.1, n(z)ds

A la longitud et,; que recorreria la luz en el vacio en
el mismo intervalo de tiempo empleado en recorrer un
determinado tramo geométrico en un medio se le deno-
mina su camino éptico asociado. En estas condiciones,
buscar el tiempo minimo en un trayecto luminoso es lo
mismo que buscar el camino éptico minimo correspon-
diente, ya que la velocidad ¢ de la luz en el vacio es
constante.

Resolver el problema de tiempo minimo planteado
por Fermat significa, por consiguiente, encontrar una
curva z = z(x) cuyo elemento de arco ds haga que la in-
tegral del camino éptico sea minima. Esto precisa del es-
tablecimiento de una ecuacién diferencial entre z y x, de
la blisqueda de su solucién general y del establecimien-
to de las condiciones de contorno. En las dos primeras
tareas interviene esencialmente la Matematica y en la tl-
tima, la Fisica.

" Esto se debe a que es mis ficil determinar experimentalmente la relacién entre las velocidades en dos medios distintos que sus valores ab-
solutos. La ley que proporciona esta relacién fue descubierta en 1621 por el matemdtico holandés WILLEBRORD SNELL (1580-1626) y pu-
blicada en 1637 por RENE DESCARTES (1596-1650) en su Discurse del Método.
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LA ECUACION DE EULER

Para obtener la ecuacion diferencial se recurre a la
ecuacion de Euler del cdlculo variacional en su version
mis simple. Expresemos el elemento de arco ds en fun-
cion de dx y dz:

ds=v1+x"dz : con

Esto permite escribir el nuevo integrando como una
funcion de z, x y X"

s X
Vi=—
d=

A
Clyp = L flz.x,x")dz

donde:

fz.x,x)=n(2)1+x"

La ecuacion de Euler [3.4] nos proporciona la condi-
cion que debe cumplir la funcién f (z, x, x*) para que la
integral del camino 6ptico sea minima:

o d o _,
i dz oy’

Puesto que el integrando no depende explicitamente
de la coordenada x, llegamos a la conclusion de que su
derivada respecto a x” ha de ser constante:

df , X’
i’ =n(z)——==a
ox T+ x”

Elevando al cuadrado y haciendo operaciones se llega
a la siguiente expresion para dz/dx:

(d: T _ n(z)-d

T 3
dx a

Los diferentes valores de la constante a nos permiti-
ran obtener diferentes trayectorias para los rayos de luz
que parten del punto A, pero la ecuacién anterior limita
los valores que podemos dar a este pardmetro: el valor
absoluto de la constante ¢ que define la ecuacion dife-
rencial es el minimo valor del indice de refraccion que la
luz encuentra en su trayectoria.

VARIACION DEL INDICE DE REFRACCION
CON LA ALTURA

Como ya hemos indicado, el indice de refraccion va-
ria con la altura. Las causas de esta variacién son com-
plejas y aqui nos limitaremos a proporcionar una ley de
variacién con la altura z que ya ha sido ensayada con
éxito para el caso de los espejismos en el desierto [S]:

W (z)=ni+n}(l—eP)

La constante n, es el valor del indice de refraccién so-
bre el asfalto; en este caso es el valor minimo debido a
que la temperatura del aire sobre el suelo alcanza su
mayor valor. La constante 3 determina la rapidez de la
variacion con la altura y la constante 1, limita dicha va-
riacién, de manera que cuanto menor sea ésta tltima
menor serd la variacion total de n(z), y cuanto mayor sea
la primera, mds rapidamente se alcanzard un valor de
n(z) constante.

Dependiendo de las circunstancias atmosféricas, de
la situacion geogrifica, etc., pueden existir diferentes
trios de pardmetros que representen la variacion del in-
dice de refraccién con la altura. Para nuestro estudio
utilizaremos el mismo valor del pardmetro 8 propues-
to para el desierto y para n, el calculado a partir de [6]
para las condiciones de presion y temperatura del lu-
gar y la fecha en que se tomé la fotografia de la Figu-
ra l:

ny=1,000248 ; f=2,303 m'

Dejaremos libre el pardmetro n, para ajustar la teoria
con el experimento.

INTEGRACION DE LA ECUACION
DIFERENCIAL

Al utilizar la expresion mds arriba indicada para n(z),
conviene hacer el siguiente cambio de variable para rea-
lizar la integracion:

pl = C’ﬁ:

Substituyendo en la expresién de (dz/dx)*, obtene-
mos:

[fLPj = 2P =)
dx

donde los parametros o y b* son los siguientes:

2.2, .2 2 2

, B lng+n,—a’) 5 n,
o= 3 ; bEm——
da” n,+n,—a

Si derivamos una vez mds respecto de la coordenada
x, obtenemos una ecuacién lineal ordinaria de segundo
orden para p(x) de fécil resolucion:

d’p

g
dx”

-a?p=0

Su solucién general es:
plx) Ko™ + Kye ™

y deshaciendo el cambio de variable obtenemos z(x),
que es la curva que buscamos:

2= %m[[(ﬁ-’m + Kz(_‘_'“:l
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Las constantes K,, K, y ¢ vienen determinadas por las
condiciones de contorno.

PROPIEDADES DE LA SOLUCION

Antes de pasar a establecer las condiciones de con-
torno vamos a estudiar alguna propiedad matemitica de
la solucion.

Puesto que a nuestro ojo llegan dos imdgenes: una
directamente y otra reflejada (ver Figura 1), hemos de
admitir que los dos grupos de rayos que las producen ve-
rifican el principio de tiempo minimo de Fermat. Para
simplificar el razonamiento supondremos que los rayos
correspondientes a la imagen directa viajan en linea rec-
ta (o casi recta) hasta llegar al observador, y que los co-
rrespondientes a la segunda lo hacen en linea curva pa-
sando por un minimo (ver Figura 2).

La existencia de un punto (x,, z,,) en el que z(x) pasa
por un minimo nos permite poner en evidencia la sime-
tria de la curva. En efecto: utilizando la condicion de mi-
nimo para dicho punto genérico, se obtienen las si-
guientes relaciones entre K, K,y z,.:

2.
a% fo. 5

- 2
= K|€m" — K-ze—utm =M 2 2, ZEIHZM

Si ahora tomamos el origen de coordenadas en el
punto minimo (x,, z,,), de la curva z(x), obtenemos:

z 21[ hoX]
=—Infcosh &
B

donde:
X=x-x,

Como puede verse, es una curva simétrica’ respecto a
un eje vertical que pasa por el punto (x

m» _I'H)'

CONDICIONES DE CONTORNO

Puesto que estamos interesados en los rayos que par-
tiendo del punto A = (0, z,) llegan al punto B = (x,. z,),
la condicion de contorno necesaria ha de ser que la cur-
va z(x) pase por dichos puntos:

Punto A:

o5 :—ln[cOShO!.\‘

=A “m

] = c:osha'.rngi (1)

m

m

* Esto es debido a que cosh (&X) = cosh (—-aX).
* En todo caso hacemos la hipotesis de que esto es cierto.

Punto B:
coshofx, —x, )= L/ RN

m .
(2)

= xp=Xx,+—In Py

a pﬁl

donde:
2 _ B2 — P2
py=e" pp=e" i PmTe

Por consiguiente, como pardmetros iniciales tene-
mos que proporcionar las alturas z,, z; y z,,. Para de-
terminar ésta Gltima vamos a imponer una condicién
de contorno suplementaria relativa a la pendiente que
debe tener la curva cuando llega al ojo del observa-
dor. Para ello vamos a distinguir dos casos: uno rela-
tivo a la imagen especular y otro relativo a la imagen
directa.

IMAGENES ESPECULARES

A la vista de la fotografia de la Figura 1 se puede
decir que las imdgenes especulares tienen como plano
de simetria especular en relacién con el objeto a la ca-
rretera’. Por consiguiente, la coordenada z,- del punto
imagen A” debe ser justamente la opuesta de la del
punto A: z,- = — z,. Esto quiere decir que la pendiente
de la curva en el punto B ha de ser la misma que la de
la recta que une este punto, de coordenadas (v, z,),
con el punto A’, de coordenadas (0, z,/). De esta mane-
ra, ¢l ojo del observador veria los rayos provenientes
del punto A como si vinieran de A’, ya que en la for-
macion de la imagen en el ojo (o en la lente de la cd-
mara) lo que interviene esencialmente es el dngulo de
entrada en €l. Naturalmente, ésta es una condicion de
contorno que proviene de la Fisica, y cuya formulacién
matemdtica es:

(d_:J _Intz,
dv Jy s

Utilizando la expresion de la pendiente de la curva
z(x) en el punto B y haciendo uso de las condiciones de

contorno (1) y (2) mds arriba indicadas, se obtiene la si-
guiente relacién para el pardmetro o

B Py

a:—‘} (Z_'A‘i‘:h,) = =
=X = =
8 p}! o pm
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Esta expresion nos permite conocer el parimetro o
si conocemos x, y z,,. La primera podemos obtenerla
directamente del experimento (mediante una fotogra-
fia, por ejemplo). La segunda habria que determinar-
la a partir de otras condiciones que la relacionan con
el indice de refraccion. Como el pardmetro n, no lo
conocemos, vamos a seguir otro procedimiento dis-
tinto, que indicamos a continuacién. Se trata de lo
siguiente:

— Determinamos experimentalmente la distancia x;
entre nosotros y el objeto (a partir de la fotogra-
fia).

— Elegimos un valor de la coordenada z,, y calcula-
mos el valor de p,,.

— A partir de la expresion que acabamos de indicar
calculamos .

— Conocidos estos dos tltimos valores, determi-
namos ., a través de las dos férmulas siguientes,
que se deducen de las condiciones de contorno
(1y @)

Punto A:

Punto B:

Si hemos elegido el z,, correcto, el valor que obtene-
mos para .v,, en ambos casos debe ser el mismo. Por el
contrario, si z,, no es el correcto. obtenemos dos valores
distintos para ¢, puesto que las Matemdticas demues-
tran que la solucién de la ecuacion diferencial debe ser
tinica. Procediendo por tanteo se obtiene el trio de va-
lores de los pardmetros z,,, &y .x,, que permiten repre-
sentar la curva z(x) que da origen a la imagen especular
del punto A. Es lo que viene representado en la Figu-
ra 3. donde se ha utilizando el siguiente conjunto de pa-
rametros:

zz=1m : x;=175m

: x, =103,993m

g, =L5m 5 2, =0 ;

z, =0,3808m ;o =0.01887272m""'

Como puede verse, los rayos que parten de A llegan
al punto B describiendo una curva (linea continua) ¢
inciden en el ojo del observador con un dngulo tal
que parecen provenir del punto A, simétrico del pun-
to A respecto del asfalto. Por esta razén parece que so-
bre la carretera hay una superficie especular (aspecto
mojado).
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Figura 3. Travectoria de los ravos que forman
la imagen especular.

IMAGENES DIRECTAS

Las imdgenes directas se interpretan también con las
soluciones z(x) encontradas, pero en este caso la condi-
cion de contorno relativa a la pendiente de la curva al
llegar al ojo del observador es diferente. Podemos ad-
mitir que las pendientes de z(x) en los puntos A y B son
practicamente iguales. Es decir:

2¢¢ senhox,, 2o senho(xy —x

m

_2a )

B coshax, B cosho(yy—x,)

Esto es posible siempre que ¢ x,, sea suficientemente
grande y mucho mayor que o x;. En este caso las dos
pendientes tienden al siguiente valor:

(&), &)
dx ), \dx), p %y

A partir de esta féormula se puede calcular el pard-
metro ¢. Para determinar los otros dos. z,, y .x,,. pode-

mos hacer uso de la condicién de contorno (1), de la
que se puede extraer la siguiente relacion entre z,

y '\‘Flf:

Pa
coshaoty,,

z . ==In

m ﬁ

Como z,, > 0, el mayor valor que podemos asignar
a cosh o x,, es p,. Tomando cosh o x,, = p,, obtene-
mos:

1 —
Iy= 0 Xy = In[p.-l T p:\ - l]
(04

Utilizando de nuevo x, = 175 m, se obtiene ¢ =
0,00329 m™' y x,, = 733,25 m. Con estos datos se repre-
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senta la curva z(x) entre A y B en la Figura 4*. Como
puede verse, se trata de una linea recta.

1.5 A Imagen directa
l —_
0.5 — -~
-~ 4 Imagen especular / -
5 0 T Caa T T
ty il I ~ I [ |
50 - 100 150 200
-0.5 — - < (m)
i P
o T 7
~
7
-5 =
A f

Figura 4. Trayectoria de los rayos que forman las imdagenes
directa y especular.

Por dltimo, al representar el rayo directo hemos to-
mado z,, = 0, lo que simplifica la expresién del pardme-
tro o (ya que para esta solucion z(x), a* = nj):

Bn 5

2
2n,

Esto nos permite calcular 1, (que en este caso resulta
ser n, = 0,00286) y representar la curva n(z), que es lo
que se hace en la Figura 5.

1.000238 —

1.000237 —

1.000236 —

i

-

1.000235 —

1.000234 —

1.000

(]
L8]
)

Figura 5. Variacién del indice de refraccién con la altura
sobre el asfalto.

* Se ha incorporado también la curva de la Figura 3.

Como puede verse, la variacion de n(z) se satura hacia
los tres metros de altura y no sobrepasa el 0,0004% del
valor sobre el asfalto, a pesar de lo cual puede ser ob-
servado el espejismo con nitidez.

CONCLUSIONES

En este ejemplo hemos podido constatar la ayuda
fundamental que presta el lenguaje matemadtico en la
resolucion de los problemas fisicos. Se puede afirmar
categéricamente que la Fisica no habria alcanzado el
grado de desarrollo que tiene en la actualidad sin el
concurso de la Matemdtica. También es cierto que gran
parte del desarrollo de ésta dltima ha sido propiciado
por el intento de resolver los problemas que la Fisica,
la Técnica y las otras Ciencias han ido planteando a lo
largo de la Historia. Por eso queremos terminar con
un ruego a todos los estudiantes de Ciencias, en gene-
ral, y en particular a los de Fisica: jEstudien Matemai-
ticas, por favor!
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