Vida cientifica
COLABORACIONES EN MATEMATICAS

LA COMBINATORIA DE LAS
COLORACIONES

INTRODUCCION

Vamos a exponer algunos resultados importantes en la
teoria de Ramsey sobre coloraciones. Se trata de un cam-
po de las matematicas englobado dentro de la combina-
toria. Parafraseando a varios autores “hay numerosos
teoremas en matemdticas que afirman, grosso modo, que
cualquier sistema de un cierto tipo siempre tiene un sub-
sistema relativamente grande con mds grado de organi-
zacion que el sistema original’.

[lustremos esto con dos ejemplos: En una reunidn
con al menos 2n—1 personas, al menos n entre ellas tie-
nen el mismo sexo.

El segundo es un poco mas complejo: Queremos sa-
ber si en un conjunto de personas {P,,...,P,} podemos
encontrar al menos tres personas P,,,P,,,P,, que se cono-
cen entre si, o que ninguna de ellas se conoce entre si.
El “sentido comun” nos dice que, si el conjunto es sufi-
cientemente grande, esto sera asi. La cuestion es, prime-
ro saber si esto es siempre cierto, y si eso es asi, estimar
el menor de esos numeros 7.

Veamos que n es como minimo seis:

Podemos tener un conjunto P,,P,,P;,P,P; tal que P,
y P, ., se conocen para cada i=1,2,3,4 y también Py P,
se conocen entre si, y ningun otro par de personas se
conoce. En esta situacidon no existen tres personas como
queremos. En la siguiente grafica, las aristas coloreadas
con rojo indican que las personas correspondientes
se conocen y las que estan coloreadas con azul indican

que no.
P1

P5 P2

P4 P3

Figura 1. R,,(3)>6.
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Por otro lado, seis es suficiente: Nos fijamos en quien
conoce o no la primera persona P;; de las cinco personas
restantes debe haber un subconjunto $ de tres personas
tal que P, conoce a todas las personas de .S 0 a ninguna
de ellas. Supongamos que P, conoce a todas ellas; si en
Shay dos personas P,,,P,, que se conocen entre si, en-
tonces en el conjunto {P,,P,,P,,} todos se conocen entre
si; si en Stodos son desconocidos, entonces S'es uno de
los conjuntos que buscamos. El caso en el que P, desco-
noce a todos las personas de . se trata de la misma
manera.

COMBINATORIA FINITA

El ejemplo que acabamos de explicar es un caso particu-
lar de un principio matematico, denominado Teorema de
Ramsey, demostrado por el filésofo y matematico F.P.
Ramsey, y que se puede decir es el origen de la teoria de
las coloraciones. Para enunciar correctamente el resulta-
do, vamos a introducir una notacion estandar: N es
el conjunto de los numeros enteros no negativos; dado
un entero no negativo neN, escribiremos [r] para deno-
tar el conjunto {1,2,...,n}. Dado un conjunto X, y un
numero natural n, denotemos por [X]" a la coleccion de
todos los subconjuntos de X que tienen exactamente n
elementos.

Para simplificar la notacion, escribiremos [1]¢ en vez
de [[n]]*=[{1,...,n}]% Una r-coloracién de un conjunto es
una coloracion de sus elementos utilizando » colores.

Figura 2. Frank Plumpton Ramsey. Fuente: https://
en.wikipedia.org/wiki/Frank_P._Ramsey.
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Teorema. [1] Dados niimeros naturales d,m y
r, existe un numero n tal que para todo conjun-
to X con al menos n elementos y para toda r-
coloracién de [X]¢ existe un subconjunto Y de X
con m elementos tal que todos los subconjuntos
de Y con d elementos tienen el mismo color. Al
menor de esos n lo denotaremos por R, (m).

El ejemplo sobre las personas se modeliza con el caso
d=r=2 y m=3, y hemos visto que R,, (3)=6. En general,
El teorema de Ramsey tiene una sencilla demostracion
por induccidn sobre d, utilizando las mismas ideas que
hemos utilizado en el ejemplo de la reunién con seis
personas. Estimar los niimeros de Ramsey Ry (m) tiene
gran interés y dificultad. El teorema de Ramsey y varia-
ciones de ¢l ha sido muy usado tanto en otras areas de
la matematica como, por ejemplo, en informética teorica
(estudio de algoritmos) o en teoria de la informacion (ver
[2] para mas informacion).

Pasemos a enunciar unos resultados donde el orden
buscado es de tipo geométrico o aritmético.

Organizacion geométrica: El Teorema de
Hales-Jewett

Es bien sabido que en el juego de tres en raya cada ju-
gador tiene una estrategia para acabar en tablas, inde-
pendientemente de los movimientos del oponente. Pode-
mos modelizar matematicamente el juego de tres en raya
como sigue: hay dos jugadores que eligen alternadamen-
te una casilla no escogida anteriormente, que vamos a
etiquetar con (i,)), i,je {-1,0,1}. El juego termina cuando
uno de los jugadores ha conseguido “3 en raya”, es decir,
una linea horizontal o vertical
Hi={(-1Li)0).(Li)}, Vi={(-D.G.OLGL D},
con j=-1,0,1,

o una diagonal o anti-diagonal

D:={(-1,-1),(0,0),(1,1)}, AD={(-1,1),(0,0),(1,-1)}.

En el caso de su version 3 dimensional, y donde cada
uno de los jugadores escoge ahora una casilla indexada
por t parametros (i,j,k) con i,jke{-1,0,1}, si el primer
jugador escoge la casilla central del cubo 3D siempre

Figura 3. W(3,3)>27.
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gana. Nos podriamos preguntar si hay alguna estrategia
para alguno de los jugadores con la cual al final del
juego se acabara en tablas.

Y la respuesta es que no, de una manera mucho mas
general: Consideremos un juego con r jugadores que es-
cogen una casilla (i,...,iy) de un hipercubo (discreto)
N-dimensional

{-m,...,-1,0,-1,...,m}".

Cada uno de los jugadores decide escoger o no una
casilla. El juego termina cuando uno de los jugadores
llega a escoger N-en raya, o sea, un conjunto de la forma

{ @p,..,an)*c(by,....by) | ce {0,...,.2m} }
para ciertos (a,,...,ay) y (by,...,by) cumpliendo las si-
guientes condiciones: a) cada b=-1,0,1; b) si |a|<m, en-
tonces b=0; ¢) si |a=m, entonces b=0 o b=-a/|a, y d)
hay algun j tal que b#0. El Resultado de Alfred W. Hales
y Robert 1. Jewett nos dice.

Teorema. [3] Si N es lo suficientemente grande,
sea cual sea la manera que cada uno de los
jugadores juegue, al final el juego siempre aca-
ba con algun N-en raya.

Organizacion aritmética: Teoremas de Van der
Waerden y Folkman

Imaginemos que ahora coloreamos los numeros natura-
les [N]:={l1,...,N} con r colores y nos preguntamos si
serd cierto que podemos encontrar elementos “con es-
tructura aritmética” con el mismo color, por ejemplo,
una progresion aritmética
a,at+b,a+2-b,...,a+k-b.

El teorema de B.L. Van der Waerden dice que esto

siempre es posible, para N suficientemente grande.

La demostracion es bastante mas compleja que la del
Teorema de Ramsey. Al menor entero N con esta propie-
dad se le denomina W(k,r). Se puede demostrar que
W(3,3)=28. A continuacion, ponemos un ejemplo de una
coloracion con tres colores amarillo, rojo y azul de los
27 primeros numeros enteros positivos para la que no
podemos encontrar ninguna progresion aritmética en
uno de los colores.

Supongamos ahora que lo queremos es encontrar en
uno de los colores muchos enteros positivos y la suma

L2 [Hlls - HEHEN: B
vty A | OBl Pl

Figura 4. W(2,2)>27. Modificada de: http://datagenetics.com/
blog/august12017/index.html.
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entre ellos. Este es el resultado conocido como teorema
de Folkman, en honor al matematico Jon Folkman, y
demostrado independientemente por varios matematicos
(ver Teorema 11 en [5]).

Teorema. Para cualesquiera enteros positivo m
y r existe un numero entero positivo N tal que
en toda r-coloracion de [N], en uno de los co-
lores podemos encontrar m enteros y todas las
sumas (sin repeticion) de ellos.

Es interesante remarcar que en 1916 1. Schur de-
muestra la siguiente version reducida del teorema de
Folkman y que se considera el primer resultado en la
teoria de Ramsey: Para todo reN existe un N con la
propiedad de que en toda coloracidn de [N] utilizando r
colores se puede encontrar en uno de los colores dos
enteros positivos m y n'y su suma m+n.

El teorema de Ramsey dual

Finalizamos esta breve exposiciéon de teoremas en com-
binatoria finita con el que se puede considerar el resul-
tado mas complejo de los presentados. Es el teorema de
Ramsey dual. Fue demostrado por R.L. Graham y B.L.
Rothschild. Para enunciarlo, necesitamos introducir el
concepto de particion: Dado un conjunto X, una parti-
cion Zes una coleccion de partes de X que son disjuntas
dos a dos y que recubren todo X.

Figura 5. R.L. Graham y B.L. Rothschild.

Teorema. [6] Dados enteros positivos d, m y r
existe un entero positivo N tal que en toda r-
coloracion del conjunto de d-particiones 2 (N)
existe una m-particion 2 de [N] tal que cual-
quier d-particion formada a partir de juntar
piezas de P tiene siempre el mismo color.

Diremos que una particion 2 de X es una d-particion
si el numero partes en 2 es exactamente d. A la familia
de todas las d-particiones de X la denotaremos por

i (X).
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El Método probabilistico

La mayoria de las demostraciones de los resultados an-
teriores son de naturaleza puramente combinatoria; mu-
chas de ellas estan llenas de “trucos” y da la sensaciéon
de que no hay estrategias generales. Sin embargo, existe
un método, llamado probabilistico, que es muy util en
estos y otros estudios matematicos.

La filosofia de este método, debido a Paul Erdds, consis-
te, entre otros, en los siguientes principios:

- si todos los objetos de una coleccidon no tienen una
propiedad, entonces la probabilidad de que un ob-
jeto escogido al azar tenga dicha propiedad es cero;

- su principio dual, si la probabilidad de que un ob-
jeto escogido al azar tenga una propiedad dada no
es 1, entonces debe haber algun objeto en la colec-
cion que no tenga la propiedad.

Figura 6. P. Erdds. Fuente: https://oakland.edu/enp.

Recomendamos el libro [7] para explicaciones mas com-
pletas. Vamos a ilustrar el método con un ejemplo, tam-
bién debido a Erdés. Se trata de estimar de manera pro-
babilistica cotas inferiores de los numeros de Ramsey
R,,(m) y observar que, fljado meN, cuando n es peque-
fio con respecto a m, entonces se puede encontrar una
2-coloracion de [1]? sin que haya ningun monocromati-
co de la forma [S]? con S de cardinalidad m. De hecho,
vamos a ver que R,,(m)>2"?: Para ello, coloreamos el
grafo [n]* de manera aleatoria, coloreando cada {i,j} de
manera independiente con color rojo con probabilidad
1/2 o con color azul también con probabilidad 1/2. Dado
ahora un subconjunto .5 de [n] de cardinalidad m, la
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probabilidad de que [5]* sea todo rojo es 1/2 veces el
numero elementos de [ S]?, que es I:zfjl y lo mismo de que
[S)? sea todo azul. Es de~i* !~ probabilidad de aue [S]?
sea monocromatico es 3.4 ‘¥ . Como tenemos :] sub-
conjuntos de [n] de cardinalidad m, la probabiniaad de
que al menos haya un monocromatico de la forma [S]?
con Sde cardinalidad m es

[=F®

LY i
Si se cumple que n es tan pequefio que I::wjl a2 ,
entonces dicha probabilidad es estrictamente menor que
1y por tanto para dicho n debe haber una 2-coloracion
de [n]? sin monocromaticos del tipo [S]> con S de cardi-

nalidad m.

Este argumento es claramente no constructivo. De
hecho, encontrar “malas” coloraciones es en general
muy dificil, aunque analizando el numero

T = [: I| EI_[I;]

pararL® 2[1] nos damos cuenta de que o es muy peque-
fio. En otras palabras, la probabilidad de encontrar un
contraejemplo es muy alta.

COMBINATORIA INFINITA

Hay versiones infinitarias de los resultados anteriormen-
te expuestos, aunque, como veremos mas tarde, hay que
precisar en cada caso qué se entiende por infinita. Estas
versiones infinitarias generalizan los teoremas presenta-
dos anteriormente, y a partir de ellas, utilizando un ar-
gumento de compacidad, se pueden demostrar las ver-
siones finitarias. Empecemos por el teorema de Ramsey
en N, el conjunto de enteros no negativos.

Teorema. [1] Si coloreamos la coleccion [N]¢
de los conjuntos de nimeros naturales de car-
dinalidad d con un niumero finito de colores,
siempre existe un conjunto infinito cuyos sub-
conjuntos de cardinalidad d todos tienen el
mismo color.

Este teorema se demuestra de manera parecida al teo-
rema de Ramsey. Existen versiones infinitarias del teo-
rema de Van der Waerden: La versidn natural infinita
diria que para toda r-coloracion de N se cumple que en
uno de los colores se puede encontrar una progresion
aritmética infinita. Sin embargo, este resultado es falso.
Utilizando que el numero de progresiones aritméticas es
numerable, con un argumento diagonal se puede produ-
cir una coloracion finita de N con la propiedad de que
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ningun color contiene una progresion aritmética infini-
ta. El resultado correcto es el siguiente:

Teorema. [4] En toda coloracién finita de N
hay un color que tiene progresiones aritméticas
arbitrariamente largas.

El teorema de Folkman tiene también la siguiente
version infinitaria, demostrada por N. Hindman, y que
tiene una demostracién muy elegante utilizando los de-
nominados ultrafiltros idempotentes.

Teorema. [8] En toda coloracion finita de N
hay uno de los colores que tiene un conjunto
infinito Py todas las sumas de elementos dis-
tintos de 2.

Se tiene una versidn infinita del teorema de Hales-
Jewett, aunque no la incluiremos aqui. Existe también
otro tipo de versiones infinitas de los resultados anterio-
res. Para ilustrarlo mencionaremos el Teorema de Gal-
vin-Prikry. En el teorema de Ramsey se colorean los
subconjuntos finitos de cardinalidad exactamente d. ;/Se
puede tener un resultado similar cuando se colorean los
subconjuntos infinitos de N? De manera precisa, dado
un conjunto 4 de enteros positivos, denotemos por [4]”
a la familia de todos los subconjuntos de 4 que son in-
finitos. Nos preguntamos por la veracidad del siguiente
resultado: ¢es cierto que para toda coloracién finita de
[N]*, en uno de los colores tenemos un conjunto infini-
to A y todos sus subconjuntos infinitos? Este resultado
es falso en general, aunque la coloracién mala es “arti-
ficial”, al estar construida utilizando el axioma de elec-
cion. Dana Scott en un seminario de Stanford en 1967
pregunto si este resultado podria ser cierto para colora-
ciones “definibles”. F. Galvin y K. Prikry demostraron lo
siguiente.

Teorema. [9] En toda coloracion finita borelia-
na de [N]* hay uno de los colores que tiene un
subconjunto infinito A de N y todos los subcon-
Jjuntos infinitos de A.

Una coloracion boreliana de [N]* es aquella para la
que todos los colores son familias borelianas de [N]~.
Intuitivamente, y sin entrar en muchos detalles, una fa-
milia de Borel es aquella que es “razonablemente” defi-
nible. Por ejemplo, la familia de todos los subconjuntos
de N que contienen los enteros 2,3,4, o la familia de los
subconjuntos de N que contienen n enteros consecutivos
son ambas borelianas.
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Finalizaremos mencionando algunos resultados de
combinatoria infinita no numerable, un campo iniciado
principalmente por P. Erdés, A. Hajnal y R. Rado (ver
[10,11]. Recordemos que un conjunto infinito X es nu-
merable cuando X'y N son equipotentes, es decir, cuan-
do existe una biyeccion entre X y N. Nos preguntamos
ahora si existe un conjunto infinito X tal que siempre
que coloreemos [X]*> con dos colores existe un subcon-
junto 4 c X equipotente con X tal que [4]* es monocro-
matico. Sabemos que la respuesta es que si para para
conjuntos numerables (es el teorema de Ramsey infini-
to). Pero jexisten conjuntos no numerables con estas
propiedades? Se puede demostrar que muchos conjuntos
no tienen esa propiedad: Los numeros reales R, los pri-
meros cardinales infinitos no numerables X, con neN, y
muchos otros. Por otro lado, no es posible demostrar
dentro de la matematica estandar la existencia de un
conjunto no numerable con la propiedad requerida, de-
bido a unos de los teoremas de Incompletitud de la ma-
tematica demostrado por K. Godel (ver [12]).
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