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Introduccion

Presentacion

Existe una literatura muy amplia sobre la teoria de la empresa bajo incertidum-
bre. En uno de sus trabajos pioneros, publicado en 1971, se estudia una versiéon con
incertidumbre del modelo cldsico (determinista) de produccién éptima de una empresa
competitiva, al considerar que la empresa debe decidir su nivel de produccién antes de
conocer el precio al que se vendera su producto en el mercado. Este modelo basico, que
cuenta con una sola variable de decision y una tunica fuente de incertidumbre, se ha ido
ampliando y modificando para dar lugar a modelos méas complejos y, en alguna medida,
mas cercanos a la realidad de la empresa.

Los trabajos de Baron (1970) y Sandmo (1971) fueron pioneros en el estudio tedrico
sistematico de la empresa que opera en un entorno de incertidumbre. Ambos autores
investigan el comportamiento de una empresa que debe decidir su nivel de produccién
antes de conocer el precio al cual se vendera su producto en el mercado, y cuyo objetivo

es maximizar la utilidad esperada de su beneficio. En ambos casos, se trata, pues, de

17



18 Introduccion

un problema de optimizacién en el que se tiene una tnica variable de decisién (el nivel
de produccién) y una sola fuente de incertidumbre, modelada por una variable aleatoria
(el precio del producto).

Desde entonces, diversos autores han ido ampliando este supuesto original, lo que
ha dado lugar a modelos mas complejos, en los que aparecen varias variables, tanto
aleatorias como de decision. Por ejemplo, la empresa puede fabricar més de un producto,

presentar costes variables de produccion, o bien operar en un mercado de futuros.

De forma general, el problema puede plantearse del siguiente modo:

max F [u(7(x,y,p)], sujeto a Fij(x,y) =0,i=1,...,n,

donde 7 denota el beneficio (o incluso la riqueza) de la empresa, x es un vector de
variables de decision, p es un vector de variables aleatorias, y es un vector de pardametros
que intervienen en el beneficio, u es la funcién de utilidad de la empresa (que se supone
creciente en el beneficio), E denota el valor esperado, y las funciones F; definen las
relaciones que pueda haber entre el vector y y el conjunto de variables de decisiéon dado
por Xx.

A partir de este tipo de modelos es posible realizar estudios de diversos tipos. Por
ejemplo: analizar el comportamiento de la empresa en comparacion con el caso en que

no haya incertidumbre; realizar un estudio de estatica comparativa con respecto a los
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distintos parametros; o analizar el efecto que produce un incremento del riesgo o de la

aversion al riesgo.

En esta linea, y dado que, en el mundo empresarial, la incertidumbre suele estar pre-
sente en muchos ambitos y, al mismo tiempo, la decisién tomada puede referirse a varios
aspectos, se hace necesario considerar modelos que contemplen varias variables de deci-
sién y/o varias fuentes de incertidumbre. Sin embargo, la consideracién simultdnea de
todos estos elementos dificulta enormemente el andlisis. De hecho, desde los comienzos
de esta teoria hasta la actualidad, pocos son los autores que han avanzado en esta direc-
cién, y las aportaciones realizadas se refieren, en la mayoria de los casos, a situaciones

muy particulares.

Varios son los autores que han estudiado el comportamiento de una empresa com-
petitiva que se enfrenta a diversas fuentes de incertidumbre. En la mayoria de casos,
esta incertidumbre proviene de los precios de las mercancias que intervienen en la pro-
duccién. Asi, en Blair (1974) se considera que los precios de los factores productivos -es
decir, de los bienes de los que hace uso la empresa en la elaboracion de los productos
que vende- son aleatorios. Otros autores han introducido el supuesto de que también el
precio de venta del bien elaborado por la empresa puede sufrir variaciones segiin una
distribucién de probabilidad, como en Stewart (1978), Booth (1983), Chavas (1985),

Grant (1985), Viaene y Zilcha (1998), Adrangi y Raffiee (1999), Dalal y Raju (2003),
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Hennessy (2006), Alghalith (2009), Dalal y Alghalith (2009), y Alghalith y Dalal (2009).
Por otra parte, otros autores imponen la existencia de incertidumbre en la cantidad final
elaborada por la empresa, como Grant (1985), Dalal y Alghalith (2009), Viaene y Zilcha
(1998) y Alghalith y Dalal (2009). Finalmente, también se ha tratado el caso en que la

empresa puede operar en el mercado de futuros, como en Holthausen (1980), Lapan y

Moschini (1994), Sevi (2004) y Alghalith (2006a, 2006b, 2008a).

En los estudios que se han desarrollado hasta la fecha no aparecen simultaneamente
los elementos que aproximan los posibles modelos a la realidad: incertidumbre en los
precios de venta y compra y en la cantidad producida, junto con costes deterministas de
produccién generales. Por otro lado, en aquellos trabajos en que se ha hecho uso de una
funcién de produccién (es decir, la que determina cudnto produce la empresa a partir
de los factores productivos), se ha supuesto que aquella era derivable; como se vera méas
adelante, dicha suposicion no se verifica siempre, ni aun en un caso muy comun bastante

simple.

Por otra parte, los anélisis de estatica comparativa que se han llevado a cabo hasta el
presente no consideran la posibilidad de cambios simultaneos en varias de las variables
del modelo. Por ejemplo, no se ha estudiado el caso en que se produce una variacién en
mas de uno de los precios de las mercancias que intervienen en el proceso de produccién

y venta.
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Generalmente, las decisiones de compra y venta de una empresa cualquiera requieren
de procesos que ocurren en diversas etapas, y estas, a su vez, en diferentes instantes de
tiempo. Por ejemplo, la empresa ganadera dedicada a la produccién carnica decide en
determinado momento adquirir un determinado ntimero de animales jovenes para su
crianza y venta posterior. Durante este periodo, dicha empresa comprara con cierta
frecuencia los alimentos y productos necesarios para la crianza, puesto que el tiempo
que conlleva la produccién es lo suficientemente largo como para que el ganadero no
pueda almacenar todos esos bienes. Asi, en este ejemplo se tiene un instante inicial de
compra de unos bienes (animales jévenes) y uno final de venta (animales ya adultos),
y varios instantes de compra de productos (alimentos, vacunas,...) para el proceso de

produccion.

Si bien el proceso de produccion de este ejemplo puede trasladarse, en cuanto a la
operativa a lo largo del tiempo, a un gran nimero de empresas, son pocos los estudios
acerca del comportamiento de la empresa que opera en diversos instantes de tiempo.
Entre las causas de este escaso niimero de trabajos cabe citar la dificultad en la obtencién
de resultados significativos, tales como los de estatica comparativa, como senala Antle
(1983), debido a la complejidad de los métodos de solucién general que se aplican a
los problemas que involucran una dindmica temporal. Este tipo de formulacion forma

parte del ambito de los problemas estocéasticos de control, y sus soluciones se obtienen
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mediante la aplicacion de algortimos de programacion dinamica, como, por ejemplo, la
ecuacion de Bellman (1952). No obstante, estos métodos alcanzan una complejidad ain

mayor en el caso de multiples variables aleatorias.
Objetivos

En el presente trabajo se pretende, en primer lugar, aunar las diferentes fuentes de
incertidumbre citadas -en los precios de venta y de compra, y en la cantidad producida-
junto con costes de produccion deterministas, y, al mismo tiempo, estudiar un modelo
particular de empresa para la cual su funcién de produccion no admite derivadas par-
ciales, y, por tanto, tampoco el tipo de analisis estandar que se lleva a cabo en estos
casos. En particular, dicha funcién de utilidad modeliza el comportamiento de aquella
empresa en la que las cantidades de los elementos necesarios para la produccion deben
guardan entre si unas proporciones fijas (como puede ser, por ejemplo, el caso de la
elaboracion de un producto quimico, el ensamblaje de piezas para la fabricacién de un
dispositivo cualquiera, la fabricacién de alimentos, etc.).

En segundo lugar, se quiere analizar el comportamiento a lo largo del periodo de
produccién de la empresa competitiva en un entorno de incertidumbre, para obtener a
partir de dicho andlisis algunos resultados de caracter econémico.

Finalmente, se quiere aplicar el analisis realizado al estudio de un tipo de empresa

ganadera muy comun.
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Metodologia

En primer lugar se lleva a cabo una revision de la literatura relacionada para determi-
nar las variables consideradas en los diversos modelos estudiados, asi como los distintos
aspectos analizados. Se hace uso de la siguiente notacién en relacion a los diferentes ti-
pos de comportamiento de la empresa frente al riesgo: CARA, para aquella empresa que
muestra aversién absoluta al riesgo constante (del acrénimo en inglés Constant Absolute
Risk Aversion), es decir, la funcién —u”(x)/u/(x) es una funcién constante; DARA, para
aversion absoluta decreciente al riesgo (—u"(x)/u'(x) es decreciente); IARA, para aver-
sién absoluta creciente al riesgo (—u”(x)/u/(x) creciente); y Ross-DARA, para aversién

absoluta decreciente al riesgo en el sentido de Ross.

Partiendo del modelo objeto de estudio y, una vez comprobados los aspectos inno-
vadores que incorpora, se analizan los distintos efectos que se estudian en el area de la
empresa bajo incertidumbre. Para ello, se hace necesario reformular un lema empleado
en este area de investigacion: el lema de Lipmann y McCall, que se generaliza, desde su

version original -de una variable aleatoria-, al caso en que haya tantas como se precise.

Para estudiar el comportamiento de la empresa a lo largo del tiempo se considera
el caso de una empresa que obtiene el rendimiento de su produccién después de va-
rias etapas distintas en las que adquiere los bienes necesarios para llevar a cabo dicha

produccion.
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Por 1ltimo, para aplicar el modelo al caso particular de la empresa ganadera se
adaptan el modelo y los resultados del capitulo precedente a una empresa ganadera
de vacuno de produccién cérnica. En este tipo de explotaciones ganaderas, la empresa
adquiere terneros jovenes que seran vendidos, aproximadamente, un ano mas tarde,
después del periodo de engorde. Durante este periodo, el ganadero deberd decidir cuando
y a qué ritmo compra los productos necesarios para la cria de los animales (alimentos,
medicinas, etc.), por lo que el proceso de produccién puede modelizarse del modo en que
se ha propuesto en el capitulo anterior. Es mas, ninguno de los modelos estudiados en la

literatura existente se adaptada a las condiciones particulares de este tipo de empresa.

Estructura del trabajo

En el capitulo 1 de este trabajo se hace una revisién de los diferentes modelos
desarrollados en la literatura cientifica hasta la fecha acerca de la teoria de la empresa
con multiples fuentes de incertidumbre. Se explican tanto el fundamento tedrico como
los resultados mas relevantes obtenidos por los diferentes investigadores.

En el capitulo 2 se estudia el modelo propuesto en este trabajo, y se obtienen diversas
conclusiones tanto para la empresa que opera en el mercado de futuros como aquella
que lo hace en ausencia de éste. En particular, se estudian las condiciones necesarias de
optimo del problema propuesto y el comportamiento de la empresa segin su grado de

aversion a la incertidumbre, se establece la comparacion entre los resultados obtenidos
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en entornos de incertidumbre y de completa certidumbre, y se realiza un analisis de
estatica comparativa respecto de varios parametros del modelo.

En el capitulo 3 se trasladan los resultados obtenidos en el apartado anterior al
estudio de la empresa que opera a lo largo del tiempo, desde el momento en que inicia
la produccién hasta aquel en que se produce la venta del bien elaborado.

En el capitulo 4 se aplican los resultados obtenidos al estudio de un tipo de empresa
ganadera muy comun.

En el apartado de conclusiones se presentan los resultados mas relevantes obtenidos
en este trabajo, y se destacan aquellos que representan una aportacion original respecto
de la bibliografia existente en este campo.

En el apéndice A se presenta y se desarrolla la herramienta teérica que ha permitido
la obtencion de buena parte de los resultados de este trabajo, y se ilustra su utilizacién
en un modelo reciente de la teoria de la empresa bajo incertidumbre.

Por 1ltimo, en el apéndice B se muestra también la aplicacion de lema desarrollado
en este trabajo al estudio de determinadas propiedades en ciertos modelos de la teoria

de la empresa en condiciones de incertidumbre.
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Capitulo 1

Teoria de la empresa bajo multiples
fuentes de incertidumbre: una
revision

El problema general de una empresa bajo multiples fuentes de incertidumbre se

puede expresar, en términos generales, del siguiente modo:
méx F [u(m(x,y,p)], sujeto a Fij(x,y) =0,i=1,...,n,

donde 7 denota el beneficio (o incluso la riqueza) de la empresa, x es un vector de
variables de decision, p es un vector de variables aleatorias, y es un vector de pardametros
que intervienen en el beneficio, u es la funcién de utilidad de la empresa (que se supone
creciente en el beneficio), £ denota el valor esperado, y las funciones F; definen las
relaciones que pueda haber entre el vector y y el conjunto de variables de decisién dado

por X.

27
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Este problema es estudiado por numerosos autores, y la mayoria de ellos centra su
atencién en aquella empresa que muestra aversién al riesgo (mds aun, aquella tal que

u” < 0).

Los modelos estudiados en la literatura pueden ser clasificados, si se quiere, segiin se
considere o no la posibilidad de que la empresa pueda operar en un mercado de futuros.
En este capitulo se recogen, atendiendo a esta clasificacién, los modelos de la teoria
que consideran multiples fuentes de incertidumbre, y se comentan los resultados més
importantes obtenidos para cada uno, a la vez que se realiza un analisis comparativo de

sus logros y carencias.

A lo largo de la exposicién no se han analizado aquellos supuestos que tratan casos
especialmente particulares, bien para funciones de utilidad, bien para las funciones de
distribucién de las diversas variables aleatorias. Para facilitar su comprensién y segui-
miento, cada concepto o variable se ha representado mediante la misma letra en todos
los modelos, lo que ha obligado a modificar, en algunos casos, la notacién original em-
pleada por el autor correspondiente. Ademads, se ha escrito en mayuscula las letras que

hacen referencia a variables aleatorias.
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1.1. Modelos sin mercados de futuros

1.1.1. Empresas que venden su produccion en un dnico mer-
cado
De forma esquematica, puede representarse el beneficio de cada empresa considerada

en este apartado mediante:
mT=pqg—C

donde ¢ denota el nivel de produccién de la empresa, p el precio unitario al que lo
vende y ¢ el coste total de producciéon. En general, estas variables tienen una expresion
diferente para cada modelo, como se ve a continuacion.

El primer trabajo en el que aparecen varias fuentes de incertidumbre es el de Blair
(1974), donde se considera una empresa que produce un tinico bien a partir de n factores
productivos x1, xs, ..., T,, cuyos respectivos precios son desconocidos y vienen modela-
dos mediante las variables aleatorias Ry, R», ..., R,, y se supone que tanto la cantidad
producida, ¢, como el precio de venta del producto fabricado, p, son funciéon de la
cantidad utilizada de cada factor productivo. Es decir, p = p(q)y ¢ = ¢(x), donde

x = (21, T9, ..., T,). Concretamente, la empresa busca el nivel éptimo de cada factor

productivo que maximiza la utilidad esperada de su beneficio, es decir, resuelve:

max E [u <p(q) cq(x)— " R; - %)] :

X
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por lo que se trata de un problema de optimizacién con n variables de decisién: z1, z9,
..., x,. Con estas condiciones, se demuestra que una empresa que muestra aversioén al
riesgo compra menos de cada uno de los factores productivos que aquella que es neutra
al riesgo, y que lo contrario sucede si la empresa es amante del riesgo.

En el modelo de Blair se supone que la incertidumbre esté presente tinicamente en el
precio de los factores productivos. No obstante, si el precio de éstos es desconocido antes
de iniciar el proceso productivo, parece légico suponer que eso mismo pueda suceder
con el precio al que se vendera el producto. Esto es lo que se considera en los siguientes
modelos.

En efecto, en Stewart (1978) se estudia el caso de una empresa que vende y fabrica
un tunico producto cuyo precio de mercado viene modelado por una variable aleatoria
P, para cuya elaboracion necesita de dos bienes, uno de precio conocido, 1, y el otro de
precio desconocido, modelado por la variable aleatoria R,. La cantidad de produccién
obtenida, ¢, es funcién de las cantidades empleadas, x1 y x2, de los respectivos factores
productivos; es decir, ¢ = q(x1, z3). En este caso, la empresa busca los niveles 6ptimos

de x1 y x5 , que son soluciéon del problema:

max E [u(P - q(z1, 22) — rizy — Roxs)].

1,22

El primer resultado de este trabajo establece que una empresa aversa al riesgo

harda menos uso del factor productivo de precio aleatorio y mas de aquel de precio
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conocido. Ademas, cuanto més aversa al riesgo es la empresa mas uso hard de los fac-
tores productivos de coste conocido y menos de los de coste aleatorio. Asi, este tipo
de empresa declina la posibilidad de obtener beneficios altos con el fin de evitar gran-
des pérdidas. Stewart generaliza estos resultados al caso en que haya tantos factores
productivos de precio aleatorio y precio conocido como se quiera. Como consecuencia,
las empresas aversas al riesgo invierten una cantidad menor en los factores productivos

cuyo precio es aleatorio que aquellas que son neutras al riesgo.

En Alghalith (2009) se estudia también este mismo modelo, y se demuestra que
se produce una disminuciéon de los niveles éptimos de cada uno de los dos factores
productivos respecto a los que se obtienen en un ambiente de completa certidumbre
si 0%q/0x10xy > 0 y los dos precios, P y Ry, son (estadisticamente) independientes.
También se verifica que en un entorno de precios de compra aleatorios, la aparicién de
incertidumbre en el precio de venta reduce el nivel 6ptimo de cada factor productivo si se
verifican las dos condiciones anteriores. Por otra parte, si el precio de venta es aleatorio,
la aparicion de incertidumbre en el precio de compra lleva aparejada una reduccion en el
nivel éptimo del factor productivo cuyo precio es variable. En cuanto al comportamiento
de la empresa en funcién de su actitud frente al riesgo, se demuestra también que, si los
dos precios son independientes, entonces un aumento de la aversién al riesgo conlleva

una disminucién del nivel 6ptimo de cada factor productivo si estos son independientes.
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En los modelos anteriormente citados se puede considerar el caso particular en que
los factores determinantes de la produccion sean sélo dos: el capital y el trabajo inverti-
dos. En ese caso, se trata de un modelo con n = 2 factores productivos. Esta situacién
particular se estudia ya en el primero de los modelos citados y, mas tarde, en Adrangi
y Raffiee (1999).

Concretamente, Blair (1974) considera este caso particular en su modelo y compara
el uso de estos dos factores en funcién de la aversiéon al riesgo de la empresa. Por su
parte, Adrangi y Raffiee (1999) consideran ademds que el precio de venta del producto
es desconocido en el momento en que se toma la decision. Se tiene, pues, un modelo con
tres variables aleatorias (P,R; y Rs) y dos variables de decisién (z; y z3), en el que el

problema de optimizacion consiste en resolver:

max FE [U(P : q(l‘l, ZL‘Q) — Rll‘l — RQ!BQ)] .

1,22

En este trabajo se demuestra que, cuando las tres variables aleatorias son indepen-
dientes, la actitud de la empresa frente al riesgo es suficiente para obtener las condiciones

de equilibrio a largo plazo, que en el caso de empresas aversas al riesgo se concretan en:

Asimismo, se obtiene que dicha actitud es necesaria pero no suficiente para la obten-

cion de estas condiciones de equilibrio si las variables aleatorias no son independientes.
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En todos los trabajos citados hasta el momento, el objetivo de la empresa es maxi-
mizar la utilidad esperada de su beneficio 7. En este sentido, el siguiente modelo marca
una diferencia en el planteamiento del problema, ya que ahora el objetivo serd maximi-
zar la utilidad esperada de su riqueza: ™ + wy, donde wy representa el nivel de riqueza
inicial. Ademas, en este modelo se tiene que la riqueza inicial de la empresa esta some-
tida a algun tipo de situacién arriesgada, por lo que vendréd modelada por una variable
aleatoria que se denotara (en maytsculas) por Wy!.

Este es el caso del trabajo de Chavas (1985). En él se considera que el precio de venta
del producto viene modelado por una variable aleatoria P. Dicho producto se elabora a
partir de n factores productivos, y el nivel de produccién ¢ depende funcionalmente del

nivel empleado de cada uno de ellos: ¢ = f(x). El objetivo de la empresa es:

H)l(f)(}XE [u (Pq - 21:1 Tt X+ WO)} sujeto a ¢ = f(x).

Chavas lleva a cabo un analisis de estatica comparativa suponiendo que la empresa
manifiesta, por un lado, CARA, por lo que la funcién de utilidad tiene una expresion

analitica concreta, y, por otro, Ross-DARAZ. Mis concretamente, estudia el efecto que

IEsta situacién puede darse, por ejemplo, en el caso de que la empresa invierta parte de su capital
en algin producto de renta variable.

2El concepto de aversién absoluta al riesgo decreciente introducido y caracterizado por Ross (1981)
(Ross-DARA), es mas restrictivo que el de aversién absoluta al riesgo decreciente (DARA) de Arrow-
Pratt, contenido en Arrow (1974) y en Pratt (1964). La caracterizacion de la aversién absoluta al riesgo
constante (CARA) de Ross es idéntica a la de Arrow-Pratt, por lo que en ambos casos se denota por
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produce una variacién del precio de venta y de la riqueza inicial esperada sobre la
cantidad 6ptima de produccién y de factores productivos.

Los siguientes autores incorporan una novedad en este tipo de modelos: la introduc-
cién de incertidumbre en la produccién de la empresa. Esto es algo muy habitual en
explotaciones agricolas y ganaderas, donde el productor sélo puede planificar la canti-
dad que desea producir, pues el propio proceso productivo esta sometido a factores de
riesgo. Varios son los autores que han estudiado esta situacion.

Grant (1985) considera una empresa en la que el precio al que se vende el producto
y la cantidad producida de este vienen modeladas por sendas variables aleatorias. La

empresa buscar resolver:

max E [u(PVy — c(y))]

Y

donde P es el precio aleatorio de venta del producto elaborado, y es la produccion
programada, V' es una variable aleatoria que modela la variabilidad de la produccion, y
c(y) es el coste de produccion.

Obsérvese que, en este modelo, la variable de optimizacién no es, como en los mo-
delos anteriores, la cantidad invertida de factores productivos, sino, por el contrario, la
cantidad programada. Cabe destacar que el propio autor reconoce la dificultad de obte-

ner condiciones aplicando los métodos habitualmente utilizados en la literatura, debido

las mismas siglas.
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a la presencia del producto de dos variables aleatorias.

El resultado més significativo de este autor es que el 6ptimo de produccion progra-
mada es mayor cuanto menor aversion al riesgo muestre la empresa.

En Dalal y Alghalith (2009) se presenta un modelo en el que también existe in-
certidumbre en la produccién. Pero, a diferencia del anterior, la empresa maximiza la
utilidad esperada de su riqueza. Ademas, la funcién de costes depende no sélo de la
cantidad programada, ¥, sino también del vector de n precios, r, correspondientes a los

n factores productivos empleados. El objetivo de la empresa es obtener:
méx B [u(PVy — c(y,r) + wo)] ,
)

donde wy es su estado de cuentas inicial.

En el principal resultado de este trabajo se comparan los respectivos niveles 6ptimos
que programa la empresa con y sin incertidumbre. En este estudio se deja patente de
nuevo que la inclusion de un producto de variables aleatorias dificulta el analisis del
modelo. De hecho, estos autores conjugan métodos analiticos con métodos graficos,
debido a la falta de herramientas analiticas que permitan un estudio mas directo.

Por otro lado, hay que mencionar que algunos resultados de este trabajo hacen
referencia a condiciones especificas de aversion al riesgo.

Otro estudio que también considera en su modelo incertidumbre en la produccion y

en el precio es el de Viaene y Zilcha (1998). En su articulo introducen, ademas, costes
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aleatorios de producciéon. Asi, su trabajo versa sobre una empresa que opera en un en-
torno de incertidumbre determinado por tres variables aleatorias, si bien no simultaneas
(se considera el efecto conjunto de estas variables tomadas de dos en dos): el precio de
venta del producto que elabora, la cantidad elaborada y el coste de fabricacién.

Estos autores comparan el nivel éptimo del factor productivo entre diferentes si-
tuaciones de incertidumbre y de relaciéon de dependencia entre las variables aleatorias
presentes, asi como para determinadas funciones de utilidad.

Por otra parte, sus conclusiones son validas para determinadas situaciones no espe-
cialmente generales. Puede decirse que este trabajo presenta resultados menos signifi-
cativos que los de Dalal y Alghalith (2009) debido a las condiciones particulares que
se imponen sobre la funcién de utilidad. Ademads, si bien el modelo es similar al de
los autores citados, en Viaene y Zilcha (1998) no se establecen resultados de estéatica

comparativa.

1.1.2. Empresas que venden su produccién en varios mercados

Otro caso de interés es aquel en el que la empresa vende el objeto de su produccion a
diferentes precios (o bien, produce varios bienes de precios distintos). Tal supuesto no ha
sido tratado por los autores hasta aqui mencionados. Los siguientes trabajos introducen
esta caracteristica.

En primer lugar, Dalal y Raju (2003) suponen que la empresa puede vender el bien
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que fabrica en dos mercados diferentes —el mercado nacional y uno extranjero—, para los
que los respectivos precios de venta son aleatorios. Por ello, las variables de decisién son
dos: las cantidades del bien que producen destinadas a cada uno de esos dos mercados.

El objetivo de la empresa se expresa:

méx I [u(Piq1 + Paga — c(q1 + qa, 1) + h)]

q1,92

donde A es un parametro que puede ser considerado una tasa impositiva o un subsidio.
La presencia de incertidumbre en ambos mercados dificulta en gran medida el analisis, y
no permite obtener facilmente conclusiones con los métodos habituales, por lo que estos
autores hacen uso de una combinaciéon de métodos analiticos y graficos para obtener
sus resultados. Este tipo de tratamiento es aplicable —al menos de manera relativamente
sencilla— cuando las variables de decisién son dos.

En su trabajo asumen, ademas, que la aversion al riesgo que muestra la empresa es de
tipo CARA, por lo que se tiene una funciéon de utilidad particular, o bien Ross-DARA.

Estos autores realizan un estudio de estatica comparativa respecto de varios parame-
tros de su modelo, tales como el valor esperado del precio de venta en el mercado na-
cional y en el extranjero, dispersiéon de estos mismos precios, o precios de los factores
productivos.

Hennessy (2006) considera que la empresa produce un nimero n de bienes y que

cada uno de ellos es vendido en un mercado distinto. El modelo propuesto por este
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autor viene determinado por:

donde las componentes del vector q = (1, g2, --., ¢») son las cantidades producidas de ca-
da bien, P; es el precio aleatorio de cada uno de esos bienes, y ¢ es el coste (determinista)
de produccion.

El primer resultado que obtiene es bastante general, pues no impone ninguna con-

dicién sobre la funcion de distribucion de los precios:

> G (E[P] = cala) 20,

donde el asterisco denota el nivel 6ptimo. Esta expresion muestra una condicion nece-
saria que deben satisfacer las variables del modelo en el punto éptimo de produccién.
Hennessy es de los pocos investigadores —quiza el inico— que en modelos generales de un
numero cualquiera de variables aleatorias presenta condiciones que deben satisfacer los
valores 6ptimos del problema; el conocimiento de dichas condiciones es una herramienta
que permite a la empresa decidir si debe o no iniciar la produccion.

Ademas, establece condiciones para la funcién de coste que permiten comparar los
optimos de produccién de cada uno de los bienes que fabrica con el caso en que la
empresa opere, o bien en condiciones de incertidumbre, o bien en un entorno de completa

certidumbre (de precios).
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En este trabajo se imponen también condiciones particulares, tales como aversion al
riesgo de tipo CARA, o bien funciones de distribucion de probabilidad especificas. Por
otra parte, no se consideran costes de produccion aleatorios, ni tampoco incertidumbre

en la produccion.

Msés recientemente, Rodriguez-Puerta y Alvarez-Lépez (2014) consideran la empresa
que acaba de obtener una cantidad determinada de produccién, dada por gy, vy puede
destinarla hacia dos fines distintos: uno con un precio cierto p, y el otro con un precio

incierto P. El modelo viene dado por:

max F[u(pq+ P(gr —q) + B))],

q€[0,97]

donde ¢ es la cantidad que la empresa destina al fin de precio conocido y B es un

parametro que incluye los costes de produccion.

El primer resultado que obtienen estos autores es la existencia de un precio frontera
para el fin de precio conocido, por debajo del cual la empresa decide destinar toda su
produccién al fin de precio incierto. A continuacion, estudian distintos efectos de estatica

comparativa para los distintos pardametros del modelo, incluyendo el precio frontera.
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1.2. Modelos con mercados de futuros

1.2.1. Mercado de futuros para la produccion

En Alghalith (2006a) se estudia el comportamiento de una empresa cuyo nivel de

produccién es desconocido en el momento en que se toma la decisién, y viene dado por:

Q= Q(x,n)

donde x = (x1, 9, ...,x,) es el vector de cantidades empleadas de cada uno de los n
factores productivos determinantes de la produccién, y 1 es una componente aleatoria.
Dicha empresa puede operar en ese mismo instante en un mercado de futuros vendiendo
una parte h de su produccién a un precio conocido b, o bien, puede esperar a venderla
en el mercado abierto una vez producida. El precio del mercado de contado es atin
desconocido y viene modelado por la variable aleatoria P. El objetivo de la empresa es

resolver el problema:

méx F [u <P (Q(x,n) — h) + bh — Zj:l 7’1132)] 5

x,h
donde (71,79, ...,7,) es el vector de precios de los n factores productivos. Se trata pues
de un problema de optimizacién con n + 1 variables de decisién, y en el que las dos
variables aleatorias aparecen multiplicandose.

En este trabajo se demuestra que la introduccion de incertidumbre en la produccién

no afecta a la decision de la empresa acerca de operar en el mercado de futuros, vendiendo
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su propia produccién o especulando.

En Alghalith (2006b) se considera este mismo modelo, pero se supone que la funcién
de produccién estd libre de incertidumbre y viene dada por ¢ = ¢(x). Por el contrario,
el coste de uno de los factores productivos (el primero de ellos) es desconocido en el

momento de la toma de decision. Por tanto, el objetivo de la empresa es resolver:

max F [u <P~ (q(x) — h) +bh — Ryxq — Zn 27}'%’)] ;

x,h i

1=

Asi pues, se tienen dos variables aleatorias (el precio de venta del producto elaborado
y el precio de compra de uno de los factores productivos) y n + 1 variables de decisién
(las cantidades empleadas de cada uno de los factores y la cantidad destinada al mercado

de futuros).

El estudio de este modelo permite a su autor determinar el impacto que produce
la introduccion de incertidumbre en el coste de uno de los factores productivos sobre:
las decisiones de produccion, de comercializacién de futuros y de comercializacion en
el mercado de contado, y sobre el ratio de cobertura. El tltimo de estos efectos se
estudia sin suponer condiciones adicionales; por el contrario, para el resto se considera

independencia entre las variables aleatorias.
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1.2.2. Mercado de futuros para los factores productivos y la
produccion

En Alghalith (2008a) se parte del modelo de Alghalith (2006b) suponiendo ademas
que existe un mercado de futuros para el primer factor productivo. Por tanto, la empresa
debe decidir, ademads, la cantidad z del primer factor que comprard en el mercado de

futuros al precio conocido g. El objetivo de la empresa es el siguiente:

max B [u (P -(q(x) —h) +bh — Ry(x1 — 2) — gz — Zn 2rixi>} .

X,Z,h 1=

Con estas condiciones se demuestra que la decisiéon éptima de la empresa no esta de-
terminada por la distribucién de probabilidad de los precios o por su actitud frente al
riesgo. Asi, este resultado, conocido ya para el caso en que la tnica variable aleatoria
es el precio de venta del producto elaborado por la empresa, se verifica también cuando
la incertidumbre aparece tanto en el precio de venta como en el precio de uno de los
factores productivos. Esto se debe al hecho de que un mercado de futuros para el factor
productivo de precio aleatorio estabiliza la produccién. En general, esta conclusién pue-
de extenderse al caso en que los factores productivos de precio aleatorio puedan operarse
en sendos mercados de futuros.

En el trabajo de Holthausen (1980), se estudia el caso de una empresa que fabrica

n productos a partir de m factores, con arreglo a una funcién de produccion, y para
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los cuales los precios de mercado son variables aleatorias. La empresa puede vender
y comprar en el mercado de futuros tanto los productos que elabora como los que
necesita para dicha elaboracion, a precios fijos conocidos de antemano. Concretamente,

el objetivo de la empresa de este modelo es obtener:

u (ZB(% —a)+ vlaf =) Rila; —af) - Zﬁﬁ)] )
i=1 j=1

max F
{aiwsaf =] }

donde:

i=1 j=1

q;: cantidades obtenidas de cada producto,
P;: precios aleatorios de cada uno de los productos,
x;: cantidades de cada factor productivo comprado,

R;: precios aleatorios de cada uno de los factores productivos en el mercado abierto,

ST

q; : cantidades de cada producto vendidas a futuro,

: precios de venta a futuro de cada producto,

STy

Sy

: cantidades de cada factor productivo compradas a futuro,

oy

: precios de cada uno de los factores productivos comprados a futuro.

Pese a su antigiiedad, este trabajo es el tinico en el que aparecen tantas variables

aleatorias y de decisién (tanto de compra como de venta) como se precisen. Ademsds,
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las suposiciones que en él se realizan son, en la mayoria de los casos, las mas generales.
Mas concretamente, Holthausen no impone ninguna condicién adicional sobre la funcién
de utilidad de la empresa, ni sobre la distribucién de probabilidad, ademas de suponer
un numero cualquiera tanto de variables de decisién como aleatorias. Sin embargo, se
considera una forma particular para los costes de produccién® y no se considera la
posibilidad de que exista incertidumbre sobre la propia produccion.

Holthausen (1980) y Alghalith (2008a) obtienen en algunos casos resultados equiva-
lentes. Por ejemplo, ambos demuestran que las decisiones de produccion no dependen
de los valores esperados de los precios ni del grado de aversion al riesgo de la empresa.
Ademas, en los dos trabajos se obtienen expresiones que ligan a través de la funcién
de produccion el optimo del problema con los precios que intervienen en el mismo. Sin
embargo, el hecho de contar con un menor nimero de variables permite a Alghalith
llevar a cabo otro tipo de analisis no realizado por Holthausen: el impacto que produce

la introduccién de incertidumbre en los costes de produccion.

1.3. Estudio dinamico de la empresa

Por tratamiento dinamico de la empresa se entiende el estudio de aquella empresa

en la que se considera que los instantes en que la misma toma decisiones acerca de su

3En realidad, la mayoria de los autores estudiados en modelos de empresa con multiples fuentes de
incertidumbre consideran una funcién de costes particular, que viene dada por el producto del vector
de factores productivos y su vector de precios correspondientes.
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proceso de produccion (salvo los que se refieren al inicio de la misma y a la venta de
los bienes fabricados) son multiples. Asi, por ejemplo, puede haber varios instantes a lo
largo de un periodo de tiempo en los cuales la empresa decide los bienes que necesita

para la produccién.

Los estudios sobre el comportamiento dinamico de la empresa en presencia de varias
fuentes de incertidumbre son escasos. Esto es debido a que los métodos empleados para
el estudio de esta situacién conducen a ecuaciones que, en situaciones no especialmente
particulares, son irresolubles. Ademds, aun en el supuesto de que la solucién no sea el
objetivo del estudio, tampoco permiten obtener resultados acerca del comportamiento de
la empresa en relacién a las variables de interés. Debe tenerse en cuenta, por ejemplo,
que en cada uno de los instantes en los que la empresa puede tomar decisiones de
produccién, la historia de la misma, es decir, el conjunto de precios y de valores de
las variables de instantes anteriores, debe incorporarse a tal decision, lo que conlleva
la existencia de funciones de distribucion de probabilidad condicionadas por los valores

que se conocen de esos instantes.

Por todo ello, los autores de los trabajos que se han llevado a cabo en este campo tan
solo senalan a muy grandes rasgos el procedimiento que debe seguirse para el estudio de
tal situacion, y lo aplican a casos muy especiales, como por ejemplo funciones de utilidad

muy particulares (tales como la funcién identidad), o bien dejan de lado la optimizacién
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de valores esperados de la utilidad para buscar el 6ptimo de la misma (cuando esta

depende de algin pardmetro determinado y pierde su caracter aleatorio).

Entre los autores que han investigado el comportamiento dinamico de la empresa
en condiciones de incertidumbre puede citarse a Antle (1983), Fama (1970) y Wolak y

Kolstad (1991).

Antle (1983) estudia el caso de una produccién agricola, y observa que pueden darse
tres etapas, siembra, cultivo y cosecha, y considera que cada una de estas dos ultimas
depende de la anterior. Para una empresa tal propone la optimizacién del valor esperado
de la utilidad del beneficio, pero asume que presenta una aversién neutra al riesgo; en
particular, supone que su funcién de utilidad es la funcién identidad. Dicha funcién le
permite tratar de una manera mucho més sencilla el problema general. Ademas, para
ilustrar el método propuesto considera una empresa con dos etapas de produccién, en la
que la funcién de produccién de la primera etapa es lineal respecto del input (considera
un solo input en esta etapa), y cuadrética en la segunda etapa respecto de otro input
y la produccion de la primera etapa. Atn en este caso, con condiciones ad hoc, no es

posible resolver las ecuaciones estocasticas propuestas.

Fama (1970) estudia el caso en el que un inversor debe decidir en multiples periodos
de tiempos qué cantidad de sus bienes debe conservar y qué cantidad debe invertir en

otros bienes de consumo al inicio de cada uno de esos periodos, de tal manera que
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optimice el valor esperado de la utilidad de su inversion al final del conjunto de esos
instantes de tiempo. Para el estudio de este problema hace uso de la metodologia propia
de la resolucién de problemas en los que la inversién en un instante esta afectada por las
decisiones tomadas en los instantes anteriores: optimiza en primer lugar el iltimo periodo
para todos los posibles estados de los periodos anteriores, y aplica el mismo método
para el pentltimo periodo. Asi, la optimizacion se efectiia desde el ultimo periodo hasta
el primero, en sentido inverso a la ocurrencia temporal del conjunto de instantes de
decision. Este autor demuestra que el comportamiento en cada uno de los periodos
de un inversor cuya funcién de utilidad sea estricamente céncava es indistinguible de
aquel cuyo horizonte de optimizacion estd compuesto por un unico periodo. Aunque
la profundidad de las implicaciones de este resultado es considerable, este no permite
establecer de por si resultados de cardcter econémico tales como, por ejemplo, analisis

de estatica comparativa.

Wolak y Kolstad (1991) consideran el caso de una empresa que hace uso de varios
inputs y outputs de precios conocidos de antemano en el proceso de fabricacion, salvo
el de uno de los inputs, cuyo precio es aleatorio, y que puede ser adquirido a diferentes
precios de diferentes proveeedores. El objetivo de esta empresa es la optimizacién en
términos econémicos de dicho proceso, que se repite a lo largo del tiempo. No obstante,

estos autores suponen que la empresa optimiza la utilidad del valor esperado en lugar
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del valor esperado de la utilidad, con lo que se apartan de la teoria clasica de la uti-
lidad esperada. Consideran, ademads, que la utilidad depende tanto del beneficio de la

produccién como de la varianza de ese beneficio.

1.4. Estado de la cuestion

A partir de la revision realizada se puede observar que todos los autores consideran
condiciones generales, al menos, en algunos aspectos del modelo; por el contrario, para
otros aspectos, se ven obligados a imponer condiciones muy particulares. Esto es debido
a que la introduccién de supuestos demasiado generales puede impedir la obtencién
de resultados. Por ejemplo, esto sucede cuando se parte de un nimero cualquiera de
variables de decisién, ya que no es facil establecer relaciones entre las diversas condiciones
que se derivan al aplicar los métodos clasicos de optimizacion. Asi, en cada uno de los
modelos pueden observarse condiciones generales en determinados aspectos, pero no
existe ninguno en el que se consideren simultaneamente todas ellas. A continuaciéon se

recogen estas consideraciones de caracter general:

» una funcién de utilidad general (en algunos casos se considera una funcién particu-
lar, como es, por ejemplo, la de una empresa que manifiesta CARA. Sin embargo,
debido a la dificultad que entrana, el caso en que la empresa manifiesta aversién

absoluta al riesgo decreciente es ignorado por algunos autores, a pesar de ser el
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tipo de aversién mds cercano a la realidad);

» una funcién general de costes (en muchos casos se supone que el coste de produc-

cién es una funcién lineal en la cantidad de factores productivos empleada);

= una funcién de distribucion de probabilidad general para las variables aleatorias;

= incertidumbre tanto en el precio de venta del producto fabricado como en la can-
tidad elaborada y en los costes de produccién; también debe tenerse presente que

estos ultimos tienen una parte no aleatoria;

= un nimero cualquiera de variables aleatorias (en la mayoria de los casos se consi-

deran sélo dos);

» un numero cualquiera de variables de decisiéon (en muchos casos se consideran

como maximo dos);

» tratamiento dindmico de las condiciones de incertidumbre (en términos practicos,

no todas las decisiones se toman en un mismo instante de tiempo).

Asi pues, los estudios futuros podrian orientarse a la inclusién simultdnea en los
modelos de los puntos citados. Por otra parte, se ha observado que algunos autores

recurren a métodos graficos para el andlisis de su modelo. Esto nos lleva a pensar en la
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necesidad de desarrollar métodos analiticos adecuados que permitan, a la larga, analizar

modelos mas generales. Este es el objetivo que se persigue en los proximos capitulos.



Capitulo 2

Un modelo de empresa con
multiples fuentes de incertidumbre

Como se ha estudiado en el capitulo anterior, todos los modelos analizados en la
literatura consideran una funcién de produccion que admite derivadas parciales en las
diferentes variables de decision. Sin embargo, esta suposiciéon no se ajusta a determi-
nados casos. Como ejemplo de ello, puede considerarse aquella empresa en la que las
proporciones en que deben combinarse los factores productivos son constantes, tal como
sucede, por ejemplo, en la industria quimica, en la que los diferentes reactivos utilizados
en la elaboracién de un producto deben mantenerse ligados por unas proporciones fijas.
De igual modo sucede en la industria ganadera de produccién carnica, puesto que las
proporciones de las cantidades de alimentos necesarios para el engorde de los animales

guardan una relacion constante.

En este capitulo se presenta y analiza un modelo general de empresa cuya funcién

51
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de producciéon no admite derivadas parciales, y, por tanto, tampoco el tipo de analisis
estandar que se lleva a cabo en estos casos. Se ha intentado que el estudio sea lo mas
general posible para que pueda abarcar un gran nuimero de empresas o situaciones de
produccién. Concretamente, se ha considerado que la incertidumbre aparece tanto en los
costes de produccion como en los precios de venta, y admite ademas costes deterministas
de produccién. Por otro lado, incorpora tantas variables aleatorias como se precise, vy,
con determinados supuestos, se obtienen también algunos resultados en los que hay

multiples variables de decisién.

2.1. Descripcién del modelo

Considérese una empresa que fabrica n productos, y que hace uso, para su elabora-
cién, de m factores productivos, que debe comprar en el mercado. Los precios unitarios
tanto de los factores productivos como de los bienes elaborados son desconocidos en el
momento de iniciar la produccién, y vienen representados por sendas variables aleatorias
¢; (1<j<m)yp (1<i<n), respectivamente.

Sea k;; > 0,1 € {1,..,n}, 5 € {1,...,m} el nimero de unidades del factor productivo
7 que se necesitan para producir una unidad del bien ¢. Se supondra que estas propor-
ciones se mantienen en la elaboracién de un nimero cualquiera de unidades, de modo
que la cantidad que se utiliza de cada factor productivo es directamente proporcional a

la cantidad fabricada. La empresa debe elegir el nivel final deseado de produccién, que
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se denotard por x = (x1, ..., z,,). No obstante, se supondra que este nivel de produccién
final esta afectado por un componente incierto, de tal manera que x sera la produc-
cién final esperada, y ¢;x;, donde ¢; es una variable aleatoria de media 1 que modela la
incertidumbre en la produccion, denotara la produccion real final.

Con estos supuestos, el beneficio de la empresa viene dado por:

7(x) = Zpici:vi— Z (Z kuxl) ¢; — C(x)—B

1

:Z(pici_Q'ki)'wi_C(X)_Ba
i=1

donde k;= (k;1, ..., kim), C es la parte no aleatoria de los gastos, y B los gastos fijos de
la empresa.

El objetivo de la empresa es hallar x tal que

méx B [u (r (x))], (2.1)

X

donde la funcién de utilidad de la empresa, u, es tal que v’ > 0y u” < 0.

Algunos autores, como Blair (1974), Stewart (1978), Booth (1983), Chavas (1985),
Viaene y Zilcha (1998), Adrangi y Raffice (1999), Sevi (2004) y Alghalith (2006a, 2006b,
2008a, 2009), realizan el andlisis de su modelo a partir de una funcién de produccién, que
relaciona las cantidades de bienes elaborados con las unidades de factores productivos

utilizadas. Este proceder no es aqui de aplicacién, pues, como se demuestra a continua-
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cion, no existen las derivadas parciales para la funciéon de produccién, de las que hacen
uso los citados autores.

Para hallar una expresion de la funcién de produccion y determinar sus caracteristi-
cas se considera el caso mas sencillo, es decir, aquel en el cual la empresa produce un
unico bien. Se ha supuesto que las proporciones para la fabricacién son las siguientes:
para producir 1 unidad del bien que se desea vender se precisan ki; > 0 unidades del
factor productivo j, para cada 7 = 1,...m. Por otra parte, dado ki1, cualquier exceso
del resto de factores productivos por encima de su valor respectivo k;; produce también
1 unidad, puesto que tan solo se tienen ki; unidades del producto 1 y un exceso de los
demas. Argumentos analogos pueden darse para excesos o defectos de los demas factores
productivos. Por todo ello, si se denota por (yi, ..., ¥, ) las cantidades de los respectivos
factores productivos utilizados por la empresa, la funcién de produccién (es decir, la

cantidad elaborada a partir de ellos) viene dada en este caso por:

f(yl: 7ym> = min {yj/klj} si Y1y Ym > 0.

1<j<m
Esta funcion carece de derivadas parciales en determinados puntos, puesto que para

y = (k111 .y kimTm), 1 = 0 se tiene que

min kiizi+t kimx1 —x
ki1 77 kim 0

i LW ym) = fly)

t—0+ t t—0+ t

7 ki1x1+t kimx1 _
mm{ Fii 0 Kim } T 1

t—0~ t t—0~ t k1s
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Este hecho supone una diferencia respecto al analisis que siguen los autores citados;
consideran que la funcién de produccion tiene derivadas parciales, de las que hacen uso
en el proceso de optimizacion. Se ha probado aqui que tal proceder no es de aplicacion
para una funcién de produccién como la propuesta.

De aqui en adelante, y para no abusar de la notacién, se escribira ki, ks, ... en lugar
de ki1, k1o, ..., respectivamente, en el caso en que se considere una empresa que elabora
un nico producto (es decir, si n = 1). Asi, segtin se han definido anteriormente k;;, 7 €
{1,...,n},j € {1,...,m}, se tiene que k; es el niimero de unidades del factor productivo

1—ésimo que se necesitan para producir una unidad del bien elaborado.

2.2. Condiciones necesarias de 6ptimo

A continuacién se establecen las condiciones necesarias que debe cumplir el 6ptimo
del problema. Curiosamente, estas condiciones, que determinan si la empresa debe entrar
en la produccién o no si desea alcanzar el objetivo propuesto en (2.1), no han sido
estudiadas previamente por ningiin autor en modelos similares a este.

Se supondra que el maximo se alcanza en un punto interior, que se denotard por

*

_ * *
x* = (af,zs, .., @

*

*); es decir, 7 > 0, 3 > 0,..., x > 0. Asi, la condicién de primer

orden de maximo sera:

EW (7 (x*)) (pici —q-k; — Cp,(x*)] =0, i=1,2,...,n. (2.2)
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Se supondrd, ademas, que se cumplen las condiciones suficientes de segundo orden para

dicho méaximo.

Proposicién 2.2.1. Si en la elaboracion del producto i—ésimo no intervienen los facto-
res productivos utilizados en los demds bienes, y la produccion y los precios relativos al
proceso de venta y fabricacion de ese bien son independientes del resto de la fabricacion
y de los precios de todo el proceso, entonces ha de cumplirse que el valor esperado del
precio unitario de venta del bien i—ésimo ponderado por la produccion, c;, sea mayor o
wgual que la suma de su coste marginal en x* y los valores esperados ponderados de los

precios unitarios de los productos que compra para su elaboracion, es decir,

con (_1 = (ﬁ, 7q_m) Y kz: (kily ceey klm)

Demostracion. Supdngase, sin pérdida de generalidad, que el bien 1—ésimo es el primero,
y que para su elaboracién se hace uso de los primeros « factores productivos tinicamente
(el orden en que se toman los bienes elaborados y los factores productivos no altera el
resultado), y que no intervienen los factores productivos utilizados en los demés bienes;

es decir, la distribucién de k;; queda de la forma

ki ki -0 kia 0 0 0
0 0o ... 0 koorr -+ kom
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Sean Y=(pa, ..; P, C2; -+, Criy Qo 15 -+ @) Y Zi=(P1,C1,q1, -+, ¢ ), qUE, como se ha supuesto,

son variables aleatorias independientes, y definanse las funciones

6(81, ceey Sn—17t17 ...,tn_l,’}/l, ...,’}/m_a) =

n—1
D sty = (7o Ymma) - (Rynasts oo Kjprm)] - @50
j=1

Y F(5it B Ba) = 51— S01B5 bty — O (%), g (6,w) = /(¢ + Coy (x))f + w0 —
C(x*) — B) y h = 1. Puesto que f es continua (y, por tanto, medible) y g es estric-
tamente decreciente en t, puede aplicarse el Lema A.4.1 con estas variables aleatorias
y con las funciones definidas: E[f(Z)-g(f(Z),e(Y))] < ¢g(0,e(Y)) - E[f (Z)]. Pero
EIf (Z)-g(f (Z).e(Y))] = OF [u(r (x"))] /dz1 = 0, y, por tanto, 0 < u' - E[f (2))
Y dado que v’ > 0, se tiene que E[f(Z)] = pici — >, p; - k1ij — Cp (X*) = Prc1 —
qk; — C,, (x*) > 0, donde la dltima igualdad proviene del hecho de que k;; = 0 para

j=a+1,...m. O

Pudiera parecer en un principio que este es un resultado predecible debido a la
independencia del bien i—ésimo respecto del resto de la produccion. No obstante, debe
tenerse presente que la optimizacion del problema engloba a la utilidad del beneficio
de toda la produccién como un todo, y no de cada uno de los bienes elaborados por
separado. Aun asi, con la independencia mencionada, dicha optimizacién conduce al

mismo resultado, en cuanto a las condiciones necesarias de 6ptimo, que se obtendria
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para la optimizacién del bien i—ésimo si su producciéon se mantuviera ajena al resto del

proceso, tal como acaba de probarse.

Corolario 2.2.1. Esta misma conclusion se obtiene si se supone que la empresa elabora
un unico producto, pero sin la necesidad de que las variables aleatorias mencionadas sean

independientes.

Corolario 2.2.2. Con las suposiciones de la proposicion anterior, si p; y ¢; son inde-

pendientes, entonces se satisface la relacion p; > Cy,(x*) + q-k;.

Demostracion. Se deduce inmediatamente de la proposicién anterior, de la independen-

cia entre p; v ¢;, y del hecho de que ¢; = 1. O

2.3. Incertidumbre vs certidumbre

Proposicion 2.3.1. Si se verifican las condiciones de la Proposicion 2.2.1 y las varia-
bles p; y ¢; son independientes, entonces el coste marginal no aleatorio del bien 1—ésimo
en el optimo en condiciones de incertidumbre es inferior al que se precisa en un entorno

de completa certidumbre.

Demostracion. En ausencia de incertidumbre en la produccion (es decir, tomando ¢; =
¢; = 1 para todo j = 1,...n), si tanto los precios de compra como el de venta son

conocidos de antemano e iguales a sus respectivos valores esperados, el objetivo de la
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empresa sera ahora maximizar su utilidad:

max u (7 (X)) = maxu (Z::1 (p; —aky) -z, —C(x)— B) :

X X

*
c)

Si tal maximo se alcanza en el punto interior x*, entonces las condiciones de primer

orden serdn (p; — q'k; — Cp,(x})) v/(7 (x})) = 0 para todo j = 1,...,n, de lo que se
deduce que p; — q'k; = C,,(x}) para todo j = 1,...,n. De esta igualdad y del hecho

de que para el bien i—ésimo se verifica la relacién del corolario anterior se deduce que

Co, (x*) < Oy (x25). ]

Corolario 2.3.1. Si una empresa produce un unico bien (es decir, n = 1) con coste
marginal determinista creciente, y el precio de venta y la produccion son independientes,
entonces la produccion esperada en condiciones de incertidumbre es inferior a la que se

obtiene en un entorno de completa certidumbre.

Demostracion. Por la proposicién anterior se tiene que C’ (z*) < C’ (z}). Como se ha

supuesto que el coste marginal determinista es creciente, se concluye que z* < z’. [

2.4. Comportamiento segiun el grado de aversién al
riesgo

En este apartado se hace uso de la medida de aversion al riesgo de Arrow-Pratt, que

se denotara por r, y que viene dada por r (t) = —u"(t)/u'(t).
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Proposicion 2.4.1. Sean dos empresas, cuyas funciones de utilidad se denotan por u,

y ug respectivamente, que fabrican un tnico producto (n = 1) y tales que la primera

manifiesta menor aversion al riesgo que la sequnda, es decir, ri (t) = —u}(t)/u}(t) <

—uh(t)/uy(t) = ro (t), para t € R, y para las que C" (x) > 0. Entonces se cumple que

] > x5,
Demostracion. Sea la variable aleatoria Z = (p,c,q) y definanse las funciones

k(t) = ui((t+ C" (25))a5 — C (23) — B)

h(t) = uy((t + " (23))25 — C (23) — B)

yg(t) = %, que es estrictamente creciente, puesto que

dg ¢ *u//u/ _ ’LL/ u// .
—d(t) =y =2 — (1) (ra (1) = 11 (1) > 0
2

Sea la funcion f(s,t, f1, ..., Bm) = st — - k—C"'(z}), que es continua y, por tanto, me-

dible. Puede aplicarse, pues, el Lema A.4.1 con las funciones y la variable aleatoria

definidas:

E[f (p,c;q)-g(f (p,e;aq)) - h(f (p,c,a))] > Elg(0)] - E[f (p,e;a) - b (f (e, )],

donde se ha hecho g (t,w) = g (t). Es decir,
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Pero
OF [uy (7 (3))]
oz

Elf (pe,q) - k(f (pe,q))] =

O [us ( (23))]
ox

E[f (p,e,a)-h(f(pc,a))] = =0,

donde la igualdad se verifica por la condicién de primer orden de maximo. Por todo ello

se tiene que OF [uy (w (x3))] /0x > 0, y de aqui que

OF [uy (m (23))] _  _ OF [u (7 (27))]
ox > 0= Ox '

Pero puesto que la funcién x — OFE [uy (7 (x))] /Ox es estrictamente decreciente (en x),

dado que su derivada es
E|(pc—q-k—C'(2))uf (v (z)) = C" (x) u; (7 ()| <0,
se concluye que x5 < 7. [

Asi pues, con los supuestos de esta proposicion, la empresa que manifiesta menor
aversion al riesgo tiene una producciéon mayor.

Si bien este resultado es una extensién del demostrado por Dalal y Alghalith (2009),
la conclusién no podia, en un principio, establecerse directamente, debido al hecho de
que en el presente modelo la empresa se enfrenta a costes aleatorios, y los efectos que

estos pudieran tener eran desconocidos. Como conclusion, puede decirse que los costes
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de produccién variables no afectan al comportamiento de la empresa atendiendo a su

grado de aversion al riesgo.

2.5. Analisis de estatica comparativa

En este apartado se estudia el comportamiento de la empresa frente a cambios en
algunos de sus parametros y variables.

., Qué influencia tienen los costes fijos en la producciéon? Como se verd, el resultado
que se obtiene confirma el demostrado por Sandmo, en cuyo modelo la tnica variable
aleatoria es el precio de venta del producto elaborado por la empresa. Esta coincidencia
es, en parte, légica, pues de algiin modo puede verse el conjunto de las diversas variables
aleatorias como una sola. Como conclusion, se observa que la empresa responde del

mismo modo a una variacion en los costes fijos tanto si hay costes aleatorios como si no.

Proposiciéon 2.5.1. Si una empresa que fabrica un unico producto presenta aversion

absoluta decreciente al riesgo, entonces se cumple que dx*/dB < 0.

Demostracion. La ganancia de la empresa como funcién de la produccién esperada
y de los costes fijos es 7 (z,b) = (pc—q-k)xz — C (z) — b. La funcién L3 (z,b) =
Eu (7 (z,b)) (pc —q-k — C'(x))] se anula en el punto (z*, B) por la condicién de
primer orden, y por la condicién de segundo orden se cumple que dL3 (z*, B) /0z < 0.

Con todo ello, por el teorema de la funcién implicita existe un entorno del punto b = B
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dz(B)
db

en el que estd definida una unica funcién x = z (b) para la que se verifica que

BL‘"’ (2 B)/aLg(‘T 5 por lo que sgn dx (B) /db = sgn dLs (z*, B) /b.
Pero 0L3 (z*,B) /ob = —E [u”" (7 (z*, B)) (pc — q - k — C" (2*))] < 0. En efecto, defina-

se® = C'(z*)2*—C (z*)— B, y sea (p,c, q) ER*™™ tal que pc—q - k > C’ (z*). Entonces,

r(m(z",B)) =r((pc—q-k) 2" = C(z%) - B)

r(C' (z*)x* — C(2*) — B) = r (7)

por el decrecimiento de r. Por ello, se llega a

' (m(z*,B)) (pc —q-k —C" (%)) =
—u' (7 (27, B)) (pc—a-k—C"(z")r (7 (2", B)) >
— ' (7 (2, B)) (pc —q -k = C" (27)) r (7)
Del mismo modo se prueba que esta desigualdad (ahora estricta) es valida para cualquier

(p,c,q) tal que pc — q -k < C"(z*), y, por ende, para todo (p,c,q) ER?**™. Por ello, se

puede tomar valores esperados a ambos lados y concluir que

B[ (x (", B)) (pe — q-k — C' (z"))] >
r () B[~ (7 (", B)) (pe — q-k — C' (z)] = 0, (2.4)

puesto que 7 (7) es una constante, y la igualdad proviene de la condicién de primer

orden.
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De (2.4) se deduce que dz (B) /db < 0, o, con la notacién habitual en este tipo de

problemas, dz*(B)/db < 0. O

Se ha demostrado, pues, que un incremento en los gastos fijos conlleva una disminu-

cion de la cantidad producida.

., Qué efecto en la produccién conlleva una variacion en alguno de los precios? Se
estudia en primer lugar el caso en que tal cambio se produce en uno de los factores
productivos.

Para expresar mateméticamente una variacién en uno de los precios se puede suponer
que se suma una constante a dicho precio, es decir, que el nuevo precio es ahora de la

forma ¢; 4+ 6; para algin i € {1,2,...,m}, donde 6; es una constante.

Proposiciéon 2.5.2. Sea una empresa que produce un unico bien y que presenta aversion
absoluta decreciente al riesgo. Si uno de los precios de los factores productivos es de la
forma q; + 0; para algin j € {1,2,..,m}, donde 0; es una constante aditiva, y la

empresa maximiza su produccion en el punto denotado por xgj, entonces se cumple que
* —
dxej (6; =0)

0.
b,

Demostracion. La ganancia de la empresa serd en este caso:

7 (z,0;) = (pc—zm kigi — k; (qj+9j)>m—0(x) - B

i=1,i#]
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De manera analoga a la proposicién anterior, la funcion

m

i=1, i#j

Li(w,6;) = B o (7w (2,6,)) (pe= Y. kigi =k (q;+6;) = C' (2)

se anula en (z*,0). Ademas,

dz(0) . 0Ly (z*,0)
T T

= sign [~ k; (2" E'[u” (7 (27,0)) (pc — q -k = C" (7)) + E [/ (7 (27, 0))])] <0,

sign

en donde se prueba, con un procedimiento similar al utilizado en la proposicién anterior,
que el primer valor esperado de la iltima parte de esta expresion es positivo . Por tanto,

Este resultado nos dice que un aumento en alguno de los precios de compra lleva

asociado una disminucién de la produccién.

. Qué sucede si la variacion se produce en el precio de venta del producto que elabora

la empresa?

Proposiciéon 2.5.3. Sea una empresa que produce un unico bien y que presenta aversion
absoluta decreciente al riesgo, y cuya produccion no es aleatoria. Entonces, si el precio

de venta es de la forma p+ 60, donde 0 es una constante aditiva, y la empresa mazimiza
dxj; (6 = 0)

20 > 0.

su produccion en el punto denotado por xj, se cumple que
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Demostracion. La ganancia de la empresa es 7 (z,60) = (p+ 6 — q- k) x—C (z) — B. Sea
Ls(x,0) = Eu (7 (x,0)) (p+6 —q-k—C"(z))], y procédase como en la proposicién

anterior, para concluir que

dr(0) _ o 0Ls (0,0)

do 00
= sign [c(z"E'[u” (7 (2",0)) (p —q-k = C" (z7))] + E [u' (x (27, 0))])] > 0.

sign

]

Por tanto, un aumento en el precio de venta supone un aumento de la cantidad

producida.

Por dltimo, ;qué efecto tiene una variaciéon simultanea en mas de un precio? Este
punto no ha sido tratado hasta la fecha por ninguno de los autores que estudian el

comportamiento de la empresa con varias fuentes de incertidumbre.

Proposicion 2.5.4. Sea una empresa que elabora un unico producto y que presenta
aversion absoluta decreciente al riesgo. Si se produce un cambio simultaneo en algunos
de los precios -denotado por 0 = (0y, 64, ...,0,,)- que intervienen en la produccion y
esta no es aleatoria, entonces la variacion de la cantidad producida verifica la siguiente

relacion:

v(0) -2t = K - (eo—zf“lejk;jﬁa(@),

Jj=
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con K >0, ya(d) — 0 cuando 8 — 0.

Demostracion. La ganancia de la empresa es

(g + 0;) kix — C (z) — B.

m
=1

ﬂ-(x79):p+90_zl

Dada la funcién de m + 2 variables:

Ly (2,0) = B [(x(x,0)) (p+ 00~ 3" (a4 6k = €' (@)]

por el teorema de la funciéon implicita y las condiciones de primer orden se concluye que

oz(0) _8LT(:1:*,O)/BLT(JC*,O)

a0; 90; o

para todo j € {0,1,2,...,m}.
Si se suponen condiciones suficientes de diferenciabilidad (por ejemplo, la continuidad

de las derivadas parciales 0z (6) /06, en el punto 0) puede escribirse lo siguiente:

20 =2 0)+ Y7 T 60 +20(0) 10 -]

ok 1 m 6LT (J}*,O)
- OLy (2%,0) /Ox ijo 0, 0; + 20 (0) 101,

*

con limg_,9e0 () =0, y 2 (0) = x*.

Pero

0Ly (z*,0)
06,
0Ly (z*,0)
00;

— Bl (n(a",0)) (p — a-k — €’ (")) + 1/ (x(2",0))]

= —k;E [x"u"((2%,0)) (p — q - k = C' (27)) + /(7 (2", 0))]
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y, por tanto,

=0 00, !

(00=3"" 0ik;) - {E " (w(a",0)) (= q- k = €' (7)) + u/(x(a", 0))]}

Como ya se ha probado anteriormente, la expresién entre llaves es positiva. Por ello, se

verifica que
w(0)—a' = K- (0= )" 6ik;) +=0(0) 0]

Eu"(m(z",0))z" (p—q-k = " (2%)) + v/(x (2", 0))]

K=—
0Ly (z*,0) /Ox

>0

]

Corolario 2.5.1. En un entorno suficientemente pequeno del dptimo (es decir, en un

entorno de 6 = 0) se verifica que x (0) — x* =~ K - (0o — >_7~,0;k;).

Asi, en las condiciones de la proposicién anterior, una variacion de los precios -
tanto del bien elaborado por la empresa como los de los factores productivos- conlleva
un desplazamaniento del punto 6ptimo de produccién directamente proporcional a la
variacién ponderada de esos precios. Obsérvese que este es un resultado de estatica
comparativa en el que se estudia la variacién del 6ptimo de produccion en funcién

de un cambio simultdneo de varias variables aleatorias (los precios en este caso). Los
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trabajos de estatica comparativa llevados a cabo hasta la fecha en la literatura estudian

la variacién producida por un cambio en tan solo una de las variables aleatorias.

De este corolario (aunque también de las proposiciones 2.5.3 y 2.5.2) puede deducirse
facilmente qué impacto tiene una variacién en el éptimo de uno de los precios respecto

de la variacién total.

2.6. La empresa en el mercado de futuros

Supongase ahora que la empresa puede vender parte de su produccién en el mercado
de futuros, y que también puede comprar en ese mercado todos los productos que

necesita o parte de ellos.

Un estudio destacado en relacion a la operativa de una empresa en el mercado de
futuros es el que se muestra en Holthausen (1980). No obstante, su método no es directa-
mente aplicable al modelo que en este trabajo se ha presentado; por un lado, Holthausen
supone que la funcién de produccién tiene derivadas parciales, condicién que, como ya
se ha demostrado, aqui no se verifica; por otro, no considera costes deterministas de pro-
duccién. A pesar de ello, se vera que algunos de los resultados del modelo presentado

aqui coinciden con los de ese autor.
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La ganancia de la empresa que opera en el mercado de futuros sera:

W:Zpi(cixi— —i—prh — - B
i=1
_ Y kr— s ) — o S SR 4!
q1 (Zizl kzlxz Sl) Q1 S1 dm <Zi:1 klmxz 3m> Gy Sm
donde h; es la parte de las x; unidades producidas del bien ¢ destinada a la venta en el

mercado de futuros al precio fijo y conocido p{ , y de manera analoga se definen s; y qif

para los productos comprados.

La empresa elegird aquellos valores de (x, h,s) que maximicen el valor esperado de

la utilidad de las ganancias. Por ello, las condiciones de primer orden son:

Eu'(r(x*,h*, ") (pici —q-k; — Cp,; (x)] =0, i = 1,...,m,
E [ul(ﬂ-(x*a h*,S*)) . (_pz +plf)] = 0, Z - ]_, N,

E [u’(ﬂ(x*,h*,s*)) (qjki; — quk:”)] =0,5=1,...m; i=1,...,n,

donde se ha supuesto que se verifican en el punto (x*, h* s*), con xf > 0 para todo

1=1,...,n.

2.6.1. La empresa que elabora miiltiples bienes con factores de
produccion constantes

Considérese ahora el caso general de una empresa con factores de produccién cons-

tantes (¢; = 1,7 = 1,...,n): la empresa fabrica n bienes a partir de m productos, con
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constantes de proporcionalidad k;;, ¢ = 1,...,n, j = 1,...,m. Sumando las tres condicio-

nes para un i € {1,...,n} particular y para cada j = 1,...,m se tiene:

m

E v/ (7(x*,h*,s%)) - {p{ — Z.: qfkij - C%(X*)}] =0,i1=1,...,n,

y, por tanto,
OCCz(X*) = p{ - quszb = 17 s N
j=1

De aqui puede afirmarse que:

Proposicion 2.6.1. FEl nivel de produccion de una empresa con produccion no aleatoria
que puede operar en sendos mercados de futuros para todos los bienes que intervienen
en el proceso productivo (tanto los que compra como los que vende), no depende ni de su
grado aversion al riesgo, ni de la distribucion de los precios, ni de los valores esperados

de estos.

Corolario 2.6.1. Para una empresa con factores de produccion constantes y sin costes
deterministas (es decir, C'(x) = 0), y que opera en sendos mercados de futuros para
todos los bienes que intervienen en el proceso de fabricacion (tanto los que compra como
los que vende), una condicion necesaria para alcanzar el éptimo de produccion es que el
coste en el mercado de futuros para cada uno de los bienes que produce coincida con el

respectivo coste a futuros de dicha elaboracion, es decir, plf = Z;nzl q{kij, 1=1,...,n.
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2.6.2. Posicion en el mercado de futuros

Proposicién 2.6.2. Sea una empresa con aversion al riesgo para la que el precio del
bien elaborado i—ésimo es independiente del resto de wvariables aleatorias (precios y
factores de produccion), y tal que su fabricacion no es aleatoria (c; = 1). Entonces, la
relacion entre la cantidad de ese bien vendida al precio futuro y la vendida al precio de

mercado sigue el siguiente esquema:

pl =Ep] <= h=ua

pl <Elp] < h<z

pl>Elp) < hi>a

Demostracion. Supdngase, sin pérdida de generalidad, que el bien —ésimo es el primero.

Sean Y=(p2, ..., Dn, C2y ooy Cny 1y s Gm) Y L = p1, que, como se ha supuesto, son
variables aleatorias independientes.

Sea g (t,w) = u/(t (BT — 23) +w+plat — C (x*) — B), que es estrictamente creciente

o decreciente en ¢ segun sea hj < x} o hi > x7.

Definanse las funciones f (s) = p{ —s,h=1y

6(817 ceey 8n—17t17 -~-7tn—17717 7’}/m) =
n n
Zi:Q si (tiw; — hi) + 22:2 szhz'
n
—m (Zz‘:1 kinx; — sf) —qlst— .
n
i (D0 Kt = 53) — dhsi,
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Puesto que la funcién f es medible y que se ha supuesto que p; es independiente de la

variable aleatoria (p— {p1},c—{c1},q), puede aplicarse el Lema A.4.1 con las funciones

*
1

y las variables definidas:
Elg0,e(Y)]- Ef(2)] si by = iz

Pero E[f(Z) - g (f(Z),e(Y))] = OF [u(x",h",s")] /0, = 0, y
Eu]- (P{ — Ep1]),

Elg(0,e(Y))]- E[f(2)]

donde no se ha hecho explicito en qué punto se evalia la funcién «’, puesto que, como

se vera enseguida, carece de importancia.
En consecuencia, y dado que v’ > 0, se deducen los tres casos siguientes: (a) si

— E[p1]), y de aqui que p{ < E[p], (b) si b} > z}

h < a*, entonces 0 > E[u/] - (p!
se tiene que p/ > E[p1], y (c) si h* = %, entonces p! = E [p;]. De esto se concluye la
[l

proposicion.
De acuerdo con este resultado, puede afirmarse que si plf < E[pi], entonces la empresa
decide cubrir parte de su produccién (0 < h} < ¢;z}), o no entrar en absoluto en el
mercado de futuros (h; = 0), o especular comprando en este mercado (h* < 0). Si p/

E [pi], entonces la empresa decide cubrirse totalmente (h; = z7). Finalmente, si p/ >

E [p;], entonces la empresa decide especular vendiendo a futuro més de lo que produce

(hi > 7).
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Obsérvese, por otra parte, que la produccién puede ser aleatoria en los demas pro-

ductos.

De un modo similar se demuestra el siguiente resultado:

Proposicion 2.6.3. Sea una empresa con aversion al riesgo que puede operar en el
mercado de futuros. Si el precio del producto de compra j—ésimo en el mercado ordi-
nario es independiente del resto de variables aleatorias (tanto precios como factores de
produccion), entonces la relacion entre la cantidad comprada de ese producto al precio
futuro y la comprada al precio de mercado sigue el siguiente esquema:

Elgl<q <+ si<>0 kya
Elgl=q <+ si=30" kja
Elg]l>q <= si>30 ki

Obsérvese que este resultado es independiente del hecho de que los factores de pro-
duccién sean variables aleatorias o no.

Los resultados obtenidos hasta aqui para la empresa que opera en el mercado de
futuros actualizan los hallados por Holthausen (1979), -si bien en el trabajo de este
autor no aparecen costes variables en los inputs-, y confirman los desarrollados por
Holthausen (1980) aun en el caso, como ya se ha dicho, en que la funcién de produccién

no presenta derivadas parciales.



Capitulo 3

Tratamiento de la empresa a lo
largo del tiempo

De manera general, el estudio del comportamiento a lo largo del tiempo de una em-
presa debiera hacer uso de la herramienta adecuada a tal fin: la ecuacion de Bellman
(1952), bien en su versién determinista, bien en la estocdstica. Esta tltima seria la apro-
piada para el tratamiento del modelo de empresa propuesto en este trabajo, pues este
considera la posibilidad de que algunas de sus variables sean aleatorias. Sin embargo,
dicha ecuacion, aplicada a las condiciones que se le suponen a tal empresa, y aun en con-
diciones mucho mas suaves y particulares, no permite, debido a su complejidad, obtener
resultados tiles de caracter economico. Por ello, en este capitulo se analiza la operativa
de la empresa a lo largo de varios periodos de tiempo desde un punto de vista diferente
al considerado por otros autores. Asi, se extienden los resultados del capitulo anterior,

con las mismas suposiciones de aversion al riesgo y de produccion, a aquella empresa

75
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que toma una decisién inicial de produccién, y que debe pautar diversos instantes de
inversion intermedia entre esa decision inicial y el momento en que vende el bien final
elaborado objeto de esa produccion. El tratamiento que aqui se da permite comparar el
comportamiento de la empresa en funcion de su grado de aversién al riesgo y llevar a
cabo estudios de estatica comparativa, asi como estudiar su comportamiento comparado

segun aquella opere en mercados con incertidumbre o de completa certidumbre.

3.1. Descripcion del modelo temporal

Por cuestiones de sencillez, se considerara que la empresa elabora un tinico producto.?
Supdngase ahora que la empresa ha de comprar a lo largo del tiempo los productos que
necesita, y que puede hacerlo en los instantes tg,t,...,tx, de tal manera que en el
instante ¢y haya adquirido cada una de las cantidades necesarias para la fabricaciéon de
su producto. El final del proceso de produccién ocurre en el instante ¢y, (en el cual
la empresa ya no adquiere ninguna cantidad de los factores productivos), y es entonces
cuando vende el objeto de su produccién. En esta situaciéon, jcomo suele operar la
empresa’

Se supondra que la empresa es tal que el ritmo al cual se consume cada uno de

los productos comprados es directamente proporcional a la cantidad total que ha de

1Y en tal caso, y como ya se ha dicho anteriormente, se tiene que n = 1 y que k; es el nimero de
unidades del factor productivo t—ésimo que se necesitan para producir una unidad del bien elaborado.
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comprarse de cada uno de ellos, y que el empresario no tiene control sobre el mismo. Se
definen a continuacion -y se recuerdan en algin caso- algunos parametros y funciones

de los que se hara uso en este capitulo:

» tg,1t1,...,tN: instantes en los que la empresa puede comprar los factores producti-

VOS.

» tyy1: instante de venta del producto elaborado (en este instante ya no se compra

ninguna cantidad de ningin factor productivo).

» @;;: precio del factor productivo i—ésimo en el instante t;, para i = 1,...,m, j =

1,...N.

g ..

= k;: nimero de unidades del factor productivo :—ésimo que se necesitan para pro-
ducir una unidad de producto. Puesto que se denota por x la variable de decision,
k;x sera la cantidad total comprada del factor productivo i—ésimo en todo el

proceso productivo, para ¢ =1,...,m.

» q;(t;): proporcién de k;x que se ha consumido hasta el instante ¢;. Es decir, es la
cantidad consumida del factor productivo i—ésimo desde el instante ¢y hasta el
t;, dividida entre la cantidad total comprada de ese factor productivo en todo el

proceso productivo (que, como se ha dicho, es k;z). Es una funcién definida en el
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intervalo [0,fx41] v que va de 0 a 1 para todo i =1,...,m, j = 1,...N. Obsérvese

que esta funcién ha de verificar las siguientes condiciones:

e a;(tg) = 0,7 =1,...,m: el proceso de produccién comienza en el instante %,

y, por ello, no se ha consumido nada en ese momento,

e a;(tyr1) = 1,7 = 1,...,m: en el instante final del proceso de produccién
(es decir, en ty,1 ) ha de quedar totalmente consumido el factor productivo

1—ésimo.

Como ya se ha senalado, la empresa no tiene control sobre esta funcién: queda

definida para todo ¢t € [0,fx1] en el momento en que comienza la produccién.

» s;;: proporcién de k;x que se tiene de stock en el instante ¢;. Es decir, es el stock del
factor productivo ¢—ésimo que queda en el instante ¢;, dividido entre la cantidad
total comprada de ese factor en todo el proceso productivo, para todo i =1, ..., m,

j=1,..N2

Aqui se supondra -no sin cierto fundamento- que en cada uno de los instantes en los
que puede hacerse la compra de los factores necesarios para la produccion, la empresa se

pregunta si el precio que debe pagar en ese momento es elevado o no, y que tiene presente

2Esta cantidad s;; es la que queda en el instante ¢; antes de comprar de nuevo la cantidad de ese
factor productivo en el instante t;.
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el remanente de cada factor productivo. Por ello, la cantidad comprada de cada uno de
los factores en un determinado instante dependera del precio del factor productivo y
del stock de ésta por unidad total que ha de utilizarse a lo largo de todo el proceso
de produccion. Se supondra, ademas, que dicha cantidad es proporcional a la cantidad
total de ese mismo producto que debe comprarse para todo el proceso productivo. Por

ello, se puede introducir la siguiente funcién:

gij © (45, 8i5) € RT — [0,1], que representa la proporcién de k;z que se compra
en el instante t;, es decir, la cantidad comprada del factor productivo i—ésimo
en el instante ¢;, dividido entre la cantidad total comprada de ese factor en todo
el proceso. Como se ve, el primer subindice hace referencia al factor productivo

comprado, y el segundo al instante de compra.

. Por qué la cantidad que compra la empresa en cada instante no depende del stock total
del momento de cada uno de los factores productivos sino de ese mismo stock dividido
entre k;x, para cada ¢ = 1,...m? La pregunta que debe hacerse el empresario en relacién
al stock en el momento de las compras es la siguiente: ;jcudnto dura este remanente?
Esta duracién depende, 16gicamente, de la cantidad total que haya de utilizarse de cada
producto. Pero, tal como se ha supuesto anteriormente, el ritmo de consumo de los
factores productivos es directamente proporcional a las compras totales, por lo que el

stock debera repartirse entre ese total. Por tanto, la magnitud que debe tenerse en
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cuenta no es el stock total, sino éste repartido entre k;x, para cada ¢ =1, ..., m.

Pudiera parecer que estas condiciones son especialmente particulares. No obstante,
como se vera en el ejemplo que se describe a continuacion, estas son, precisamente, las
condiciones que verifican determinadas empresas. Considérese el caso de un empresario
ganadero que se dedica a la compra de animales jovenes para el engorde con el fin de
venderlos al cabo de un tiempo. Una vez el ganadero ha decidido cuantos animales
comprara al principio del proceso de produccion, el resto de este queda definido: debe
comprar las cantidades correctas de alimentos y distribuirlas en el tiempo segin los
animales las necesitan, y sobre esto no tiene control (si quiere mantener la calidad de su
producto final). Ademads, al hacer las compras de esos alimentos se preguntara cuanto
stock de cada uno de esos alimentos queda por animal (en lugar del stock total de cada
alimento), y cudnto tiempo durara ese remanente.

Algunas de las propiedades de la funcién g;;(g;j, si;), que se supondra continua, son

las siguientes:

(a) es decreciente en la variable ¢;;; es decir, cuanto més caro sea el factor productivo

en el instante de compra menos de este adquirird la empresa en ese momento:

Gij (CL, Sij) > Gij (b, Sij) sla< b, ] = 0, 1, 2, ,N — 1,

para cada producto comprado ¢,
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(b) es decreciente en la variable s;;: cuanto mayor sea el stock en el instante de compra

menor serd la cantidad adquirida en ese instante:
Gij <Q’Lj7a) > 9ij (QZ]7b) sia < b7 ] = Oa ]-727 cey N — ]-7
para cada producto comprado ¢,

(c) tiene cotas superior e inferior: como minimo, la empresa deberd comprar siempre la
cantidad suficiente para no tener que parar la produccién hasta el siguiente ins-
tante de compra, y, como maximo, no adquirira mas cantidad de factor productivo

del necesario para poder llegar al final de todo el proceso de produccion,

(d) la cantidad que ha de comprarse del factor productivo i—ésimo en el iltimo instante
posible de compra (es decir, en ty) ha de ser igual a la cantidad necesaria de ese
factor para llevar a cabo la produccién menos el stock que queda en ese mismo

instante:

giN(QiN,SiN) . kZ.CE = k’Z.Z' — S;N klﬂf — ai(t]v) . kil’, 7 = 1, o, m. (31)

(e) puesto que al final del proceso se ha comprado la cantidad total necesaria del factor

1—ésimo, se verifica que

N
Zgij(%jysij) =1 (3.2)
=0
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Con todo esto, un esquema de las compras a lo largo de todo el proceso es el siguiente:

Cantidad comprada en cada uno de los instantes
y - Cantidad total
comprada
910(6110, 810) “kyx glN(Q1N7 S1N) “kix ki
920(q20, 820) - ko 9an (@an, s2n) - Ko kox
Gmo(Gmos Smo) “ kmT oo GN (G, SN ) - ke kmx

Tabla 3.1: Cantidades compradas a lo largo del tiempo

Recuérdese que la empresa compra las unidades descritas en la tabla anterior para
producir una cantidad x del producto que fabrica.
El stock que queda en el instante ¢; es igual a la suma de las cantidades compradas

en los instantes anteriores menos la cantidad consumida hasta ese momento:
j—1 . .
sij - ki = [leo 9ir(qi, Sat) - k’zx} —a;(tj) - kix>0,i=1..m, j=1.,N,

y, por tanto:
j—1
Sij = [leo g (g, Sil)] —a;(t;) >0

De aqui se deduce que para t; se tiene la siguiente relacion:

si1 = Gio(Gio, Sio) — a;i(t1),
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Puesto que a;(t;) es una constante para todo ¢ = 1,...,m, j =1, ..., N, se tiene que s;
es una funcién de (gio, Sio):
Si1 = 82‘1(%’0, 82‘0)-

Del mismo modo, s;2 es una funcié de (g, ¢;1, Si0), puesto que:
sie. = Gio(qio; Si0) + 9i1(qin, 1) — ai(t2)
= gio(qio, si0) + 9i1(qi1, si1(qio, Si0)) — ai(tz).
Procediendo de la misma manera se concluye que s;; es una funcién de (gio, i1, ---, ¢ij—1, Sio):
Sij = Sz‘j(fh‘o, qi1s -5 4i5—1, 51’0)-
Por otra parte, como g;; es una funcién de (g;j, si;), se llega a
Gij = gz‘j(%‘j, Sz‘j(CIz'o, di1, -+ 4ij—1, 5i0)),

que, como se ve, es funcién de (gio, ¢t ---» ¢ij—1, Gij» Sio)- Se denotard esta funcién por

’T’Z‘ji

Tij(qwa(h‘la ~~;q@',j—1,q2‘j,5¢0) = gz‘j(Qij,Uz’j(q@'oa%l, --~7Qi,j—175i0)); i=1,..,m, j=1,..,N

Por la definicién de g;; se ve que r;; es la cantidad comprada del factor productivo
t—ésimo en el instante ¢;, dividido entre la cantidad total comprada de ese factor en

todo el proceso productivo.
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Asi, la relacién (3.2) conduce a la igualdad siguiente:

N
Z Tij(QiOa i1y -+ Qi SiO) =1,
j=0

por lo que

2
L

TiN(Qz’OaQila -y 4iN, Sio) =1- Tz'j(%oaq@'b ---inj73i0)
J

Il
=)

Adviértase que 7;y es una funcién de (gjo, gi1, ---, ¢i,N—1, Sio), y no depende de g;n, puesto
que en el instante ultimo de compra, ¢y, la empresa debe adquirir al precio determinado
por el mercado cuanto haga falta para llevar a cabo la produccién, con independencia
de que aquel sea alto o no.

Por otra parte, como resultado de las caracteristicas de las funciones g;;, se deduce

que

aﬁ‘j(qz‘o, i1y -5 Qigs SiO)
8%‘]‘

<0,j=0,..,N—1

si se supone que las funciones r;;(gio, ¢i1, ---, ¢ij, Sio) son diferenciables. Y, por otra parte,
cuanto mayor sea el precio del factor productivo i-ésimo en un instante de compra
cualquiera anterior al momento presente, mayor sera la cantidad de ese producto que se
comprara en el momento, puesto que anteriormente se habra adquirido menos debido a

su alto precio. Matematicamente este propiedad se expresa como

37"13'(%0, qi1y -5 Qig 50)
aQi,B

>0,si8<j; j=0,...,N—1

si se admite la diferenciabilidad de las funciones (g, g1, ---, Gij, Sio)-
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Tal como ya se ha dicho, la cantidad del factor productivo i—ésimo adquirido por la
empresa en el instante ¢; es una funcién, que aqui se denota por 7;;(¢io, 41, ---, Gij, Sio) ki,
que depende de los precios de compra desde ty a ¢, y que es directamente proporcional
a la cantidad total de la misma que se consumira en el proceso de produccién.

Bajo estas condiciones, la ganancia de la empresa después de vender el objeto de su

produccion sera:

N
7 (v) = pcx — ZQUTU(CHD; qi1, -, 415, S10) - k1%
Jj=0

N
- X%Qmjrmj (qm07 dm1s -+ Qmj, 8m0) ) kmw -C (ZE) - B
]:

= (pc - Z;ilzév:o%jrij(%m dits ---5 Qij> Sio)ki) -z —C(z) - B,

donde:

p es el precio de venta (aleatorio) del bien elaborado,

c es una variable aleatoria de media 1 que modela la incertidumbre en la produc-

cion,

x es la variable de decision del problema, y corresponde al nivel deseado de pro-

duccién,

qij es el precio (aleatorio) unitario de compra del factor i—ésimo en el instante de

compra tj, parat=1,...m, j=1,..., N,
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» k; >0,i€{1,...,m} es el numero de unidades del factor productivo i—ésimo que

se necesitan para producir una unidad del bien elaborado por la empresa,
= 75; es la proporcién comprada del factor productivo ¢—ésimo en el instante ¢;,
= 5,0 es el stock inicial del factor productivo i—ésimo,

» (' () es una funcién que representa los costes no aleatorios derivados de la pro-

duccién de x unidades,

B son los gastos fijos del proceso de produccion.

A continuacién, se aplican los resultados obtenidos en el capitulo anterior al caso de

la empresa que 1nos ocupa.

3.2. Condiciones necesarias de 6ptimo

Como siempre, se supone que la empresa tiene como objetivo la maximizacion del

valor esperado de la utilidad de sus ganancias, es decir,

méx F [u (7 (x))] =

x
x

maX/ U (7T (x)) dF (pa C, 410549115 -3 Q1IN -5 @m0, @mly -+ AN S105 -+ » S’mO)
R2+m-(N+1)

Conviene recalcar aqui que esta optimizacién se lleva a cabo respecto de todo el proceso

de produccioén, es decir, desde t;, -momento inicial de compra- hasta ¢y, -momento de
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venta-.

De ahora en adelante se utiliza la siguiente notacién, con el fin de abreviar:

qij ‘= (QiOaQib "'7%’]')7 i=1,...,m; 7j=0,...,N,

donde, como ya se ha apuntado, el primer subindice se refiere al producto comprado y
el segundo al instante de compra.

Con esta notacién, la ganancia de la empresa se escribe como

N
7 (@) = (pe = S0 Y oaimis (@ sio)ki ) 7 = C () = B
Si se supone que el valor de z que optimiza esta expresion, que se denotard por z*, es

un punto interior (es decir, z* > 0), entonces la condicién de primer orden de éptimo

es la siguiente:

* m N *

B (x () (pe = S0 o otigmis (i, so)ki — C' (@) | =0

Se supondra que se verifica la condicién suficiente de segundo orden para un maximo:
2
* m N * * *
B[ () (pe = S S o aurs(as sk~ € (09)” =o' (5 () € (7] <0

Proposiciéon 3.2.1. El valor esperado del precio unitario de venta ponderado por el
factor de aprovechamiento ha de ser mayor o igual que la suma de su coste marginal

en x* y los valores esperados ponderados de los precios unitarios de los productos que

compra a lo largo del tiempo, es decir,

' (27) + Z£1zy:o%ﬂ“ij(q1‘ja sio)ki < pc
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Demostracion. Es una consecuencia directa del corolario 2.2.1, sin mas que sustituir q-k

por Z;LZ;YZOQW’M(%, sio) k- O

Corolario 3.2.1. Si el precio de venta del producto que fabrica la empresa es indepen-

diente de c, entonces se satisface la siguiente relacion:
— x N ——F7———
P2 O (27) + 320020507 (g, Sio)ki

Demostracion. Se deduce inmediatamente de la proposicién anterior, de la independen-

cia entre las variables aleatorias p y ¢ y del hecho de que ¢ = 1. O

3.3. Incertidumbre vs certidumbre

Proposicion 3.3.1. Si una empresa produce un unico bien con coste marginal deter-
minista creciente, y el precio de venta y la produccion son independientes, entonces la
produccion esperada en condiciones de incertidumbre es inferior a la que se obtiene en

un entorno de completa certidumbre.
Demostracion. Es una extension de la Proposicién (2.3.1) y de su corolario. O
3.4. Comportamiento segun el grado de aversion

Proposicién 3.4.1. Sean dos empresas, cuyas funciones de utilidad se denotan por u;

Y ug respectivamente, tales que la primera manifiesta menos aversion al riesgo que la
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sequnda, es decir, r1 (t) = —uf(t)/u)(t) < —uj(t)/ub(t) = 72 (t), para t € R, y para las

que C" (x) = 0. Entonces se cumple que x5 > 5.

Demostracion. La demostracion es idéntica a la de la Proposicién 2.4.1 si se sustituye

> im1kigi por Z&Zé\]zo%ﬂ ij(Qij, Si0) ki O
3.5. Analisis de estatica comparativa

Proposicién 3.5.1. Si la empresa presenta aversion absoluta decreciente al riesgo,

entonces se cumple que dx*/dB < 0.

Demostracion. La demostracién es idéntica a la de la Proposicién 2.5.1 si se sustituye
N
D it kigi por 320 > ot (g Sio) ki O

Proposicion 3.5.2. Sea una empresa que presenta aversion absoluta decreciente al
riesgo. Supongase que la produccion no es aleatoria, es decir, ¢ = cte. Si el precio de
venta del producto que comercializa la empresa es de la forma p + 6, donde 6 es una
constante aditiva, y la empresa mazimiza su produccion en el punto denotado por xj,

entonces se cumple que

Demostracion. La demostracion es idéntica a la de la Proposicién 2.5.3 si se sustituye

S kig por 3 30 0 (g Sio) ki O
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Capitulo 4

Aplicacion a la industria ganadera

4.1. Introduccién

En este capitulo se aplican algunos de los resultados obtenidos en los capitulos
precedentes a un determinado tipo de industria ganadera de produccién de carne de
vacuno. A continuacion, se describe a grandes rasgos este sector productivo.

El sector productor de carne de vacuno en Espana estd compuesto, en términos
generales, por dos subsectores con caracteristicas propias y diferentes, aunque com-
plementarias (véase EUROCARNE DIGITAL, “Libro blanco de la carne de vacuno”,
www.eurocarne.com, “Sistema de explotacién de carne”, www.magrama.gob.es, Minis-
terio de Agricultura, Alimentacién y Medio Ambiente, y ASOCIACION ESPANOLA
DE PRODUCTORES DE GANADO DE CARNE (ASOPROVAC) (2007), “Guias de
préacticas correctas de higiene: vacuno de cebo”, Ministerio de Agricultura, Pesca y Ali-

mentacion: Direccién General de Ganaderfa, 2a edicién):

91
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= el sector productor de terneros, constituido por las explotaciones que tienen las

vacas madres y en las que nacen los animales que serdn engordados,

= ¢l sector cebador de terneros, constituido por las explotaciones que engordan esos

terneros para obtener la carne que se consume.

Existen, no obstante, explotaciones de vacas madres que engordan hasta el final sus

propios terneros.

4.1.1. Subsector de las vacas madres

Este sector es el que suministra la materia prima para la producciéon de carne: el
ternero.

A su vez, este subsector agrupa a dos tipos diferentes de vacas:

= vacas de produccion de leche. Debido a que la actividad principal es la produccion
lactea, el ternero es inmediatamente separado de la madre y vendido con menos

de tres semanas a explotaciones de cebo,

= vacas nodrizas, es decir, aquellas vacas que pertenecen a una raza carnica o que
proceden de un cruce con alguna de esas razas y que forman parte de un rebano
destinado a la cria de terneros para la produccién de carne. El ternero que se pro-

duce esta siempre destinado a la produccion de carne, y su calidad y rendimiento
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varia mucho segun la raza utilizada. En este sistema de produccién, el ternero
permanece junto a la madre hasta los 5 o 6 meses de edad, momento en el que se

vende para su cebo en explotaciones especializadas.
4.1.2. Subsector de cebo de terneros

Las condiciones climaticas de nuestro pais son determinantes para que, excepto en
la cornisa cantdbrica, la produccién de pastos y forrajes sea muy escasa. Esta escasez de
recursos pastables ha determinado la imposibilidad de cebar a los animales de manera
natural. Por ello, en Espana tuvo que buscarse otro tipo de alimentos, y, ante esta
necesidad, los productores recurrieron a la alimentacion basada en cereales.

Durante la década de los anos 60 del siglo pasado, el gran desarrollo econémico
y demografico hizo necesario aumentar rapidamente la produccién de carne. Ante la
imposibilidad de cebar los animales con recursos naturales, se fomenté la aparicion de
cebaderos especializados que compraban los terneros y los cebaban de una manera més
eficaz utilizando como materia prima el cereal.

Estos cebaderos se situaron fundamentalmente en lugares cercanos a las zonas de
consumo y a regiones con una elevada produccién de cereal (Aragén, Cataluna, Toledo,
Castilla-Leodn).

En general, estos cebaderos se surten de dos tipos de animales:

= terneros de aproximadamente 21 dias de edad procedentes de explotaciones de
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vacas de leche,

» terneros de explotaciones de vacas nodrizas (llamados pasteros), de entre 5 - 6

meses y 200 Kg de peso vivo.

En este capitulo se hace un estudio econémico de una de estas explotaciones gana-

deras, que se describe a continuacion.

4.2. Descripcion del modelo

En esta seccién se aplican los resultados obtenidos anteriormente a un tipo de em-
presa ganadera de produccion carnica muy comun, que se describe a continuacion.

El empresario ganadero compra terneros (de ambos sexos) de un mismo tipo, de
entre ocho y quince dias de vida aproximadamente (este plazo a veces tiene un margen
superior). El peso aproximado de cada uno de estos terneros es de unos 40 kg para las
hembras y de unos 50 kg para los machos en el momento de la compra. Una vez en su
propia ganaderia, el empresario los alimenta hasta una edad de entre 12 y 14 meses,
puesto que a partir de entonces el ternero se alimenta a un ritmo que no produce un
beneficio satisfactorio en relacién a su aumento de peso (véase “Libro blanco de la carne
de vacuno”, www.eurocarne.com y Espadas, M., “Recria y cebo de terneros/as para la
produccién carnica”, www.remugants.cat). Su peso aproximado es ahora de unos 400

kg. En este momento vende el animal a un matadero, y este le paga su peso en canal
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por kilogramos. La canal se define como el cuerpo entero del animal sacrificado tal como
se presenta después de las operaciones de sangrado, eviscerado y desollado, proceden-
te de bovinos sacrificados conforme a lo establecido en el Anexo III del Reglamento
(CE) 853/2004 del Parlamento Europeo y del Consejo de 29 de abril por el que se es-
tablecen normas especificas de higiene de los alimentos de origen animal. Esta canal

serd presentada a clasificacion:

1° Sin cabeza ni patas; la cabeza separada de la canal por la articulacion atloide-
occipital; las patas cortadas por las articulaciones carpometacarpianas y tarsome-

tatarsianas.

2° Sin los 6rganos contenidos en las cavidades toracica y abdominal con o sin los rifiones,

la grasa de rinonada, asi como la grasa pélvica.

3¢ Sin los 6rganos sexuales externos ni musculos unidos, sin la ubre ni la grasa mamaria.

La clasificacién de canales se realiza en el interior del matadero a mas tardar en el
plazo de una hora desde el inicio de las operaciones de sacrificio. Se define el rendimien-
to a la canal como el porcentaje en peso de la canal respecto al peso vivo del animal
antes del sacrificio. En él interviene factores genéticos, como las razas y cruces, y de
manejo como los sistemas de cebo. Como norma general, puede decirse que el rendi-

miento carnico de un bovino vivo estd comprendido entre un 50 % y un 55 % (véase “La
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clasificacién de canales de vacuno pesado. Base legislativa y manual grafico”, NIPO:

770-08-143-4, Depdsito Legal: M. 58.543-2008, Ministerio de Medio Ambiente, y Medio

Rural y Marino).

Por otra parte, el precio de la canal depende, entre otros factores, de la conformacién

fisica de esta y del tipo la categoria del animal, que, segin BOE nim. 27, 31 de enero

de 2009, Sec. I. Pag. 10438, se clasifican del siguiente modo:

Denominacién de venta

Sexo. Edad

Ternera blanca o Carne de ternera blanca

Macho o hembra. Menor o igual a 8 meses

Ternera o Carne de ternera

Macho o hembra. Mayor de 8 meses hasta 12 meses

Afiojo o Carne de afiojo

Macho o hembra. Mayor de 12 meses hasta 24 meses

Novillo o novilla, o Carne de novillo o Carne de novilla

Macho o hembra. Mayor de 24 meses hasta 48 meses

Cebén o Carne de cebén

Macho castrado. Menor o igual a 48 meses

Buey o Carne de buey

Macho castrado. Mayor de 48 meses

Vaca o Carne de vaca

Hembra. Mayor de 48 meses

Toro o Carne de toro

Macho. Mayor de 48 meses

Tabla 4.1: Denominaciéon de venta aplicable a la carne de vacuno en relacion con la

categoria del animal establecida en funcion de su sexo y edad

Los factores que intervienen desde el punto de vista econémico en este tipo de ga-

naderias son los siguientes:

= terneros, que el ganadero compra para su engorde,

= transporte de los animales,

= productos de alimentacién del ganado: agua, leche en polvo, soja, vitaminas, maiz,
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cebada, grasa hidrogenada, manteca de cerdo, salvado de avena, bicarbonato, car-

bonato célcico, fosfato bicalcico, sal, paja de avena, etc.,
» productos sanitarios (vacunas y medicinas),
= impuestos,
= suministros de agua y electricidad,
» subvenciones (ya sean comunitarias, locales o autonémicas).

Los precios de los terneros, del transporte de animales y de los productos de alimen-
tacion son variables aleatorias, y no se conocen hasta el momento en que se realiza la
operacion de compra. El precio que el ganadero obtiene por la venta de la canal de los
terneros es también una variable aleatoria.

En cuanto a los costes deterministas -es decir, no aleatorios- que dependen del niime-
ro de animales que intervienen en la produccién, pueden citarse las vacunas y los pro-

ductos sanitarios, y los derivados de los suministros de agua y electricidad.

4.3. Planteamiento matematico del modelo

Para plantear el objetivo de la empresa en términos matematicos se adopta la si-

guiente notacion:

= p: precio por kilogramo de venta de la carne en canal,
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= ¢, : precio por kilogramo de compra de los terneros; es una variable aleatoria

debido a las fluctuaciones de precios del mercado y a la variabilidad del peso de

los animales, pues estos se compran por cabezas, y no por peso,

¢, © = 2 : precio por kilogramo de cada uno de los productos que compra el

ganadero para la alimentacion,

a : factor de aprovechamiento del ganado. Se introduce en este trabajo y se define
como la relacion entre el niimero de kilogramos de carne en canal que se le pagaran
al ganadero por la venta de los terneros y el peso inicial de estos (en el momento en
que los comprd). Asi, si el ganadero compra un determinado nimero de terneros
que suman un total de x kilogramos, finalmente se le pagara en el matadero por

una cantidad total de ax kilogramos de carne en canal.

Una estimacién de este factor puede derivarse del siguiente razonamiento, aplica-
do a la variedad de terneros pintos: el ganadero compra n terneros de un peso
aproximado de 45 kg cada uno, y, de estos, muere por término medio un 6 % !casi
al comienzo de la produccién (las muertes en edad més avanzada son esporadicas).
Asi, después de aproximadamente un ano, momento en el que se produce la venta,
el nimero de terneros es de 0,94n, cuyo peso total en el instante de su compra era

de 0,94n-45 kg. El peso de uno de esos terneros en el momento de la venta -unos 12

!'Datos aportados por la ganaderia Bovinos Paco el Conde, S.L.
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meses después- es, aproximadamente, de 400 kg, por lo que todos ellos representan
0,94n-400 kg. Si se considera que, en promedio, de cada ternero que se vende en el
matadero se obtiene un peso en canal del 52 % de su peso en vivo, el niimero total
de kilogramos por los que el ganadero obtiene un beneficio es de 0,52-0,94n-400.
Tal como se ha definido el factor de aprovechamiento, el valor esperado de dicho
factor podria ser:

0,52-0,94n-400

a= ~ 4,34 4.1
a T , (4.1)

Como se ve, este factor puede considerarse siempre mayor que 1. Se supone,
ademads, que es independiente de todos los precios (esta es una premisa bastante

16gica).

» C(x) : tal como se ha denotado en este trabajo, C'(z) son los costes no aleatorios
que dependen del nimero de unidades del input; en este capitulo, tales unidades
corresponden al peso en kilogramos de los terneros adquiridos inicialmente por el

ganadero.

= B : aquellos gastos constantes y que no dependen de ningin otro factor.

Como ya se ha comentado, el tiempo que los terneros permanencen en la ganaderia
estd en torno a un ano. Durante ese tiempo el ganadero debe ir comprando los ali-

mentos necesarios, y, por lo general, no tiene capacidad suficiente para almacenar en
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su ganaderia las cantidades necesarias de aquellos que no son perecederos, por lo que
ha de ir comprandolos a lo largo del tiempo. Lo mismo ocurre, por supuesto, con los
productos percederos. Por ello, para el estudio de esta empresa es necesario adoptar un

tratamiento que tenga en cuenta el factor temporal.

..Cémo se formaliza desde el punto de vista matematico el objetivo de esta empresa?
Para ello, se introducen en primer lugar como las funciones 7;(gio, ¢i1, ---, @5, Sio) defi-
nidas en el estudio de la empresa en funcion del tiempo. Recuérdese que esta funcién
representa la cantidad del producto ¢—ésimo que la empresa compra en el instante 5,
y que esta cantidad depende, una vez definido el objetivo de la empresa, de los precios
desde el instante ¢y hasta el ¢;. Asi pues, en el caso de una ganaderia, se tiene una
funcién r;; para cada uno de los productos de alimentacién mencionados anteriomente

y otras para las medicinas y vacunas, todo ello definido en los instantes tg, t1, ..., tn.

En lo que sigue se supondré que el ganadero busca la optimizacion del valor espe-
rado de la utilidad de las ganancias obtenidas en la venta de cada remesa de terneros
comprada tiempo atrds (en torno a un ano). Por lo general, este punto de vista no se
aleja del objetivo real del ganadero, puesto que éste tiene muy en cuenta qué beneficio

obtiene en cada remesa particular.

El ganadero compra un determinado ntmero de cabezas de ganado, que suman

un total de x kilogramos y, debido a la alimentacién del ganado, vende finalmente
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ax kilogramos en canal. De aqui en adelante, se toma como ¢; el precio unitario (por
kilogramo) que paga el ganadero en la compra del ganado. En tal caso, si se hace k; = 1,

sus ganancias seran:

m(x) = par— " 3 qiris (i, sio)kiv — C () — B

= (po— X1 X0 dmiai. s)ki) « = € («) = B.

donde se supone que las compras de ganado y alimentos se hacen en los instantes
to,t1,...,tn, vy m es el numero total de productos que compra el ganadero a lo largo del
periodo de engorde de los animales, incluyendo las cabezas de ganado, que se compran

en ty, y que, como se ha dicho, quedan denotadas por el subindice 1. Por ello,

7“10((110,310) = z,
rii(dy,s10) = 0, j=1,..., N,

puesto que en cada remesa solo se adquieren las cabezas de ganado en el instante inicial.
Ademas, debido al hecho de que todos los terneros comprados en el instante inicial son
vendidos al final del proceso, el stock de terneros para el siguiente periodo de producciéon
es nulo, por lo que se tiene que

S10 = 0.

Por otra parte, obsérvese que, ademés de desconocerse el precio final de venta de

la carne hasta el momento en que esta se lleva a término, la cantidad total vendida es



102 4. Aplicacion a la industria ganadera

también un factor aleatorio que no queda determinado hasta que el ganadero decide
vender el objeto de su produccién. Con todo ello, la operativa de esta empresa y la
funcion de las ganancias tienen, exactamente, la forma estudiada en el capitulo anterior.
Asi, los resultados alli obtenidos pueden trasladarse sin mas a nuestra empresa ganadera.
Noétese, ademéds, que el hecho de que @ # 1 no altera las conclusiones que puedan
extraerse de aquellos resultados.

Por otro lado, una vez expresado en términos matematicos el valor de la ganancia
del proceso productivo, nétese que no existen costes deterministas dependientes de la

cantidad de input comprada inicialmente por el ganadero, o, si se quiere,

C(z) = 0 para todo x € R. (4.2)

En efecto, tal como se ha comentado mas arriba, en este proceso productivo el ganadero
compra los terneros por cabezas, pero el beneficio obtenido por este depende del niimero
de kilogramos que resulten en canal en el matadero. Asi, puesto que el beneficio debe
formularse en las mismas unidades -aqui se ha tomado el kilogramo como unidad, y no
el nimero de animales-, los costes de las medicinas y de las vacunas, por ejemplo, que se
administran por cabezas y no segun el peso del animal, y que no son aleatorios, pueden
-y deben- tratarse como tales, puesto que el peso del animal si es una variable aleatoria.
Asi, si se considera que el peso de los animales en el momento en que se administra

esa vacuna -que se supondra que tiene un precio conocido v- es una variable aleatoria
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de media pu, el precio pagado por kilogramo del animal por el ganadero es una variable
aleatoria de media v/p.
El objetivo de la empresa ganadera sera comprar aquella cantidad inicial de ganado

que maximice el valor esperado de la utilidad de sus ganancias:

méx E [u (1 (2))]

T

Se supondré que el problema tiene una solucién interior z* (es decir, z* > 0), por lo que

puede plantearse la siguiente condicion de primer orden para el éptimo:
* m N
B |u (v (@) (pa = 0 ) airis (@ sk ) | =0

Obsérvese, por otra parte, que se verifica la condicién suficiente de segundo orden para

dicho méaximo:
2
E [u’l (7 (z%)) (pa — i Z;-Vzo ij7ij (Qij, Sio)ki> } <0
4.4. Condiciones necesarias de 6ptimo

Si se aplica la Proposicion 3.2.1, se obtienen las condiciones que deben satisfacer los

precios que intervienen en el proceso productivo de la ganaderia:

Proposicion 4.4.1. Para una empresa ganadera ha de cumplirse que el valor esperado

del precio unitario de venta de la carne ponderado por el factor de aprovechamiento ha
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de ser mayor o igual que la suma de los valores esperados ponderados de los precios

unitarios de los productos que compra, es decir,
N — __
im1 2 j—0 %71 (dij, Si0)ki < Pa (4.3)

Dicho de otro modo, el beneficio promedio obtenido en la venta no puede ser menor
que el promedio de los costes aleatorios.

De este ultimo resultado se obtiene la siguiente conclusion:

Corolario 4.4.1. El valor esperado del factor de aprovechamiento del ganado ha de

satisfacer la siguiente relacion:

m N ——7
Dict Zj:o Gij7ij(dijs Sio) ki
p

az

Aqui se ha supuesto que el factor de aprovechamiento del ganado es independiente del
precio de venta de la carne en canal. Obsérvese que dicho factor depende del crecimiento
de cada uno de los animales, por lo que es 16gico suponer que no depende del precio de
venta de la carne.

En particular, si se acepta como una buena aproximacion del valor de @ el hallado

en (4.1), esta dltima condicién se escribe como

m N T
D i1 Djmo GigTi (Qijs Sio) ki
D

4,34 >

Es decir, el promedio del coste de engordar un kilogramo de ternero desde el momento

de la compra no puede ser superior al promedio de la cantidad de dinero obtenida por el
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ganadero en la venta de 4,34 kilogramos -es decir, una cantidad de kilogramos equivalente

al valor numérico del factor de aprovechamiento- de carne en canal.

4.5. Comportamiento segiin el grado de aversion

La aplicacion de la Proposicion 3.4.1 conduce al siguiente resultado:

Proposicién 4.5.1. Sean dos empresas ganaderas, cuyas funciones de utilidad se de-
notan por uy y ug respectivamente, tales que la primera manifiesta menos aversion al
/

riesgo que la sequnda, es decir, r (t) = —uf(t)/u)(t) < —ul(t)/ub(t) = ro(t), para

t € R. Entonces se cumple que x7 > x5.

Asi pues, con los supuestos de esta proposicion, la ganaderia mas arriesgada com-

prara un peso inicial menor para el total de terneros adquiridos.

4.6. Comportamiento respecto de gastos fijos

Proposicion 4.6.1. Si la empresa ganadera presenta una aversion absoluta decreciente

al riesgo, entonces se cumple que
dx*
dB

<0

Se ha demostrado, pues, que un incremento en los gastos fijos conlleva una disminu-
cién del numero de terneros que el ganadero debe comprar (en realidad, del peso total

de esos terneros).
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4.7. Comportamiento segun el precio de venta

Si se asume que el comportamiento de una empresa con factor de aprovechamiento
poco variable no cambia respecto del que esta observaria si dicho factor fuera constante,

puede concluirse que se verifica el siguiente resultado:

Proposiciéon 4.7.1. Sea una empresa ganadera que presenta aversion absoluta decre-
ciente al riesgo. Supongase que el factor de aprovechamiento tiene un rango de variacion

suficientemente pequeno, es decir:
a € [ag,ap + 0],

con ag y O positivos y & suficientemente pequeno. Entonces, si el precio de venta de la
carne es de la forma p+ 0, donde 0 es una constante aditiva, y la empresa mazximiza su

produccion en el punto denotado por xy, se cumple que

Por tanto, un aumento en el precio de venta de la carne supone un aumento de
la cantidad de terneros (en realidad, de su peso total) que inicialmente comprard el

ganadero.



Conclusiones

En este trabajo se ha ampliado el conjunto de resultados referentes a la teoria de la
empresa que presenta aversion al riesgo en condiciones de incertidumbre. Por un lado,
se ha generalizado el modelo de empresa incluyendo tantas variables aleatorias como se
precisen -diferentes precios de compra y de venta, y produccién final no determinista-,

y, por otro, se ha ampliado el nimero -en ciertos casos- de variables de decision.

En primer lugar se han establecido las condiciones necesarias que debe cumplir una
empresa que se enfrenta a tres fuentes basicas de incertidumbre -el precio de venta, el de
compra y la produccion- para que aquella pueda alcanzar el 6ptimo que busca. De modo
general, puede asegurarse que dicho 6ptimo sélo puede ser alcanzado si el promedio del
precio de venta del producto elaborado por la empresa es superior a la suma de los
costes marginales de ese producto y el promedio de sus costes aleatorios. Por otra parte,
en determinadas condiciones, los costes marginales deterministas de fabricacién de un
producto son inferiores en presencia de incertidumbre de precios y produccion que en

su ausencia. De aqui se deriva que si la empresa elabora un tinico bien, su produccién
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es inferior en un entorno de incertidumbre.

En relacién al comportamiento de la empresa segin su grado de aversion al riesgo
(en el sentido de Arrow-Pratt), puede afirmarse que su produccién es mayor cuanto

menor es su riesgo.

Se ha analizado también el comportamiento de la empresa frente a la variacién de los
parametros del modelo. En particular, se ha probado que si una empresa que fabrica un
unico producto presenta aversion absoluta decreciente al riesgo, entonces un incremento
en los gastos fijos conlleva una disminucién de la cantidad producida. Si el aumento
en alguno de los precios de compra, entonces se disminuye la produccién, y ocurre lo

contrario si se aumenta el precio de venta.

Curiosamente, las conclusiones hasta aqui citadas son las mismas, desde un pun-
to de vista cualitativo, que las que se obtienen sin precios de compra ni produccién
aleatorios. Més aun, coinciden con las obtenidas en el tratamiento temporal de la em-
presa, y también en su aplicacion a la empresa ganadera estudiada en este trabajo.
Asi, podria decirse que, en las mismas condiciones, la presencia de incertidumbre en los
precios de compra y en la produccién no alteran, desde un punto de vista cualitativo,

el comportamiento de la empresa aversa al riesgo.

Entre los resultados que se han obtenido cabe destacar la variacion del 6ptimo frente

a un cambio simultaneo de todos los precios implicados en el proceso productivo: si la
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variacién de todos los precios se mantiene contenida en un cierto margen, la variaciéon
en el 6ptimo de produccién es directamente proporcional a la variacion ponderada de
esos precios. Esto supone una novedad respecto de la literatura existente acerca de la

teoria de la empresa en condiciones de incertidumbre.

También se ha estudiado la operativa de la empresa en el mercado de futuros, y se
han ampliado los resultados de Holthausen a una empresa que opera en un mercado de
futuros y que fabrica n bienes a partir de m de productos, y que, a diferencia de este
autor, su produccion viene determinada por una funcién que no admite derivadas par-
ciales. De nuevo, se llega a las mismas conclusiones que este autor, si bien las funciones
de produccién en uno y otro caso no pueden siquiera parecerse: una es derivable y la

otra carece de derivadas parciales.

En el capitulo 3 se ha introducido el factor temporal en el estudio de dicha empresa.
Los tratamientos dinamicos llevados a cabo hasta la fecha no permitian obtener resul-
tados significativos debido a la complejidad de los problemas de indole matematica que
debian resolverse. En el modelo aqui presentado, el analisis llevado a cabo ha permitido
la realizacion de estudios de estatica comparativa, ademas de establecer las condiciones
necesarias para alcanzar la produccion éptima a lo largo del tiempo, y que ya se ha

comentado en estas conclusiones.

Finalmente, el modelo dinamico de empresa propuesto se adapta a determinados
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modelos reales de empresa ganadera. Los resultados presentados en el 1iltimo capitulo
son una traslacion a la empresa ganadera de los obtenidos en el capitulo precedente.

Para llevar a término parte del analisis realizado en este trabajo se ha tenido que
desarrollar una herramienta a tal efecto: se ha generalizado un lema de Lippman-McCall
para el supuesto en que el nimero de variables aleatorias es multiple. Este lema, que
se presenta en el Apéndice A, ha permitido dejar de lado los métodos graficos de los
que hacen uso algunos autores, y establecer conclusiones de manera analitica aun para
modelos de empresa mas generales.

En el Apéndice B se aplica también la generalizacion de ese lema al estudio de
propiedades y efectos de estatica comparativa en modelos de decisién con incertidumbre

en relacién con sus aplicaciones a la teoria de la empresa.
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Apéndice A

Reformulacion del lema de Lippman
y McCall (1981)

Para la obtencién de una parte considerable de los resultados de este trabajo ha
tenido que desarrollarse una generalizaciéon ad hoc de un lema de Lippman y McCall
(1981) acerca de valores esperados de una unica variable aleatoria. La extensién de este
resultado que aqui se ha desarrollado considera un ntmero cualquiera de variables alea-
torias, debido a la necesidad de estudiar el comportamiento de la empresa en condiciones
de incertidumbre mas generales, tales como las derivadas de precios de compra y venta

y de produccién aleatorios. El lema original de estos autores es el siguiente:

Lema A.0.1. (Lippman-McCall) Si h es una funcion real estrictamente positiva y

estrictamente decreciente sobre R y Z una variable aleatoria, entonces se verifica que

EZ-h(Z)] < h(0)- E[Z]
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A continuacién, se presenta una reformulacién de este lema -inicialmente planteado
para una unica variable aleatoria- que permite su aplicacion al caso de varias variables
aleatorias, y se ilustra su utilizacion en la teoria de la empresa bajo incertidumbre. Esto
se lleva a cabo en un modelo reciente de la teoria, para el cual se muestras cémo el lema
permite comparar, de forma mas directa que la utilizada por sus autores, los respectivos
niveles 6ptimos que elige la empresa con y sin incertidumbre. También se hace uso del
lema, en este mismo modelo, para estudiar el efecto de una variacion en la aversion al

riesgo, el cual no habia sido estudiado anteriormente.

A.1. Introducciéon

En la teoria de la empresa bajo incertidumbre, se estudian distintos aspectos sobre
la decision 6ptima que debe tomar una empresa que opera bajo incertidumbre en una o
varias de las variables que intervienen en su funcién beneficio. Una de las primeras cues-
tiones que se plantean es la relacion que presenta esta decisién optima en comparacién
con la que se tomaria en el caso de certidumbre total. Esto es lo primero que analiza
Sandmo (1971) en su modelo seminal. Para este modelo basico, en el que se considera
una tdnica fuente de incertidumbre (en el precio al que serd vendido el producto), se
puede demostrar que la introduccién de incertidumbre induce una reduccion en el nivel
de produccién 6ptimo con respecto a la situacion sin incertidumbre. Este resultado es

obtenido por Sandmo mediante una técnica de McCall (1967), pero puede demostrarse
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también mediante la aplicacién de un lema recogido en Lippman y McCall (1981), el
cual se incluye en el apéndice de este trabajo, y que es valido para el caso de una tnica
variable aleatoria.

Sin embargo, a pesar de la antigiiedad del citado lema, no se ha encontrado ningin
autor que lo aplique en modelos de empresa bajo incertidumbre. Més atn, incluso en
Lippman y McCall (1981), se demuestra el resultado de Sandmo comentado anterior-
mente con otro método diferente.’

En su lugar, el método mas frecuentemente utilizado es el estudio del signo de ciertas
covarianzas. Por ejemplo, en el caso del modelo de Sandmo, en el cual la funcién beneficio
viene dada por 7(x) = Pz — C(z), donde P es la variable aleatoria precio, dicho lema

permite obtener la desigualdad:
E[u/(7)P] < E[W/(m)]E[P],

para el caso de una empresa con aversién al riesgo (mds aun, tal que v” < 0). Sin
embargo, puesto que E[u/(m)P] = E[u/(r)]E[P] + cov(u'(r), P), tal desigualdad es
obtenida habitualmente en la literatura mediante el estudio del signo de cov (u’ (), P).
Este analisis es sencillo cuando se trabaja en modelos con una sola variable aleatoria que
sea fuente de incertidumbre, pero cuando el nimero es superior puede resultar dificil

obtener conclusiones de un modo analitico. Un ejemplo de este hecho se encuentra en

1Una excepcién son Alvarez-Lépez y Rodriguez-Puerta (2009, 2011), donde se aplica ese lema en
modelos con una sola fuente de incertidumbre.
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Dalal y Alghalith (2009), donde se desarrolla un método grafico para llevar a cabo un
estudio de esta indole.

En este trabajo se obtiene el resultado bésico de Dalal y Alghalith (2009) de una
forma analitica y més directa, mediante una adecuada reformulacién del lema original
de Lippman y McCall (1981) que permite su aplicacién al caso de varias variables.
Asimismo, con la ayuda de esta reformulacion del lema, se enuncia y demuestra, para
el modelo citado, un resultado nuevo sobre el efecto de una variaciéon en la aversion al
riesgo.?

En la Seccién A.2 se enuncia y demuestra el lema, y en la Seccién A.3 se recogen sus
aplicaciones al modelo de Dalal y Alghalith (2009). La tltima seccién estd dedicada a

las conclusiones.

A.2. Reformulacion del lema de Lippman y McCall
A continuacién se enuncia y demuestra el lema que va a utilizarse:

Lema A.2.1. Sea g y h dos funciones reales definidas sobre R, con g estrictamente
creciente y h estrictamente positiva, y sea f una funcion real medible definida sobre RP.
Si Z es una variable aleatoria p-dimensional tal que las esperanzas de f(Z) h(f(Z))

y F(2)g(f(Z)) h(f(Z)) son finitas, y tal que el conjunto {f(Z) # 0} tiene probabilidad

2Un efecto de este tipo no se ha estudiado para el modelo de Dalal y Alghalith (2009).
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positiva, entonces:
E[f(Z)9(f(2)) h(f(2))] > g(OE[f(Z) h(f(2))],
y se tiene la desigualdad en el sentido contrario si g es estrictamente decreciente.

Demostracion. Denétese por AT, A~ y A° el conjunto de los vectores z de RP tales
que f(z) >0, f(2) <0y f(z) =0, respectivamente, y por F' la funcién de distribucién

de la variable aleatoria Z. Entonces:

Noétese que la hipétesis de probabilidad positiva del conjunto {f(Z) # 0} asegura que

la desigualdad anterior es efectivamente estricta. ]

A.3. Aplicaciéon al modelo de Dalal y Alghalith (2009)

En el modelo de Dalal y Alghalith (2009) se considera incertidumbre simultanea-

mente en dos variables: el precio y la produccién. La riqueza de la empresa (de forma
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simplificada) viene dada por:

W(y) = pvy — c(y) + W,

donde y es el nivel de produccién en ausencia de incertidumbre (el cual también puede
ser interpretado como el nivel de produccién programado por la empresa), v es un factor
aleatorio con Elv] =1 (de modo que yv es la produccién finalmente obtenida), y p es el
precio al que se venderd la produccion, con p = E[p]. La funcién de costes es denotada
por ¢, con ¢ >0y " >0,y Wy es la riqueza inicial de la empresa.

Se considera que la empresa es aversa al riesgo (mds en concreto: u” < 0), tal
que ©' > 0 y que elige el nivel de produccién y de modo que maximiza la utilidad

esperada de su riqueza. Es decir, resuelve el problema:

méx E[u(W(y))].

Y

La condicién de primer orden viene dada por:

donde y* denota el valor 6ptimo. Obsérvese que, en caso de certidumbre, la cantidad
6ptima ¥ que elige la empresa satisface: p — ¢ (y¥) = 0.
El 6ptimo y* puede verse como la abscisa del punto de interseccion de las graficas

de las siguientes funciones:
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La segunda es conocida, y los autores estudian las distintas posibilidades para la primera.
Teniendo en cuenta que el punto de interseccion de la grafica de la funcion F' con el eje
de abcisas es (y,0) (pues p— ¢ (y}) = 0), los autores determinan finalmente la posicién
relativa entre y* e y en funcién del signo de cov(p,v).?

Este resultado se puede obtener analiticamente, sin necesidad de recurrir a cuestiones
de representacion grafica. Si se aplica el Lema A.2.1 a la variable aleatoria bidimensio-
nal Z = (p,v), a la funcién g(z) = o'((z + E[pv])y* — c(y*) + Wo), que es estrictamente

decreciente (pues u” < 0), a la funcién h = 1, y a la funcién continua (y por tanto

medible) f(s,t) = st — E[pv], se obtiene:

E[u'(W(y") (pv — Elpv])] <0,

desigualdad que es equivalente a:

< E[pv],

pues u' > 0. Teniendo en cuenta que el primer miembro de esta desigualdad es igual
a ¢ (y*) (por la condicién de primer orden del problema), y que E[pv] = p + cov(p,v),

se obtiene:

(y*) < p+ cov(p,v).

3Cf. Dalal y Alghalith (2009), Proposicién 1, p. 86. Nétese que G(0) = cov(p, v). La notacién para F
es nuestra.
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Si se considera ahora la funcién creciente H(y) = ¢ (y) — p, entonces:

H(y:) =0, y H(y")=y")—p<cov(p,v).

Si cov(p,v) < 0, entonces H(y*) < 0 = H(y}), de donde y* < y!. Pero si fue-
ra cov(p,v) > 0, podria darse cualquiera de los tres casos: y* < ¥, y* =y’ o y* > yl.
Este es exactamente el resultado principal obtenido en Dalal y Alghalith (2009).

Por otra parte, los autores citados llevan a cabo un detallado estudio del efecto en
el nivel 6ptimo y* de la variacién de distintos pardmetros del modelo (por ejemplo, la
riqueza inicial Wy, o las varianzas de las variables aleatorias p y v), pero no estudian el
comportamiento de la empresa ante una variacion en la aversion al riesgo. Con la ayuda
del Lema A.2.1, se puede obtener un resultado sobre este efecto. Para ello, se consideran
dos posibles funciones de utilidad en las condiciones del modelo: u;, us, y se compara
el nivel 6ptimo obtenido a partir de cada una, respectivamente: yj, y5, bajo la hipdtesis
de que la aversion absoluta al riesgo para la primera es menor que para la segunda, es
decir: r; < ry, donde r; = —uf /u; para i € {1,2}. La siguiente proposicién especifica el

resultado.
Proposiciéon A.3.1. Sir < ry, entonces y; > vs.

Demostracién. Para cada i € {1,2}, hégase U;(y) = E[u; (W (y))]; entonces:
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y de acuerdo con la condicién necesaria de primer orden: U/(y}) = 0.
Considérense las funciones reales de variable real h(s) = u) ([s+c (y3)]ys—c(y3)+Wo),
vy 9(s) = k([s+ (y3)]y3 — c(y3) + Wy) donde k = v} /uj. Entonces ambas funciones son

estrictamente positivas, y ademas g es estrictamente creciente. En efecto, se tiene:

g'(s) =y k' ([s + ¢ (y3)lys — clys) + Wo),

pero k' = k- (rg —ry) > 0, de acuerdo con la hipétesis. Aplicando el Lema A.2.1 a estas
funciones h y g, y a la variable aleatoria Z = (p,v) y a la funcién continua (y, por ende,

medible) f(s,t) = st — (y3), se obtiene:

Ui(ys) = E[ut (W (y3)) (pv—¢ (3))] > 9(0) Euy (W (y3)) (pv—¢'(y3))] = 9(0) Us(ys) = 0;

de donde Uj(y3) > 0 = U{(y7). El resultado se concluye del hecho de que la funcién y —

Ui (y) es estrictamente decreciente. Notese que la derivada de esta ultima funcion es:

E[l(W(y)) (pv — ()" =t (W () ()],

la cual es estrictamente negativa al ser v} < 0, uf >0y ¢ > 0. O

A.4. Generalizacion del lema

Finalmente, en este trabajo se ha generalizado este lema al caso en el que aparecen

variables aleatorias multidimensionales independientes:
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Lema A.4.1. Sean h una funcidn real estrictamente positiva definida sobre R y g(t, w)
una funcion real definida sobre R? estrictamente creciente ent, Y € R¥ y Z € R”

variables aleatorias multidimensionales independientes, y sea e(Y) una funcidn real de

Y. Si existe una funcion medible f : R” — R tal que P{f(Z) # 0} # 0, y tal que las

esperanzas E[f(Z) - g (f(Z),e(Y))-h(f(Z))] y Elg(0,e(Y))] y E[f(Z) - h(f(Z))] son

finitas, entonces se verifica que

Ef(Z)-9(f(Z),e(Y)) - h(f(Z))] > Elg (0,e(Y)] - E[f(Z)-h(f(Z))],

y se tiene la desigualdad en el otro sentido si g es estrictamente decreciente en t.

Demostracion. Definanse los siguientes conjuntos:

At = {zeR” | f(z) > 0}
A~ = {zeR"| f(z) <0}

A" = {z€R’| f(z) = 0}

Si 7 €A* se tiene que f(2)g(f(2), e(y))h ((2)) > F(2)g (0, e(y)) b (f()), ¥ lo mismo

sucede si z € A™. Si por Fz y Fy se denotan las respectivas funciones de distribucién de
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las variables aleatorias Z e Y, entonces:
E[f(Z)-g(f(Z),e(Y)) h(f(Z))] =

[ et ) (e dgary
+ [ I, ey (7(2) Py

b R (1) arad >
/Rw { " f(2)g (0, e(y)) h(f(2)) sz} dFy

i / { ()9 0.e(y) h(/(2) dFZ} IFy —
[ {s0ewn [ roni@)arajar

+/w {g(O,e(y)) N f(Z)h(f(z>)dFZ}dFY _

_ (/wg(o,e(y))dpy) : ( A+f(z)h(f(z))sz+/A f(z)h(f(z))dpz)
=Lk )]

= Elg(0,e(Y))]- E[f(Z)-h(f(Z))]

]

Conclusion
Se ha demostrado que el nivel 6ptimo de produccién que la empresa planifica dismi-
nuye cuando aumenta la aversion al riesgo, y aumenta cuando disminuye la aversion al

riesgo.
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Como puede verse, se ha llevado a cabo una reformulacion de un lema debido a
Lippman y McCall (1981) para que sea aplicable al caso de varias variables aleatorias,
y se ha presentado el nuevo lema como una herramienta que puede ser de utilidad en
modelos de empresa bajo incertidumbre.

En particular, en el modelo de Dalal y Alghalith (2009), en el que existe incertidum-
bre tanto en el precio como en la produccién, es posible realizar un estudio comparativo
entre la decision 6ptima que tomaria una empresa en presencia de incertidumbre y la que
tomaria en ausencia de ella. Este analisis es realizado por sus autores con ayuda de un
método grafico. En el presente trabajo se ha demostrado el mismo resultado mediante
la aplicacion del lema citado, de una forma analitica y mas directa.

Asimismo, se ha ilustrado la aplicabilidad del lema demostrando un resultado nuevo,
dentro del marco del modelo de Dalal y Alghalith (2009): al aumentar la aversién al

riesgo de la empresa, ésta planifica un nivel éptimo de produccion menor.



Apéndice B

Propiedades y efectos de estatica
comparativa en modelos de decision
con incertidumbre: aplicaciones a la
teoria de la empresa

El lema desarrollado en la Seccién A.2 se ha aplicado también al estudio de deter-
minadas propiedades en ciertos modelos de la teoria de la empresa en condiciones de

incertidumbre, como se presenta a continuacion.

Se considera aqui un modelo simple de decisién en condiciones de incertidumbre,
en el que un agente que manifiesta aversién al riesgo maximiza el valor esperado de
la utilidad de un nivel de riqueza aleatorio. Esta riqueza se introduce de una manera
general, especialmente en relacion con el efecto de la variable de decision, de tal modo

que otros problemas de decision en entornos de incertidumbre pueden considerarse como
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casos particulares del modelo aqui propuesto. En este marco general se propone un nuevo
método que permite obtener de manera sencilla tanto propiedades de la solucién éptima
como resultados de estatica comparativa. Se ilustra la utilidad de esta formulacién
mediante su aplicaciéon a dos modelos de la teoria de la empresa en condiciones de
incertidumbre. En tales modelos se derivan facimente sus propiedades esenciales, y se

obtienen también nuevos resultados.

B.1. Introduccion

Muchos modelos de decision en condiciones de incertidumbre, en especial los de la
teoria de la empresa, pueden considerarse como casos particulares de una formulacién
general: un agente maximiza la utilidad de un nivel de “riqueza” aleatorio, en el que
esta es un balance entre unos “ingresos” y unos “costes”, definidos aquellos como el
producto de un “nivel de produccién” y un “precio” (y en el que estos tres elementos
-produccidn, precio y coste- se interpretan en un sentido amplio).

En lo que sigue se formula un modelo de decision siguiendo este patron, con una
unica variable de decisién y una tunica fuente de incertidumbre, independiente de dicha
variable de decision. Gracias a esta simplificacion, el modelo es simple y facil de estudiar,
pero, no obstante, puede considerarse bastante general. De hecho, la riqueza se introduce
de una forma general en relacion a la variable de decisién, de tal modo que la formulacién

resultante es facilmente aplicable en modelos de diferentes situaciones.
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Para este modelo general, se presenta un método para estudiar sus propiedades -
en especial los efectos de estatica comparativa- de un modo sistematico. Este método
es analitico, en contraposicién a los métodos geométricos utilizados habitualmente en
muchos otros modelos. Uno de los puntos clave de este método es el Lema A.2.1, que
generaliza el Lema A.0.1, extensamente utilizado en la literatura.

En la Seccién B.2 se formula el modelo y se presenta el método. Se obtiene una
caracterizacion de una soluciéon de esquina, y se compara la solucion éptima con la que
se obtiene en ausencia de incertidumbre. Se estudian también los efectos de estética
comparativa. Como aplicacion, se estudia el efecto de la introduccién de un impuesto
proporcional al nivel de riqueza y se analiza el efecto de una variacion en la tasa de
aquel.

En la Seccién B.3 se aplican los resultados previos a dos modelos de la teoria de
la empresa en condiciones de incertidumbre. En ambos modelos se obtienen de manera
sencilla los resultados clave. En particular, el efecto de una tasa proporcional a la riqueza

en el segundo modelo es un resultado nuevo en la literatura.

B.2. EIl modelo general y sus propiedades

B.2.1. El modelo

Se considera un agente econémico que se enfrenta a algin tipo de incertidumbre, y

una tnica variable de decision: x. Para cada posible valor de x se define un nivel aleatorio
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de riqueza, W (x). El agente busca maximizar la utilidad esperada de esa riqueza.
Se supondra que la variable x pertenece a un intervalo I C R, = {z € R |z > 0},

acotado o no, tal que 0 € I. Para cada « € I se considera que la riqueza esté dada por!
W(x) =1l(x)Z —m(x),

donde Z > 0 es una variable aleatoria no degenerada de media p > 0, y [ y m son
funciones no aleatorias de clase C? en I tales que I’ > 0, m’ > 0, y [ es céncava y m
convexa (en [). Ademds, se supone que [(0) =0, y, asi, [(z) > 0 si x # 0.

La actitud del agente frente al riesgo estd modelizada por una funcién de utilidad
de Bernouilli u, suficientemente regular (al menos de clase C* en R) y tal que ' > 0y
u” < 0. En particular, el agente presenta aversién al riesgo.

Para cada = € I, la utilidad esperada al elegir x viene dada por U(z) = E[u(W (z))].

El agente maximiza esta funcién U en el intervalo I:
max U (x). (B.1)

zel

Las derivadas primera y segunda de U son:
U'(x) = E[u'(W)(I'(2)Z — m/(x))],

U"(x) = E"(W)(I'()Z — m/())* + o' (W) (1" (2) Z — m"(x))].

IPara simplificar la notacién se escribira, cuando sea posible, W en lugar de W (z).
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De acuerdo con las hipdtesis, se tiene que U” < 0 en I, por lo que la funcién U es estric-
tamente céncava en I: si el problema (B.1) admite solucidn, esta es unica. Adviértase
que la igualdad U’ = 0 es una condicién suficiente para que un punto x € I sea la
(Uinica) solucién del problema.

De aqui en adelante se considerard la funcion n = m//l’. En términos de esta funcién
n y de la media p de la variable aleatoria Z, la siguiente proposicion aporta una condicién

suficiente de existencia de una solucion y una caracterizacion de una solucién de esquina.

Proposicién B.2.1. Si existe algin xo € I tal que pu < n(xg), o bien el intervalo I es
acotado, entonces el problema de maximizacion (B.1) tiene una solucion inica. Ademds,

si dicho problema tiene solucion, esta serd positiva si y sélo si p > n(0).

Demostracion. Si p < n(xg) para algin xy € I, la aplicacién del Lema A.2.1 tomando

f(Z) =1'"(x0)Z —m/(x0) y las funciones reales

>
Il
—

g(s) = u'([s+m(x)][l(x0)/l'(z0)] — m(x)),
puesto que la funcién g es positiva y decreciente, conduce a:

Elu/ (W (o)) (I'(x0)Z — m'(x0))] < g(0)E[l'(0)Z — m/(x0)]

= 9(0)l'(wo) (1 — n(0));
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esto es: U'(xg) < 0. Asi, U(zg) > U(z) si > xg, y la dnica solucién del problema (B.1)
es precisamente la del problema méx,cp 4, U(2), que existe por la continuidad de U.

Por otra parte, nétese que W (0) = —m(0) es no aleatorio, por lo que:
U’(0) = u'(=m(0)) - (I'(0)Z — m'(0)) = «'(=m(0)) - 1'(0) - (1 — n(0)),

y, por tanto, i > n(0) es equivalente a U’(0) > 0. Si el problema tiene una tinica solucién

x*, la desigualdad U’(0) > 0 es equivalente a z* > 0. O
B.2.2. Una funcién auxiliar

La siguiente funcién serd 1util en el analisis que sigue:
Elu'(W(z))Z]
Flr) = ——

B (W) "€

F(z*) = n(z"). (B.2)



B.2. El modelo general y sus propiedades 131

También se verifica que:
FO)=p, v Fz)y<p si zel—{0}. (B.3)

Esta desigualdad puede demostrarse aplicando el Lema A.2.1 a la funcién f(Z) = Z—p
y a las funciones reales h = 1y g(s) = «/(I(x)(s + u) — m(x): puesto que I(x) > 0, la

funcién g es estrictamente decreciente, y se obtiene:
El/(W(z))(Z — )] < 9(0) - E[Z — p] =0,

por lo que F(x) < p.
Una interpretacién Puede darse una interpretacién del nimero F(z*). Por el
momento, atiéndase a un problema de maximizacién no aleatorio: aquel que resulta de

sustituir la variable aleatoria Z en (B.1) por un nimero positivo z; esto es:

méax u(l(x)z — m(x)). (B.4)

zel
Noétese que si el problema admite una solucién interior x,, esta es tunica (la funcién
objetivo es estrictamente céncava) y queda caracterizada por la condicién I'(z,)z —
m/(xz,) = 0, o, de manera equivalente, por n(z,) = 0.
Por tanto, en vista de la caracterizacién (B.2) de la solucién 6ptima x* del problema
(B.1), puede afirmarse que z* es también la solucién de un problema no aleatorio: el
problema (B.4) con z = F(x*), o, equivalentemente, el problema que resulta de sustituir

Z por F(z*) en (B.1).
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Dicho de otro modo, si el agente pudiera operar en un entorno de certidumbre, F'(z*)

serfa el valor de Z para el cual el agente elegiria exactamente el nivel x*.

B.2.3. El problema en ausencia de incertidumbre

Se desea comparar la solucién del problema (B.1) con la del problema (B.4) para
z =

max u(l(x)p — m(x)), (B.5)

zel
dado que dicha solucion existe. SE designa a este problema como el problema respecti-
vo sin incertidumbre. La siguiente proposicion establece una comparacién entre ambas
soluciones. Adviértase que se asume que la solucién x* del problema (B.1) es interior,

por lo que se verifica la igualdad (B.2).
Proposicién B.2.2. Si el problema B.5 admite una solucion x, entonces x* < .

Demostracion. Se sabe que la solucién z es tnica; puede asumirse que es interior. En
efecto, sea U.(z) = u(l(z)u—m(z)). Puesto que x* es interior, se tiene que u > n(0) (por
la Proposicién B.2.1), y, asi, U.(0) > 0, esto es, 2% > 0. Si el intervalo I fuera acotado
y cerrado, siendo x} su extremo derecho, la tesis de la proposicién también seria cierta,
puesto que z* seria menor que ese extremo derecho. Por tanto, la solucién z} queda
caracterizada por la condicién Ul(z}) = 0, o, de modo equivalente, por n(z}) = p.

Puesto que la funcién n es estrictamente creciente, el signo de n’ es el mismo que
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el de m"l' — m'l", que es positivo por las condiciones impuestas a [ y m.? Por (B.3) se

puede escribir:
n(zg) = p> F(z") = n(z"),

y, por tanto, z* < z. L]

Esto es, la solucion éptima para un entorno de incertidumbe es menor que la solucién
oOptima en ausencia de aquella.
En este modelo general se ha probado que la incertidumbre reduce la cantidad éptima

de la variable de decisién elegida por el agente econémico.
B.2.4. Efectos de estatica comparativa

La funciéon F' también puede ser utilizada para el estudio de los efectos de estatica
comparativa. Si v denota un pardmetro de modelo, puede escribirse F(x;v) y n(x;v)
en lugar de F'(z) y n(x), respectivamente, para introducir la dependencia de v de estas

funciones.
Proposicién B.2.3. El signo de % es el mismo que el de F)(z*;v) —nl(z*;v).

Demostracion. De la caracterizacién F'(z*;v) = n(x*;v) (véase (B.2)) se tiene:

de*  F)(a*;v) —n,(2"5v)
dv — Fl(z*v) —nl (o5 v)

2Realmente, deberia ser m”l' — m/l” > 0, ya que I” < 0y m” > 0. Pero si tanto I" como m”
fueran nulas simultdneamente (n serfa constante), el problema (B.5) admitirfa la solucién x si y solo

si I =[0,z%], y en este caso el resultado se mantendria.
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donde el denominador es negativo, puesto que n’ > 0 y:

Elu"(W)(Z = n(2*))(Z = F(a"))]I'(z")

) = B (1)
W2 — P (a)
- B[ (V") <0
donde W* = W (z*). O

Una aplicacion: tasa proporcional a la riqueza Para ilustrar este resultado,

supéngase que el nivel de riqueza viene dado por:
W(z) = (1 —=7)(lo(x)Z — mo(x)),

donde 0 < 7 < 1y ly y my cumplen las mismas condiciones que [ y m, respectivamente.
Se puede interpretar este nivel de riqueza como el resultado de aplicar una tasa de razén
T proporcional a la riqueza. Se quiere estudiar el efecto de una variacién de 7 en el valor
optimo z*.

Nétese que n = my/l; no depende de 7, y, por ello, el signo de dz*/dr es el de
F!(z*; 1) (véase Proposicién B.2.3). Se tiene que F(x*;7) = E[u"(W*)Z]/E[u"(W™*)],

donde W* = W (x*) = (1 — 7)(lp(x*) Z — mo(x*)), y se concluye que (véase (B.2)):

El"W)W*(Z —n(z"))]

) = = B )

Si r, denota la medida de Arrow-Pratt de aversion al riesgo del agente, puede escribirse:

—E" (WIOWZ = n(z"))] = Elra(W*)u' (W)(Z = n(a"))].
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Si se consideran las funciones reales:

h(s) = o ((1=7)[0z")(s +n(z")) —m(z)]),

9(s) = ru((1=7)[l(z")(s + n(z")) —m(z")]),

se tiene que h > 0 y que g es creciente, constante o decreciente segun el agente muestre
IARA, CARA o DARA 2 respectivamente. Para IARA, por ejemplo, la aplicacién del

Lema A.2.1 a la funcién f(Z) = Z — n(z*) conduce a:
Elr WU (WH)W(Z = n(z"))] 2 g(0)E[u'(W)(Z — n(z7))] =0,

donde la igualdad proviene de la condicién de primer orden para la maximizacion del
problema. Para CARA y DARA puede procederse, mutatis mutandi, del mismo modo.

Finalmente, se puede afirmar que al aumentar la tasa 7, el nivel éptimo z* aumen-
ta, permanece constante o se reduce segun el agente muestre IARA, CARA o DARA,

respectivamente.

B.3. Aplicacién a la teoria de la empresa en condi-
ciones de incertidumbre

En esta seccién se aplican los resultados de la seccién precedente a dos modelos de

la teoria de la empresa en condiciones de incertidumbre. El primero, debido a Sandmo,

3Como es comtn en la literatura, estos acrénimos significan aversién absoluta al riesgo creciente
(increasing), constante (constant) o decreciente (decreasing), respectivamente.
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es uno de los modelos seminales de la teoria; aqui se obtendran de manera sencilla
la mayoria de sus resultados mas importantes. El segundo, de Dalal y Alghalith, es un
modelo importante de la teoria que difiere del de Sandmo por el hecho de considerar dos
fuentes de incertidumbre; para este modelo se deriva también facilmente su resultados

méas destacados y se obtiene una nueva propiedad.

B.3.1. Sobre el modelo de Sandmo

En el modelo de Sandmo, tal como se presenta en Sandmo (1971), se estudia el caso
de una empresa competitiva que produce un tnico bien cuyo precio de venta es una
variable aleatoria. La empresa debe decidir la cantidad que debe elaborar de ese bien
antes de la fecha de venta, y, por tanto, antes de conocer el precio al cual se vendera.

Desde el punto de vista de la empresa, el precio de venta es una variable aleatoria no
degenerada P > 0 de media pu > 0, y el coste total de elaboraciéon de una cantidad ¢ > 0
de aquel bien es C'(q) + B, donde C(q) representa el coste variable (con C(0) =0) y B
un coste fijo. La actitud de la empresa frente al riesgo viene modelada por una funcién
de utilidad de Bernouilli u. Para las funciones C' y u se asume que C' > 0, C” > 0,
u' > 0y u” <0, por lo que la empresa presenta aversion al riesgo. El beneficio de la
empresa por la elaboracion de ¢ unidades viene dada por 7(q) = Pq— C(q) — B, y el
objetivo de la empresa es producir aquella cantidad que maximice el valor esperado de

la utilidad de ese beneficio.
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Este modelo puede considerarse como un caso particular del modelo general presen-
tado en la Seccién B.2sisetoma Z =P, x=q, [=R,,l(q)=qyl(q) =Clq)+ B,y

W = 7. Obsérvese que n = C’; es decir, la funcién n es precisamente el coste marginal.

Sandmo asume que existe una solucién éptima ¢* para el correspondiente problema
de maximizacién, y analiza la posibilidad de una soluciéon de esquina. La Proposicién
B.2.1 establece que esa solucién éptima sera positiva si y solo si la media del precio es
mayor que el coste marginal del nivel de produccién nulo: p > C’(0). Nétese también
que, cuando la solucién éptima ¢* es positiva, dicha solucién queda caracterizada por la
condicién F(q*) = C'(q*) (véase (B.2)). Asi, si la empresa pudiera vender su produccién
a un precio determinado, el nimero F'(q*) seria el valor de ese precio para el cual la

firma decidiria producir exactamente ¢* unidades de producto.

Por otra parte, el principal resultado obtenido por Sandmo es el siguiente: “en un
entorno de incertidumbre, el nivel de produccién es menor que en ausencia de aque-
lla” (véase Sandmo (1971), pags. 66-67). Mds precisamente, la empresa reduce su pro-
duccion respecto a la que se obtiene si el precio de venta es igual a la media de ese precio.
En el nuevo contexto de la Seccién B.2, este resultado clave es una simple consecuencia

de la Proposicion B.2.2.

Finalmente, entre otros efectos de estatica comparativa, Sandmo estudia la influen-

cia en la solucién éptima ¢* de un impuesto proporcional al beneficio y una variacién
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de su cuantia. Este autor demuestra que un aumento en la tasa de ese impuesto con-
lleva un aumento, o no produce variacion, o una disminucién de la cantidad elaborada
por la empresa segin su grado relativo de aversion al riesgo sea creciente, constante o
decreciente, respectivamente” (véase Sandmo (1971), pag. 70). Este resultado puede ser

obtenido facilmente de lo hallado para este efecto en la Seccion B.2.4.

B.3.2. Un modelo con dos fuentes de incertidumbre. Un nuevo
resultado

Se aplican ahora los resultados previos a un modelo de la teoria de la empresa en
condiciones de incertidumbre de Dalal y Alghalith (2009). Este modelo ha devenido una
referencia relevante en la teoria, debido a que es un estudio muy completo de la empresa
con dos fuentes simultaneas de incertidumbre: el precio de venta y la cantidad producida
por la empresa. A pesar de introducir dos fuentes de incertidumbre, el modelo puede
ser tratado como un caso particular del modelo general presentado en la Seccién B.2.

El nivel de riqueza de la empresa vienen dado por:*

W(y) = pvy — c(y) + W,

donde y, la variable de decision, es el nivel de produccion deseado, v es un factor aleatorio

tal que el producto vy puede ser interpretado como el nivel real de produccion, c es la

4Aqui se estudia una versién ligeramente simplificada de la original presentada por Dalal y Alghalith
(2009), que, para nuestros propdésitos, es suficiente.



B.3. Aplicacion a la teoria de la empresa en condiciones de incertidumbre 139

funcién de coste, y Wy es el nivel inicial de riqueza. Se supone que E[v] = 1,y que ¢ > 0
y ¢’ > 0. Se supone también que el nivel inicial de riqueza Wy es tal que W (y) > 0 para
todo y. El valor esperado del precio de venta se denota por p: E[p] = p. La empresa
quiere maximizar el valor esperado de la utilidad de su riqueza, considerando que su
actitud hacia el riesgo viede modelada por una funcién de utilidad de Bernouilli u tal

que u' >0y u” <0.

Se considera aqui este modelo en el contexto de la Seccién B.2, con Z = pv, I(y) =y
y m(y) = c(y) — Wy, por lo que n(y) = /(y). Se quiere aplicar la Proposicién B.2.2, que
compara el nivel 6ptimo de produccién y* en el problema original (con incertidumbre
en ambas variables) con el nivel éptimo de produccion y! en el problema respectivo sin
incertidumbre (en el sentido dado en la Seccién B.2.3), que resulta de sustituir F[pv] en

lugar de pv. Por la Proposiciéon B.2.2 se concluye que y* < y?.

Pero Dalal y Alghalith centran su atenciéon en un problema respectivo sin incerti-
dumbre diferente: el que resulta de tomar E[v] = 1 en lugar de v, y p en lugar de p;
denotan la solucién correspondiente por y.. Obsérvese que y. esta caracterizada por la
condicién n(y.) = p, y, segin (B.2) y (B.3), se verifica que n(y*) < E[pv]. Con la hipdte-
sis de que cov(p,v) < 0, se tiene que E[pv] = cov(p,v) + p < p, por lo que se puede

escribir:

n(y") < Elpv] <p = n(ye),
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y, de aqui, y* < y.. Esta es exactamente la afirmacion de la Proposiciéon 1 en Dalal y
Alghalith (2009).
La Proposicién 2 en Dalal y Alghalith (2009), acerca de incertidumbre en la produc-
ciéon pero no en el precio, es también una consecuencia inmediata de nuestro analisis.
Finalmente, trasladando a este modelo los efectos de estatica comparativa de la
introduccién de un impuesto (véase Seccién B.2.4), se obtiene una nueva propiedad de

este modelo: Considérese que el nivel de riqueza viene dado por:

W(y) = (1—1)(pvy — c(y) + W),

donde 0 < 7 < 1, de tal modo que la riqueza final de la empresa queda reducida por
un impuesto de tasa 7. Puede afirmarse que la tasa aumenta, deja constante, o reduce
el nivel optimo de produccion y* segin la empresa muestre IARA, CARA o DARA,

respectivamente.

Conclusion

Como se ve, se ha considerado aqui un modelo de empresa con incertidumbre, de
una variable de decision, cuyo nivel de riqueza -del cual se desea optimizar el valor
esperado de su utilidad- viene expresado de un modo bastante general. Se ha propuesto
aqui un método para obtener diversas propiedades de este modelo. Este método requiere
la utilizacién de la funcién F(z) = E[u'(W)Z]/E[u'(W)], que permite establecer una

caracterizacion simple de la solucion optima. Conviene destacar el hecho de que el
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nimero F'(z*), donde z* es la solucién 6ptima, permite al agente -al menos en el plano
tedrico- considerar un problema de decisién sin incertidumbre equivalente al problema
original con incertidumbre, en el sentido de que ambos problemas comparten el éptimo

en el mismo punto.

Se ha estudiado, ademas, el asi llamado problema respectivo sin incertidumbre, que
resulta de escribir, en lugar de la variable aleatoria Z, su media u. Se ha visto que la
solucién 6ptima del problema original es menor que en el caso no aleatorio; esto es, la

incertidumbre reduce la cantidad 6ptima elegida por el agente.

De la caracterizacion de la solucién éptima pueden obtenerse también resultados de
estatica comparativa. Se ha estudiado el efecto en la solucién 6ptima de la introduccion

de un impuesto proporcional al nivel de riqueza.

El método presentado aqui se ha aplicado a dos modelos de la teoria de la empresa
en condiciones de incertidumbre. Para el primero de ellos (debido a Sandmo (1971),
uno de los modelos seminales de la teoria), el método ha permitido obtener de manera
sencilla sus resultados clave. El segundo modelo, de Dalal y Alghalith (2009), un mo-
delo relevante en la teoria, presenta el hecho destacado de que considera dos fuentes
simultaneas de incertidumbre (precio de venta y produccién). Formalmente, se tienen
dos variables aleatorias, pero estas aparecen como un producto, de tal manera que es

posible estudiar el problema en el contexto de la Seccién B.2. Se obtiene aqui de manera



B. Propiedades y efectos de estdtica comparativa en modelos de decision con
142 incertidumbre: aplicaciones a la teoria de la empresa

sencilla una propiedad importante: en condiciones de incertidumbre, la cantidad 6ptima
de la variable de decisién (el nivel de produccién esperado) se reduce. Finalmente, se
traslada a este modelo el resultado general del efecto de una tasa impositiva, que nos

permite establecer una propiedad que no habia sido estudiada por aquellos autores.
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