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Introduccion

El objeto de esta Memoria es el estudio de la geometria de los poligonos
hiperbdlicos y sus aplicaciones al estudio de regiones fundamentales de grupos de

isometrias del plano hiperbdlico.

Dada una coleccién de angulos «;, 0 < «; < 7, cuya suma es inferior a
(n — 2)7, existen poligonos hiperbdlicos P con estos dngulos en sus vértices.
Aqui estudiamos condiciones que deben cumplir las longitudes de los lados de P
para que un poligono con esos lados y esos angulos exista de hecho y sea convexo.
También damos férmulas explicitas que permiten calcular distancias entre dos
lados ultraparalelos, entre un lado y un vértice no perteneciente a ¢l y entre
dos vértices cualesquiera, lo que ha permitido establecer relaciones diversas e

independientes entre los elementos de un poligono hiperbdlico cualquiera.

Utilizando tales resultados abordamos la resolucion y representacion de poligo-
nos hiperbdlicos convexos, autointersectantes y también, entre estos, poligonos es-
trellados. Ademas, con otros resultados relativos a determinacién de isometrias del
poligono hiperbdlico, se hace posible la construccion automatica de imagenes de

un poligono, teniendo estas imagenes un lado o un vértice comun con el poligono

dado.

Los resultados anteriores también se aplican al estudio de regiones fundamen-
tales, dando procedimientos para la construccién de ciertas regiones y para una
parametrizacién del espacio de Teichmiiller en cada caso, resolviendo y represen-
tando ejemplos explicitos y obteniéndose los generadores del grupo I' en algunos
de los ejemplos resueltos. Aunque no sea objeto de esta Memoria, mediante la de-
terminacion de isometrias citada, puede también realizarse la teselacién del plano

hiperbdlico con copias de una regién fundamental.

Los poligonos hiperbdlicos han jugado un importante papel a lo largo de la
historia de la Geometria Hiperbdlica. Aparte de los tridngulos, podemos destacar
los cuadrilateros de Saccheri y de Lambert. Puede verse un interesante resumen de
los principales hitos de la historia de Geometria Hiperbdlica en las notas finales de
los capitulos de [Ral. El libro de Bonola [Bo] ofrece una panordmica muy completa

de la historia. También es interesante el libro de Stillwell [St], ya que, ademads de



las introducciones del autor en cada uno de los capitulos, aporta importantes

fragmentos de los articulos originales de Beltrami, Poincaré y Klein, entre otros.

El trabajo de Poincaré sobre grupos Fuchsianos [Po] puso de manifiesto que
una herramienta esencial en el estudio de los grupos de isometrias del plano
hiperbodlico la proporciona el estudio de las regiones fundamentales de estos gru-
pos. Estas regiones son poligonos hiperbdlicos que satisfacen ciertas condiciones

expresadas en el resultado conocido como Teorema de Poincaré.

Una generalizacion de los grupos Fuchsianos, al incorporar las isometrias del
plano hiperbdlico que invierten la orientacion, la constituyen los grupos cristalo-
graficos no Euclideos, denominados abreviadamente como grupos NEC. A partir
de un poligono de Dirichlet, Wilkie en [W] encontro regiones canénicas de los gru-

pos NEC, que le permitieron establecer la estructura algebraica de estos grupos.
Véase también [Mb] y [Si].

El estudio de los grupos NEC ha sido un importante campo de investigacién
en las ultimas décadas, fundamentalmente como herramienta para el estudio de
las superficies de Klein y de sus grupos de automorfismos, al igual que los grupos
Fuchsianos lo son para el estudio de las superficies de Riemann. Una superficie
de Klein X es una superficie compacta dotada de una estructura dianalitica. La
superficie X puede ser orientable o no y con o sin borde. Podemos considerar
las superficies de Klein como una generalizacion de las superficies clasicas de
Riemann, o bien a éstas como un caso particular de las superficies de Klein:
una superficie de Riemann es una superficie de Klein orientable y sin borde. Los

preliminares sobre grupos NEC y superficies de Klein pueden verse en [B-E-G-GJ.

Las regiones fundamentales de los grupos Fuchsianos han sido estudiadas des-
de hace mucho tiempo [Ke|, [Bell, [Z-V-C] y [N], entre otros. Igualmente, hay
varios trabajos sobre grupos NEC en los que sus regiones fundamentales consti-
tuyen una herramienta muy importante para la parametrizacion de los espacios
de Teichmiiller y de Moduli de estas superficies, ya que permiten caracterizar
geométricamente las superficies que poseen determinadas propiedades. Asi, hay

trabajos sobre superficies hiperelipticas [C-Mall, ¢g-hiperelipticas [Es], [Es-Mal],
superficies de Riemann y de Klein hiperelipticas y simétricas [C-Mad3|, [Et-Ma2].

Las regiones utilizadas en estos trabajos son, en la mayoria de los casos,
poligonos hiperbdlicos de angulos rectos. Otros problemas geométricos han si-

do estudiados con poligonos de otros tipos. Entre otros muchos podemos citar a
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[G=P-P-R1], [G-P-P-R2], [Jo-N], [K-NJ, [N], [SS].

A partir de un determinado tridngulo que se refleja en sus lados se forman las
primeras teselaciones del plano hiperbdlico que aparecen construidas explicita-
mente. Las nuevas imagenes del triangulo se reflejan sucesivamente y se obtiene
la teselacion completa. Por un procedimiento similar es facil construir un poligono
hiperbdlico regular a partir de un triangulo, entendiendo por regular que tenga
todos los angulos iguales y todos los lados de la misma longitud. La construccion

general de un poligono hiperbdlico de n lados resulté no ser facil.

El primero en dar un procedimiento para construir un poligono hiperbdli-
co convexo con angulos arbitrarios fue Beardon en 1979 [Bel]. Estos poligonos
muestran todavia un cierto grado de “regularidad” y poseen una circunferencia
inscrita. Etayo y Martinez en [Et-Mal] generalizaron esta construccién obtenien-
do condiciones para la existencia de poligonos hiperbdlicos a partir de los angulos,
siendo los poligonos obtenidos por Beardon un caso particular de éstos. Para los
poligonos con n < 6, las férmulas que dan condiciones sobre los angulos y las
longitudes de los lados pueden verse en [Be2], [Bu| y [Fe]. Para n > 6 y todos los

dngulos rectos véase [C-Ma2].

El propodsito inicial de la presente Memoria ha sido estudiar méas exhaus-
tivamente el resto de poligonos hiperbdlicos: buscar relaciones nuevas entre sus
vértices, lados, medidas de sus angulos y longitudes de sus lados; descubrir condi-
ciones de existencia; hallar procedimientos para su construccion; encontrar expre-
siones para las isometrias que permiten la identificacion de un par de elementos
del poligono, sean éstos dos vértices o dos lados orientados, asi como aquéllas que
dejan invariante un punto o una geodésica orientada; y tratar de aplicar estos

hallazgos al estudio de regiones fundamentales, entre otras posibilidades.

Se conocen diversos modelos para H? y para H? —semiplano y semiespacio de
Poincaré, disco y esfera de Poincaré, modelos de Klein— asi como las isometrias
en cada modelo y las isometrias entre cada par de modelos que permiten su
identificacién.

En el modelo del semiplano las geodésicas son semirrectas o semicircunferen-
cias euclideas, perpendiculares a la linea del horizonte, y en el modelo del disco son
segmentos euclideos que pasan por el centro, o arcos de circunferencia, perpen-

diculares a la circunferencia del disco. En el espacio hiperbdlico tridimensional,
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las geodésicas son lineas euclideas del mismo tipo que para el plano hiperbdlico,
perpendiculares al plano euclideo o a la superficie esférica que delimitan los res-
pectivos modelos del semiplano o la esfera de Poincaré. Los planos hiperbdlicos
son, respectivamente, semiplanos o semiesferas euclideos perpendiculares al plano

euclideo o a la superficie esférica, segtin el modelo.

Tanto para los modelos anteriores de H? y de H?® como para una clasificacién

de las isometrias en cada modelo, pueden consultarse [Be2], [Fe], [Iv], [J=S].

Los fundamentos necesarios para el desarrollo de los diversos capitulos de la
Memoria se exponen en el primer capitulo y, de algiin modo, estan presentes en

[Iv] y, con otra notacién, bastantes de ellas pueden encontrarse también en [Fe].

Si F' es un espacio vectorial de tipo Sylvester (—n, 1) y H" es una de las hojas
de la pseudoesfera S(F) = {X € F,(X,X) = 1}, entonces H" es un espacio
hiperbélico de dimensién n, con la métrica definida por ch (A, B) = (4, B). El
grupo de isometrias del n-espacio hiperbdlico H" es isomorfo al grupo Lor(F') de
transformaciones de Lorentz, es decir, las transformaciones ortogonales que con-
servan las componentes conexas de S(F'). Una transformacion de Lorentz conserva

0 no la orientacion segin que su determinante sea 1 6 —1.

El conjunto M, de las matrices de My(C) con la diagonal principal formada
por un numero y el opuesto de su conjugado, y la diagonal secundaria por dos
ntumeros reales, dotado con la forma cuadratica ¢(X) = (X, X) definida por
el determinante, es un espacio de Minkowski que tiene tipo Sylvester (—3,1),
mediante el cual puede definirse un modelo del espacio hiperbédlico tridimensional
H?, con la métrica ch (4, B) = —1 tr (AB).

Los estudios aqui realizados, referidos al plano hiperbdlico H?, se han llevado
a cabo utilizando el modelo de sly(R). El espacio vectorial M3 = sl3(R) de las
matrices de Ms(R) con traza cero, dotado con la forma cuadratica ¢(X) = (X, X)
andloga a la anterior, tiene tipo Sylvester (—2,1) y es un subespacio de My. La
métrica de H?, una de las hojas de la pseudoesfera (X, X) = 1, viene dada por
ch (A4, B) = —1 tr (AB), de manera que H? C H?.

La presente Memoria se desarrolla en cuatro capitulos, que se completan con
un Apéndice, presentado en Maple, incluyendo los resultados més importantes
con ejemplos resueltos y las representaciones correspondientes, que aportan pro-

cedimientos para la resolucion y representacion de otros casos particulares.
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Describimos a continuacion el contenido de cada capitulo, citando los resul-

tados mas relevantes e indicando su ubicacién en la Memoria.

El capitulo 1, de caracter introductorio, se centra en el estudio descriptivo
de los espacios hiperbodlicos de dimensién dos y dimensién tres y se distribuye en
cuatro secciones. La primera trata de aspectos preliminares e incluye la definicién
del tipo Sylvester de una forma cuadratica. A continuaciéon se define el espacio
hiperbdlico y se identifican las isometrias del espacio hiperbdlico n-dimensional
con las transformaciones de Lorentz. Esta primera seccion se completa con una
referencia a ciertas operaciones con matrices 2x2 de entradas complejas, apli-
cadas posteriormente al estudio del plano hiperbdlico y el espacio hiperbdlico

tridimensional, que constituye la seccion siguiente del capitulo.

En la segunda seccién se estudian y relacionan los modelos de Minkowski y
del semiespacio de Poincaré del 3-espacio hiperbodlico, asi como los dos correspon-
dientes modelos del plano hiperbdlico: el de sl3(R) de matrices con traza cero y
el del semiplano superior, asi como el modelo del disco de Poincaré. También se
caracterizan las isometrias en el primer modelo del 3-espacio y en cada uno de

los modelos del plano, distinguiendo las que conservan o no la orientacion.

En la tercera seccién del capitulo se deducen resultados referidos a geodésicas

del 2-espacio hiperbolico, utilizados posteriormente en los capitulos 2 y 3.

En la ultima seccién se obtienen resultados relativos a determinaciones de
isometrias del espacio hiperbdlico H? y de isometrias del plano hiperbdlico H?
que, entre otras aplicaciones, aportan un procedimiento para la obtencion de los
generadores de un subgrupo discreto de isometrias asociado a un poligono como

region fundamental.

El capitulo 2 se divide en cinco secciones. En la primera se estudian las rela-
ciones generales entre los elementos de poligonos hiperbdlicos —angulos, lados y
vértices— y en el teorema 2.1.4] de caracter nuclear, se obtienen las ecuaciones
matriciales —similares a las de Buser en [Bul, cap. 2|- que originan las relaciones
explicitadas a lo largo del capitulo. En las proposiciones y siguientes se
deducen relaciones generales, relativamente sencillas, entre lados y dngulos de

cualquier poligono, convero o no.

En la segunda seccién se demuestran las condiciones necesarias y suficientes

para la converidad de un poligono de cualquier nimero de lados con angulos



conocidos (proposiciones 22,1 222 y teorema 2.2.3]). Al final de la seccién se

aplican los resultados al estudio de algunos casos particulares.

La construccién de poligonos hiperbdlicos se trata en la tercera seccién. Me-
diante las férmulas de la seccién primera, utilizando el lema2.1.2] se expresan los
vértices y los vectores normales a los lados de un poligono hiperbolico en funcion
del primer vértice, del vector normal al primer lado, de los angulos y de los la-
dos del poligono, lo que nos ha permitido abordar la construccion de cualquier
poligono a partir de tales elementos y su representacion en los dos modelos de

Poincaré del plano hiperbdlico —el semiplano y el disco—.

En la cuarta seccién se explicitan las formulas para un cuadrildatero (proposi-

ciones 2.4.1] 242 y 2.43)) y se deducen las ecuaciones necesarias de algunos
poligonos hiperbolicos de un mayor numero de lados para determinar poligonos
particulares, dados ciertos elementos. Las expresiones obtenidas en la seccién an-
terior posibilitan la inmediata representacion grdfica del poligono. Si es convexo,
los datos iniciales deben cumplir las condiciones aludidas con anterioridad. Al
final de la secciéon se estudian algunos casos concretos de poligonos convexos y de

poligonos no convexos.

La ultima seccién del capitulo trata de los poligonos regulares, es decir, los
que tienen iguales sus lados y también sus angulos. En la proposicién se
obtiene la clasificacion de los poligonos requlares —convexos y estrellados— y se
expresan, segtin cada tipo, las relaciones entre los posibles valores del angulo y la

longitud comun de sus lados, dependiendo del nimero de éstos.

Los resultados deducidos en este capitulo se restringen, en el capitulo siguiente,

al caso particular de poligonos con todos sus dangulos rectos.

Las secciones del tercer capitulo son tres. En la primera se obtienen las rela-
ciones generales entre los lados de un poligono de dngulos rectos (proposicién
B.I2) y, en las tres proposiciones siguientes, se establecen las relaciones entre los

lados de un poligono rectangulo cualquiera. Entre las formulas obtenidas aparecen
las de [C-Ma2].

En la segunda seccién se prueba la equivalencia entre la convexidad de un
poligono rectangulo y el ultraparalelismo de cada par de lados no consecutivos
(lema B.2.T]) y se encuentran las condiciones necesarias y suficientes para la con-
vexidad de un poligono rectangulo (teorema3.2.2)). Tales condiciones son indepen-

dientes de las deducidas en el capitulo anterior. También en esta seccion, con los
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resultados anteriores del capitulo, se aportan procedimientos para la construccion
de poligonos con sus dngulos rectos a partir de sus lados, fijados el primer vértice

y el vector normal al primero de sus lados.

En la seccion tercera se estudian los poligonos rectingulos requlares. La clasifi-
cacion en convezos o estrellados (corolario B3.7]) s6lo depende, 16gicamente, de la
longitud del lado segiin el niimero de lados del poligono. Sin embargo, aplicando
las férmulas deducidas para los lados de un poligono rectangulo se obtienen algu-
nas soluciones imaginarias, cuya interpretaciéon geométrica ha requerido ciertos
resultados del capitulo 1, referidos a determinacion de isometrias del 3-espacio y
del plano hiperbdlicos que dejan invariante una geodésica o un punto del plano y,
por tanto, ciertas geodésicas del espacio. La seccion concluye con la interpretacion

geométrica de estas soluciones no reales, expuesta en la proposicién [3.3.5]

En el capitulo 4 se ilustran las posibilidades que encierran los resultados de
los capitulos anteriores aplicados al estudio de regiones fundamentales. A lo largo
del capitulo se dan procedimientos para la construccion de ciertas regiones fun-
damentales y para la parametrizacion del espacio de Teichmiiller en cada caso,
se resuelven y representan ejemplos explicitos y se obtienen los generadores del

grupo I' en algunos de los ejemplos resueltos.

El capitulo consta de tres seciones. En la primera seccion se presentan los pre-
liminares —necesariamente muy breves— sobre los grupos Fuchsianos y los grupos
NEC, sus regiones fundamentales candnicas, las superficies de Klein y el espacio

de Teichmiller.

En la segunda seccion se construyen regiones canonicas para grupos Fuchsianos
que parametrizan superficies de Riemann compactas y se construyen a partir de
ellas otras, debidas a Schmutz-Schaller [SS], utiles en el estudio de las superficies

hiperelipticas.

En la tltima seccién, los poligonos de angulos rectos se utilizan para construir
y manipular regiones fundamentales de grupos NEC' que parametrizan superfi-
cies de Klein planares, es decir superficies de género topolégico 0 y con k > 3

componentes en el borde.

En el Apéndice se muestra como hallar, con Maple, los resultados aludidos mas
arriba, cuyo calculo pueda realizarse con dicha aplicacién. Las hojas de trabajo en

Maple se presentan en secciones tituladas y estan desarrolladas. El lector puede
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abrir las secciones y ver su desarrollo o ejecutar cada hoja, con las limitaciones

propias de la memoria del ordenador que podrian dificultar su ejecucion.

Los archivos de este Apéndice permiten calcular automdticamente las formu-
las generales para poligonos hiperbdlicos y las especificas para poligonos de un
nimero concreto de lados. Se incluyen las definiciones, operaciones y resulta-
dos del capitulo 1, las relaciones entre los lados y los dngulos de un poligono
hiperbdlico en general, convexo o no; las expresiones de los vértices y los vectores
normales a sus lados; las condiciones necesarias y suficientes para su convexi-
dad; la resolucion de poligonos con ciertos elementos dados; la representacion
de poligonos hiperbolicos convexos y autointersectantes; las relaciones entre los
elementos de un poligono hiperbolico de dngulos rectos, asi como las condiciones
para su convexidad y su representacion; las formulas propias de los poligonos reg-
ulares convexos y estrellados, rectangulos o no; y, por ultimo, se construyen y

representan las regiones fundamentales estudiadas en el capitulo 4.

A lo largo de la Memoria también se ofrecen otros resultados, algunos de los
cuales muestran la utilidad de los modelos elegidos del plano y del 3-espacio y
de las operaciones definidas, ademas de ilustrar algunas de sus interpretaciones

geométricas.

VIII



Capitulo 1
Espacios hiperbolicos de dimensiones dos y tres.

Geodésicas en el plano hiperbolico

El presente capitulo, de caracter introductorio, se centra en la descripcion
de los espacios hiperbdlicos de dimensiones dos y tres y se presentan algunos
resultados relativos a las geodésicas del plano hiperbdlico y a la determinacion
de isometrias del espacio hiperbdlico tridimensional y de isometrias del plano
hiperbdlico.

Las secciones del capitulo son cuatro. En la primera se estudian aspectos pre-
liminares e incluye la definicién del tipo Sylvester de una forma cuadrética, que
permite distinguir, a su vez, los diversos tipos de espacios vectoriales con una
forma cuadratica asociada. A continuacion se define el espacio hiperbdlico y se
identifican las isometrias del espacio hiperbolico n-dimensional con las transfor-
maciones de Lorentz, es decir, las transformaciones ortogonales que conservan las
componentes conexas de la pseudoesfera. Esta primera seccién se completa con
una referencia a ciertas operaciones con matrices 2x2 de entradas complejas: pro-
ducto escalar, producto exterior de dos matrices y la forma volumen, aplicadas
posteriormente al estudio de los espacios hiperbolicos de dimensiones dos y tres,
que constituye la seccién siguiente del capitulo.

En la segunda seccién se estudian y relacionan los modelos de Minkowski y del
semiespacio de Poincaré del 3-espacio hiperbdlico, los dos correspondientes mode-
los del plano hiperbélico (el de sly(R) de matrices con traza cero y el del semiplano
superior), asi como el modelo del disco de Poincaré. También se caracterizan las
isometrias en el primer modelo del 3-espacio y en cada uno de los modelos del
plano, distinguiendo las que conservan o no la orientacién. Tal orientacién, en el
primero de los modelos del plano hiperbdlico, queda definida mediante el signo
de la forma volumen en una base de sly(R).

La determinacion de una geodésica y de su orientacion mediante un vector
de sl3(R) con norma —1, llamado vector normal a la geodésica, permite obtener,

en la tercera seccién del capitulo, resultados relativos a geodésicas del 2-espacio



hiperbdlico, utilizados posteriormente en la deduccién de expresiones que relacio-
nan los elementos de un poligono hiperbdlico, objeto de los capitulos 2 y 3.

En la ultima secciéon se estudia la determinacién de isometrias del espa-
cio hiperbdlico H? y de isometrias del plano hiperbélico H?, cuyos resultados
permiten, por ejemplo, encontrar los generadores de un subgrupo discreto de
isometrias, con una region fundamental dada, ademas de dar una interpretaciéon
geométrica de ciertas soluciones que aparecen de modo natural, en el capitulo 2,

al estudiar los poligonos regulares.

1.1. Preliminares

Con el fin de familiarizarse con la terminologia y la notacion empleadas, parece
aconsejable fijarlas desde el principio, asi como referirse a algunos conceptos pre-
vios con cardcter introductorio, que pueden encontrarse también en [Iv].

Segun la notacién habitual, si C es el conjunto de niimeros complejos, entonces

» M5(C) es el conjunto de matrices 2x2 de entradas complejas.
» 5l5(C) indica el subconjunto de matrices de My(C) con traza cero.
s GL(2,C) representa el grupo lineal de las matrices regulares de My (C).

» PGL(2,C) o grupo lineal proyectado es el grupo cociente resultante de iden-
tificar X con —X en GL(2,C).

» SL(2,C) es el grupo lineal especial o subgrupo de las matrices de GL(2, C)

con determinante igual a uno.

» PSL(2,C) designa al grupo lineal especial proyectado, grupo cociente resul-
tante de identificar X con —X en SL(2,C).

Si se sustituye C por el conjunto R de los niimeros reales se estableceria la
notacion para los conjuntos analogos correspondientes.
1.1.1. Formas cuadraticas

Dado un espacio vectorial E sobre un cuerpo K, de caracteristica distinta de

2, se llama forma cuadrdtica a una funcién @) : E — K homogénea de grado 2:

Q(\u) = N*Q(u); ANe K,uekFE,



de manera que la forma (z,y) = $(Q(z +y) — Q(z) — Q(y)], siendo z,y € E, es
bilineal en z e y. Los vectores x,y € E son ortogonales si y solo si (z,y) = 0.

Dada una forma bilineal simétrica (z,y) en E puede probarse que
Qu) =(u,u);  uwekE

es una forma cuadrética. Llamamos norma del vector u a Q(u) = (u, u).

Los automorfismos de (E, Q) son llamados transformaciones ortogonales y
constituyen el llamado grupo ortogonal de (E,Q), que se designa por O(F). Toda
transformacion ortogonal tiene determinante 1 6 —1 [Iv].

Una forma cuadratica () en un espacio vectorial de dimension finita es no
singular si

(x,y) = 0, para cualquier x € F, entonces y = 0.

Si Q(x) = 0 decimos que x es un vector isotrépico. Linea isotrépica es la recta
vectorial engendrada por un vector isotropico.

Un vector no isotrépico p define una aplicacién lineal

(z,p)
To(r) =2 —2 D; rekl 1.1
o (p, p) Y
que cumple (7,(x), 7,(z)) = (x,x) y 7,(p) = —p. La transformacién ortogonal 7,

es la reflexion en el hiperplano ortogonal al vector p. Es, ademads, una involucion:
2 _ _
T, =1, Tp# L,y detT, = —1.
Una forma cuadratica en un espacio vectorial E sobre R, de dimensién n, es

de tipo Sylvester (—r,s) si

r = #{i; (e;, e;) = =1}, s = #{i; (e, ;) = 1},

para cualquier base ortonormal {e;; i = 1,...,n} de E. Si algin vector e; es
isotrépico se tiene entonces que r + s < n.
Dos formas cuadraticas en los espacios vectoriales E'y F', con dim E = dim F',

del mismo tipo Sylvester son isomorfas.

1.1.2. Espacio hiperbdélico n-dimensional. Transformaciones de Lorentz

Si F' es un espacio vectorial real de dimensiéon n + 1, dotado con una forma
cuadratica de tipo Sylvester (—n, 1), la pseudoesfera S(F) = {X € F, (X, X) =

1} es un hiperboloide de dos hojas. Si H" denota cualquiera de ellas, para dos



puntos A, B € H" se cumple (A, B) > 1. Se define la distancia hiperbélica d(A, B)
mediante la igualdad

ch d(A, B) = (A, B),

siendo ch el coseno hiperbdlico (sh designard el seno hiperbdlico). Con esta métri-
ca, H" es un n-espacio hiperbolico.

SiTeF, (T, T)=—1, es un vector tangente a H" en el punto A, entonces
B(s) = Achs+ T'shs; seR

es una geodésica orientada que pasa por A = B(0), donde |s| determina la dis-
tancia hiperbdlica entre los puntos A y B(s) de H".

Una transformacion ortogonal f € O(F') es de Lorentz si conserva las compo-
nentes conexas de la pseudoesfera. Tales transformaciones constituyen el grupo
Lor(F) y pueden reconocerse por la propiedad (X, f[X]) > 0, para cualquier
X € S(F). Las transformaciones de Lorentz con determinante 1 forman el grupo
especial de Lorentz, designado por Lor™(F), y se llaman transformaciones espe-

ciales de Lorentz. Puede probarse [Iv] que

» El grupo Lor (F) y el grupo de isometrias de H" son isomorfos.

» El grupo Lor™(F) actia transitivamente en el conjunto de vectores de nor-

ma —1, siempre que dim(F") > 3.
s Las reflexiones son transformaciones de Lorentz.

Cada elemento de Lor(F') puede descomponerse en un ntiimero maximo de n+1
reflexiones de este tipo. Un elemento de Lor™ (F') admite una descomposicién en

un numero par de reflexiones.

1.1.3. Operaciones en M,(C)

Las definiciones y resultados siguientes constituyen las herramientas basicas
utilizadas posteriormente. De algin modo estdn presentes en [Iv] y, con otra
notacién, bastantes de ellas pueden encontrarse también en [Fe]. Aqui se ha pre-
tendido restringir las definiciones lo imprescindible, de manera que los resultados
adquieran la mayor generalidad posible. Segin sea el conjunto donde se usen
las operaciones definidas, los operandos pueden adquirir diferente significado ge-

ométrico y el resultado una interpretacién también diversa. Cuando sea oportuno,



se indicard tal significado y la correspondiente interpretacion, segin el conjunto
considerado.

Matriz cofactor

Definicién 1.1.1 Si A = (oy;) € M(C), se llama matriz cofactor de A y se

designa por A, a la matriz adjunta de la traspuesta de A. Es decir,

~ Qoo —19
A = )
—Q21 (0541

Como consecuencia inmediata de la definicién se deducen las propiedades

siguientes:

Si X,Y € My(C) y v € My(C) es la matriz unidad, entonces

1. X =X"!siysolosidetX =1.
2. (X+Y) =X +Y.
3. A X) =)XX ;) eC.
4 (XY) =Y X .
5. XX = (det X).

Traza de matrices. Propiedades

Definicién 1.1.2 Si A = («;) € M,(C), se llama traza de A al nimero complejo

trA = aqq + aae.

La traza de matrices de Ms(C) cumple, entre otras, las siguientes propiedades

[Fe]:
1. tr(A+ B) =trA+tr B.
2. tr(AA) = tr A; A e C.
3. tr(A) = tr A.

4. tr(AB) = tr(BA) y tr(AB) =tr(BA).



5. tr(ABA ) = det Atr B.
6. tr(AB) +tr(AB ) = tr Atr B.
7. tr M? = tr* M — 2 det M.
8. det M = L tr(MM).
9. A+ A =tr(A).
10. AB + BA =tr(AB ).
11. Sean |A| =det A y |B| = det B, entonces
tr(ABA B") = —2|A||B|—tr Atr Btr(AB)+|B| tr* A+|A| tr* B+tr*(AB),
que puede también escribirse como:

2|A| trA tr(AB)
12. 4|A||B| —2tr(ABA B )=| trA 2 tr B
tr(AB) trB 2|B|

13. det(pA + ¢B) = p*det A+ pqtr(AB ) + ¢*det B; p,q € C.
14. det(A — A") = 4det A — tr? A.

15. det(AB — BA) = 2det Adet B — tr(ABA B’).

Las propiedades 1 y 2 permiten afirmar que el conjunto sly(C) de las matrices
de M,(C) con traza cero tiene una estructura compleja natural: es un espacio

vectorial sobre C. Los elementos de sly(C) se caracterizan por la igualdad

X =-X.
Los vectores

on(o —1>7X1:<0 1),)(2:(1 0) 12)
10 10 0 -1

forman una base de sly(C).
A su vez, el conjunto sly(R) de las matrices de My(R) de traza cero es un

espacio vectorial real tridimensional y { Xo, X1, X5} es también una base de sly(R).

Producto escalar en M;(C)



Como det M = %tr(M M) es una forma cuadratica en el espacio vectorial

M,(C) sobre C, la forma bilineal asociada
(X,Y) = str(XY")

define un producto escalar. Por la propiedad 10 de la traza se tendria, ademas,

que
XY +YX =2(X,Y)
y
(X,Y)=0siysélosi YX =-XY .
Si Y € sly(C) entonces Y = =Y. Asi, el producto escalar en sly(C) puede

expresarse como

(X,Y) = —Ltr (XY)

y las matrices |(1.2)| forman una base ortonormal de sl(C). Se tiene, ademas, que

XY +YX =-2(X,Y)

(X,Y)=0siysélosi Y X =-XY.

Ademas, como (XY Z) = —ZY X, por la propiedad 9 de la traza de matrices,
XYZ -2V X =tr (XY Z).

Producto exterior de dos matrices de M,(C)
Proposicién 1.1.3 Si X,Y son dos matrices de My(C), el producto exterior
XxY=-4XY —YX )€ slh(C) (1.3)
define una aplicacion bilineal que cumple, entre otras, las siguientes propiedades:
LYXxX=—(XxY)y XxX=0.
2. (X,)Y)=0siysdlosi XxY =—-XY =YX .

3. (X XY, X xY)=det XdetY — (X,Y)2.



Demostracion
De (X xY) = — (X xY) se sigue que X x Y € sly(C). La bilinealidad y la
primera propiedad son evidentes.
2. Se debe a que XY +YX =2(X,Y).
3. Teniendo en cuenta que detY =detY y det (A—A) =4det A — tr? A,

(X XY, X xY)=det (X xY)=det XdetY — 1 t+* (XY ).

Proposicién 1.1.4 Si XY € sly(C), entonces
X XY =3(XY - YX) € sly(C)
y se cumple, ademas, que
n (X XY, X)=(XxY)Y)=0.

(SX[TH (YT = F(X xY) [T s f € SL2,C).

s (X XY, 2Z)=(X,Y x Z) = -1 tr (XY Z).

X x (Y x2)=(X,2)Y — (X,Y)Z.

(A x B,C x D) = (A,C)(B, D) — (A, D)/(B, C).

Demostracion
Las dos primeras propiedades son inmediatas.

Por la propiedad 6 de la traza sabemos que, en general,

tr(ZXY) +tr(Z(XY) ) = trZ tr(XY).
En sl5(C) se tendria X = —-X,Y = -Y, tr Z = 0. Es decir,
H(ZXY) +te(ZYX) =0 v te(YXZ) = —t2(XY 2).

Asi,
(X xY,Z) = —Lr[(XY - Y X)Z] = — (XY 2).
Ademds, de tr (YZX) = tr (XY Z) se deduce la tercera igualdad.

Los miembros de la cuarta igualdad pueden escribirse

Xx(YxZ)=+(XYZ-XZY -YZX+YXZ)

T i
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(X, 2)Y —(X,)Y)Z =-3(XZ+ZX)Y +3 (XY +YX) Z
Restando los dos segundos miembros, se obtiene

WXYZ-2YX)+3(YXZ-ZXY)+ L1 (YZX - XZY)

N[

= Hr (XYZ) — $tr (ZXY) + 3tr (YZX) = 0.
Es decir,
Xx (Y x2)=(X,2)Y —(X,Y)Z.

Por otra parte,

(Ax B,Cx D)y = (A,Bx(CxD))
= (A, (B,D)C — (B,C)D)
= <A> C><B>D> - <A’ D><B>C>>
que prueba la ultima igualdad. [ |
En el epigrafe 1.2.1, se prueba que toda matriz de sly(C)NSL (2, C) representa
un semigiro alrededor de una geodésica de H? y, posteriormente, se deduce que si
a, [ son dos semigiros alrededor de sendas geodésicas, entonces la matriz a x 3
determina, salvo constantes, el semigiro alrededor de la geodésica perpendicular
comun.
Ademds, toda matriz f € SL(2,C) define una isometria de H? y la geodésica

asociada al semigiro fof~! es la transformada por tal isometria de la geodésica
asociada a o € sly(C)N SL(2,C).

Forma volumen en s, (C)

Proposicién 1.1.5 En el espacio vectorial complejo sly(C) la expresion
vol(X,Y, Z)=(X xY,Z) = —%tr(XYZ) eC

define una forma trilineal que satisface las siguientes propiedades:

1. vol(X,Y, Z) = vol(Y, Z, X) = vol(Z, X,Y)
= —vol(Z,Y, X) = —vol(Y, X, Z) = —vol(X, Z,Y).

2. Esuna forma alternante: se anula si dos de las matrices X,Y, Z son iguales.



3. vol(Xo, X1, Xs) = 1, siendo Xy, X1, X las matrices y, por tanto, si
las matrices X,Y,Z constituyen una base ortonormal de sly(C) se tiene
que

vol(X,Y,Z)=1 ¢ vol(X,Y,Z) = —1.

4. vol(X,Y,Z) =0 si y sdlo si X,Y,Z son linealmente dependientes.

<A17Bl> <A17BQ> <A17B3>
5. VOl(Al, AQ, Ag) VOl(Bl, BQ, Bg) = <A27 Bl) <A27 BQ) <A27 Bg>
<A37Bl> <A37BQ> <A37B3>

Demostracion

Es evidente que se trata de una forma trilineal:

vol(AX,Y, Z) = Avol(X,Y, Z);  AeC

vol(X + X', Y, Z) = vol(X,Y, Z) + vol(X', Y, 2).

Ademas,

1.DeY x X = — (X xY) se deduce que vol(Y, X, Z) = —vol(X,Y, Z), y de
tr(YZX) = tr(XYZ) se tiene que vol(Y, Z, X) = vol(X, Y, Z).

2. Se deduce facilmente de la propiedad 1 y de X x X = 0.

3. La primera afirmacion se comprueba sencillamente. La consecuencia poste-
rior es inmediata.

4. Por ser una forma trilineal, se sigue inmediatamente de la propiedad 2,
teniendo en cuenta, ademads, que vol(Xy, X1, X3) = 1.

5. Es una consecuencia de las propiedades anteriores. [ |

1.2. Espacios hiperbdlicos de dimensiones dos y tres
1.2.1. Modelos del 3-espacio hiperbdlico

El modelo elegido en [Iv] para definir el 3-espacio hiperbdlico se basa en las
matrices hermiticas. El modelo utilizado en [Fe] es el del semiespacio de Poincaré,
donde los puntos se asocian a cuaterniones, las geodésicas a matrices de My(C)
con determinante uno y traza cero, y los planos hiperbdlicos a matrices con de-
terminante —1, con la diagonal principal formada por un nimero complejo y el

opuesto de su conjugado, y con dos niimeros reales en la diagonal secundaria.
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Aqui, sin embargo, se ha optado por definir el espacio hiperbdlico tridimen-
sional mediante el espacio de Minkowski de las matrices del iltimo tipo aludidas
en el parrafo anterior, con determinante cualquiera. Tal eleccion permite conservar
la validez de resultados propios de H? en el 2-espacio H?, mediante una restriccién
natural, asi como relacionar de modo inmediato la forma matricial de los pun-
tos del espacio con las ternas de nimeros reales de tercera coordenada positiva,
que constituyen el modelo de Poincaré del semiespacio. Los planos hiperbdlicos
y las geodésicas quedan, ademas, asociados naturalmente a las mismas matrices
utilizadas en [Fe] para ambos objetos geométricos.

Para las representaciones de las geodésicas y de los planos hiperbdlicos se ha
elegido el modelo del semiespacio de Poincaré. Aun cabe referirse al modelo de la
esfera de Poincaré, pero se ha optado por el anterior donde las representaciones
adquieren una mayor claridad.

Modelo del espacio de Minkowski

El conjunto de matrices

M4:{X: (O‘ f);aec,b,ceR}
CcC —

es un espacio vectorial real de dimensién 4. Las matrices

e (V) () e (o ) e i 0) o
1 0 10 0 -1 0 1

constituyen una base y los elementos de M, se caracterizan por la igualdad
X - X

)

siendo X la matriz conjugada de X. Es facil comprobar que XX = — (det X) ¢y
det X = —% tr (XY) Segin que se satisfaga

det A=1 6 det N=—-1 6 detU =0,

se tiene, respectivamente, que



UuU = 0.
Si definimos la forma cuadratica Q(X) = (X, X) = det X, el producto escalar en

M 4 puede expresarse
(X,Y) = —3tr(XY) € C. (1.5)

Ademas, se cumple que
XY +YX =-2(X, Y\

(X,)Y)=0siysélosi YX = —-XY.
Por otra parte, el tipo Sylvester de My es (—3,1) : {Xo, X1, X5, X3} es una

base ortonormal y M, es un espacio de Minkowski. Posteriormente, en la figura
1.9 de la seccion 1.3, se realiza una representacién geométrica orientativa de los
elementos de la base anterior.

Toda base ortonormal del espacio vectorial M, se transforma en otra base
ortonormal mediante algin automorfismo de My. Si el automorfismo tiene de-
terminante positivo se dice que las dos bases tienen la misma orientacion [Iv].
Una base esta orientada positiva o negativamente segin que tenga o no la misma

orientaciéon que la base ortonormal { Xy, X, X5, X3}.
El hiperboloide S(M,) = (X, X) = 1 tiene dos hojas. Una de ellas:
3 + a b
H} =S"(My) =X = _ ) €S(My);¢>0
c —a

es un 3-espacio hiperbdlico con la métrica dada por ch d(X,Y) = (X,Y).
Cada orientacién de My induce una orientacion del mismo tipo en el espacio

hiperbdlico H? ..

En M, la forma cuadratica Q(X) = (X, X) es no singular y resulta inmediato

comprobar que todo wvector isotropico admite una de las dos siguientes expre-

z — |2 0 k
U=k _ keR,zeC 6 U= ik eR.
1 -z 0 0

Las reflexiones en un hiperplano de M, quedaron definidas en|(1.1)} Dado un
vector isotrépico U € My, el conjunto de vectores

siones:

LUl ={A\U; X e R}
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constituye una linea isotropica y el conjunto de lineas isotrépicas forman el lla-
mado cono proyectado PC(My), que es homeomorfo a la esfera S?. Una linea

isotropica puede identificarse con cualquier representante no nulo U de ella.

Se llama plano hiperbolico del 3-espacio hiperbdlico H‘i a la interseccion con
H? de un hiperplano de M, de tipo Sylvester (—2,1).

Si los vectores A, S, T de M, son ortogonales entre si, siendo (A, A) = 1y
(S,5) = (T,T) = —1, constituyen entonces una base ortonormal de un hiperplano
de M, y puede asi considerarse que la terna {A,S,T} determina un 2-espacio
hiperbdlico. El punto A pertenece a dicho plano hiperbdlico y S, T serian dos
vectores tangentes al plano en el punto A. A su vez, estos dos vectores engendran

el plano vectorial tangente al plano hiperbélico en el punto A.

La terna {A, S, T} dota al plano hiperbélico de una orientacion, opuesta a la
determinada por la terna {A, T, S}. El vector P de norma —1, tal que {A, S, T, P}
sea una base ortonormal de M, orientada positivamente, se llama vector normal
al plano hiperbdlico orientado. El vector — P es normal al mismo plano hiperbdlico
con la orientacion contraria. Esta definicién de vector normal determina cual de
las dos orientaciones del plano esta inducida por una terna {B, S, 7"} y el vector
P no depende de la terna elegida.

Posteriormente, definiremos H? como el plano hiperbélico orientado determi-
nado por la terna { Xy, X1, Xo} cuyo vector normal es X3 = i¢.

Si mp denota al plano hiperbdlico asociado al vector P, T4(P) designa al
plano vectorial tangente a 7p en el punto A. Los puntos de Hi pertenecientes a

mp se caracterizan por la ecuaciéon (X, P) = 0.

Una geodésica del 3-espacio hiperbélico H? es la interseccién con H? de un
plano vectorial de My de tipo Sylvester (—1,1).

Podemos decir entonces que un par {A,7T} de vectores ortogonales de My,
de manera que (A, A) =1y (T,T) = —1, determinan una geodésica de H? . El
punto A pertenece a la geodésica y T seria un wector tangente a ella en dicho
punto. A cada geodésica se le puede dotar de una orientacion determinada por

el par {A, T}, contraria a la determinada por {A, —T'}.
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Semiespacio de Poincaré

Es el conjunto
U3 = {Z = (x7y7€) S R?)?é- > 0}
dotado con la métrica dada por

Z =W
chd(z,Ww)y=14+2""1
(Z,W) 26

siendo Z = (z,y,&), W = (u,v,(). En el caso particular Z = (0,0,§), W =

(9

Los planos hiperbolicos son semiesferas euclideas o semiplanos, perpendicu-
lares al plano euclideo de ecuacién & = 0 (figura 1.1). Las geodésicas son semicir-

cunferencias euclideas con centro en el plano & = 0 o semirrectas, perpendiculares

(0,0,¢) se cumple que
d(Z, W) =

a dicho plano (figura 1.2).

A

B>
g
N

L

S

D
-

N

—

2SS

\\\

AN

IIIIIIIIIIIlllmn.

.

L

i
III IIIIIII""'.

\

Figura 1.1: Planos hiperbdlicos en el semiespacio de Poincaré
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Figura 1.2: Geodésicas en el espacio de Poincaré

La aplicacion

F3(Z):1<x+iy —|Z)? ),

13 1 —r 41y
siendo Z = (z,y,€), es una isometria de U? en el modelo S*(M,) del 3-espacio
hiperbodlico, que permite identificar ambos espacios y denominarlos genéricamente
3.
Existe, ademds, una biyecciéon entre PC(M,) y el conjunto U de puntos
impropios del semiespacio de Poincaré, de manera que

(u,v,0) = L[U] e oo=L[V],

siendo U y V' las matrices siguientes:

—|2)? 0 —1
U= N \z_| conz=u+w y V= .
1 -z 0 O

El plano euclideo £ = 0 puede identificarse con C. Asi los elementos de C U{oc}

pueden considerarse puntos impropios de U®.
Isometrias del 3—espacio hiperbdlico H?

El grupo de isometrias de H® puede identificarse con el grupo Lor(M,) de

transformaciones de Lorentz de My, transformaciones ortogonales que conservan
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las componentes conexas de la pseudoesfera S(My) = (X, X) = 1. La reflexion
en un hiperplano de M, es una transformacién de Lorentz y cada elemento de
Lor(M,) puede descomponerse en un nimero maximo de cuatro reflexiones de
ese tipo. Las transformaciones de Lor(M,) con determinante 1 constituyen el
grupo especial de Lorentz Lor™(M,). Un elemento de Lor™ (M), lamado trans-
formacion especial de Lorentz, admite una descomposiciéon en un nimero par de

reflexiones de Lorentz.

Cada transformacion de Lorentz de M, esta asociada univocamente a un ele-

mento de PSL(2,C) y puede ser de uno de los dos siguientes tipos:

FIX]=fXT ; XeM,feSL?2C) (1.6)

£ [X]=fX[ ; Xe&M,feSLE2C0), (1.7)

segun que, respectivamente, conserven o inviertan la orientacion de M. Las ma-

trices f y —f definen, en ambos casos, la misma transformacion.

Como se puede observar, cualquiera que sea el elemento X € My, si f €
SL(2,C), se tiene entonces que la matriz f[X] = fXT_1 € M,. Esto es debido a

que f[X] = —f[X], como puede comprobarse facilmente. Y definiendo

s [X] = X,

es evidente entonces que también j3 [X] € My y que £*[X] =f 0j;3[X] € M,.
Dado un vector N € M, de norma —1, entonces n = —tN es un elemento de
SL(2,C) y la transformacion
n[X]=nXn'=-NXN (1.8)

es la reflexién 7 en un hiperplano ortogonal a N, ya que la igualdad |[(1.1)} como
(N, N) = —1, puede escribirse

Tn [X] =X +2(X,N)N,

y, como X N+ N X = —2(X, N), entonces 7y [X] = ~NXN. En particular, si
N = X3 =i entonces n = ¢y se tiene asi que j3[X]es la reflexién en el plano de
vector normal X3.

La transformacion puede también considerarse la reflexién en el plano

hiperbdlico de vector normal N.
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La restriccion a H? de las transformaciones[(1.6) y constituyen el grupo

de isometrias de H?.

El tipo de cada isometria f 6 f* se caracteriza por su desplazamiento 6 = D416

mediante

tr? f = 4 ch? %5.

Toda matriz f € SL(2,C) es conjugada de una matriz

0 11
M:Vﬁ1 6 M = :
0 = 0 1

seglin que tr? f # 4 6 tr? f = 4, respectivamente, siendo m € C — {0, 1} tal que
log [m| > 0, y el desplazamiento de la isometria es

0=logm &6 6=0.

La isometria f deja invariante uno o dos puntos impropios, respectivamente,
segin que 6 =0 6 § # 0.

En el caso de § = D + i # 0, entonces D = log|m| y § = argm y, segin que
0=D,0=10 66 =D + 10, se tiene que

tr2f =2(chD +1)>4,tr* f =2(cosf + 1) < 4,tr* f € C — [0, 00).

Los dos puntos fijos de la transformaciéon f son los extremos de la geodésica
invariante por f, llamada eje de f, que serd designada por hy. La parte real de
d mide la distancia hiperbélica entre A ehy y f [A], y la parte imaginaria es el

angulo que gira cualquier plano hiperbdlico que contiene a hy, [Ee].

En el caso de o € sly (C)NSL(2,C), se tiene que 0> = —1 y 0 es un semigiro
alrededor de h,. Obsérvese que tro = 0 y § = iw. Por otra parte, toda isometria

de H? que conserva la orientacién es la composicién de dos semigiros [Fe].

Una clasificacién de las isometrias de H? puede verse en [Iv] y [Fe]. Las re-
stricciones a H? de ciertas isometrias de H? inducen, a su vez, las isometrias del

plano hiperbdlico tratadas con posterioridad.
Producto exterior de dos matrices de M,
Si X, Y € My, la expresion puede escribirse
X xY =1 (XY —YX) € sl,(C) (1.9)
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y, ademas, si f € SL(2,C), teniendo en cuenta las igualdades|(1.6)] [(1.7)|y [(1.9)|

es facil probar que

fIX]xf]Y] = fF(XxY)f L, XY €M
(1.10)
X x Y] = (X xY)fh XY € M.

Proposiciéon 1.2.1 Si una geodésica orientada g estda determinada por el par
{A, T}, donde (A, Ay =1,(T,T) =—1,(A,T) =0, la matriz

0 =i(AxT)=1iAT € sly(C) (1.11)

representa el semigiro alrededor de la geodésica g y diremos que g = h,.

Demostracion
Basta comprobar que (0,0) = 1, 0% = — y, ademds, o [A] = A, o [T] = T.
La segunda igualdad se debe a la ortogonalidad de A y T. |

Proposicién 1.2.2 Sean f € SL(2,C) y o € sly(C). Segin que h, sea la
geodésica transformada de h, por la isometria £ o por la isometria £*, entonces

el semigiro alrededor de h. es, respectivamente,
= fof! ] T=—fof".

Ademds, si § es el desplazamiento de la isometria f, entonces

1

o= 25h%5

(f = f7) € sl(C)

representa el semigiro que deja invariante la geodésica hy, hy =h,, en el caso
de 6 # 0.
Y si 0 =0, entonces la matriz
v=f—f"
determina el inico punto impropio invariante por f.

Demostracion
De la igualdad y de la proposicién 1.2.1, se deduce la primera parte.

Para la segunda parte, basta considerar que, como f € SL(2,C), se tiene que

f=fresh@© vy fU-FD=0U-)
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Ademas,

det (f — f7') =4—tr® f=4(1—ch® 1) = —4sh’®L0.

Proposicién 1.2.3 Si 0,7 € sl (C)NSL(2,C), entonces
(o0,7) = £ch %5,

siendo ¢ el desplazamiento de la transformacion f = oo 7.

Ademds, el eje de f =ooT es h,, siendo

7z

(0 x T) € sly(C),

(o7 —T0) = i

1
M_QSh%(S <U7T>2_1

si 0 # 0. Mds atin, la geodésica h, es perpendicular a las geodésicas hy,, h., y
{o, 7,1} es una base ortogonal de sly (C).
Y si 6 =0, entonces

V=0 XT

representa el punto impropio invariante por f.

Demostracion
En efecto:
(0,7)* = 1tr* (o7) = 2 tr* f = ch® L6.
Si 0 # 0, la geodésica h, es perpendicular a las geodésicas h, y h.: basta

tener en cuenta que

cloxT)o'=—0c(ocxT)o=—(0xT)
y, analogamente,
T(oxT)T =—(0%xT).
Puede observarse, ademds, que, si § # 0, (0,0 X 7) = (1,0 x 7) = 0¥,
por tanto, (o,u) = (r,u) = 0. Los demds resultados son consecuencias de la
proposicion [L2.2) ]
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1.2.2. Modelos del plano hiperbdélico

Los diferentes modelos de H? considerados han sido el modelo del espacio de
Minkowski de las matrices de M;(C), caracterizadas por X = —X, y el semies-
pacio de Poincaré. Para el plano hiperbdlico seran los modelos correspondientes
a éstos: el espacio de las matrices de sly(R), caracterizadas por X € Ms(R)
y X = —X, y el semiplano de Poincaré, ademés del modelo del disco de
Poincaré. Precisamente, en este ultimo modelo se realizaran las representaciones
de poligonos hiperbdlicos en capitulos posteriores.

La definicién del 2-espacio hiperbdlico mediante sls(R) permite, como ya se
indicé anteriormente, conservar la validez de resultados propios de H? en el plano
hiperbdlico H?, mediante una restriccién natural. Los puntos y las geodésicas de
H? quedan asociados a matrices de slo(R) con determinante 1 6 —1, respectiva-
mente.

Los resultados obtenidos, algunos de los cuales se encontran en [Iv], junto con
las interpretaciones geométricas de operaciones en sly(R), constituyen la base
sobre la que, posteriormente, elaboraremos otros resultados, especialmente los
concernientes a relaciones entre elementos de un poligono hiperbdlico cualquiera

y a la construccion de poligonos hiperbdlicos.
Modelo si3(R) del 2-espacio hiperbdlico

Dado el espacio vectorial

slg(R):{<a _b>;a,b,cER},

si definimos la forma cuadratica Q(X) = (X, X) = det X, como X% = — (det X),

cualquiera que sea X € sly(R), entonces det X = —1 tr(X?) y se tiene que
(X,Y)=—1tr(XY) €R (1.12)

define el producto escalar en slo(R). A los vectores X con norma (X, X) igual a
1 6 —1 se les llama unitarios.

Se cumple, ademas, que

XY +YX=-2(X,Y),

(X,Y)=0siysblosi YX =—-XY.

20



Por otra parte, los vectores

0 —1 1 1
Xo = ="t ) X - X
1 0 1 0 0 —1

constituyen una base ortonormal del espacio vectorial sly(R), siendo asi de tipo
Sylvester (-2, 1).
El hiperboloide S(sl2(R)) = (X, X) = 1 tiene dos hojas. Una de ellas:

S*(sly(R)) = {X - ( a b ) € S(sla(R)); ¢ > 0}

c —a

es un 2-espacio hiperbdlico con la métrica dada por ch d(X,Y) = (X,Y) (figura
1.3). Por otra parte, ST(sl3(R)) es un plano hiperbdlico de H? y entonces las
matrices X; y Xy pueden ser consideradas como vectores tangentes al plano
ST (sla(R)) en el punto Xj.

Cada elemento de ST (sly(R)) puede expresarse de la forma

1 2,2
Z:—(x * y); y > 0.
Y 1 —T

Figura 1.3: Modelo H? del hiperboloide

Definida la orientacién de planos hiperbélicos de H? con anterioridad, si dota-
mos al 2-espacio hiperbdlico de una orientacién, puede afirmarse que el vector

X3 = it es normal al plano hiperbélico ST (sly(R)). El vector —X3 induce la
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orientacién contraria. Posteriormente, veremos que la forma volumen definida en
slo(R) también permite dotar a sly(R) de una orientacién que, a su vez, induce
en ST(sly(R)) una orientacién del mismo tipo.

Cada vector isotrépico U € sly(R) engendra la linea isotrdpica L[U] y los vec-
tores isotrépicos constituyen el cono isotrépico C(sla(R)) (figura 1.4). Se llama
cono proyectado al conjunto PC'(sly(R)) de lineas isotrépicas, que es homeomor-
fo a la circunferencia S!. Resulta inmediato comprobar que cada linea isotrépica

L[U] esta engendrada por un vector que admite una de las dos siguientes expre-

—u? -1
v=(" ") suer 6 v=|[" .
1 —u 0 0

Una geodésica es la interseccién de ST (sla(R)) con un plano vectorial de sly(R)

siones:

de tipo Sylvester (—1,1). Un estudio més detenido se realizard posteriormente.

Figura 1.4: Cono isotrépico C(sl2(R))

Semiplano de Poincaré

Le denominamos U? y es el conjunto de niimeros complejos con parte imagi-

naria positiva, dotado con la métrica dada por

|z — w|?

ch d(z,w) =1+ 3T (2) Im(w)’
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En el caso particular z = ip, w = iq se cumple

)

El conjunto 0U? de puntos impropios de U? puede identificarse con el cono

d(ip,iq) =

proyectado PC(sl3(R)), de modo que cada linea isotrépica L[U] se corresponde
biunivocamente con un elemento de JU?. Més atn, L[U] =u € R § L[U] = oo,

segun que, respectivamente,

2
U —Uu , 0 —1
U= 6 U= :
1 —u 0 0
Las geodésicas son semicircunferencias euclideas con centro en el eje real o

semirrectas euclideas perpendiculares a dicho eje (figura 1.5).

U2

oU?

Figura 1.5: Geodésicas en el semiplano de Poincaré

El grupo de isometrias de U? esté generado por las reflexiones (euclideas) en

esas lineas. Respectivamente,

z—a r
5 =a+—, acR,r>0;
|z — al zZ—a

I(z) =a+r?

I[(z)=a—(Z—a) =2a—7%, a € R.
Las transformaciones lineales

az—i-b.
cz+d’

z —

a,b,c,d € R, ad —bc=1

forman el subgrupo de isometrias de U? que conservan la orientacién.
El grupo de isometrias de U? se completa con las isometrias que invierten la

orientacién: _
az +b

cz+d

z —

a,b,c,d € R,ad — bc = —1,
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entre las que se encuentran las reflexiones euclideas aludidas.
Disco de Poincaré

Es el conjunto D = {z € C, |z| < 1} dotado con la métrica determinada por

|z — w]”
(1= 12[) (1 = [w]?)

ch’1d(z,w) =1+

Siz=0yw=x>0se tiene que d(0,z) = In £,

Las geodésicas son arcos de circunferencias o segmentos, perpendiculares a la
circunferencia S* = {z € C; |z| = 1} (figura 1.6).

—1

Figura 1.6: Geodésicas en el disco de Poincaré

El grupo de isometrias del disco de Poincaré esta también generado por las
reflexiones (euclideas) en esas lineas.
El subgrupo de isometrias del disco D que conservan la orientacién son ahora

las aplicaciones de la forma:

uz +v

z— u,v € C, [u> — |v]* = 1.

vz 4u’
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El grupo de isometrias queda completo con el conjunto de isometrias que
invierten la orientacién:
uz+v 9 9
z— — u,v € C, |u]* — |v|*=1.
VZ+u

El modelo sl; (R) y los modelos de Poincaré del plano hiperbdlico

Entre los tres modelos del 2-espacio hiperbdlico estudiados podemos definir

las siguientes biyecciones:

h : U? — D, definida por

Z—1
z4i

h(z) = (1.13)

Fy : U? — ST (sly(R)), siendo

1 Re(z) —|z]?
FQ(z)_m( 1 _Re(z>>. (1.14)

Gy : D — ST (sl(R)), con

1 2 Re(w) —2Im(w) — 1 — |w|?
Ga(w) = 1 — |w|? ( —2Im(w) + 1 + |w? —2 Re(w) ) - (L15)

Puede probarse que las tres aplicaciones conservan las métricas definidas en
cada modelo. Es decir, U2, D y ST(sly(R)) son isométricos. Mas atin, se cumple
que Go(h(z)) = Fa(z), si z € U%

A partir de ahora, si no hay ambigiiedad, denominaremos genéricamente H? al
2-espacio hiperbodlico. Los resultados que siguen se prueban utilizando el modelo
ST (sly(R)) y las representaciones se realizardn indistintamente en cualquiera de

los dos modelos de Poincaré.
Isometrias del modelo si3(R) del plano hiperbélico

Las tinicas isometrias de H? que dejan invariante H? = ST (sl(R)) son aquéllas
que dejan invariante o cambian de signo al vector X3 = i ¢, normal al plano HZ.
Es decir, si g € SL(2,C) tiene que cumplirse ¢ = § 6 g + g = 0. La primera

igualdad caracteriza a los elementos de SL(2,R) y la segunda a las matrices ig’,
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con g’ € My(R) y det ¢’ = —1. De lo cual se sigue que las isometrias de ST (slo(R))

estan inducidas por las transformaciones de uno de los dos siguientes tipos:

gXgt X € sly(R),detg =1 (1.16)

—gXg 7t X € slp(R),detg = —1, (1.17)

siendo, en ambos casos, g € My(R). Abusando de la notacién, si no hay am-
bigiiedad, llamaremos g [X] a las primeras transformaciones y g*[X] a las segun-
das. Se cumple que g [X3] = X3y g* [X3] = —X.

Las transformaciones del primer tipo constituyen el grupo de Lorentz especial
Lor™(slo(R)), isomorfo a PSL(2,R), y conservan la orientacién de S (sly(R)).
El grupo Lor(slz(R)) se completa con las transformaciones del segundo tipo, que
cambian la orientacién de S (sly(R)).

Por otra parte, todo elemento A de S*(sl3(R)) puede expresarse como Fy(z)
para algin z € U?, siendo Fy(2) la aplicacién [(1.14)] La involucién

j2 1 A=Fs(z) = Fo (—72) (1.18)

cambia la orientacién y jo[A] = —XpAX,! = —X,AX,. Asi, cada isometria
puede expresarse de la forma g* =f o jy, siendo f[Y] = fY f~! con
f=9Xy€ SL(2,R).

Las isometrias de H? que conservan la orientacién se clasifican en traslaciones,
traslaciones paralelas y giros alrededor de un punto y son, respectivamente, trans-
formaciones hiperbdlicas, parabdlicas y elipticas. Las dos primeras proceden de
isometrias de H? del mismo tipo. Un giro es, a su vez, la restriccién de un giro
alrededor de una geodésica de H? perpendicular al plano H?2. Las isometrias que
cambian la orientacion pueden ser de dos tipos: reflexiones en una geodésica
o reflexiones sesgadas, restricciones respectivas de semigiros alrededor de una
geodésica de H?, contenida en H?, o de composiciones de un semigiro y una
traslacién, cuyo eje comun estd contenido en HZ.

El tipo de isometria queda determinado por el valor de la traza de la matriz
de SL(2,R) asociada a la transformacién. La isometria g es una traslacion,
una traslacién paralela o un giro segin que tr’g > 4, tr2g = 4 6 tr’g < 4.
El desplazamiento de g es, respectivamente, 6 = D > 0, § = 06§ = 6. La
transformacién g* es una reflexiéon en una geodésica o una reflexion sesgada,

respectivamente, segin que trg =0 6 trg # 0.
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Producto exterior de dos matrices de si3(R) [Iv]

La igualdad define el producto exterior de dos matrices de Ms (C) que,
en el caso particular de matrices de My, puede expresarse mediante la igualdad
Para el producto exterior de dos matrices de sly(R) se utilizara la notacién
elegida en [Iv] (A en lugar de x), donde pueden verse las demostraciones de las
propiedades.

Si X, Y € slo(R), entonces su producto exterior se define como
1
X/\Y:§ (XY —YX) e sly(R). (1.19)

Por la proposicién [LI14] y las igualdades |(1.10)| se tiene que, en sly(R), se
cumple

« (AAB,C A D)= (A,C)B,D) - (A, D)(B,C).

» Si X eY son unitarios:
(XANY, XANY)=1—(X,Y)? en el caso de (X, X) = (Y,Y).
(XANY, XANY)=—-1—(X,Y)? en el caso de (X, X) = —(Y,Y).

s XA(YAZ) = (X, 2)Y — (X,Y)Z.
» i f[X] = fX[f7Y fe SL(2,R), entonces

FIX]AF[Y] = f[X AY],

ysi g [X]=—-9Xg ! g€ My(R) y det g = —1, entonces
g [ XIng [Y] =g [XAY].
Puede comprobarse que si {Xg, X1, X2} son las matrices entonces
X1 A Xy = Xs.
Orientacién del plano hiperbélico H?

En la proposicién [LTH se traté de la forma volumen definida en siy (C) y se
enumeraron sus propiedades. La forma volumen en sl (R) define una orientacién
de sly (R) y, por tanto, de H?.

27



Dadas tres matrices X, Y, Z de sls (R), se escribe
XY, Z) = (X \Y, Z) = —1a(XY Z) € R. (1.20)

La base { Xy, X1, X2} induce una orientacion en sla(R), que se considera posi-
tiva como la inducida por cualquier base ortonormal {X,Y, Z} con [X,Y, Z] = 1.
La orientacién de sls(R) es negativa en el caso de que [X,Y, Z] = —1. A su vez, la
orientacién de sly(R) induce en H? una orientacién del mismo tipo. Esta defini-
cién de orientacién es equivalente a la inducida por la orientacién de H? definida

con anterioridad al estudiar el espacio de Minkowski.

Por otra parte, la involucién |(1.18);
jo 1 Fo(2) € H? — Fy(—%) € H?

puede extenderse naturalmente a la transformacion

iy (Z _ba> e sly(R) — ( _C“ Z) e sla(R),

que cambia la orientacion de slo(R) y de H?:
Jo [Xo] = Xo, o [X1] = X1, jo [Xo] = —Xo.

Es decir,
l2[ X0, Jo[X1], Jo[Xo]] = —1.

Como la transformacion puede escribirse g* =fojs, siendo f[X] =
fX 7Y sig[X] =gXg !, para cualesquiera que sean X,Y, 7 € sly(R),

g[X].glY]glZ]] = XY, 2] v [g'[X],g"[Y],g"[Z]] = - [X,Y, Z].

Es decir, la orientacion de sly(R) aqui definida se conserva mediante una

isometria g y cambia mediante g*.

1.3. Geodésicas en H?

1.3.1. Vector normal a una geodésica

Definiciones

En la descripciéon del modelo H? del espacio de Minkowski se traté de las

geodésicas del 3-espacio hiperbolico. Puede afirmarse que una geodésica orientada
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de H? estd también determinada por un par {A, T} de matrices de sl5(R), siendo
(A;A) =1y (T, T) = —1, y el par {A, =T} determina la misma geodésica con la

orientacién opuesta. La geodésica orientada v : R — H? tiene ecuacién
~v(t) = Acht + Tsht, (1.21)

donde A = ~(0) y T'=+/(0) es un vector ortogonal a A, con norma (T',T) = —1,

que es tangente a la geodésica en el punto A. Si v(t) = B, entonces

B=Achd(A B)+TshdA B) y (A B)=chdA,B).

Definicién 1.3.1 Se llama vector normal a la geodésica y(t) = Acht + T'sht,

contenida en H?, a la matriz de sly(R)
N=+~{t)Av(t)=TNA=TA=— AT,

que es independiente del parametro t.

Las dos ultimas igualdades se deben a que A y T son ortogonales entre si.
Puede observarse que N es un vector de norma —1 que es ortogonal a Ay a T.
Maés aun, la base ortonormal {A, T, N} de sly(R) estd orientada positivamente.
También se cumple que +/(t) = v(t) A N. Ademas, T = AANN = AN = —NA.
En efecto:

AANN = AN(TAA) = (A, AT — (A, T)N =T.

Asi, la geodésica (1) admite también la ecuacién
~v(t) = Acht+ (AAN)sht = Acht+ AN sht. (1.22)

La siguiente figura 1.7 muestra la ortogonalidad de los vectores T'y N. Sin
embargo, el vector T varia con el punto A, pero no el vector N, que permanece
invariable en todos los puntos de la geodésica. En realidad, ambos vectores, siendo
elementos de sls(R), no admiten una verdadera representacién y la ilustracién
sélo tiene cardcter orientativo. La idea estd tomada de [Iv] y serd de utilidad para

indicar la orientacién de las geodésicas de H?2.
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A-T A+T
Figura 1.7

El vector N normal a la geodésica v depende de la orientacién de ésta y
es unico, salvo el signo, si la geodésica no estd orientada. Dicha geodésica es la
interseccién con H? del plano vectorial de sly(R) ortogonal a N. Por otra parte,
la geodésica de ecuacion

n(t) = Acht + Nsht

es la perpendicular a v trazada por el punto A.

Puede observarse que si NV es el vector normal de una geodésica y g es la matriz
que define alguna de las transformaciones g[X] = gXg=' 6 g*[X] = —¢gXg !,
con detg = 1 6 det g = —1, respectivamente, por las propiedades del producto
exterior, se tiene que el vector N/ normal a la geodésica transformada mediante

1

g 6 g* puede escribirse N’ = gNg~' en cualquiera de ambos casos.

Teniendo en cuenta la igualdad |(1.11)| que expresa el semigiro alrededor de la
geodésica g de H3 determinada por el par {A, T}, si g es una geodésica de H?,

de vector normal N, entonces la matriz
o =1i(ANT)=1iAT = —iN € sly(C)

representa el semigiro alrededor de g. Por otra parte, la geodésica g es la inter-

seccién con H? de un plano hiperbdlico de H? perpendicular a H? (figura 1.8).
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Plano 7y

Figura 1.8

El vector N puede considerarse indistintamente como un vector normal a la
geodésica g o al plano hiperbdlico 7. Si n* es la reflexion en el plano hiperbdlico
7, definida en |(1.8)] v o es el semigiro alrededor de g, entonces cualquiera que

sea X € H?, se tiene que
n“[X]=o0[X|]=-NXN.

La siguiente representacion, de cardcter puramente orientativo, es coherente

con las consideraciones anteriores, asi como las que siguen, relativas al punto
Xo € H? y a los vectores X, X5 v X3 € My de norma —1 de la igualdad [(1.4)]
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Figura 1.9

Semiplanos determinados por una geodésica orientada: semiplano in-

terior y semiplano exterior

Si la geodésica y estd orientada por el vector normal N, sabemos que el punto
X € ysiysoélosi (X, N)=0. En el caso de que X ¢ ~, segiin el signo de (X, N),
el punto X pertenece a uno u otro de los dos semiplanos hiperbélicos en que la

geodésica v divide a H? (figura 1.10).

{x.ND=0

Figura 1.10

Definicién 1.3.2 Se [lama semiplano interior a la geodésica orientada vy, de vec-

tor normal N, al conjunto de puntos v~ = {X € H?; (X, N) < 0}. El semiplano
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exterior a v es el conjunto v = {X € H?*; (X, N) > 0}.

Dados un punto A, perteneciente a -, y la geodésica de ecuacién
X(t) = Acht + Nsht,
perpendicular a -, entonces

X(t)ey,sit>0 y X()ent, sit<O0.

Vector normal a la geodésica que une dos puntos

Proposicién 1.3.3 Si N es el vector normal a la geodésica orientada de H? que

une el punto Ay con el punto As, entonces

1

N = m(Ag/\Al). (1.23)

Demostracion
Si T es el vector tangente a la geodésica en el punto A; y § = d(A;, As),

entonces

A2 :A1Ch5+TSh5 Yy Ag/\Al = (T/\Al)Sh(S:NSh(S

1.3.2. Posiciones relativas de dos geodésicas en H?

Si dos geodésicas orientadas tienen vectores normales N y N’ segiun que el
plano vectorial que engendran sea de tipo Sylvester (—2,0), (—1,0) 6 (=1,1), el
vector NAN', ortogonal a dicho plano, tiene norma positiva, nula o negativa, y las
dos geodésicas son secantes, paralelas o ultraparalelas, respectivamente. Mas atn,
el vector N A N’ determina, salvo constantes, el punto comtn, propio o impropio,

o el vector normal a la geodésica perpendicular a ambas, segin los casos.

Proposicién 1.3.4 Si dos geodésicas orientadas tienen vectores normales N vy
N’, entonces
|<N>N/>| = 17|<N7N/>| < 17|<N7N,>| > 1;

sequn sean paralelas, secantes o ultraparalelas.

Demostracion
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Basta tener en cuenta el signo de (N AN’ N AN') =1 — (N, N')? segtin el

caso. |
Geodésicas secantes: angulo direccional y punto comin

Definicién 1.3.5 Si h y h' son dos geodésicas orientadas secantes en el punto
A,y S, T son sus vectores tangentes en el punto A, acordes con la orientacion de
ambas, diremos que 0 € (0,27), 0 # m, es el angulo direccional desde la primera

geodésica h a la sequnda h' si
(S, T) =cos y SAT = Asen. (1.24)

Puede observarse que A es ortogonal a los vectores S y T' y el angulo de giro
de S aT es m— 0. Asi, la definicién anterior adquiere sentido teniendo en cuenta

que, ademads,

(SAT,SAT)=1—(S,T)* =sen*d y (A A)=1.

Figura 1.12

Proposicion 1.3.6 Si h y h' son dos geodésicas orientadas secantes en A y sus

vectores normales son N y N', respectivamente, entonces
(N,N'y=cos y NAN = Asenb, (1.25)
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siendo 0 el angulo direccional desde la primera geodésica h a la sequnda h'.
Demostracion
Basta tener en cuenta que N = SAAy N =T AA, siendo Sy T los vectores

de la definicién anterior. [ |

Geodésicas paralelas y geodésicas ultraparalelas: orientacion concor-

dante

Sean h y h’ dos geodésicas orientadas de vectores normales N y N'. En el
caso de paralelismo, segtin que (N, N') =1 6 (N, N’) = —1, puede decirse que el
angulo direccional desde h a h' es, respectivamente, § =0 6 6 = 7 (figura 1.13).

Sean h y h' ultraparalelas, y K el vector normal de la geodésica k perpen-
dicular a ambas, si la orientacion de las tres geodésicas es tal que A = N A K y
B = K N N’ son los puntos de la geodésica k pertenecientes a h y h’, respecti-
vamente, entonces se cumple que ch D = (A, B) = (N, N'), siendo D la distancia
entre las dos geodésicas ultraparalelas. Obsérvese que, en este caso, tanto desde

h a k como desde k a h', el dngulo direccional es 7 (figura 1.14).

Definicién 1.3.7 Dadas las geodésicas paralelas de vectores normales N y N',

se dice que estdn orientadas concordantemente si
(N,N")y =1.

Definicién 1.3.8 Dadas las geodésicas ultraparalelas de vectores normales N y

N', se dice que estdn orientadas concordantemente si
(N,N') = chD,

stendo D la distancia entre ambas.

Figura 1.13

35



Figura 1.14

Perpendicular a una geodésica trazada por un punto

Proposicién 1.3.9 Sean A un punto, g una geodésica orientada de vector normal
N, D la distancia de A a la geodésica g. Si H es el vector normal de la geodésica
h perpendicular a g trazada por el punto A, entonces para una orientacion de g

y de h se tiene que

a) (A,N)=—shD.

1

b) H = AN N).

) T D( )
Demostracion

a) Sea B el punto comin a las geodésicas g y h (figura 1.15). Puede suponerse

entonces que
A=BchD+NshD y (A/N)=(N,N)shD = —shD.
b) Dado que H es ortogonal a A y a N, basta considerar que
(AANN,AANN)=—1— (A N)*=—ch®D.
|

Puede observarse que la igualdad de a) se cumple en el caso de que el punto
A pertenezca al semiplano interior a la geodésica orientada g. La igualdad b)

entonces se satisface si la geodésica h viene dada por la ecuacién

h= Acht+ Nsht.
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Figura 1.15

1.4. Determinaciéon de isometrias del espacio hiperbdlico

tridimensional y del plano hiperbdlico

En la seccién 1.2 se han estudiado las isometrias del espacio hiperbdlico tridi-
mensional H? y las isometrias del plano hiperbélico H?. Las igualdades [(1.6)] y

(1.7)| muestran las expresiones matriciales de las primeras, y las segundas vienen

dadas por las igualdades [(1.16)[ y [(1.17)} En esta seccién se trata de determinar

sus matrices asociadas, a partir de un par de elementos geométricos, uno transfor-
mado del otro, ya sean dos puntos, dos planos o dos geodésicas; o a partir de una
geodésica o un punto impropio, que sea invariante mediante la transformacion
correspondiente.

Estas expresiones permiten encontrar inmediatamente los generadores de un
subgrupo discreto de isometrias de H?, dado un poligono hiperbélico con ciertos
lados identificados que sea una region fundamental.

Algunos resultados de esta seccion, relativos a isometrias que dejan invariante
un geodésica propia, seran utilizados posteriormente, en los capitulos 2 y 3, para
dar una interpretacion geométrica de ciertos resultados que aparecen de modo
natural en el estudio de poligonos regulares, y en el capitulo 4 para manipular
regiones fundamentales y calcular los generadores de ciertos grupos discretos de

isometrias del plano hiperbdlico.

1.4.1. Determinacién de isometrias del espacio hiperbélico H?

Proposicién 1.4.1 Si A y B son dos puntos de H?, entonces
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a) La matriz F' = BA — 1 determina, salvo constantes reales, una traslacion f
que transforma el punto A en el punto B.
b) Con mds precision, la matriz normalizada asociada a dicha isometria es

1 _
/= 3a1p BA-Y),

siendo D la distancia entre los puntos A y B.

Demostracion
Se cumple FA = BF = —A — B. Ademés,

det F' = det(BA) — tr(BA) + 1 =2(1+ (A, B)) = 4ch*iD.
Por tanto, det f =1y
tr F = tr(BA) — 2= —2(1+ (A, B)) = —4ch’iD.
Es decir, tr? f = 4ch’1D > 4. [ |

Considerando el caso B = X y A cualquier punto de H?, distinto de Xj, si
b
A= ( “ ) entonces ch D = %b y la matriz

P —c—1 a ’
o b—1

c —Q
con det F' = 2+ ¢ — b > 4, determina, salvo constantes reales, la traslacién f que
transforma A en Xj.

Proposicién 1.4.2 §i P y @) son los vectores normales a dos planos orientados
de T, tales que (P,Q) < 1, entonces

a) La matriz F' = QP + ¢ determina, salvo constantes reales, una isometria £
que conserva la orientacion de H? y transforma el plano 7p asociado a P

en el plano m¢g asociado a Q).
b) Mas precisamente, la matriz normalizada asociada a dicha isometria es
1

f= ey @Y
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Demostracion

Se cumple que
det F = det(QP) + tr(QP) + 1 =2(1 — (P,Q)) > 0.
Asi, det f = 1. Ademds, FP = QF = Q + P. Por tanto f [P] = Q. [

En el caso de Q = X3 =141y P un vector, distinto de X3, normal a un plano
Q@
hiperbdlico de H?, si P = B

c —Q

F:(lﬂa w»)j
i 1 -«

con det F' = 2(1 + Im «) > 0, determina una isometria f que transforma el plano

), con Ima > —1, entonces (P, Q) = —Ima«

y la matriz

7p asociado a P en el plano H?, asociado a X3. Ademds f conserva la orientacion
de H3.

Corolario 1.4.3 En las condiciones de la proposicion anterior, la isometria f es

un giro, una traslacién paralela o una traslacion segun que, respectivamente,

(P,Q) <1,(P.Q)=-1 ¢ (P,Q)<-1.

Mds ain,
a) Si (P,Q) = —cosf, 0 <60 <, el angulo de giro de f seria 0 y entonces
1 _
-~ (QP+.).
/ 2008%9 (Q +L)
b) Si (P,Q) = —1, entonces
f=3(QP+.).

c) Si (P,Q) = —chD, el desplazamiento de f seria D y entonces

1

I =5aip

(QP+1) .

Demostracion

Siendo F'y f las matrices de la proposicién anterior, entonces
WP —t(QP)+2=2(1- (P,Q)) y t®f=2(1—(P.Q)).
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a) Si (P,Q) = —cosf, 0 < 6 <, entonces tr? f = 2(1 + cosfl) = 4 cos® 36 < 4.
b) Si (P, Q) = —1, se tiene que tr* f = 4.
¢) Si (P,Q) = —ch D, entonces tr* f = 2(1+ch D) =4ch*1D > 4.
Las correspondientes expresiones de f para cada caso se obtienen inmediata-
mente. |

Proposicién 1.4.4 Siendo o y 7 las matrices asociadas a dos geodésicas distintas
orientadas de H3, si (o, 7) # —1, entonces

a) La matriz F' = 70 — 1 determina, salvo constantes, una isometria f que

conserva la orientacion de H? y transforma la geodésica h, en la geodésica
h,.

b) Con mds precision, la matriz normalizada asociada a f es

1

“ ez 7Y
Demostracion
Es facil comprobar que Fo = 7F = —7 — 0. Ademas,
det ' =det(10o) — tr(ro) + 1 =2(1 + {0, 7)).
|
En el caso de 7 = —iX; y 0#7 el semigiro alrededor de cualquier geodésica

deH3,si0:<m n)yn+p7é2ientonces

p —m
P —ip — 1 m
N —im  —in—1 ]’

con det F' = 2 +i(n + p) # 0, determina una isometria f que transforma la

geodésica h, en la geodésica h,. Ademds f conserva la orientacién de H3.

Corolario 1.4.5 En las condiciones de la proposicion anterior, la isometria f es

un giro, una traslacién paralela o una traslacion segun que, respectivamente,

[{o,T)| < 1,{o,7)=1 06 (o,7)>1.
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Para otro caso distinto de los anteriores la transformacion £ seria la composi-
cion de una traslacion y un giro con eje comun, que llamaremos skrew motion.

Mds ain,

a) Si (o,7) =cosf, 0 < 0 <, el dngulo de giro de f seria 0 y entonces

1

= 2008%9 (ro=0).
b) Si (o,7) =1, entonces
f=3(o—1).
c) Si (o,7) =ch D, el desplazamiento de f seria D y entonces
1
f= 72ch%D (to—1).

d) En otro caso, (o,7) = ch(D +1i0), siendo 6 = D + 16 el desplazamiento de

f, y entonces

1
f—72ch%5(70—e).
En el caso particular 0 = w:
f= oot (o)
=———(10—1).
2Sh%D

Demostracion

Siendo F'y f las matrices de la proposicién anterior, se tiene que
tr F =tr(ro) — 2= —=2(1+ (o, 7)) y tr* f = 2(1 + (o, T)).

a) Si (o, 7) = cos 6, siendo 0 < 6 < m, entonces tr? f = 2(1+cosf) = 4 cos® 16 < 4.
b) Si (o, 7) = 1, entonces tr? f = 4.
¢) Si (o, 7) = ch D, se tiene que tr? f = 2(1 +ch D) =4ch*iD > 4.
d) En otro caso, tr* f < 0 6 tr? f € C. Ademaés, puede escribirse (o, 7) = ch(D +
i0), siendo 0 < 0 < 7.

Las correspondientes expresiones de f para cada caso se obtienen inmediata-
mente. En el ultimo caso, si # = 7, el denominador del coeficiente puede escribirse
1sh %D y, teniendo en cuenta que las matrices f y —f corresponden a la misma

transformacion, se obtiene la igualdad del enunciado. |
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Proposicién 1.4.6 Si f es una isometria que conserva la orientacién de H? y o
es el semigiro asociado al eje de £, entonces una expresion de la matriz f seria,

para alguna orientacion de h,,
f=ioshid+ tchio, (1.26)

siendo 6 = § (f) el desplazamiento de la transformacion f.
Demostracion

Puede verse que si f € My(C) entonces f =n+ qt, donde n € sl5(C) y q € C.
Como fo = of, se tiene que no = on, es decir, n X ¢ = 0 y por tanto n = po,
para algun p € C.

Por otra parte, podemos suponer que tr f = 2ch%5 y entonces ¢ = ch %5, al
ser tro = 0. Para que det f = 1 debe cumplirse que p? + ch? %5 = 1 y podemos

entonces considerar que p = 7sh %5 . |

En el caso de 0 = — i X7, entonces una isometria f de desplazamiento § = 6 (f)

a lo largo de h,, que conserva la orientacién de H?, estd asociada a la matriz

1 1

1 1 ’

sh50 chgo
Corolario 1.4.7 En las mismas condiciones de la proposicion anterior, para
alguna orientacion de la geodésica hy,
a) Si f es un giro de dngulo 0, entonces
_ 1 1
J =osen 50 — 1cos ;0.

Obsérvese que si 0 =, entonces [ = o.

b) Si f es una traslacién de desplazamiento D, entonces

f=ioshiD+chiD.

c) Sif es una skrew motion de desplazamiento D y dngulo de giro 0,
f=ioshi(D+i0)+cchi(D+if).

Si 0 = 7, entonces puede escribirse f = och %D —itsh %D.
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Demostracion

a) En el primer caso, 6 = i6, ch %5 = CO0S %9 e tsh %5 = —sen %6’. Cambiando f
por —f, se obtiene la igualdad.

b) En el segundo, § = D.

¢) En este caso, 6 = D + 6, y podemos escribir también

ish$(D +1i0) = —ch $Dsen 56 + ish 3D cos 360

chi(D+ i) =chiDcos 0 +ishiDseni6.
Si 6 = 7, entonces
ishi(D+ir)=—chiD y chi(D+in)=ishiD.
Cambiando f por —f, se obtiene la igualdad propuesta. [ |

Proposicién 1.4.8 Si f es una traslacion paralela de eje

_ 2
U:<u |1L| >68H3,
1 —u

entonces f puede expresarse
f=pv+y,
u —u?
siendo p € C— {0} y v = :
1 —u
En particular, si U € OH?, entonces f = pU + 1, p € C — {0}.

Demostracion
Sabemos que f = 1+ qu, siendo n € sly(C) y ¢ € C. Podemos suponer que
tr f =2y, como det f =1, se deduce que f =n+¢ y detn =20.Si u € C, como

- v —v?
n_p 1 v ]

dado que u es el inico punto fijo de la transformacion lineal

7 puede escribirse

(pv+ 1)z — pv°
pz + (1 —pv)

f(z) =

Y

se obtiene inmediatamente que v = u.
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Si U € 0H?, sélo falta estudiar el caso u = co. Entonces la transformacién

lineal que tiene u como tnico punto fijo es de la forma f(z) = z + p. Luego

f:<(1] ?)ZPU-FL.

|
. 1 u—u -
Si u ¢ R, entonces v = UKy, donde Ky = (O . ) y KyU = U Ky.
Asi, K7 es una traslacién paralela que transforma U € OH® en U € H?, cuyo eje
0 -1 _
es el punto impropio V = < 0 0 =o0, KyV =V Ky.

Puede observarse que si u # oo el valor p se caracteriza por la igualdad
f(oo) = u + p~t. Més atin, la recta de niimeros complejos de la forma u + tp~!,
t € R, es invariante por la transformacién lineal f(z). Si u = oo, entonces p = £(0)

y la recta invariante por f(z) serfa tp, t € R.

1.4.2. Determinacién de isometrias del plano hiperbdlico H?

Las isometrias de H? son restricciones de ciertas isometrias de H?. Toda
isometria de H? estd asociada a una matriz f € M(R), con determinante uno, si
conserva la orientacién de H?, o determinante igual a —1, en caso contrario. Las
matrices f y —f definen la misma isometria. Una descripcién de las isometrias
de H?, asf como una clasificacién de ellas, puede verse en el epigrafe 1.2.2.

De los resultados, vélidos en H?, obtenidos en las proposiciones [L41 y [L4.4]
para dos puntos o para un par de geodésicas, podemos deducir inmediatamente
los correspondientes a dos puntos o dos geodésicas de H?, teniendo presente que
en H? se tiene X = X y que 0 = —iN muestra la relacién entre la matriz de
sly(C) N SL(2,C) asociada a una geodésica orientada de H? y el vector N de

sly(R), con determinante —1, normal a ésta.

Corolario 1.4.9 Si A y B son dos puntos de H?, entonces

a) La matriz F' = BA — 1 determina, salvo constantes reales, una traslacion f

que transforma el punto A en el punto B.

b) Con mds precision, la matriz normalizada asociada a dicha isometria seria

1
=——(BA -
I=gaip BA—Y:
siendo D la distancia entre los puntos A y B. |
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Corolario 1.4.10 Siendo N y P dos vectores normales a sendas geodésicas de
H?, si (N, P)#1, entonces

a) La matriz F = PN+ determina, salvo constantes, una isometria f de H?
que transforma la geodésica de vector normal N en la geodésica de vector

normal P.

b) Mas precisamente, la matriz normalizada asociada a dicha isometria seria

1
(2 = 2(N, P))"/?

f= (PN +1).
|
Puede también observarse la similitud de este resultado con el de la proposi-
cién [LZ2, cuya explicacién radica en la doble interpretacion geométrica de un
vector de sly(R) con determinante —1, como vector normal tanto de una geodésica

de H? como de un plano perpendicular a H? que contiene a la geodésica.

Corolario 1.4.11 La transformacion f del corolario anterior es un giro, una

traslacion paralela o una traslacion segin que, respectivamente,

I(N,P)| < 1,(N,P)=—1 6 (N,P)<—1.

Para el caso (N, P) > 1 la transformacién £* [X] = — fX 7! es una reflexién
sesgada.
Mds ain,
a) Si (N,P) = —cosf, 0 <6 <m, el angulo de giro de f seria 0 y entonces
f =5 (PN +0)
= — L) .
2 cos %9

b) Si (N, P) = —1, entonces
f=%2(PN+.).
c) Si (N,P)=—chD, el desplazamiento de f seria D y entonces

f (PN +4).

- QCh%D
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d) En otro caso, (N, P) = ch D, siendo D el desplazamiento de la reflexién

sesgada f* y entonces

f (PN + ).

~ 2shiD

Demostracion

Los tres primeros apartados son inmediatos. En el apartado d) basta tener en
cuenta el ultimo apartado del corolario y que una reflexién sesgada en H?
es la restriccién de una skrew motion de H? con dngulo de giro igual a 7. Puede

observarse que det f = —1. [ |
Corolario 1.4.12
a) Si £ € Isom (H?) es un giro de dngulo 0 alrededor del punto A, entonces
f = Asen %9 — L COS %9.
Y en el caso particular de § = w, entonces f = A.
b) Si f € Isom (H?) es una traslacién de desplazamiento D, entonces
f=NshiD+tchiD,
siendo N el vector normal al eje de f, para una orientacion de éste.
c) Si £* € Isom (H?) es una reflexion sesgada de desplazamiento D, entonces
f=NchiD+ush3D,
siendo N el vector normal al eje de £*, para una orientacion de éste.

Demostracion

Es una consecuencia del corolario [L47 teniendo en cuenta que en el caso
a) podemos escribir ¢ = A, y en los casos b) y ¢) se tendria ic = N. Ademds,
en el tercer caso, basta considerar que # = 7 y sustituir f por if, de modo que

f € My(R) y det f = —1 (vedse la igualdad |(1.17)| y las observaciones que la
preceden). [ |

La matriz del giro alrededor de X, de dngulo € seria
Ry — cos %9 sen %9
— sen %9 cos %9
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La traslacion de desplazamiento D, cuyo eje es la geodésica de vector normal

X4, viene dada por la matriz

T ch%D sh%D
P sh%D Ch%D .

Si rp es la reflexién sesgada de desplazamiento D que deja invariante la

geodésica h; de vector normal X, entonces 7p [X] = —pp,Xpp', X € H2, donde
( sh %D ch %D )
Pp = 1 1 :
ch ED sh ED
Obsérvese que, como isometria de H?, 7p [X] = pXp~!, con p = ipp, es la

composicion de una traslaciéon de desplazamiento D y un semigiro con eje comin
h, es decir, 0 (rp) = D + im, ch %5 = ish %D. Entonces,

tr?p = —4 sh? %D = 4 ch? %5 (rp) -

Ademads, una geodésica h orientada cualquiera, que sea perpendicular al eje
cha sha

de rp tiene vector normal N = , a € Ry, por las propiedades
—sha —cha

del producto exterior, su transformada h’ por rp tiene vector normal

—ch(D —a) sh(D—a)
—sh(D—-a) ch(D—a) |

N/ —= pDsz)l = (
Como puede comprobarse,
(N,N') =ch D,

y las geodésicas ultraparalelas h y h’, separadas una distancia D, estdn orientadas

concordantemente.

Figura 1.16
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Por tltimo, de la proposicion [L4.8 se deduce inmediatamente el siguiente

resultado.

Corolario 1.4.13 Si f es una traslacién paralela de eje U € OH? entonces f
puede expresarse
f=pU +1, p €R.

[ |
La matriz Ky de la observacion posterior a la proposicién [L4.§ es, en este

caso, Ky = .
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Capitulo 2
Poligonos hiperbdlicos de H?

En diversos textos de geometria hiperbdlica ([Iv], [Be2], [Fe]) pueden en-
contrarse ciertas férmulas vélidas para algunos poligonos hiperbdlicos, ademas
de aquellas propias de triangulos. Tales féormulas corresponden a cuadrilateros
con dos o tres angulos rectos, pentagonos con cuatro o cinco angulos rectos y
hexdgonos rectangulos, convexos o no.

A partir de algunos resultados del capitulo anterior se obtienen, en el teorema
2.1.4 del presente capitulo, las relaciones que dan lugar a las férmulas para los
productos escalares (A;, A;), (N;, N;) v (N, A;), donde Ay, es la matriz de H? C
slo(R) asociada al vértice k-ésimo de un poligono hiperbdlico, y Ny el vector de
sly(R), normal al lado orientado A de dicho poligono que une Ay, con A (figura
2.1). Los relaciones obtenidas son vélidas tanto para poligonos convexos como

para poligonos no convexos.

A

n

Figura 2.1

Por otra parte, (A;, A;) determina la distancia entre los vértices A4;, A; y el
producto escalar (IV;, N;), segin tenga valor absoluto menor o mayor que uno,
determina el angulo formado por las geodésicas correspondientes a los lados A; y A;
o la distancia entre dichos lados. En el caso de |(N;, N;)| = 1, los lados asociados
a tales vectores son paralelos. El tercer producto escalar (N;, A;) determina la

distancia del vértice A; al lado de vector normal N;.
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Las igualdades obtenidas al considerar las dos posibles expresiones de cada
producto escalar (A;, A;), (N;, N;) v (N;, A;) aportan el resto de relaciones entre
los elementos del poligono.

A lo largo del capitulo también se obtienen las expresiones de cada vértice Ay
y del vector normal a cada lado del poligono Vg, en funcién de A;, Ny, las longi-
tudes de los lados y las medidas de los angulos, lo que facilita la construcciéon de
poligonos hiperbdlicos, a partir del primer vértice, el primer lado y las relaciones
entre lados y angulos deducidas en el capitulo.

En la primera seccién del capitulo se estudian las relaciones generales entre
los elementos de poligonos hiperbélicos —angulos, lados y vértices— y se obtienen,
en el teorema[ZT.4] las ecuaciones matriciales —similares a las publicadas en [Bul-
que originan las relaciones que se explicitan a lo largo del capitulo.

El objeto de la segunda seccion es el estudio de las condiciones de existencia
para la convexidad de poligonos hiperbdlicos. En la proposicion Z.2.] se enuncian
las condiciones necesarias y suficientes para que un cuadrilatero sea convexo,
conocidos sus angulos. Su generalizacién, para poligonos de un mayor niimero de
lados, constituye el teorema al que precede la proposicién 2.2.2], donde se
enumeran ciertas condiciones necesarias para la convexidad del poligono. Al final
de la seccién se aplican los resultados al estudio de algunos casos particulares.

La construccion de poligonos hiperbdlicos se trata en la tercera seccién a partir
de las expresiones de los vértices y los vectores normales a los lados de un poligono
hiperbdlico en funcién de Ay, Ny, las longitudes de los lados y las medidas de los
angulos del poligono.

En la cuarta seccién se explicitan las formulas para poligonos hiperbdlicos
de un determinado nimero de lados. Dados ciertos elementos, tales ecuaciones
permiten determinar el poligono hiperbdlico, y las expresiones obtenidas en la
seccion anterior posibilitan la inmediata representacion grafica del poligono. Si es
convexo, los datos iniciales deben cumplir las condiciones deducidas con anteri-
oridad. Al final de la seccién se estudian algunos casos particulares de poligonos
convexos y de poligonos no convexos.

Las relaciones y condiciones estudiadas en las secciones anteriores se definen,
mediante Maple, en la hoja del Apéndice y se obtienen explicitamente las
formulas para poligonos de p lados, en las hojas 2.1 y 2.2] segiin que los poligonos
sean convexos o autointersectantes, respectivamente.

La ultima seccién del capitulo trata de los poligonos regulares, es decir, los

que tienen iguales sus lados y también sus dngulos. Se obtienen los tipos de
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poligonos regulares existentes —convexos o estrellados—y, en cada caso, se deducen
las relaciones, segin el nimero de lados, entre la longitud del lado y la medida del
angulo. En la hoja 2.3 del Apéndice se definen y explicitan las férmulas. También
se representan diversos casos de poligonos regulares de ambos tipos.

Los resultados deducidos en este capitulo se restringen, en el capitulo siguiente,

al caso particular de poligonos con todos sus angulos rectos.

2.1. Relaciones entre sus elementos

El primer epigrafe de esta seccién culmina en el teorema 2.1.4] donde se es-
tablece la igualdad matricial que expresa implicitamente las relaciones fundamen-
tales entre los elementos de un poligono hiperbédlico. Tales relaciones se explicitan
en la proposicion 2.1.0] cuyos resultados se desarrollan parcialmente en el segundo
epigrafe de la seccién.

La interpretacién geométrica del teorema 214y de las igualdades obtenidas
en la proposicién quedan expuestas en la demostracion del teorema y en las

observaciones posteriores a éste y a esa proposicion.

2.1.1. Relaciones preliminares

A partir de ahora, los poligonos considerados tienen una determinada nu-
meracién consecutiva de sus vértices y de sus lados: el lado orientado que une el
vértice A; con el vértice A; ;1 serd designado como \;, y el angulo direccional des-
de \; a \;y1 serd #;,1. Recordemos que de la igualdad y de la proposicion
tenemos

Ai+1 = AZ ch )\z -+ (Az A NZ) sh )\z y Nz N NZ'+1 = Ai+1 sen 9i+17

siendo N; el vector normal a la geodésica orientada A;A; ; (figura 2.2). En la
mayoria de las expresiones, se sustituye cos6;, sen 6; por k;, o;, y ch \;, sh \; por

C;, S;, respectivamente.
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Figura 2.2

Lema 2.1.1 Con la notacion elegida para vértices, dngulos y lados de un poligono,

se cumple que

(a) (A, Npy1) = —Shopi1-

(b) (Ap AN, A1) = =iy (Ap, At A Npst) = —Shhnr.
(¢) (An A Npy Npy1) = Crhoner ¥y (Niy Angpr A Npya) = —0p1.
(d) (A A Ni, Apg1 A Npy1) = Chlpya.

Ademds,
(€) [An—1, An, Any1] = Sh—104Sh.
(f) [Nh—1, Ni, Npy1] = =0 Shons1-

Demostracion

Las propiedades del producto exterior y de la forma volumen en sly (C) vistas
en las proposiciones [LT.3] [LTA4 y proporcionan los resultados utilizados en
la proposicién. La notacion es la empleada en |(1.19)| y [(1.20)| para matrices de
sly (R).
(a) Por la igualdad se tiene que Ay, = Ap11C, — (Apgr A Np) Sp. Ademas,
(Npy1, Apy1) = 0y, teniendo en cuenta la proposicién [L3.6]

(Ans Nn1) = —(Ant1 A Niy Niy1) S
= —(Aps1, No A Nps1) Sy = —(Ap1, Aps1) SpOnt1 = —SpOp1.
(b) Por la proposicion [[L3.3k

(Ap N Ni, Apg1) = (Npy Appr N Ap) = (Np, Np)Sp = =55,
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(An, Ap1 A Nig1) = (Ap A At Nogr) = —(Ni, Nig1)Sh = — Sukingr-
(¢) Utilizando de nuevo la proposicién [L3.6] se obtiene

(Ap AN Ni, Nipg1) = (An, Nl A Nig1) = (Any Apg1) o = Chona

(Nh, Apy1 A Nipg1) = —(Np A Nig, Apgr) = —(Ang1, A1) 0hgr = —0pr.
(d) Como (Np, Api1) = 0, entonces
(An N Npy Appr A Npgr) = (Ans A1) (N, Npya) = Crbingr

Teniendo en cuenta la igualdad de (a) y las proposiciones [[33 y [[30 se
prueban (e) y (f):

[Ahfla Ah7 Ah+1] = <Ah717 Ah A Ah+1> = _<Ah717 Nh>Sh = Shflo'hSh

[Nn—1, Npy Nps1] = (N1 A Niy Nipj1) = 0n(Ap, Noj1) = —0nSho i1
[ |

Lema 2.1.2 Dado un poligono cualquiera de p lados, siendo A; los vértices y N;
los vectores normales a los lados, segin la numeracion y orientacion elegidas con

cardacter previo, cualesquiera que sean j < p y k < p,

A = (A, Ag)Aj — (Nj, Ap) Ny — (Aj A Ny, Ag) (A5 A Nj),

Ny = (Aj, Np)Aj — (Nj, Ni) N — (Aj A Nj, Nig)(Aj A Nj),

Demostracion
Como los vectores A;, N; y A;AN; constituyen una base ortonormal de sly(R),

puede escribirse
Ak = aAj +bNJ +C<Aj N Nj),
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siendo a = (A;, Ay), b= — (N;, Ay), c = — (A; AN N;, Ag).
Las dos siguientes igualdades son una consecuencia del mismo razonamiento.ll

Si los productos escalares del lema anterior se nombran del modo siguiente:

O{_],k:<A_]7Ak>7 5],k:_<N]7Ak>7 ﬁ],k:_<A]/\Nj7Ak>7
(2.1)
Nk = (Njs Ne)y YVie = —(Nj, Ak ANy, g5 = — (A5 ANy, A A Ni),

entonces puede escribirse

A = A+ 056N + B;5(A5 ANj),
Nk = _5k,jAj — 7]]'7]§Nj + 7k,j<Aj A Nj)’

Ak A Nk = _ﬁk,jAj + ’Yj,kNj + Ejﬁ(Aj A N])
También pueden definirse las matrices

Uk —Ok; —ﬁk,j
G(j, k) = 0jk Nk Vjk (2.2)
ﬁj,k Yk,j €k

F,=G(h,h+1).

Proposicién 2.1.3 En las condiciones del lema anterior, se tiene entonces que

Ch —Shony1 —ShEntt
Fo=1 0 = Th+t1 (2.3)
Sp —Chonyr —Chlpgr

G(L,h+1) = G(1,hEF, (2.4)

Demostracion
Por el lema 2Tl se sabe que

—5h+1,h = <Nh+17Ah> = —Shop1;

Brpsr = —(An A Ni, Apy1) = Spi —Bryrn = (An, Apgt A Nig1) = —Shknta;
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Yont1 = —{Nn, Anyr A Npja) = onats Yagrn = —(Nagr, A A Np) = —Chony;
Enpt1 = —(An A Niy App1r A Npjr) = —Chbipgr.
Los demas elementos de la matriz F} son ya conocidos. Dadas las bases
ortonormales de sla(R), By = {A1, N1, AiAN1}, By, = {Ap, N, AbANL Yy By =
{Ani1, Npi1, Aps1 A Npya }, basta considerar que G(1, h), Fy, y G(1,h+1) son las

matrices del cambio de base de By a By,, B, a Br,.1 v By a Bj, 11, respectivamente.ll

Una vez realizada la multiplicacién del segundo miembro de la igualdad |(2.4)}

identificando las dos primeras columnas, se obtiene

a1 h+1 Oél,hCh - ﬁh,15h
01 ht1 = 01,,Ch + YinSh | (2.4.a)
ﬁ1,h+1 51,h0h + €1,n5h

y, si definimos
Arp = a1 pSp — Br1Ch;
P15 = 01,05 + V1.0.Ch;
Q1p = B1pSh + €1,nCh;

para las columnas segunda y tercera, se tiene que

—Oh+1,1 — Ay jOpt1 + Op1Knta
—M1,h+1 = —®y popy + M pKh+1 (2.4.b)
Tht1,1 U hOh1 — Yaabhtt
y
—Bht11 — Al hEht1 — On10h41
Yiper | = | —Prabnrr —Mipone |- (2.4.c)
€1,h+1 —U nEhg1 + V1 Ohet

Las matrices F}, de la proposiciéon anterior definen transformaciones especiales
de Lorentz de sy (R), es decir, transformaciones ortogonales del espacio vectorial
real sly (R) que conservan las componentes conexas de la pseudoesfera (X, X) = 1
y preservan la orientacién de sl (R). Pueden compararse las matrices F}, con las
introducidas por Buser en [Bul.

En particular, F}, es la matriz en la base B, del automorfismo ¢, que trans-
forma Ap, Ny, Ap A Ny en Apyq, Npy1, Appr A Npyq, respectivamente. Si [X],

es el vector columna de las coordenadas de X € sl (R) en la base By, entonces
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(01, (X)], = F [X],. Por otra parte, considerando Fj_; como matriz de cambio
de base, se tiene que Fy_q [X], = [X], ;. Asi,

[(bj(bjfl (X)]j_l = Fj*IFj [(bj*l <X):|_]

= FaFF7 [ (X)) Fj-1Fj [X]

-1 j-1-

Es decir, F; 1F} es la matriz en la base B;_; del automorfismo ¢;¢ que

j—1
transforma A;_q, N;_1, Aj_1 AN;_y en Aj11, Nji1, Aj11 ANy, respectivamente,
y el producto de matrices

F\Fy---F,
es la matriz en la base B; del automorfismo que transforma A;, N1, A1 A N; en

Apt1, Nps1y, Apgr A Npyq, respectivamente.

Teorema 2.1.4 En las condiciones del lemalZ1.2 y con la notacidn de la proposi-

cion[21.3, se cumple entonces que

G(l,h+1) = FFy--F,. (2.5)

Demostracion
Basta tener en cuenta la proposicién anterior y que G(1,1) es la matriz
unidad. |

El célculo de las primeras matrices G(1, k) daria los siguientes resultados:

Cl —0'251 —HJQSl
G(1,2):F1: 0 —K9 09 s
S1 =001 —kaCy

las columnas de

Cy —03251 —kK2S1 Cy —035; —k3S
G(1,3) = FiFy, = 0  —ko o9 0 —ks3 o3
S1 =001 —koCy Sy —03Cy —r3Cy
son

Q13 C1Cy — S1K25
51,3 = 0955 >
51,3 510y — C1K25:

—53,1 Si09k3 — (0152 - 51/‘6202) g3

—M3 = koks — 020503 )

V3.1 Crogkz — (5152 — C1kr2Cy) 03
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—53,1 —S10203 — (0152 - 51H2C2) R3
T3 | T — (ko034 09C5kK3) )
€1,3 —C0303 — (5152 - 011‘6202) R3

que son, respectivamente, las coordenadas de A3z, N3 , A3 A N3 respecto a la base

By, es decir,

Ag = (0102 — 51/‘6252) A1 + O'QSQNl + (5102 — 01/‘6252) (Al A Nl) s

N3 = (510253 - (0152 - 51H202) 03) Ay
- (0’2020'3 - K,Qlig) N1

+ (0102/{3 — (5152 — 01/‘6202) 0'3) (A1 A\ Nl) s

Ag N Ng = — (510'20'3 + (0152 — Sll{QCQ) K,g) Al
— (koo3 + 02C2k3) Ny
— (010'20'3 + (5152 — 015202) /ig) (A1 A Nl) .

Del célculo de la matriz G(1,4) se tendria, por ejemplo, que

14 = (0102 - 515252) C3 — (510203 + (0152 - 51H202) 53) S,
014 = 025505 — (Koo + 02Ck3) Ss,

771,4 = (0'25253 — (520'3 + 0'202/‘?3) 03) 04 — (0'2020'3 — /€2/€3) Rq.

Estas tres igualdades, asi como otros productos escalares (A1, Ap), —(N1, Ap)
y (N1, Np), h > 4, se obtienen posteriormente, a partir de las andlogas de

subindice inferior.

Corolario 2.1.5 Para un poligono hiperbolico de p lados, en las condiciones del

teorema anterior, se tiene ademds que

c, 0 -8,
G(].,p) = Sp0'1 —R1 —CpCTl
Splil 01 —Cplil

F,=H, \H, 5--- Hi,
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stendo

¢, 0 -5
Hj=| Sjoju —kjmn —Ciojn
Sikirr iy —Cjkjn

Demostracion

Si en la expresiéon hacemos j = p y k = 1, se obtiene la matriz G(p,1) =
F,y G(1,p) = prl. La siguiente igualdad es una consecuencia inmediata del
teorema [Z.1.4] teniendo en cuenta que F, = G(1,p)~ 'y Fj_1 = H;. |

De esta manera, pueden obtenerse directamente las férmulas para cualquier
poligono, mediante multiplicacion de matrices.

Para un cuadrilatero, por ejemplo, se tiene
F4 = H3H2H1 y F3F4 = HQHl.
De la primera igualdad, se obtienen, entre otras, las siguientes férmulas:

Cy = (0102 - 51/‘6252) Cs — ((0152 - 51/‘6202) K3 + 510203) S3,
Sio1 = 02903 — (Ke03 + 02C5k3) Ss,

R1 = (0'25253 — (:‘i20'3 —+ 0'202/433) Cg) g4 — <020203 — Hg/ﬁg) Rq.
Y de la segunda:
C4C3 — S4ksS3 = C1Cy — S1K25,

Kiky — 010404 = Rakg — 0205073,

ademads de
CyS3 — SukaCs = 51 (0203 — kaCks) + C1S2ks,

O1R4 + K,1040'4 == (5152 — le{,QCQO'g) — 010'2/{3.

Las demas formulas son demasiado extensas o andlogas a algunas de las an-
teriores.

Por otra parte, las columnas de la matriz

c, 0 -8,
G(1,p) = Fp_1 =H,=| S,o01 —k1 —Cpoq
Sp/'il 01 —Cp/il
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son las coordenadas de A,, N,, A, A N,, respecto a Ay, Ny, A; A Ny, es decir,

Ap = CpAl + SpCTlNl + Spff,l(Al N Nl),
Np = —H1N1—|—0'1<A1/\N1),
Ap N Np = —SpAl - Cp01N1 - Cpl‘{,l(Al A Nl)

Analogamente, G (1,p — 1) = H,H,_; y sus columnas son las coordenadas de

A N,_1, Ap—1 N N,_; respecto a la base By, es decir,

p—1>
Apr = (CpaCp — Spo1pSp) A
+ ((CpflSp - Spfllipcp> o1 — SpflO'p/'il) N1
+ ((Cp_lSp — Sp_mpCp) K1+ Sp_lcrpal) (Al VAN Nl),

Np,1 = —O'pSpAl — (O'pCpO'l — /'ip/€1> N1 — (O'pCp/'il -+ :‘ipO'l) (Al A Nl),

Ap i ANy = (CpoikpSp — Sp1Cy) A
+ ((Cp1kpCp — Sp-15p) 01 + Cp10pk1) Ny
+ ((Cp-16pCp — Sp-15p) 1 — Cp10,01) (A1 A Ny).

De modo andlogo puede procederse para los subindices p — k, teniendo en
cuenta que G (1,p — k) = H,H,—1...H, .

El teorema 214 aporta, ademaés, un procedimiento iterativo para la obtencién
de las formulas explicitas de los sucesivos poligonos. Tal procedimiento, objeto
de la siguiente proposicién, se desarrolla parcialmente en las dos proposiciones

posteriores y permite la deduccion de tales féormulas en la seccion 2.4.

Proposicién 2.1.6 Para un poligono hiperbolico de p lados, en las condiciones

del lema[2Z.1.2 y con la notacion de sih<pyl<j<h, se tiene que

(a) arns1 = a1pCh — By, 15, (2.6)
cumpliéndose
Bitin = Aijlje1+0,10541;
0j+11 = A1;0j41 = 0j1K541
)

Ay =S5 — 85105
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(D) M ps1 = PurOhst — My phint, (2.7)

siendo
D1; = 0159 +71,;05
041 = 01505 + 715
Yy
Tij+1 = — (q)lyj’fjwtl + 771,j‘7j+1) .
() Biptr = B1aCh + €105, (2.8)
donde
Eij41 = —ShjRj+ V195415
Yi+11 T T (Ql,jUHl + ’Yj,l"fjﬂ)
Y
Ql,j = ﬁl,ij + 517]'0]'.
Demostracion
Todas las relaciones son consecuencias de la igualdad|(2.4)} teniendo en cuenta
el desarrollo posterior en las igualdades |(2.4.a)} [(2.4.b)| v [(2.4.c)| [

De la proposicién anterior, teniendo en cuenta que

agp =1, n,;=-1 51,1 =0,
011=0, 7.1=0, e1=1,
por un procedimiento iterativo, resultan las férmulas que relacionan los lados y los

angulos de cualquier poligono. Obsérvese que los siguientes productos escalares:

anpk = (A, Ag) = chd(Ay, Ay);

([ +ch d(Ap, Ak), st Ap, A, son lados ultraparalelos;
COS P, 1, S1 A, A son lados secantes, siendo ¢y, .
Ny = (Nn, Ni) = el angulo direccional desde A, a A

(en particular, @, = Opq1 si k= h +1);

[ 1, s A, Ak son lados paralelos;

5h,k = _<Nh7Ak> = :l:Shd(Ak, )\h)7
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admiten dos expresiones diferentes que al ser igualadas, en cada caso, aportan
una de tales férmulas, para cada par de subindices (h, k). El signo + es de hecho
signo + cuando el poligono hiperbdlico es convexo.

Las demads relaciones que resultan de la igualdad de matrices G(1,h + 1) =
G(1, h)F), pueden ser utilizadas para expresar cada una de las matrices A, y Ny,
respecto a la base ortonormal {A;, Ny, A; A N1}, siendo asi factible expresar cada
vértice y el vector normal a cada uno de los lados del poligono en funcién del
primer vértice y el vector normal al primer lado, haciendo posible la construccion
de cualquier poligono hiperbdlico, en las condiciones requeridas, fijados A; y NV,

y dadas las longitudes de los lados y las medidas de los angulos del poligono.

2.1.2. Relaciones entre los elementos de un poligono hiperbdlico

Si Ny, Ny son los vectores normales a dos lados Ay, A de un poligono hiperbdli-
co de p lados, y Ay, Ax son dos de sus vértices, las interpretaciones geométricas
de los productos escalares 7, , = (N, Ni) v anp = (Ap, Ar) ya se han descrito
mas arriba. En la proposiciones 2.1.7] y se obtienen las relaciones entre los
productos escalares 7, ;1 = (N1, Npy1), @ipg1 = (A1, Apyr) y las medidas de
los lados y los angulos del poligono. Las expresiones para 7, ; = (Np, Np) y
apk = (Ap, Ax) no serfan sino las analogas a las deducidas para Mipt1 Y QLat1s
respectivamente. Ademas, en tales proposiciones se obtienen las expresiones de
los primeros productos escalares 01 41 = — (N1, Apt1) ¥ On1 = —(NVi, A1), cuyo
significado geométrico quedd también expuesto anteriormente.

Asimismo, por el lema[ZT 2y con la notacién de la proposicion 213, si j = 1,
se tiene que

Ap = ayp AL + 01, Ny + By, (AL A NY),
(2.9)
Np = —=0n1 A1 = 11, N1 + 75,1 (A1 A Ny)

En la proposicion se deducen las expresiones para los primeros produc-
tos escalares 3,, = —(A1 A N1, Ap) v 7,1 = — (A1 A N1, Np). La posibilidad
de expresar cada vértice A, y cada vector N,_j, respecto a A; y Ny, con los
coeficientes en funcion de #; y de los ultimos dngulos y lados, permite, junto a
los resultados resenados anteriormente, la construcciéon de poligonos hiperboli-
cos de un numero relevante de lados. Por ese procedimiento, pueden construirse

poligonos de cualquier nimero de lados.
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Proposicién 2.1.7 En todo poligono hiperbolico de p lados se cumple que

77173 = 0'2020'3 — K9oKg3.

Ademas,
= Sip>3:
M = (0259283 — (koo + 09Cak3) C3) 04 — (020503 — Kaks) Ka.
w Sip> 4
M5 = P1405 — Ny 455,
=y Ssip> 0D
e = Q1506 — T ,5K65
con
Q5 =101555 — (771,405 + q’1,4/‘€5) Cs
siendo

(13174 = (0’25203 — (/{20'3 + 0'202/{3) Sg) S4
— ((0'2020'3 — /€2:‘€3) g4 + (0'25253 — (:‘i20'3 + 0202/433)03) /€4> 04,

015 = (025205 — (keos + 02C2k3) S3) Cy
— ((0’2020'3 — Hg/ig) o4+ (0'25253 — (/i20'3 —+ 0'202/433)03) /<L4) 54.

Demostracion
La primera relacién ya se obtuvo anteriormente al calcular la matriz G(1, 3).
Por la proposicién 2.1.6], al ser &;; = 0,012 = 0, como

Dy = 01050 — (Mp_10n + Pra—15n) Ch

51,h+1 = 51,h Ch — ('fh,h—1 op+ Py p :‘ih) Sh

entonces

Qo = —771710202 = 09(h,

01,3 = _771,1‘7252 = 025
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Dy 3 = 095953 — (Kkeos + 02C2k3) Cs,
014 = 025505 — (ko3 + 02C5k3) Ss.

Para probar la expresion de 7, , basta considerar las igualdades anteriores y
la relacion |(2.7)} Esta tltima relacién para h = 4 puede escribirse

M = P1405 — Ny 455,

siendo
Dy 4 =01451— (771,304 + (131,3/-64) Cl,

015 =014Cy — (771,304 + (131,3/-64) Sy.

Proposicién 2.1.8 Para cualquier poligono de p lados se tiene que
a3 = C1Cy — S1K2Ss.
Ademas,
s Sip>3:

Q14 = (0102 - 51/‘6252) Cs — ((01 Sy — 51/‘6202) K3 + 510203) S3.

s Sip >4
Q15 = a1,4C4 - 54,1547
=y Ssip>h:
Q16 = 041,505 - 55,155,
con
P51 = (a1,454 - 54,104) K5 + 04,105
stendo

54’1 = ((0102 — 515252) 53 — ((0152 — 51/45202) K3 + 510'20'3> Cg) R4
+ ((0152 — 51/45202) 03 — 510'2/'€3> 04,

54,1 = ((0102 - 515252) 53 - ((0152 - SU{QCQ) K3 —+ 510'20'3) 03) o
— ((C152 — S1k2C5) 03 — S102K3) K.
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Demostracion

La primera expresién se obtuvo al calcular la matriz G(1,3). Las igualdades
52,1 = 51:%2, 52,1 = Si09
ya se habfan obtenido al calcular G(1,2). Ademaés, como

Bhyrn = (al,hSh - 5h,1ch) Kht1 + 0n 1041

Ont1,0 = (1 Sp = BpaCh) Oni1 — Onakint,

al ser oy o = (A;, As) = C, entonces
Bs1 = (C182 — S1k2C%) ki3 + 510203,

53,1 = (0152 - 515202) 03 — S109K3

Bag = ((0102 — S1£252) S5 — ﬁ3,103) Ky
+ ((C1.Sy — S1k2Cy) 03 — S102k3) 04,

54,1 = ((0102 - 51/‘6252) S3 — ﬁ37103) 04
- ((ClSQ — SlKQCQ) g3 — 5102/433) R4.

Para probar las expresiones de aj4 y o5 basta considerar las igualdades
anteriores y la relacion |(2.6)l Ademads, esta relacién para h = 5 puede escribirse

A6 = a1,5C5 - 55,155-

Proposicién 2.1.9 En todo poligono de p lados se cumple que
51,3 = 510y — C1ka5y,

REN Cioaks — (5152 — C1k2Cs) 03.

Ademas,
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= Sip>3:

5174 = (5102 — 01/43252) 03 — (ClO'QO'g —+ (5152 — 01/1202) /ig) 53,
Y41 = ((5152 - 01/‘6202) 03 — 0102/‘63) R4
— ((5102 — 011‘{252) Sg — (010'20'3 + (5152 — 01,%202) /{3) 03) 4.

s Cuando p > 4:
51,5 = 51,404 + €1,454,
Y51 = — (’74,1"{5 + Q1,4C75) )

con
Q4= 517454 + £1,4C4,

stendo

€14 = (0102/% - (5152 - C'11‘1202) 03) 04
— ((5102 — 011‘{252) Sg — (010'20'3 + (5152 — 011‘{202) /{3) 03) KRy4.

= Fn el caso de p > 5:
51,6 = 517505 + €1,555,

Vo1 = — (75,1“6 + Q1,50'6) ;

con
M5 = 61555 +¢€1,5C5,
stendo
€1,5 = V4,105 — (51,454 + 51,404) K.
Demostracion

Las tres primeras igualdades y la expresion
€1,3 = —Ch0203 — (5152 - 01/‘6202) K3
se obtuvieron al calcular la matriz G(1,3). Las igualdades
B12=>51, €12 =—Cika, 7Yy =—Cio9
ya se habfan obtenido al calcular G(1,2). Ademés, como
Bipsr = BrnCh + €105k
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ELhit = YniOht1 — (Bn Sh+€1nCh) Fns,

Yh+1,1 = T VhiFh+1 — (ﬁthh + 81,h0h) Oh+1,
se tiene que

Bia = (51Cy — C1k2S2) C5 — (Cho203 + (5153 — C1k2Ch) k3) Ss,

)

Va1 T (5152 — C1raCy) 03 — Crogks) Ky
— ((5102 — 011%252) 53 — (ClO'QO'g —+ (5152 — CﬂigCg) /ig) Cg) gy4.

Ademas,
€14 = 73,104 — (ﬁ1,3 S3+ €13 03) Ka.
Las expresiones restantes son consecuencias de igualdades anteriores. |

Aunque las relaciones deducidas sean vélidas para cualquier tipo de poligonos
hiperbdlicos, en el caso de poligonos convexos, tales relaciones deben cumplir
determinadas condiciones que se estudian en la seccion siguiente, dados ciertos
elementos del poligono, distinguiendo entre cuadrilateros (proposicion [Z21]) y los
demas poligonos (teorema [2.2.3)). En el caso més general, la convexidad requiere
unas condiciones, formuladas en la proposicién 2.2.2] que no es necesario imponer

a los primeros.

2.2. Condiciones de existencia de un poligono convexo

El niimero de datos que se requiere de un poligono hiperbdlico de p lados para
conocer sus elementos es 2p — 3. Dados los dngulos del poligono, cuya suma es
inferior a (p — 2) m, basta conocer p — 3 lados para determinar los restantes. A
lo largo de la seccion se estudian, dados los angulos, las condiciones que deben

cumplir p — 3 lados consecutivos para que el poligono sea convexo.

2.2.1. Condiciones necesarias y suficientes para la convexidad de un

cuadrilatero

Un cuadrilatero con angulos dados #; < m, ¢+ < 4, puede ser convexo 0 au-

tointersectante. Dotando a los lados \; de la orientacion acostumbrada, si 6; es el
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angulo direccional desde \;_; a \;, para que el cuadrilatero sea convexo, ademas
de 0 < 0; < 7, 1 < 4, tnicamente se requiere que cada lado deje a cada vértice
no perteneciente a él en el semiplano interior a dicho lado (ver definicién [[.3.2]).
Las siguientes condiciones permiten, mas aun, garantizan que se cumpla este

requerimiento.

Proposicién 2.2.1 Dados los angulos 0; < w, 1 < 4, de un cuadrildtero hiperboli-

€O, Para que Sea COMVeTo es necesario y suficiente que

1
(al) Cy > M, en el caso de 01 4+ 0y <7y O3+ 04 <.
0109

0304 — K3Kg + K1Ka

(a2) Cy > ,en el caso de 01+ 0y <7y O3+ 04 > .

0102
Y, ademads, en cualquiera de ambos casos,

K1 cos (0 + 03) — Ky
oy sen (0 + 03)

(b]_) Cl< , S1 02+03>7T.
Kocos (04 + 01) — K3

04+ 0 > .
O'2S€Il<94+91) ) 410 i

(b2) Cl <

Cuando 01+0, > 7, estas dos ultimas condiciones son necesarias y suficientes

para la convexidad del cuadrilatero.

Demostracion
Consideramos que los lados estan orientados de la forma acostumbrada. Ini-

cialmente, como
010109 — K1kg = Moy = 030304 — K3k,

tiene que ser

0304 — K3R4 + K1ko
Cl > .

0102

Por otra parte, en cualquier caso,

0304 — R3Kk4 + Ki1k9 < 1 + K1Kk9

0109 T 0109

y se da la igualdad si y sélo si 05 + 0, = .
En el supuesto 6; + 6y < my 03+ 0, < m, los lados Ay, Ay tienen que ser

ultraparalelos. Para que lo sean, es necesario y suficiente que
Nyo = 01C109 — K1ka > 1,

67



que es equivalente a la desigualdad (al).

En el caso de 61 + 60y < my 03 + 60, > m, los lados \y v Ay pueden ser
secantes, paralelos o ultraparalelos. Sélo si son secantes, debe imponerse una
primera condicién para que el cuadrilatero sea convexo. Si v es el angulo de
interseccion, entonces

cosy = 0,C109 — K1Ko
y, como v < 03 + 604 — 7w < m, se tiene cosy > —cos(03+0) y, de aqui, la

desigualdad (a2). Obsérvese, ademés, que
01 +0s<2mr—(03+60,) <7 y cos(0;+0) > cos(03+0,).

Luego

— 0, + 6y) — Oz + 6
0304 — 3Ky + Kiky _ cos (01 + 02) — cos (03 + 64) Ll
0109 0109

Cuando 01 4+ 65 > m, los lados Ay, Ay pueden ser secantes, paralelos o ultra-
paralelos indistintamente. La condicién inicial se reduce entonces a que

0304 — KR3Rk4 + Ki1ko

Cl>

0102

4

y, como Yy 6; < 2, entonces
i=1

O3 +04<2m— (01 +6) <7 y cos(fy+0y) <cos(fs+6,).

Por tanto,

— 0 0s) — 0 0
0304 — K3ka + K1K9 _ COS( 1+ 2) COS( 3+ 4) t1<1,
0109 0109

resultando asi innecesaria una condiciéon para C; analoga a las anteriores. Como

puede observarse, si 61 + 0, = 7, entonces

1 1 0, + 0
+/-€1/-€2: + cos (01 + 2)+1:1_
0109 0109

En cuanto a las condiciones (bl) y (b2), basta probar una de ellas. Sea, por
ejemplo, 05 + 63 > Ty a = 6y + 03 — m. Supuestas las condiciones anteriores, es
posible que, para ciertos valores de (', se obtengan soluciones ficticias, para las
que los vértices Az, A4 no estén los dos en el semiplano interior a la geodésica A;.

Consideremos el tridangulo de la figura 2.3 con vértices Ay, Ay y Bjs, siendo

Bs del semiplano interior a A\; y perteneciente a la geodésica A4, de modo que
/All =04, ;1\2 =ay B\g = 3. Entonces

cos 3 = 01C sen v — K COS .
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Figura 2.3

Dadas las primeras condiciones, para que los dos vértices Az, A4 estén en el
mismo semiplano interior a la geodésica A, es necesario y suficiente que 3 > 6,

y cos 3 < k4. Es decir,
o1Cy sen (0g + 03) — Ky cos (0 + 03) + kg > 0,

como queriamos demostrar. [ |

A continuacion se estudian tres ejemplos, correspondientes a los diferentes
casos de la proposicion anterior. Dadas las condiciones requeridas, una vez de-
ducidas las férmulas que relacionan los elementos de un cuadrilatero, se podran
calcular, en cada caso, los lados desconocidos y realizar la construccién de cada

cuadrilédtero dado.

Ejemplos

» Sea el cuadrildtero con dngulos 0; = %,0, = 2?”,93 = 2{,94 = 3. Se tiene

entonces que
4
01+02:%W<W,83+04:W§ﬂ y E@i:%W<2ﬂ.
i=1

Para la convexidad del cuadrilatero es necesario y suficiente que se cumpla
1+ Rk
(al) Cy > ——2,
0109
ki cos (02 +03) — K
01 Sen (92 -+ 93)

Es decir, C7 > 1,402 y C; < 5,493, respectivamente. Por tanto,

(bl) Cy <

4 16
, pues Oy + 03 = =7 > .

1,402 < Cy < 5,493.
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__ In _ _ 2 __ 5w
» Sean ¢y = 13,0, = §,03 = 5,0, = 35. Por tanto,

4
91+¢92:%7T<7T,93+94:%7T>7T y Zei:%ﬂ'<2ﬂ'
i=1

y, dado que 05 + 63 = %7? < 7, 044+ 60, = 7, el cuadrildtero con angulos

01,05,03,04 es convexo si y solo si

(aQ) Cl >

0304 — K3kg + K1Ko

0102
Es decir,

O, > 1,146.

= En el caso de 0, = 2?”,92 = 5,03 =7,0,= ?—g, se cumple que

4
6’1+92:%7TZ7T y Z@i:%ﬂ'<2ﬂ'.
i=1

Sélo se requiere una condicion para que el cuadrilatero con angulos 64, 0o, 03, 6,4
sea convexo:
Kocos (04 +601) — Kk
(b2) ¢4 < 2008 (61 + 61) >
ogsen (04 + 67)

, pues 04+ 601 > .

Por tanto,

C1 <V3+1=2732

2.2.2. Condiciones necesarias para la convexidad de un poligono hiperbdli-

CO

Una vez estudiadas las condiciones para la convexidad de un cuadrilatero,
cabe generalizarlas para los demas poligonos. Para tales poligonos, ademés, deben
encontrarse nuevas condiciones para que la disposiciéon de los primeros p — 3
lados permita su convexidad. Dichas condiciones se exponen en la proposicién
siguiente y, supuestas éstas, las enunciadas en el teorema garantizan que el
poligono pueda cerrarse debidamente con los tres lados desconocidos. Tal teorema
constituye, a su vez, la generalizacion de los resultados de la proposicion 2.2.7]

valida para cuadrilateros.

Proposicién 2.2.2 Dados los dngulos 0; < w, 1 < p, de un poligono de p lados,
p
p>5,con Y. 0; < (p—2)m, para que sea convexo es necesario que se cumplan

i=1
las siguientes condiciones:

70



(la) 0p111 >0, 2<h<p-—2

(1b) 6,5 >0, 2<k<p-—2.

Demostracion

Para las primeras condiciones, basta tener en cuenta que cada desigualdad
Oht1,1 = —(Npt1, A1) =shd(Ay, A1) >0

equivale a que A; estda en el semiplano interior a la geodésica orientada A1,
2 < h < p-—2y, por tanto, igual puede decirse de A;, 2 < j < h, respecto a la
geodésica orientada \;, 7 +1 < i < h+ 1. Andlogamente, cada desigualdad

Sy = —(N,, Ap) = shd(Ap, \,) > 0

equivale a que Ag, 2 < k < p — 2, estd en el semiplano interior a la geodésica

orientada A,. [ ]

Puede observarse que, como 05411 = (al,hSh — B 1Ch) Oht1—O0p1Kp41 (por la

proposicion Z.T.0) y 0,41 < 7, las primeras desigualdades (1a) pueden escribirse

a1 nSh — By 1Ch o Bt

)
On1 Oh+1

y su calculo aporta los siguientes resultados.

Para h = 2:
C159 — S1k2Cs > @

Si09 03

valida para p > 4.
Si h = 3, entonces

((515202 — 0152) R3 — 510'2 0'3) C3 + (0102 — 515252) 53 > @
(0152 — 511‘6202) o3 — 510'2 K3 0'4’

valida, ademds de la anterior, para p > 5.

Para h =4 y p > 6, resulta

041,454 - 54,104 - K5
011 05

)

Y

siendo a4, B4, y 041 las expresiones deducidas en la proposicién 2.1.8
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Por otra parte, como 6, = —(N,, Ag) v Ny = —k1 N1 + 01 (A1 A Ny), se tiene
que

5p,k = 51,k01 - 51,k/€1

y las segundas desigualdades (1b) equivalen entonces a

ﬁl,k R1
51,k 01

Para k = 3, se tiene

S - C
10 1K2.52 > @

0252 01

valida para p > 4.
Si k=4, cuando p > 5,

(5102 - 01/‘6252) Cs — (010203 + (5152 - 01/‘6202) /‘63) S > k1
C35509 — S5 (03k9 + k3C202) o1

Asi sucesivamente. Las expresiones para 3, ;, y 61 han sido deducidas en las
proposiciones 2.1.9 y 2.1.6] respectivamente.

2.2.3. Condiciones necesarias y suficientes para la convexidad de un
poligono hiperbdlico

En la proposicién 2.2.] se obtuvieron las condiciones necesarias y suficientes
para que un cuadriladtero sea convexo. Las condiciones necesarias para que un
poligono de un mayor niimero de lados sea convexo se enunciaron en la proposicion
y, en el siguiente teorema, se imponen nuevas condiciones, analogas a las de
la proposicién 2221 para que, ademas, el poligono pueda cerrarse manteniendo

la convexidad.

Teorema 2.2.3 Dados los dngulos 0; < m, i« < p, de un poligono de p lados,

p
p > 5, con Y. 0; < (p—2)m, para que sea convero es necesario y suficiente,
i=1

ademds de las desigualdades (1a) y (1b) de la proposicion 223, que se cumplan
las siguientes condiciones:

(28) 1,5 + €08 (p_1 +0,) > 0, si 0,1 + 0, > .

p—2
<2b) np7p—2 > 17 st prl + 9p <Y 9@ < (p — 3) .
1

1=
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(3a) Asen (6,9 + 0,_1)—Bcos (0,24 0,-1)+r, >0, si 0, 2+60, 1 > 7, siendo
A= (Sp—35p7p—3 + Cp—37p,p—3) y B= "p,p—3-
(3b) G'sen (0, + 61) — Hcos (0, + 61) + k-1 > 0, caso de 0, + 0, > 7, siendo

G = —Yp—21 Y H = Mp—2-

p—2
Si 0,1 +0, <7y > 0, > (p—3)m, las desigualdades (1a), (1b), (3a) y
i=1

(3b) constituyen las condiciones necesarias y suficientes para que el poligono sea
convexo.
Demostracion

Sean 3y, 3, 5 y a1, a;, 2 los dngulos que determina la diagonal A;A, 5 con

los lados A,, Ap—2 ¥ A1, A,—3, respectivamente, y 5= 3 + 3, 5, @ = a1 + a, .

4, .
P Figura 2.4

En el primer caso, como 6, | + 6, > m, entonces 5, + (3, » = # < 7y, por
el mismo argumento empleado para probar la condicién (a2) de la proposicién

2.2.1] se obtiene 1, 5 > 0p_10, — Kp_1k,. Es decir,
Nppo €08 (0p_1 +0,) > 0.

En el segundo caso, si n,, o > 1, las geodésicas de los lados A, y A,_o son
secantes o paralelas y, si P es el punto de interseccién, propio o impropio, con-
siderando que 0,140, < 7, el punto P estd en el semiplano exterior a la geodésica
orientada Ay A, _o. Asi, el drea del tridngulo A;PA, 5, con 121\1 =m — [, P = 0,
A\p,g =7 — 3,_9, €s mayor que el drea del poligono de vértices Ay, Ay, ..., Ay 2.

Entonces
p—3
T—(mr=f+0+m—0,5)>p—4)T— (a1+ 29i+ap2) :
i=2
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Y, teniendo en cuenta que 3 + a3 =01, ap o+ 3, 5 = 0, 9, se tiene

p—2
0,>(p—3)T+60>(p—3)m,
i=1

p—2
que contradice ) 6; < (p — 3) 7. Por tanto, n,,, , < 1.
i=1
En el ultimo caso,

ﬁ = (91 +9p72) —

> (p—3)7— (jz_jﬁmta) >(p-3)r—(p—4)7=m.

Es decir, § = 8, + 3, 5 > 7. Como ademas 6, ;+0, < m, empleando el mismo
argumento que en el ultimo caso de la proposicion 2.2.1], se deduce que no existe
una condicién andloga a (2a) y (2b) para la convexidad del poligono.

Respecto a las condiciones (3a) y (3b), basta probar una de ellas y la otra se
demuestra andlogamente. Llamando 7, , » a la expresion que resulta de sustituir
0p—2 por sen (0, o+ 0, 1) y ko por cos (0, 2+ 0, 1) en la formula de 1, , ,,

analoga a |(2.7), se obtiene
Mpp—2 = (5¥—35PW—34+7C%—37pm73)Sen(ep—Qﬁiep—l)__np@fBCOS(ep_Qﬁiep—l)

y, por un razonamiento similar al empleado para demostrar la condicién (bl) de

la proposicion 2.2.7], se deduce que

77;,;;72 + K/p > 0

;fp—2
expresion que resulta de sustituir oy por sen (6, + 6,) y k1 por cos (6, + 61) en

Para la desigualdad (3b) debe tenerse en cuenta, ademds, que si n es la

la férmula de 7, , , y, considerando que 7, , 5 = —(N,, Np_2) y N = —r1 N1 +
o1 (A1 A Np), se tiene que

Npp—2 = ~Vp-—2101 — N1 p—2R1,

77;;—2 = —p—2,18€L (ep +6,) — 71 p—o COS (Hp +6y)

y la condicién anédloga a (3a) quedaria

7];:;,_2 + Kp_1 > 0.

74



De las expresiones deducidas en la proposicion 2217, el cdlculo de las primeras
Npp—2 Y My p—o da los siguientes resultados.

Para un pentagono:

Ns3 = (015182 — (k102 + 01C1ky) Cy) 03 — (01C109 — Kik2) K3,

N5z = (015152 — (k109 + 01C1k2) Co) sen (63 + 04)
- <0'1010'2 - /i1/i2) COS (93 + 94) .

Si se trata de un hexdgono:
T]674 — AU4 - B/§4,

7734 = Asen (04 + 05) — Bcos (04 + 05) ,
siendo
A = (015105 — (k1og + 01C1Ka) Sa) S3
— ((01C109 — K1ka) 03 4 (015152 — (k102 + 01C1k2)Cy) K3) Cs,
(2.10)
B = 153 = (01519 — (k102 + 01C1k2) Cs) 03 — (01C109 — Kik2) K3.

koK

p—2 S€ obtiene

Para las primeras 7

= en el caso de p = 5:

77;?3 = Sen (95 + 91) ((5152 - C'11‘1202) 03 — 010253)
— COS (95 -+ 91) (0’2020'3 — /ig/ig) .

» y para un hexagono:
Nea = Gsen (0 + 01) — H cos (0 + 01)
siendo

G = Sl (02530'4 — SQ (0’3/{4 + /{3030'4))
—01 (0'2 (0’3030‘4 — KJ3/‘€4) + Ko (52530'4 — CQ (KJ3030'4 -+ 0'31*64))) s
(2.11)

H = 7]174 = (0'25253 — (K,QO'g + 0'202,‘{,3) Cg) 04 — (0’2020'3 — K,Qlig) KRy4.
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Seguidamente, se estudian varios ejemplos de pentdgonos y hexadgonos que
se corresponden con los casos considerados en la proposicién anterior. Una vez
deducidas las formulas que relacionan los elementos de un poligono, se podran
calcular, dadas las condiciones requeridas, los lados desconocidos y realizar la
construccion de cada poligono dado.

Ejemplos

= Para el pentagono de angulos

se tiene

5
0, +0s=m>m y Z@i:%ﬂ'<3ﬂ';
i=1

y el pentagono es convexo si y solamente si se dan las siguientes condiciones:

C1Sy — S1k205 R3 5105 — C1k25, R1
(la) > —

> —, (1b) ;
(2a) 153 + cos (04 + 05) > 0;

Si09 03 025 01

(3a) 55 + K5 > 0, pues O3 + 0, = g—gw >

siendo

N53 — Acs — Bks,
7733 = Asen (03 +04) — Bcos (05 + 0,)

A = (0’15152 - (/i10'2 + 0'101:%2) Cg) s

B = (0’1010'2 - /{1/{2) .
Las soluciones (C4, Cy) de las dos primeras inecuaciones pertenecen al recin-
to (A) de la figura 2.5.
La primera curva tiene una asintota en Cy = 1,54 y la segunda en C = 4,56.

Las soluciones (C4, Cy) de las dos iltimas inecuaciones pertenecen al recinto
(B) de la figura 2.6, siendo las curvas tales que la primera tiene las mismas
asintotas que las dos anteriores y las asintotas de la segunda son C = 4,56
y Cy = 3,13.

Tomando, por ejemplo, Cy = 7 se obtiene que 5,716 < C < 7,59.
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0 1 2 3 1 0 2 4 6 8 10
Figura 2.5 Figura 2.6

Si los angulos del pentdgono son

_ _ 5 _ 3
91_%792_%793_%794 95 E

entonces se cumple
94+05:%7T<7T, 01+02+03:1017T<27T y 20: Br < 3n;

y el pentdgono es entonces convexo si y solamente si se dan las condiciones

(a), (1b) ¥
(2b) 155 > 15

(3a) nts+ k5 > 0, pues O3 + 0, = 207 > .

Las dos primeras se cumplen cualesquiera que sean Cy y Cs. Y, si Cy = (',

las soluciones de las dos ultimas inecuaciones son 1,18 < €} < 1,45.
Sea, por ultimo, el pentagono de angulos
5 17 3 3
91 = %,92 = %71',03 = %,94 = f,(% = %

Se cumple entonces que
0, + 65 = —7T<7T O1+0,+0;=21r>21 y 29— 7r<37r

y el pentdgono es convexo si y sélo si se dan las condiciones (1a), (1b) y

(3a) nE 4 + ks > 0, pues O3 + 05 = X1 > 7,

(3b) M55 + ke > 0, pues Os + 6, = %W > T
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siendo 75 5 la expresion ya utilizada mds arriba y
53 = Gsen (05 + 6,) — H cos (05 + 01)
con

G = ((5152 - CIK/QCQ) g3 — 010'2/433) s

H = (0’2020'3 - K,Ql*{,g) .

Puede comprobarse que las dos primeras condiciones son irrelevantes en este
caso y que las soluciones (C7,Cy) de las dos tltimas pertenecen al recinto

(C) delimitado por los ejes y las dos curvas siguientes:

Cy

(1, 1.12)

(C) \(2.82, 1) Cy

(1, 1)

Figura 2.7

Si, por ejemplo, C7 = 1,3 entonces se tiene que Cy < 1,04.
Una vez estudiados algunos ejemplos de pentagonos, seguidamente se tratan
otros tantos de hexagonos, correspondientes a los casos analogos.

Ejemplos
» Para el hexdgono de angulos

_ T 7 Y _ I _ 37 _11=
01=74.02= 15,05 =13,04 = 15,05 = 5[, 0 = 35",

se tiene

6
95—1-96:%71'271' y >0, =3 < 4m,;
i=1
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y el hexdagono es convexo si y solamente si se dan las condiciones siguientes:

Las dos desigualdades (1a):
C15y — 516202 K3
> R

Si09 03

)

((51/‘6202 - 0152) K3 — 5109 03) Cs + (0102 - 511‘6252) S3 > X
(0152 — 511‘6202) o3 — 510'2 K3 CJ'47

las desigualdades (1b), dadas por

5102 — 01/41252 R1
> -

O'QSQ 01

)

(5102 — ClKQSQ) Cg — (010'20'3 + (5152 — 01/‘6202) Kg) Sg K1
>
03520'2 — 53 (0'3:%2 + 53020'2) 01
(2a) 14 + cos (05 + 0s) > 0;
(3a) mj4 + K6 > 0, pues 04 + 05 = 3w >
(3b) mg7y + k5 > 0, pues g + 0 = Im > ;

con

Nea = Aoy — BEa,
Nea = Asen(0y+0s5)— Bcos(04+05),

siendo A, B las expresiones |(2.10)] y
77& = Gsen (0 + 01) — H cos (6 + 61),

siendo GG, H las expresiones |(2.11)]

Las soluciones (C7, Cy) de las primeras inecuaciones de (1la) y (1b) se en-

cuentran en el recinto (D) de la figura siguiente.

(1, 1 Figura 2.8
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Una de las curvas tiene asintota horizontal Cy = 5 y la otra una asintota
vertical Cp = 9. 2.

Si, por ejemplo, Cy = 10, se tiene entonces que C; > 8,192 y, sustituyendo
en las segundas desigualdades de (1a) y (1b), se obtienen dos inecuaciones,

cuyas soluciones (C1, Cs) estan en el recinto (E) de la siguiente figura.

Figura 2.9

Y si, ademas, C; = 18 entonces 1,413 < ('35 < 8,689.

En cuanto a las condiciones (2a), (3a) y (3b), si C; = 18 y Cy = 10, para
(3 se obtiene, respectivamente,

2,141 < C3 < 37,182 y (C5<2,939 6 C5 > 26,31,
y la tercera condicion resulta irrelevante. Es decir,

2,141 < C5 < 2,939.

Se considera el hexdgono de angulos

_ 1lrx _ 7 __ 5w _ 3m _r o
01 _3792_E703_§7€4_T705_ﬁ706_1'

Se cumple que

4 6
05+06:%7T<7T,29i:%7r<37r y >0, =3m < A4m,;
i=1 '

=1

yOi+05 =25 >m 05+ 60, =T > 7. Asi, ademds de las condiciones (la)

y (1b), para la convexidad del hexdgono se requieren (2b), (3a) y (3b).
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Puede comprobarse que C; = 4,y = 6 satisfacen las desigualdades (1a),
(1b) y entonces, de (2b) se deduce que C3 > 9,128, de (3a) que C3 < 30,984,
y (3b) resulta irrelevante. Por tanto, para C; = 4, Cy = 6 el hexdgono es
convexo si y solo si 9,128 < C5 < 30,984.

Por 1ultimo, sea el hexagono de angulos

_1lrx __4r _ 27 __ 3r _ o
91 _3792_?793_ ?794_I795_E796_ e

Se tiene que

4 6
0s+0s=3m<m Y 0;=3r>3r y > 0,=2n<4r
=1 i=1

Ademas, 0, + 05 = %’r > 7, 0+ 0, = %’r > 7. Por tanto, supuestas las
condiciones (la) y (1b), para que el hexdgono sea convexo es necesario y

suficiente que se cumplan, ademas, las condiciones (3a) y (3b).

Como los tres primeros angulos son obtusos, las primeras desigualdades de

(1a) y de (1b) se cumplen automéaticamente, cualesquiera que sean C y Cs.

Dado que la suma de los angulos es muy proxima a 4w, es aconsejable elegir
valores de los lados préoximos a cero. Sea, por ejemplo, C'y; = 1,1. Puede
comprobarse que, entonces todos los valores de C7, C'5 son soluciones de las

segundas inecuaciones de (la) y de (1b).

\ (1.06,1.02)

Figura 2.10
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Respecto a las inecuaciones (3a) y (3b), si Cy = 1,1, sus soluciones (Cy, C3)
son las pertenecientes al recinto (F) de la figura anterior y, si C; = 1,05,
entonces C3 < 1,016.

En las secciones anteriores se han obtenido las relaciones fundamentales entre
los elementos de un poligono hiperbdlico y su interpretaciéon geométrica ha permi-
tido, ademas, deducir ciertas condiciones de existencia para poligonos convexos.
En la seccién siguiente se obtienen, para cualquier poligono, la expresiones de
cada vértice y del vector normal a cada lado, en funcién de A; y Ny, conocidos
los lados y los angulos del poligono.

Con todo ello, se dan las circunstancias tanto para deducir las férmulas de
poligonos hiperbdlicos particulares, convexos o no, como para su construccion, da-
dos ciertos elementos, en las condiciones requeridas, cuando se trate de poligonos

CONvexos.

2.3. Construccién de poligonos hiperbdlicos

El teorema 2.1.4]y el corolario posterior posibilitan, como ya se indicé oportu-
namente, expresar los vértices del poligono y los vectores normales a cada lado en
funcion del primer vértice A; y del vector Ny, normal al primer lado. Dichas expre-
siones permiten, una vez fijados A; y Ny, la construccién de poligonos hiperboli-

cos, convexos o no, dados sus angulos y las longitudes de sus lados.

2.3.1. Expresion de los vértices de un poligono hiperbdlico

Considerando la primera de las igualdades [(2.9)f

Ap = ayp AL+ 01, Ny + By (AL A NY),

con los resultados de la seccién 2.1, cada vértice A; de un poligono puede

expresarse en funcién de A; y N;. Con la notacion usual, se tiene que

AQ - ClAl —|— 51<A1 /\ N1)7

Az = a13A1 + 013N + By 3(A1 A Ny)
= (0102 — 511%252) Al + O'QSQNl + (5102 — 01/43252) (Al A Nl);
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Ay = a14A1 + 614N+ By 4 (AL A Ny
= ((0102 - 51/‘6252) Cs — ((0152 - 51/‘6202) K3 + 510203) 53) Ay
+ (025203 — (K203 + 02Cak3) S3) N
+ ((S105 — C1K252) C3 — (Choz03 + (5159 — C1k2C3) k3) S3) (A1 A Ny).

Y asi sucesivamente. Las dos ultimas igualdades también son inmediatas a
partir de las expresiones que aparecen tras el teorema 214

También cabe expresar los tltimos vértices del poligono mediante la igualdad
Ap_n = a1y n A1+ 01, N1+ By, 5 (AL A Ny),
con g = (A1, Apn), 01p-n = — (N1, Ap-p), ﬁ1,p_h = —(A1 A N1, App), uti-

lizando debidamente las formulas conocidas para los coeficientes. Asi,
Para h = 0, como
52,1 = Si09, 52,1 = Sika,
entonces
51,p = Spal, ﬁl,p = Sp/'il.

Por tanto,

Ap = Oél,pAl + 517pN1 + 517P<A1 A Nl)
- CpA1+Sp0'1N1+Sp/{1(A1/\N1),
ya deducida después del corolario 22T.5

Para h = 1, como
13 = C1Cy — S1k25,

53,1 = (0152 - 51/‘6202) o3 — S102K3,

B31 = (C182 — S1k2Cy) k3 + 510903,
entonces

arp-1 = Cp1Cp — Sp1kpSy,

O1p-1 = (Cp-1Sp — Sp-1kpCp) 01 — Sp-10pk1,

Bip-1 = (Cp15p — Sp-16pCyp) K1+ Spo10,01
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Apr = a1 AL+ 01, 1N+ By, (AL A NY)
= (Cp1Cp — Sp-16pSp) Ay
+ ((Cp-1Sp = Sp-1,Cp) 01 — Spo10pk1) Ny
+ ((Cp-1Sp — Sp-16,Cp) K1 + Sp_10p01) (A1 A Ny),

que coincide con la expresion deducida después del corolario R.T.5

Los coeficientes para A,_, serian

rp2 = (CpaCy 1 — Sy akp15,-1) Gy
— ((Cp—2Sp—1 — Sp-2kp-1Cp-1) kip + Sp-20,-10,) Sy,

S1p2 = [(Cp2Cp1— Spakp 15,1) Sy
— ((Cp—2Sp-1 = Sp-2kp-1Cp_1) Kp + Sp20p10,) Cpl 01

— ((Cp—28p-1 = Sp-akip-1Cp_1) 0p — Sp20p,_1Kp) K1,

51,;;—2 = [(Cp—QCp—l - Sp—2"€p—15p—1) Sp
— ((Cp2Sp—1 — Sp2kp 1Cp-1) Kp + Sp20p10p) Cp] K1
+ ((Cp—2Sp-1 = Sp-2kp-1Cp_1) 0 — Sp20, 1K) 1.

Por un procedimiento andlogo pueden obtenerse los coeficientes de A,_j, 2 <
k < p.

Para expresar cada vértice A, 1 < h < p, 6 Ay_y, 0 < k < p, es posible
calcular, respectivamente, las matrices G(1,h) = F1Fy---F,_1 6 G(1,p — k) =
H,H,_,---H,_}, cuyas primeras columnas aportan las coordenadas del vértice
respecto a la base {A1, N1, A1 A N7}, como ya se observé después del corolario
Las segundas columnas de las matrices G(1,h) y G(1,p — k) constituyen,
respectivamente, las coordenadas de Ny, 1 < h < p, y N,_i, 0 <k < p, respecto

a dicha base.

2.3.2. Expresion de los vectores normales a los lados de un poligono

hiperbdlico
De modo andlogo, teniendo en cuenta la segunda de las igualdades |(2.9);

Ny = —0p1 A1 — 11, N1+ 71 (AL ANy,
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pueden también calcularse los vectores normales a los primeros lados de un

poligono de p lados, en funcién de A; y N;y. Asi, por ejemplo,

Ny = —0d21A1 — 119N + 7991 (AL A Ny)
= — 810241 — kaN1 — Cro2(A1 A Ny),

Ny = —d3.14; — N3Nt + 7371(/11 A Ny)
= (510'21‘63 — (0152 — SﬂQQCQ) 0'3) Al
— (0'2020'3 — /€2/€3) Nl

+ (010'21‘63 — (5152 — Cll{QCQ) 0'3) (Al A Nl)

La primera era ya conocida y la segunda se dedujo después del teorema 2.1.4]
Igual que se afirmé en el epigrafe anterior es posible expresar los vectores

normales a los 1ltimos lados, teniendo en cuenta que
prh = _5p7h,1A1 - 'fh,p_hN1 + 7p—h71(A1 A Nl).

Puede observarse que los primeros coeficientes v, ; se obtienen a partir de
las correspondientes expresiones para 7, ,, calculadas en la proposicién 2.1.7] al

deducir las férmulas para @5, = 1., Sp + 71, Ch, h < 4. Asi,
V12 =02, "Yi3= — (K203 +02Cok3),

Y14 = — (020203 — Kokz) 04 + (025253 — (K03 + 02C2k3)C3) Ky) .
Para h = 0:
dp1 =0, My =K1, Yp1 =01
Por tanto,

Np = —/ilNl + 0'1(141 A\ N1)7

que coincide con la deducida después del corolario 2.1.5]

Para h = 1, como

01,3 = 0259, M3 = 09C503 — Kok,

entonces
Op—11 = 0pSp;
Mp—1 = 0pCpo1 — Kpki;
Yp—11 — — (Kpo1 + 0pCpkin) .

85



De donde
Np,1 = —O'pSpAl — (O'pCpO'l — /'ip/'il) N1 — (O'pCp/‘il —+ /ipO'l) (Al A Nl),
coincidente con la obtenida después del corolario 215
Si h =2, al ser

da = 02505 — (Keos + 09C5k3) Ss,

Ma — (025253 — (K203 + 09C5k3) C3) 04 — (020203 — Kakg) Ky,
se tendria

Op—21 = 0p18p1Cp — (Kp-10p + 0p1Cp_16p) Sp,

Mp—21 = (0p-1Sp-15p = (Kp-10p + 0p1Cp1kp) Cp) 01

—(0p-1Cp-10p — Kp_15yp) K1,

Tp21 = (Fpoirp = 0p1Cpr10p) 01

)

—(0p-18p-15p = (Kp-10p + 0,10y 15p) Cp) Ky

Npo=—0p 2141 =11, oN1 + 7, 01(A1 A NY).

Asi sucesivamente.

Como ya se indicé previamente, también es posible calcular las segundas
columnas de las matrices G(1,h) = FyFy -+ - F,_1 y G(1,p—k) = H,H, 1 --- H_y,
que constituyen, respectivamente, las coordenadas de Ny, 1 < h < p, vy Np_,
0 < k < p, respecto a la base ortonormal {A;, Ny, A; A Ny}

En la seccion siguiente se deducen las formulas que relacionan los elementos
de un poligono hiperbélico de p lados. Dados 2p — 3 elementos, es posible entonces
determinar los restantes y también, fijados A; y Ny, conocer todos los vértices y

los vectores normales a los lados, lo que permite la construccion del poligono.

2.4. Férmulas que relacionan los lados y los angulos de un

poligono hiperbdlico

Con las expresiones deducidas en la secciéon 2.1 se pueden obtener nuevas

formulas que relacionan los lados y dngulos de un poligono, convexo o no. El

86



procedimiento de obtencion automatica de tales formulas, para un poligono de p
lados, se muestra en las hojas 21y del Apéndice. A continuacién se aportan
las féormulas para cuadrilateros y, posteriormente, se indica el procedimiento para

obtener las férmulas para poligonos de un mayor nimero de lados.

2.4.1. Cuadrilateros hiperbdlicos

Expresion de un angulo de un cuadrilatero

Proposicién 2.4.1 En un cuadrildtero hiperbolico, el coseno del angulo 6, puede

exrpresarse como
K1 = 029 (SQSg — CQHgCg) Oy — (I*{,20'3030'4 + 0'2020'3/{4) + RoKR3K4.

La formula sigue siendo vdlida cuando 6, = 0 y es independiente de la nu-

meracion consecutiva de los angulos y los lados segin la notacion habitual.

Demostracion

Basta tener en cuenta que, en este caso, 1,4, = (N1, Ny) = k1 y aplicar la
proposicién 1.7 |

Expresién del lado de un cuadrilatero

Proposicion 2.4.2 En un cuadrilatero hiperbolico, el coseno hiperbolico del lado

Ay puede expresarse como
04 = 010203 — (511625203 + 0152/‘6353) + Sl (KQCQ/{;J, — 0'20'3) Sg.

La formula es vdlida independientemente de la numeracion consecutiva de los

angulos y los lados, empleando la notacion habitual.

Demostracion

La proposicion R.1.§] prueba la igualdad, teniendo en cuenta que en este caso

04174 = <A1, A4> = 04. .
Otras relaciones entre los elementos de un cuadrilatero

Proposicién 2.4.3 En un cuadrildtero hiperbolico, con la notacion habitual, se

tiene ademads
(a) 0'454 = (0152 — 51/43202)0'3 — 510'2/433.
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(b) 0'1010'2 — R1R9 = 0'3030'4 — R3K4.
(C) 0102 — 511%252 = 0304 - 53/%454.

Las formulas son wvdlidas cualquiera que sea la numeracion consecutiva de

lados y dngulos.

Demostracion

(a) —(A;, N3) admite dos posibles expresiones:
53,1 = (0152 - 515202) 03 — S109K3 y = <N37A1> = 045;.

La primera procede de la demostracién de la proposicion 2.1.8] vy la segunda

es la expresion analoga a d; 3 obtenida en la demostracién de la proposicién 2.1.7]
(b) Los dos miembros corresponden a las expresiones validas, en un cuadrilatero,
para (No, Ny).

(c) La igualdad se deduce de las dos posibles expresiones, en un cuadrilatero,

correspondientes a (Aj, As). [

Aunque las féormulas deducidas son validas para cuadrildteros, convexos o
no, los ejemplos estudiados a continuacién son los casos tratados después de la

proposicién 22711 correspondientes a cuadrildteros convexos.
Ejemplos
= En el primer caso, los angulos son
0= 3,0, = 2?”,03 = 2%,94 =3

y si
1,402 < C < 5,493

el cuadrilatero es convexo. Sea, por ejemplo, C; = 2. Entonces, de
01C109 — K1ke = 030304 — K3ky
se obtiene C'5 = 1,657, y de
0151 = (C283 — Sak3C3)oy — Sa03Ky
se tiene entonces que Cy = 1,163. Mediante
090503 — koks = 04C101 — Kyk

88



se deduce que Cy = 1,817. La comprobacion de los valores calculados puede
hacerse con
0102 — 511%252 = 0304 — 531%454
y ambos miembros son iguales a 2,008.
» El segundo cuadrildtero tiene angulos
Vs s 27 57
0, = ﬁaQQ = 1793 = 3794 = 12

y, para que sea convexo, es necesario y suficiente que
C7 > 1,146
Si, por ejemplo, C; = 1,3, entonces Cy, = 1,192, C5 = 1,126, Cy = 1,09.

= Por dtimo, si

__ 27 _ T _ T __ 5w
01_?792_5783_1704_5

la tinica condicion para que sea convexo se reduce a
Cy <V3+1=2732

Si C1 = 2, entonces se obtiene que Cy = 1,373, C3 = 2,804, C'y = 1,006.

Construcciéon de un cuadrilatero hiperbdlico
En la seccion 2.3 se dedujeron las expresiones de los vértices y los vectores
normales a los lados de un poligono hiperbdlico, a partir de A; y Ni:
AQ - ClAl + 51<A1 N N1)7

A3 = (0102 — 51141252) A1 + O'QSQNl + (5102 — 01/‘6252) (A1 A Nl),

A4 = C4A1 -+ S4O'1N1 -+ 54/431(141 A Nl)

y
Ny = —S510941 — kaNy — Cioa(Ar A Ny),
N3 = — 045441 — (040401 - /‘64/‘61) Ny — (/‘6401 + 0404/‘61) (A1 A Nl),
N4 = —HlNl +O'1(A1 /\Nl)
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Eligiendo el primero de los ejemplos resueltos anteriormente:

_ T _ 27 _ 27 _ T
01_5702_?783_?704_5

Ci=2,03=1,657,Cy =1,163,Cy = 1,817,
tomando A; = Xy, N; = X5, se obtiene A; ANy = ANy =X,y

0 —0,268 0,065 —0,361
A2 - 7A3 = )
3,732 0 3,656 —0,565
1,314 —1,058
A4 - .
( 2,576 —1,314 )
— —0,2
N, = 0,309 —0,255 7
—3,549 0,309

—0,5 0,866 ~1,11 4
Ny 05 0866\ [ —L113 0094 )
0,866 0,5 —92,534 1,113

La construccion del cuadrilatero se muestra en la figura 2.11.a.

Ademas,

Ay
A1 )\4
V! Ay
Ay A3
A1 N
A3
A A >A2
AQ >‘2 3 3 )\2
Figura 2.11a Figura 2.11b

Si se considera el cuadrilatero de angulos

2
01 23702:%703:§704:

Y

w3y

sustituyendo oy por —o1 y 04 por —oy4 en las formulas utilizadas anteriormente,

en el caso de (] = 2, se obtiene
C5 = 2,069, Cy = 1,0596, Cy = 1,291

y el cuadrilatero autointersectante que resulta se representa en la figura 2.11.b.
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2.4.2. Poligonos con un nimero de lados superior a cuatro

Para los poligonos de p lados, siendo p > 4, se procederia de modo analogo.
Es decir,
a) Como ch A\, = (A1, A4,), el lado A\, puede escribirse respecto a otros elementos
del poligono mediante la expresién de «; , obtenida en la proposicién [2.1.6
b) Al ser cos#y = (N1, N,), el angulo 61 puede escribirse respecto a otros elemen-

tos mediante la expresion de 7, , obtenida en la proposicion 2.1.6l

c¢) Las demas relaciones se obtendrian mediante alguno de los siguientes modos:
c.1) De la igualdad 0,5, = —(Ay, N,) = 0,1.
c.2) Igualando las dos expresiones correspondientes a 7;,, 1 < j < k < p.
c.3) Igualando las dos expresiones vélidas para a;x, 1 < j < k < p.

c.4) Igualando las dos expresiones de (A4;, Ni), 1 < j <k < p.

A continuaciéon se muestran algunos ejemplos de pentdgonos y hexdgonos,

resueltos en la|hoja 2.1 del Apéndice] y se procede a su representacion, realizada

también en la hoja citada del Apéndice.

2.4.3. Pentagonos hiperbdlicos. Casos particulares

Seguidamente estudiamos los casos tratados después del teorema 2.2.3] corre-

spondientes a pentdgonos convexos.
= En el primer caso, los angulos son

91:

_ T _ 37 __ 3r _ T
792_ 6793_?794_ T795_Z

N

y, supuesto que Cy = 7, se sabe que 5,716 < C; < 7,59. Si, por ejemplo,

C1 = 6,2, igualando las dos expresiones validas para 7 5 = (N3, Ns):
0'4040'5 — R4Ry5 = (0'15152 - (0'101/‘?2 -+ 5102)02) 03 — (0'1010'2 — /€1/i2)/i3,

se obtiene Cy = 1,734 y entonces, igualando las dos expresiones de d3; =
—<N3, A1> .

S109k3 — (0152 - 51/‘6202) 03 = S505K4 — (0554 - 55/4504) 04
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se tiene que C5 = 10,24 y, por la férmula
0'3030'4 — R3Kk4 = (O'5S5Sl — (0'505:%1 + :‘i50'1)01) 09 — <0'5C50'1 — :‘i5/€1)/€2

se encuentra que C3 = 1,252. Para la comprobacién de la solucién puede,

por ejemplo, aplicarse
C1Cy — S1k28 = (C3Cy — S3k454)Cs — ((C3Sy — S3k4Cy) ks + S304075) Ss,

tras igualar las expresiones validas para oy 3 = (A;, As), resultando los dos

miembros iguales a 6,68.
= Se considera el pentagono de angulos
_ T __ 5w __ 3m __ 37 _ T
01 - Z7€2 - F793 - ?794 - T705 — 6

Si Cy = (4, se sabe que 1,18 < (7 < 1,45. En el supuesto Cy, = € = 1,3,

por igual procedimiento que antes, resulta entonces que
Cy = 2,065, C5 = 5,338,C53 = 1,17,
y los dos miembros de la ultima igualdad son iguales a 2,288.
» Para el ultimo caso:
0, = 5%,92 = %W,Qs = %,94 = %,95 = §,

si 7 = 1,3 se tiene entonces que Cy < 1,04. Si se toma Cy = 1,02, los lados
desconocidos son

Cy, =1,446,C5 = 1,023, C5 = 1,006.

Para la construccién de un pentagono hiperbdlico, ademas de las expresiones
de los vértices Ay v Az y del vector normal N,, ya utilizadas en la construccién

de un cuadrilatero, en un pentdgono hiperbdlico, se tiene

A5 = C5A1 + S50'1N1 + S5/€1<A1 A\ N1)7

Ay = (0405 - 54/‘6555) Ay
+ ((0455 - S4/€5C5) o1 — 540'5/431) Nl
+ ((0455 — 545505) K1 + 540'50'1) (Al N Nl)
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N3 == (510'21*{,3 — (0152 — 5114,202) 0'3) Al
— <0'2020'3 — /i2li3) Nl
+ (Ciogks — (5152 — C1k2Ch) 03) (A1 A Ny),

N5 = —H1N1+0'1<A1/\N1),

N4 = —O5S5A1 - (0'5050'1 - /{51*{,1) N1 - (K,50'1 + 0'505,‘{,1) (Al N Nl)
En el segundo ejemplo resuelto anterioriormente:

_ T __ 5w _ 3m _ 3r _ T
01_1702_ ?703_?704_T705_ 6

CL=Cy=13,C4 = 1,17,C4 = 2,065, Cs = 5,338,

fijando las matrices A; = Xy, N; = X5, entonces
0 —0,469 0,415 —0,272
A2 - ’ 7A3 = ’ ’ )
2,131 0 4,303 —0,415
1,112 —0,429 3.708 —1,630
A4 - 7A5 -
5201 —1,112 9.046 —3,708
0,866 —0,2 —0. —0.204
N, — , 0,235 N, = 0.35 —0.20 7
—1.065 —0,866 —4.294 0,35

—0,707 0,707 —1.275 0,122
N5 — ,N4 — .
0,707 —0.707 —5,121 1,275

La representacién del pentagono puede verse en la figura 2.12.a.
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Ay

Aq
A1 \
5
A5 A
As
A5 )\4
A
2 A2 s/l
A5 2 4
Ay, M AT A3
Figura 2.12a Figura 2.12b

Si se considera el pentdgono de angulos

2 3
01:%702: = 03:?ﬂ704:§705:

™
37 6

y en las formulas del pentdgono sustituimos oy, o5 por —oy, —o5, dados C = 2,
Cy = 1,2, se obtiene C3 = 1,17, Cy = 5,474, C5 = 2,628 y la figura 2.12.b es el

pentagono autointersectante que resulta.

2.4.4. Hexagonos hiperbdlicos. Casos particulares

Como aplicacién del teorema 2.2.3] se estudiaron tres casos de hexagonos con
angulos determinados y se encontraron las condiciones que deben cumplir los tres

primeros lados para que los hexdgonos sean convexos.

= En el primer caso, los angulos son

_ T __ 57w _r _ 3r _ 1irm
792—_ 93_ﬁ794_ ﬁ795_7796_ﬁ

y, si C7 = 18,y = 10, se sabe que entonces 2,141 < C3 < 2,939. Si
C3 = 2,25, igualando las expresiones de 1,5 = (Ny, Ne):

0'5050'6 — Rpkg = A0'4 — BK,4
con

A = (0'15102 — (KqO‘Q +0101/€2) SQ) Sg
— ((0'1010'2 — Hll{Q) 03 + (0'15152 — (KqO’Q + 0'101/{2) CQ) Kg) Cg,
B = (0'15152 — (5102 -+ 0'101:“&2) 02) 03 — (0'1010'2 — /'illig) K3,
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se tiene que C5 = 1,196. Y entonces, igualando las dos férmulas de 134 =

<N3,N6>Z

(015152 - (/‘6102 + 0101/‘62) Cz) 03 — (010102 - /‘61%2) R3
= (0'45455 — (KJ4O'5 + 0'404/415) 05) O¢ — (0’4040‘5 — I{4/{5) Rg

resulta Cy = 1,122. Por 1ltimo, teniendo en cuenta las dos expresiones de
M4 = <N17 N4>:

(0’25253 — (:‘i20'3 + 0'202/433) Cg) 04 — <0'2020'3 — /iQ:‘ig) Ry

= (055556 - (/@50'6 + U5C5HG> CG) 01— (050506 - 5556) K1,

se deduce que Cy = 1,818.

Analogamente, si

9 — 117 92

120

03 = 35,00 ="F,05s = 5,06 = |

12’ 12’ 12’ 47

para C7 = 4, C5 = 6, debe cumplirse que 9,128 < C3 < 30,984 y si, por
ejemplo, C3 = 9,2, por igual procedimiento que antes resulta que C5 = 1,2,

Cy = 83,044, Cs = 968,773.
Para el hexagono de angulos

6y =m g, =4m g, = 2 g, = 8r g —

127

Og =T

12’ 47

si Cf = 1,05, Cy = 1,1, entonces (5 < 1,016. Caso de C3 = 1,015, andloga-
mente se obtiene que Cs = 1,343, Cy = 1,000027, Cs = 1,00025.

Si deseamos construir un hexdgono hiperbdlico, ademds de las expresiones

de los vértices Ay yv As y de los vectores normales N,, Nj, utilizadas para la

construccion de un pentagono, en un hexagono hiperbdlico, se tiene

Ay

= ((0102 - 51/‘6252) Cs — ((0152 - 51/‘6202) K3 + 510203) 53) Ay
+ (0’25203 - (/i20'3 -+ 0'202/433) 53) N1
-+ ((5102 — 011%252) Cg — (010'20'3 + (5152 — 015202) /€3) 53) (Al A\ N1)7

= C6A1 + S60'1N1 + 56’%1(141 N N1)7

= (0506 — 55/‘66 S@) A1
+ ((C5S6 - 55’%606) g1 — 550'6/431) Nl
-+ ((C5S6 — 555606) K1+ 550'60'1) (Al A Nl)
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N4 = ((/{50'6 -+ O5C5I{6) S@ — 0'55506) A1
+ ((0'5050'6 - /i5/<d6) K1 — <0'5S556 - (5506 + 0'505/436) CG) 0'1) N1
— ((0'5050'6 — /{51*{,6) 01 + (0'55556 — (K,50'6 + 0'505/*{,6)06) /{1) (A1 A Nl),

N6 = —HlNl—FUl(Al/\Nl),

N5 = —UﬁsﬁAl — (0’6060'1 — KIGK'l) N1 — (/{60'1 + 0'606/{1) (A1 A Nl),
Considerando el primero de los ejemplos estudiados mas arriba:

_ T _m _ 5w _Tr _ 3m _ 1lrx
01—1,02—5,93—E,94— 5705_T706_E

Cy =18,y = 10,05 = 2,25, Cy = 1,122, Cs = 1,196, O = 1,818,

si se fijan A; = Xy, N; = X, se tendria
0 —0,028 2,575 —0,545 2,564 —0,956
A2 = 7A3 - 7A4 = )
35,972 0 13,99 —2,575 7,918 —2,564
1,979 —-0,918 1,075 —0,745
A5 = 7A6 -
5,355 —1,979 2,892 —1,075
—0,966 —0,007 —2.,25 52 —-2.112 0,907
N, = 0, ,00 Ny — , 0,528 N, = , 0,90 7
—9,310 0,966 —7,688 2,25 —-3,819 2,112

~1,017 0,745 —0,707 0,707
Ny =  Ne = .
—0,0463 1,017 0,707 0,707

Se representa el hexdgono en la figura 2.13.
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Figura 2.13

Una vez estudiados los poligonos hiperbédlicos en general, cabe tratar algunos
casos particulares con mayor detenimiento. En la siguiente seccién se estudian
los poligonos regulares, entendidos como aquellos que tienen iguales sus angulos

y también las longitudes de sus lados, ya sean convexos o estrellados.

2.5. Poligonos hiperbdlicos regulares

La finalidad de la presente seccién es doble: probar que los poligonos regu-
lares pueden ser de dos tipos —convexos o estrellados— y establecer las relaciones
entre la longitud del lado y la medida del angulo, en cada uno de los casos. La
proposicion siguiente muestra la relacion valida para poligonos regulares convex-
0s, v los resultados posteriores permiten demostrar la proposiciéon 252 donde se

establecen los resultados generales que constituyen el objeto de la seccion.

Proposicién 2.5.1 Para todo poligono convexo reqular de p lados iguales a \ y

angulos iguales a 6, con 0 < 6 <1 — 27”, se tiene

~ 2cos(2m/p) + 1+ cosb
B 1 —cosf '

ch \

Demostracion
Dividiendo el poligono regular en p tridngulos isosceles iguales con un vértice

comun en el centro del poligono (figura 2.14), se tiene

CoS 27” = sen? %9 ch \ — cos?® %9.
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Despejando ch ), y escribiendo sen? %9 y cos? %9 en funciéon cos 6, se obtendria

la igualdad del enunciado.

2

La condicién 0 < 7w — s necesaria para que la suma de los angulos sea

menor que (p — 2)7. |

Figura 2.14

Para un poligono estrellado de p lados, por un razonamiento analogo, se con-

cluye que la relacién entre ch A y cos@ es de la forma

1 4 2 cos (2n7/p) + cos

ch\ = §<m— 2w
1 —cosf ’ P’
para algin entero n tal que 1 <n < 261 <n < ’%1, segin que p sea par o

2nm

impar, respectivamente. La condicién 0 < 7 — equivale a ch A > 1 y el valor

de n es el niimero primo con p que determina el minimo angulo de giro ¢ = 0%

p )

respecto al centro del poligono, que deja invariante éste.

Figura 2.15
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» Caso de p = 5, para n = 2, el poligono que se obtiene es estrellado (figura
2.15).

= Sip=06yn=2resultan dos tridngulos coincidentes de modo que N; = N,
N2:N5yN3:N6.

s Cuando p = 7, paran = 2y n = 3, los poligonos correspondientes son
estrellados (figuras 2.16 y 2.17).

» Para p = 8§, el poligono resulta estrellado sélo cuando n = 3. Para n = 2 se

obtienen dos cuadrilateros coincidentes, de modo que N; = N;.4, ¢ < 4.

= Son también estrellados los poligonos dados por las siguientes condiciones:

Para p =9, siendon =2y n = 4.

Para p =10, si n = 3.

Parap=11,sin=2,n=3,n=4yn=>,.

Para p = 12, cuando n = 5.

Figura 2.16 Figura 2.17

Puede comprobarse que de las ecuaciones obtenidas en la seccion anterior, en
el caso de poligonos regulares, emergen otras soluciones ademaés de las citadas mas
arriba. Cabe entonces plantearse la existencia de otro tipo de poligonos hiperboli-
cos regulares, ademéas de los convexos o estrellados anteriormente aludidos o, en
caso contrario, encontrar una interpretacién geométrica de las soluciones difer-

entes. A continuacién, en la proposicién [2.5.2] se prueba que los tinicos poligonos
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regulares son los convexos o estrellados anteriores y la interpretacién de las solu-
ciones diferentes, para el caso particular de poligonos rectangulos, se estudia en

el siguiente capitulo.

Antes de probar la proposicion 2.5.2 conviene hacer algunas consideraciones
previas. Sea II,, un poligono hiperbdlico regular de p lados de longitud r con todos
sus angulos de medida 6, de manera que el lado \; esta en la geodésica h; de
vector normal — X7, Xy es el vértice comun a los lados A\ y Ag, v la orientacion

de éstos es tal que 0 es el angulo direccional desde A\ a As.

Figura 2.18

La matriz
1 1
ch 5T sh 5T

T, = : (2.12)

1 1
sh 5T ch 5T

representa la traslacion de desplazamiento r que deja invariante la geodésica h,
y transforma z. = coss, + isens, € U? en i € U?, siendo coss, = —thr,

sen s, —sech r:

chir shir 0 -1\ 0 —1 chir shir
Sh%r Ch%?“ -1 0] \ =1 o0 Sh%r Ch%r

chir shgr —shr —chr ) [0 -1 chir shir
sh%r ch%’r chr shr /] \1 o0 sh%r ch%r
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El punto z, = —thr + isechr de U? se transforma, mediante w = zj—jrz, en el

punto w, = — ths del disco de Poincaré D.

Por otra parte, la matriz

oS L(m —0) senif cosif
. = . ’ (2.13)
5(m—10) —cos 50 sen 50

Gﬂ'*@ -

N[= D=

— sen

representa el giro alrededor de Xy de dngulo m — #. Entonces la matriz
T= waGTr

representa la isometria que transforma A en Ay y cada lado A; de II, en el
lado Ajy1, dejando asi invariante el poligono II,. Puede comprobarse que tr’1’ =
2 sen %9 ch %T.

En la siguiente proposicién se estudia ctales son las posibles relaciones entre la
longitud r del lado y la medida del angulo 6 que determinan los tipos de poligonos

regulares existentes.

Proposicién 2.5.2 Todos los poligonos hiperbilicos requlares de p lados son de

uno de los dos siguientes tipos:

a) Convexos, y entonces la relacion entre la longitud A del lado y la medida 0

del dngulo viene dada por

1+ 2cos (27/p) + cos 0

h\= 2.14
¢ 1 —cosf ’ (2.14)
es decir,
ch A —1—2cos(27/p)
f = 2.15
o8 chA+1 ’ (2.15)
siendo 6 < m — .
b) Estrellados, cuando p > 4:
1+2 2
o Lt cos ( mr/p)+cos«9’ (2.16)
1 —cosf
es decir,
hA—1-2 2
cosf = & cos (2n7/p) (2.17)

chA+1 ’
p

. , 41
para los valores de n, primos con p, tales que 1 <n <% 61 <n < P,

sequn que p sea par o impar, respectivamente. En estos casos, el dngulo 60

del poligono debe satisfacer § < m — 2”7”.
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Demostracion
Sean el poligono I, y la transformacioén asociada a T' = Gr_¢T, considerados
anteriormente. Si ¢ es el desplazamiento de dicha transformacion, entonces tr T =

2senz6chir =2ch1d y T es conjugada de la matriz

e’z
0y = ( R, ) . (2.18)

Es decir, existe una matriz no singular Q € SL(2,C) tal que T = Q Q5 QL.
Sean A;, j < p, los vértices del poligono II,. Para que 7% [A;] = A;, 1 < j < p,
hace falta que T? = + 1. Luego

6/2 0 P T 0
S _( S
0 675/2 0 e—inm

segun que n sea par o impar y, por tanto,

inm/p 0
(&
Q‘S - ( 0 e—inﬂ/p ) ’

con n < p. Es decir, para que T? = &+ es necesario y suficiente que

5:2'2"7”; n < p.

y T es un giro de angulo ¢ = 2"7” alrededor del centro del poligono. Como tr7" > 0,

los distintos valores de ch %5 son de la forma
ch %(5 = cos °F,
p

7 1 ’ .
conn<fon< %, segun que psea par o impar. Por tanto,

2
cos? 2L = gen? L0 ch? 1p
D 2 2

2 (1+cos2”7“> = (1 —cosf) (chr+1).

Es decir,
1+ 2cos (2nm/p) + cos 0

1 —cos@

chr =

Para que chr > 1 es necesario y suficiente que

COSQ>—COSZ"T’T:COS<7T—2"T”> y 9<7T—2"T“.
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Las demaés afirmaciones son consecuencia de la proposicién 2.5y consideraciones

posteriores a dicha proposicion. [ |

Si no se impone la condicién chr > 1 se obtienen soluciones no reales, cuya
interpretacion geométrica se estudiara en el capitulo siguiente para el caso de
poligonos con todos sus angulos rectos.

En lalhoja 2.3 del Apéndice|se muestra el procedimiento para la construccion

automatica de poligonos hiperbdlicos regulares, comvexos o estrellados.

Los resultados de este capitulo se aplican al estudio de poligonos con todos
sus angulos rectos, en el capitulo siguiente, y en el capitulo 4 se utilizan para
la construccion de regiones fundamentales de grupos discretos de isometrias del

plano hiperbdlico.
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Capitulo 3

Poligonos hiperbélicos rectangulos de H?

En el capitulo anterior se han obtenido las férmulas que relacionan los ele-
mentos de un poligono cualquiera, convexo o no. En este capitulo tales férmulas
se restringen al caso particular de poligonos con todos sus angulos rectos.

La notacién y el sentido de la numeracién consecutiva de los lados del capitulo
anterior se conservan en el presente capitulo, asi como también la eleccion del
disco de Poincaré para las representaciones realizadas.

Entre los poligonos rectangulos se incluyen aquellos donde la orientacion de
algin par de lados consecutivos sea tal que el angulo direccional correspondiente
sea 31/2, es decir, k; = 0y 0, = —1. En lo que sigue, sin embargo, se consider-
ard que dos lados consecutivos estan siempre orientados de manera que el angulo
direccional es 7/2, y por tanto k; = 0y 0; = 1. Con la notacién del capitulo
anterior, (N;, N;y1) = 0, en cualquiera de ambos casos, siendo (A;, Niy1) = S;
6 (A;, Nip1) = —5;, segun se trate de poligonos del primero o del segundo tipo.

Son bien conocidas las féormulas correspondientes a pentdgonos y hexagonos
rectdngulos ([Iv], [Be2], [Fe]). Se conocen también algunas férmulas validas para
poligonos rectangulos, cualquiera que sea el nimero de sus lados [C-Ma2]. Con
los resultados del capitulo 2 se obtienen otras formulas generales que relacionan
los lados de un poligono rectangulo cualquiera.

A lo largo de la primera seccion del capitulo se deducen las relaciones genera-
les entre los elementos de un poligono rectangulo, que permiten obtener las rela-
ciones entre las longitudes de los lados, expresar en sly (R) los vértices y los
vectores normales en funcién de tales longitudes y, posteriormente, deducir las
condiciones para la convexidad de poligonos rectangulos. Esos resultados posibili-
tan la resolucién y representacion de poligonos rectangulos de cualquier niimero
de lados.

En la segunda seccién se obtienen las condiciones necesarias y suficientes para
la convexidad del poligono, que se enuncian en el teorema [3.2.21 Tales condiciones
son independientes de las deducidas en el capitulo anterior.

En la hoja del Apéndice de la Memoria se definen, mediante Maple, las
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relaciones y condiciones estudiadas en las dos primeras secciones, y en la hoja [3.1]
se obtienen explicitamente las formulas para poligonos rectangulos de p lados.

Por 1ltimo, en la tercera seccién, se estudian los poligonos rectangulos regu-
lares y, ademés de las soluciones correspondientes a los poligonos convexos y
estrellados, aparecen en el proceso soluciones no reales. La seccién concluye con
la interpretacién geométrica de estas soluciones no reales.

En la hoja del Apéndice se definen y explicitan las férmulas de poligonos
rectangulos regulares convexos y estrellados. También se representan diversos

ejemplos de poligonos regulares de ambos tipos.

3.1. Relaciones entre sus elementos

Los primeras relaciones del capitulo 2 se restringen, en la presente seccion, al
caso de poligonos rectangulos. Se establecen las igualdades matriciales analogas a
las deducidas en el teorema 2 T4y en el corolario 215 de las que se obtienen las
relaciones generales entre los elementos de cualquier poligono rectangulo —vértices,
vectores normales a los lados y las longitudes de éstos— y se calculan las primeras
de esas relaciones. Posteriormente, se indican los procedimientos de obtencién de
las férmulas que relacionan las longitudes de los lados de un poligono rectangulo
de cualquier nimero de lados y, finalmente, se explicitan las expresiones de los
primeros y ultimos vértices y vectores normales a los lados.

Una vez estudiadas, en la seccion siguiente, las condiciones para la convexidad
de un poligono rectangulo, se aplican algunos resultados de esta seccion para

resolver y representar un caso particular de poligono rectangulo convexo.

3.1.1. Expresiones generales

Como consecuencia del lema 2. T.T] podemos establecer el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1 Con la notacion elegida para vértices y lados de un poligono

rectangulo, se cumple que
(a) (Apn, Nnt1) = [Np—1, Nu, Npy1] = —Sp.
(b) (Ap A Npy Apy1) = =Sn vy (Ap, Apgr A Npyp) = 0.
(¢) (An A Npy Npwt) = Cr y (Np, Apsr A Npyq) = —1.
(d) (Ap A Npy A1 A Npyp) = 0.
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(©) [An-1, An Ana] = SyaSh -

Con la notacion de la proposicion 2.1.3] en el caso de un poligono rectangulo,

la igualdad |(2.3)| puede escribirse

Ch —Su 0
Fo=Ghh+1)=| 0 o 1|, (3.1)
Sy —Ch 0

y empleando la misma notacién de las igualdades [(2.1)] es decir,

ajr = (A5, Ap), 0k =— (N, Ag), Bix=—(A; ANj, Ap),
Nk = (Njy Ni)y Vi = — (Njy Ak ANy, €50 = — (A AN, A A Ny,

las columnas de la matriz G(1,h+ 1) = G(1, h)F}, son

Q1 b1 0é1,h0h - ﬁh,15h
Orner | = 01wCh+7105 |
B1hs1 B1.1Ch + €115k
—5h+1,1 - (041,h5h - ﬁh,10h)
w1 | = | — (51,h5h + 71,hCh) ) (3.2)
Yht1,1 - (ﬁLhSh + 51,hCh)
—5h+1,1 —0n,1
Y1,h+1 = —M.n
€1,h+1 Yh,1

Puede observarse que

ﬁh+1,1 = On1, Yihe1 = Mihs EL,AHL = Vh1-

Ademas, el cdlculo de las primeras matrices G(1, k) darfa los siguientes resul-

tados:
cy =5 0
G,2)=F=| 0o o 1],
S, —C; 0

0102 —0152 _Sl
G(l,?)) — F1F2 - 52 —CQ 0 3
5102 —5152 _Cl
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C1CC5 — 5153 —C1C85 + S:C5 —C1Ss
G(l, 4) = F1F2F3 — 5203 —5253 —02
510503 — C1S3 —S510553 + C1C5 =515,

Y del cédlculo de la matriz G(1,5) se tiene, por ejemplo,

(A1, A5) = ay5 = C10,C5C, — (5155C, + C15:54) ,

_<N17 A5> = 51,5 = 520304 - 0254,

(N1, N5) = my5 = 252035, — C2C4.

Por el corolario 2.1.5, para un poligono rectangulo de p lados, p > 5, se tiene

que
¢, 0 =5,
Gl,p)=1| S, 0 —-C,
0 1 0
y
Fy= HyH, - H,
siendo
c; 0 =5
Hy=1 5, 0 —=C;
0 1

Proposicién 3.1.2 En el caso de un poligono hiperbolico rectangulo, se tiene
A1 h+1 = Oél,hCh - 5h71,15h7 (3-3)

que permanece valida aunque los dngulos 01 y 0,1 no sean rectos;

Nipt1 = 01,0Sh — 771,h710h3 (3.4)
cumpliéndose

5h+1,1 = Q1 Sp — 5h71,10h7 (3-5)
siendo a1 = 1,10 = C1,011 = 0,021 = Si, y permanece vilida aunque el
angulo 01 no sea recto;

51,h+1 = 51,h0h - 7)1,h715ha (3-6)
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siendon;; = —1,1m19 = 0,011 = 0,012 = 0, y también conserva su validez aunque
0n11 no sea recto.

Ademas,
Bihi1 = BraCh + Yr—1.15n (3.7)

Vhe11 = — (ﬁl,hSh + %71,1011) ; (3.8)

siendo 51,1 = 0751,2 =51, Y11 = 0, Vo1 T T Ci.
La igualdad para (3, 4,4, es vdlida aunque 60y y 041 no sean dngulos rectos, e

igual cabe decir para v, aunque 01 no sea recto.

Demostracion
Basta tener en cuenta las igualdades |(3.1)} |(3.2)] y que 8, = dn_11, V15 =
“MNih—10 €L, = Vh-1,1- u

Pueden compararse los resultados con los de la proposiciéon 2.1.6l

3.1.2. Relaciones entre los elementos de un poligono de angulos rectos

En las siguientes proposiciones se obtienen las relaciones entre los primeros
productos escalares 7, ;1 = (N1, Npy1), arpgr = (A1, Apyr) v las medidas de
los lados del poligono. Las expresiones para 1, = (Np, Ni) ¥ anp = (Ap, Ag)
no serfan sino las andlogas a las deducidas para 1, .1 y @141, respectivamente.
En tales proposiciones, se obtienen también las expresiones de los primeros pro-
ductos escalares 6141 = — (N1, Api1) ¥ 0p1 = — (Np, A1), cuya interpretacion
geométrica ya se indico en el capitulo anterior. Las igualdades que resultan per-
miten obtener formulas que relacionan los lados de los poligonos rectangulos.

Posteriormente, se obtienen las expresiones para los primeros productos es-
calares 3, ;, = — (A1 ANy, Ap) y Y1 = — (A1 A N1, Npy), que permiten, junto con
las férmulas aludidas, expresar cada vértice A; y cada vector N; respecto a A; y
N, con los coeficientes en funcion de las longitudes de los lados, lo que posibili-
ta la construccién de poligonos hiperbdlicos rectangulos de cualquier niimero de

lados.

Proposicién 3.1.3 En todo poligono hiperbilico rectangulo de p lados, p > 5, se

cumple que
Mms=Ca Mg =05253 n5=5035 —CCy,
013 =952, 014 = 05203, 015 = 5203C, — CaSy.
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Ademas,

= Sip>5h:
N = S203C455 — (C354S5 + S253C5)

916 = S205C,C5 — (C25,C5 + S525355) .
= Fn el caso de p > 6:
N7 = S2 (C3C4C5 — 9355) Sg — (C254C586 + S2C354C) + C2C4Cs,
017 = 89 (C3C,C5 — S355) Cg — (C254C5Cs + S2C35456) + C2CySg.
s Fn el caso de p > T:

Mms = 52 [C5C4C5Cs — (S355C6 + C55456)] S7
— (C254C5C6S7 + S5C5C4.S5C7)
+ (CyCySS7 + S253C5C7) 4+ C95,55C,

dig = S[C3CC5Cs — (55595Cs + C3545)] Cr
— (C38,C5CsCr 4 52C3C15557)
+ (CoC4SsCr + S255C557) + C2.545557.

Demostracion
Las ocho primeras igualdades son una consecuencia de la proposicion 217y

los resultados obtenidos en su demostracion. Para probar las siguientes se utilizan

las igualdades|(3.4)| v |(3.6)} En efecto:
Ty = 1,6 56 — N5 Ce

= [(5205Cy — C254) C5 — 825355] S — (520355 — C2C4) C,

017 = 01606 — 771,556
- [(520304 - 0254) 05 - 525355] C6 - (520354 - 0204) S6-

y, analogamente, para las dos ultimas igualdades, teniendo en cuenta que
Mg = 01,757 — M6 Cry d18=017C7 — 771,657-

[ |
Puede observarse que la igualdad para d; ;, también conserva su validez aunque

0;, no sea recto.
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Proposicién 3.1.4 En todo poligono hiperbdlico rectangulo de p lados, p > 5, se

cumple que
13 = C1 0y,

Q14 = C1C2C5 — 5153,
ars = 10030 — (51950, + C1525) ;

Yy
53,1 - 01527
dg1 = C10383 — 5105,
5571 = 01020354 — (515354 -+ 015204) .
Ademas,
= 50 p > b
aye = C1 (C203C — S254) Cs5 — (5153C4C5 + C1C25555) + S1C5.55,
56,1 = Cl <020304 — 5254) S5 — <515304S5 -+ 01025305) + 510305.
= para p > 6:
ar; = C1[CoC3CC5 — (C1.525,C5 + C1C55555)] Cg
— (5195C4C5Cq + C1C5C35,56)
+ (51C0355Cs + C159:,C456) + 51535456,
d71 = C1[C205C,C5 — (C15254C5 + C1C25355)] Se
— (5195C4C556 + C1C2,C55,CY)
+ (51038556 + C15:C4Cg) + S51535,C.
Demostracion

Es una consecuencia de la proposicién 2.1.8, algunos resultados obtenidos en

su demostracion y las igualdades|(3.3)[ v |(3.5)l De estas tiltimas, se tiene

d16 = 041,505—54,155
= [(C1C5C5 — 5153) Cy — C18554) C5 — (C1C283 — S1C3) S5,

56,1 = 01p S5 — 54,105
- [(ClcQ C3 - 5153) 04 - 015254] 55 - (010253 - Sng) 05.
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Ademas,
a7 = al,GCG - 55,156 y 57,1 =016 Se — 55,106-
[ |

Puede observarse que cada igualdad para o;; permanece valida aunque los
angulos 0, y 0, no sean rectos. La igualdad para d;; conserva su validez aunque

el dngulo 6 no sea recto.
Como en el capitulo anterior, las férmulas obtenidas a continuacién permi-

tiran, junto con los resultados de las proposiciones anteriores, expresar los vértices
de un poligono rectangulo y los vectores normales a los lados, en funcién del primer

vértice A; y el vector normal al primer lado Nj.
Proposicién 3.1.5 En todo poligono rectingulo de p lados, p > 5, se cumple que

51,3 = 510y,
51,4 = 510203 - 0153,
Bis = 5102C3C — (C153Cy 4+ 5155)) ;

Yy
Y31 = —S15%2,
Vi1 = —51Ce83 + C1Cs,
Y51 = —5102C38, + (C1S354 + 515:Cy) .
Ademas,
= 50 p > 5
Brg = S1(C203Cs — 558,) Cs — (C1.9304C5 + S1C55395) + C1C3S5,
You = —51(C2C030 — S584) S5+ (C153C4Ss + S10253C5) — C1C3Cs.
= para p > 6:

Bz = S1(CoC304C5 — S55,C5 — C5.5355) Cs
— (C1595C,C5Cq + S1C5C35456)
+ (C1C355Cs + 5152C1S¢) + 1535456,

Y1 = =51 (CoC3C4C5 — S384C5 — C25355) Se
+ (C155C,C556 + S1C5C35,C)
(C1C5385S6 + S15:C,C¢) — C1.5354Cs.
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Demostracion
Basta aplicar la proposicién 2-T.9 y las igualdades |(3.7)[ y |(3.8)} |
Obsérvese que las igualdades para (3 son vélidas aunque ¢, y 05 no sean

dngulos rectos, e igual cabe decir para 7, ; aunque ; no sea recto.

3.1.3. Relaciones entre las longitudes de los lados de un poligono

rectangulo

Como se adelanté en la introducciéon del capitulo, ya son conocidas algunas
relaciones entre los lados de un poligono rectangulo. Mediante los resultados ante-
riores se pueden obtener formulas nuevas que relacionan los lados de un poligono

rectangulos de p lados:

= Si el poligono tiene p lados puede obtenerse una férmula para el lado A,_;
igualando €, a la expresion de 7, , 5, que depende de las longitudes de

los p — 3 primeros lados.

» Ademads, es posible igualar S, 2S5, 1 a la expresiéon vélida para 7, , 3, en

funcién de los p — 4 primeros lados. Andlogamente, S, 1.5, =1, _».

Asi, para un poligono rectangulo, utilizando las tres férmulas

Cp,1 = np,p72
SP—QSP—l = np,pr
Sp-15p = Mp—2

anteriores es posible obtener directamente las longitudes de los tres tultimos lados,

conocidas las medidas de los demés lados del poligono.

s Otras férmulas menos complicadas son las obtenidas igualando

en el caso de p par.

e las dos expresiones correspondientes a n,,, h =&,

e las dos expresiones validas para dy, 1, h = ’%1, en el caso de p impar.

= Las férmulas anteriores y el resto de relaciones entre las longitudes de lados
resultan de igualar las dos expresiones que corresponden a cada uno de los

productos escalares siguientes:

ik = (A5, Ar), i = — (Nj, Ag), Bk = — (Aj ANy, Ag),

Nk = (Njs Ni)y Ve = —(Nj, Ak ANw), g = — (A5 ANy, A A Ny),
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siendo 1 <j<p, 1 <k<p.

En lalhoja 3.1 del Apéndice|se indica el procedimiento para obtener las férmu-

las que relacionan los lados de un poligono rectangulo convexo de cualquier
numero de lados, resolviéndose y construyendo algunos ejemplos de poligonos
rectangulos, después de aplicar las condiciones para que sean convexos, que son
objeto de nuestro estudio en la seccion siguiente, y utilizar las expresiones de los

vértices y de los vectores normales a los lados, tratadas a continuacion.

3.1.4. Expresion de los vértices de un poligono hiperbdélico rectangulo

En el epigrafe 2.3.1 se obtuvieron las expresiones de los primeros vértices de
un poligono en funcién del primer vértice A; y el vector N normal al primer lado.
Con los resultados anteriores del presente capitulo, para poligonos rectangulos,
es posible expresar explicitamente un mayor nimero de vértices Ay, en funcién
de las longitudes de los lados previos y de las matrices A; y Nj. El procedimiento

seguido puede aplicarse para cualquier nimero de lados.
Por las igualdades [(2.9)| se sabe que

Ap = ayp Ay + 010 N1+ By (AL A Ny),

y de las proposiciones B.1.3, B.T.4 y B.1H] se tiene

Ay = C1A; + S1(AL A Ny),

As = C1C2A; + SoNy + S1C5(AL A Ny),

Ay = (C105C5 — 5153) Ay + SoC3Ny + (S1C2C5 — C155) (A1 A Ny),
As = (C10505C, — (5155C + C15254)) Ay

+ (55050, — CoSy) Ny
+ (S1CoC5Cy — (C1S5Cy + S18:54)) (A1 A N)

Ag = a1 A1 +016N1 + By 6 (AL A N1,
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siendo

are = ([(C10:C5 — 51S3) Cy — C15584] C5 — (C1C555 — 51C3) S5)
O = (5205C4C5 — (C38,C5 + 525355))

Brg = (51 (Col3C, — S584) Cs — (C1S3C4Cs + S1C28385) + C1C3S5) .
Asi, sucesivamente, se obtendrian las expresiones para los vértices A, h > 6.
También cabe expresar los ultimos vértices mediante la igualdad

Ap = a1y n A1+ 01, N1+ By, 5 (AL A Ny),
utilizando debidamente las férmulas conocidas para los coeficientes. Asi,

A, = CyA + SNy,
Ap,1 — Cp,leAl —|— Cp,lSle —|— Sp,1<A1 /\ N1)7

Ap—2 - (CP—ZCp—lcp - Sp—2Sp) Ay
+ (Cpﬁcpflsp - Sp%cp) Ny
+ (Cp—25p-1) (A1 A V1)

y, teniendo en cuenta que 35 ; = d4,1, reformulando las expresiones para a5, 5,
y 041 de la proposicién B4, se obtiene
Apz = (Cp3Cp2Cy-1Cp — (Sp-35p-1Cp + Cp35,-25,)) A
+ (Cp—30p—20p—15p - (Sp—35p—15p + Cp—35p—20p)) Ny
+ (Cp—3Cp—2Sp-1 — Sp—3Cp—1) (A1 A Ny).

Y asi sucesivamente.
3.1.5. Expresion de los vectores normales a los lados de un poligono
hiperbdlico rectangulo

En una de las igualdades|(2.9)[se expresa el vector normal al lado A\, en funcién
de Ay y Ny:
Np = —6p1A1 — 11, N1 + 751 (AL A NY)
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y se obtienen las expresiones de los vectores normales a los primeros lados. Uti-

lizando las proposiciones B.1.3] B. 1.4y B.1.5 en el caso de un poligono rectangulo,
se tiene

Ny = —Si A —Ci(A AN,

Ny = —C18y Ay — CoNy — 8185 (A ANy,

Ny = —(C1C585 — S1C5) Ay — S2S5Ny — (S1CS5 — C1Cs) (Ay AN,
Ny = —(C1C5C38s — (818584 + C15:Cy)) A,

— (85058, — CoCy) Ny
— (51020354 — (015354 -+ 515204)) (Al N Nl)

Ne = =061 41 — 11,6 N1 + 76,1 (A1 A N1),

siendo

dsp = ([(C1CyC3 = 5183) Cy — C15554] S5 — (C1C283 — 51C3) Cs)
e = (52030485 — (C2S4S5 + S253C5)),

'76,1 = - (Sl (020304 - 5254) 55 - (01530455 + 51025305) + 010305)
y asl sucesivamente.

También es posible expresar los vectores normales a los ultimos lados, teniendo

en cuenta que
Np—n == 0p—n,1 At = N ppn N1+ Yp_p 1 (A1 A N1).
Asi,

Np - Al/\Nb

Nyt = —S5,A; —C, Ny,

Npy = — 8, 1Cy Ay — S, 18,Ny — Cp_y(Ay A NY).
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Ademds, como 7y j,,; = —1y, reformulando las expresiones para 1, y 7,
de la proposicion B.I1.3] se obtiene

Np—3 - = (Sp—ZCp—lcp - Cp—2Sp) Ay
- (Sp%cpflsp - Cpﬂcp) N
- p725p71(‘41 A N1>7

Npy = - (Sp—30p—20p—10p - (Cp—3sp—1cp + Sp—35p—25p)) Ay
- (Sp%ﬂcp%cp*lsp - (Cpf?)spflsp + Sp735p720p)) M
- (Sp—30p—25p—1 - Cp—30p—1) (Al N Nl)-

Asi sucesivamente.

3.2. Condiciones necesarias y suficientes para la existencia

de un poligono hiperbdlico rectangulo convexo

En la proposiciéon y el teorema se estudiaron las condiciones para
la convexidad de un poligono de p lados, p > 5. Aunque tales condiciones podrian
restringirse al caso de poligonos con todos sus angulos rectos, sin embargo, como
se prueba seguidamente, pueden encontrarse unas condiciones particulares sobre
p — 3 lados consecutivos, que posibilitan la eleccion de longitudes para esos lados,

de modo que el poligono sea convexo.

Lema 3.2.1 En un poligono rectingulo convexo, dos lados no consecutivos cua-

lesquiera son ultraparalelos.

Demostracion

Sean \; y A; dos lados no consecutivos del poligono. Basta probar que 7, ; =
(Ni, Nj) > 1. La desigualdad anterior es evidente si j = i + 2. Suponiendo que
no se cumpla en otro caso, podemos asumir que (N, N;) < 1 para algin j > 2y
entonces, por la convexidad y la orientacién de los lados, 0 < (N, N;) < 1y las
geodésicas de \,, A; tienen un punto comun, propio o impropio, que es exterior al
poligono, de manera que ambas geodésicas y los lados A\, 1 < k < 7, determinan

3m

un poligono de j + 1 lados con dos angulos rectos, j — 2 dngulos iguales a = y

un angulo 6, ;, 0 <6, < m, con cosb,; = (N,, N;). Tiene que cumplirse que

S=m (-2 40, < (-
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Dado que la desigualdad 7 + (j — 2) 37” < s < (j—1)7 exige que j < 2,
es imposible que (IV,, N;) < 1 para algin j > 2. Queda probado, asi, el ultra-
paralelismo de cada par de lados no consecutivos del poligono. [ |

Teorema 3.2.2 Dadas las longitudes de los p—3 primeros lados A\, de un poligono

hiperbolico rectangulo convexo de p lados, p > 5, entonces tal poligono existe si y
solo si

= Para el caso de un pentagono:
7]5’3 — SlSQ > 1

» Cuando p > 6:
Npn > 1 4 < h<p-2.

siendo 1, ; = (Ny, Nj) y Ny el vector normal al lado Ay,
Demostracion

Por el lema anterior, si el poligono es convexo, se cumple n,,, > 1,2 < h <
p— 2.

En el caso del pentdgono, la desigualdad 75 5 > 1 equivale al ultraparalelismo
de los lados A3 v A5, el segmento perpendicular comtn es el cuarto lado, el poligono
puede cerrarse con lados de longitud determinada y es convexo.

En el caso de p > 6, silos lados Ay, Az, A3 son tales que ), , = 51053 —C1C3 >
1, entonces 1,5 = 5152 > 1y, andlogamente, 7, , = 5253 > 1. En efecto, si
Npa > 1, se tiene

1+ C1Cs
Co > ————.
SO
Suponiendo que 7, 3 = 515, < 1, entonces
1 1 C?
1<y C5< —+1=—1.
Grlsgrasgtity
Asi,
Ch 1+ CCq
— >0y > ——— C195 > 1+ C1Ch.
51_2> 5.5, y Cioz > 140103

La falsedad de esta ultima desigualdad exige que S71.55 > 1.
Sin,,>1,4<h<p-2, como ademds 7, ; > 1, por el signo positivo de los
productos escalares 7, ,, la geodésica de A\p, 3 < h < p — 2, no puede cortar a la

geodésica de A, ni a las de los lados anteriores a A\p—;. Ademds, con n,, » > 1,
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se garantiza que el poligono pueda cerrarse, como en el caso del pentagono. Asi,
en las condiciones dadas, el poligono existe y es convexo.

Obsérvese que las expresiones de 7, , presuponen que el dngulo direccional
desde cada lado al siguiente, en ningtin caso mide 37”, sino 7. |

Si p > 5, la condicién
shA\pshAp > 1; 1<h<p-3
no es suficiente, como puede verse en el siguiente caso particular. Sean
Cy=ch)\ = %,02 =ch X = %,Cg =ch )3 = %
Entonces S = %, Sy = %, Sy = %. Asi,
5159 = % > 1,553 = 1—56 >1y n,, =505 —CCs = % <1

y, por tanto, los lados A4, A, no son ultraparalelos, imposibilitando la construc-
ciéon de algin poligono rectangulo convexo con las longitudes Ay, Ao, A3 dadas
anteriormente para los tres primeros lados.

También puede comprobarse que, en el caso de p > 6, no basta que n,,, > 1,
4 < h<p-2 paraque S;Sp:1 > 1,1 < k < p—3. En efecto, pueden encontrarse
heptdgonos rectdngulos autointersectantes con 77 5 > 1y, sin embargo, 515, < 1.

Por ejemplo, sean las longitudes de los lados tales que
S1=0.885=0.9,5=0.2,5,=09,5 =3.29,5 = 0.33,57 = 11. 84,

donde los lados Ay y Ay son secantesy 0o =03 =04 =1,05 =0 =07 =01 = —1.
Ejemplo:

Se considera el caso de un octégono hiperbélico convexo. Para la convexidad
se requieren las siguientes condiciones:

Nga > 1 Nss > 1 Nge > 1.

Elegimos

_ 17 _ 2
01—§703—7-

Como S; = %, Sy = %, de
Nga = 510253 — 0103 > 1

se tiene que

481
02 > 360
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Ag

Figura 3.1

Sea Cy = % Tiene que cumplirse (proposicion B3]
Ng5 = 51020354 - <0153S4 + S1SQC4) > 1,

es decir,
81 9
§S4 — 504 > 1.

Elegimos Cy = g y como (proposicién B.I1.3)
g = S1(CoC3Cy — S954) S5 — (C153C4Ss + S102593C5) + C1C5C5 > 1,

tiene que ser
87 73
§S5 - §C5 > 1.

Si Cs5 = % se cumple esta condicién y entonces

— _ 8735 _ 7337 _ 43
Cr=1ge =51 — 512 = 1o

Ademas, de
S5C6S7 — CsCr = 510253 — C1C3,
se tiene
_ 83
Co = V1705

e igualando las dos expresiones vélidas para 7gg :

S7Sg = 5203085 — (C25455 4+ 52595C5) |
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entonces

G — _ 1792
8~ 105v/1705
B 0 —1 0 1 )
Fijando A; = | 0 y Ny = Lo ) de las expresiones para los

vértices y los vectores normales a los lados de los epigrafes 3.1.4 y 3.1.5, se obtiene

—15 —17 -39 —25 —81 -
Ay =1 Ag =1 Ay =1 7
’ 8( 17 15)’3 8(%)7 39)’4 8(175 81)’

_87 _ 255 _83 _65
A- =1L 7 A, =1L 3 7
57 8\ 143 g7 | T 4\ smwr 83 |
15 45 3

_1 215 0 —_15
A7 _ \/14705 &i’, 238 7A8 — 4 /1705 . 26’,87

1
225 3

17 15 9 5 73 25
]\/v:l ’N :l ’N:l 7 ,
? 8(-15 —17) ’ 2(—% —9) ! 8(—% —73)

0 —-2 -1 0
N; = /1705 2387 | Ng = .
—Z 0 0 1

La representacion del octégono seria:

A2 Al

Figura 3.2
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3.3. Poligonos hiperbdlicos regulares de angulos rectos
3.3.1. Poligonos regulares rectangulos convexos y estrellados

En la ultima seccién del capitulo anterior se estudiaron los tipos de poligonos
regulares existentes —convexos y estrellados— y se establecieron, en cada caso,
las relaciones entre la longitud del lado A y la medida del angulo #, dadas ciertas
condiciones para . Aqui se restringen tales relaciones al caso § = 7 /2. Sin em-
bargo, prescindiendo de las condiciones que resultan de imponer que ch A > 1, se
obtienen soluciones que admiten cierta interpretacién geométrica. Por otra parte,
tales soluciones emergen también, de modo natural, de las ecuaciones que pueden
deducirse de la primera seccién, igualando las dos expresiones validas para deter-
minados productos escalares. La interpretacién geométrica de dichas soluciones
es objeto de estudio al final de la seccion.

De la proposiciéon 2.5.2] se deduce inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 3.3.1 Todos los poligonos hiperbolicos rectangulos requlares de p lados,

p > 5, son de uno de los dos siguientes tipos:

a) Convexos, y entonces
chhA=1 —1—260527”.

b) Estrellados, y entonces
chA=1 +26052"7”,
para los valores de n, primos con p, p > 9, tales que 1 <n < L. [ |

Puede observarse que, como p > 5, para el caso a), el angulo 6 = 7 satisface
la condicién 0§ < 7 — 27” y, para el caso b), la condicién 0 < 7 — 2"7” es equivalente
an < Z. Ademds, en cualquier caso, se cumple que ch A < 3.

La medida del lado A\, para algunos de los primeros poligonos rectangulos

regulares convexos de p lados son

chhs =15 ch)g =2 chig=1+2

Ch)\10:3+2\/5’ chdips =143, chhyp=1+ /5+2\/5.

Los primeros poligonos rectangulos regulares estrellados son de la siguiente

forma:
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» En el caso de p =9, para n = 2 (figura 3.3).
s Sip=1lyn=2.

» Cuandop=13,sin=2yn=3.

= Parap=14,sin = 3.

» Para p = 15, siendo n = 2.

» Para p = 16, cuando n = 3.

» Parap=17,sin=2,n=3yn=4.

s Sip=19,siendon =2, n=3,n=4.

» Fnelcasodep=20yn=3.

Figura 3.3

Puede observarse que, de ciertas férmulas para poligonos rectangulos, las ecua-
ciones que se obtienen, si todos los lados son iguales, tienen soluciones que no
estan incluidas entre las correspondientes a los poligonos regulares rectangulos

existentes. Por ejemplo,
» Para p = 5, se sabe que Cj43 = S;5;41 (jmod?5). Si los lados son iguales
entonces C' = S2, es decir, C?> — C' — 1 = 0, cuyas soluciones son

_ 1+V5 _ 1-v5
C=45 c=14

Y

123



Puede comprobarse que ambas son también soluciones de otras féormulas
para poligonos rectangulos. La primera corresponde a C' = ch A5, pero la

segunda carece de sentido si A > 0.

= Para p = 6, se tiene que Cj1y = S;C;415j42 — C;Cj1o (jmod6) vy, si los

lados son iguales, C® — 2C' — C? = 0, cuyas soluciones son
C=0, C=-1, C=2,
y unicamente la tltima es una solucién valida.

Como puede observarse, tales soluciones coinciden con los valores

C =14 2cos 2"7”,
siendo n = 1, ..., p. Para poligonos de un mayor nimero de lados puede compro-
barse que se extraen conclusiones analogas.

El propdsito del resto del capitulo es encontrar una interpretacién geométrica

de las soluciones aparentemente ficticias.
Sean Ty y Gr/2 las matrices (2.12)] y [(2.13)f

chix shi) 1 11
T)\ = 2 2 ) G7r/2 = =
sh%)\ ch%)\ V2 -1 1

y II, un poligono regular con angulos rectos de p lados de longitud A, ch A <

3, que tiene un vértice en Xy, y los lados A, Ay en las geodésicas orientadas

perpendiculares hy, hsy, de vectores normales —X; y —Xo.

Proposicién 3.3.2 La isometria T = G T\ transforma la geodésica hy en
la geodésica hy y, si Aj, 7 < p, son los vértices del poligono 1II,, entonces
T[A;] = Aj4y (jmod p).

Ademdas, T puede expresarse como

1 1
ER =

1 €2 €2

1 1 1
V2 6_5)\ 6_5)\

2nm

y T es un giro de dngulo ¢ = alrededor del centro A del poligono I1,,, siendo

e 1 —sh%)\ —ez?
Vi3 et shia )
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Figura 3.4

que corresponde al punto de U?:

N[

1
z = (—e?ksh%)\, e

-1+

coth %)\ + \/co’ch2 %)\ -2

(Puede observarse que 2 sen” m=1- sh” 1) = =82 giendo ch A < 3).

y, en el disco de Poincaré, al punto

w =

Demostracion
Las primera parte es evidente. Y, como ch A = 1 + 2 cos 2"7”, se tiene

21y 2nm 1y nm
sh 5)\—COST y ch§)\—\/§cos7.

Asi, trT = v/2ch %)\ = 2cos % y, por tanto, T" es un giro de angulo ¢ = 2"7”.

Si T' deja invariante el punto A € H?, entonces, teniendo en cuenta el corolario
1412y que tr'T' = 2 cos %’T, la matriz T" puede escribirse

_ nw nm
T = — Asen . + 1 cos o
Por tanto,
1
_ _ nw
A = p— ( T + vcos p)
p
1 A

B 1 B 1) _ 1 —sh 5)\ —e2

= - /_IShQ;)\( T\/§+LCh2)\> — lfshQ%)\ ( 67% Sh%)\ .
Las demads conclusiones son inmediatas. [ |
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3.3.2. Interpretacion geométrica de soluciones no reales

Se considera la isometria de H? siguiente:

donde p € C.
Si A es la longitud del lado de un poligono rectangulo regular de p lados, para

2ot estudiado més

p = A se tiene que R = T, siendo T el giro de dngulo ¢ =
arriba.

Como vemos en la siguiente proposicion, la isometria R también transforma
la geodésica hy en la geodésica hs, y la geodésica h, invariante por R estd de-

terminada por el semigiro:

_ 1 —sh %p _G%P (3 9)
7= \/1—5h2%p efép Sh%p ' '

En general, la isometria R no deja invariante el poligono II, definido en el
epigrafe anterior. Existen, sin embargo, ciertos valores de p para los que RP [A;] =
Aj, j < p, siendo A; los vértices del poligono II, y, por tanto, R = £..

Para las longitudes p = A de los poligonos rectangulos regulares se cumple
que R =Ty RP[A;] = A;. Se trata aqui de encontrar los restantes valores de p

para los que RP = +.

Proposicién 3.3.3 Sea la isometria de H? siguiente:
1 1
ez2f ez2f
( Y e_%p>’ peC.

» La isometria R transforma la geodésica hy, de vector normal —Xy, en la

R:

Sl

Se cumple que

geodésica ho, de vector normal —Xs, y el semigiro alrededor de la geodésica

h, invariante por R es

g =

1 lp

1 —shgp —e2
1 _1 :

V1=sh? 5p e 2 sh %p

(Obsérvese que 1 —sh® 1p = =22 )

126



» Los distintos valores de p que satisfacen la igualdad RP = +1 son de la

forma
_ onm . < p+1
Chp—1+2COST, n<5on<5-

[\SlieS ]

)

segun que p sea par o impar, respectivamente.
= Mds aun,
o Sin < entonces p =X\ >0, siendo \ la longitud de los lados de un

poligono rectangulo reqular. En este caso,ch A <3 y A <In (3 + 2\/5)

o Sin>1%, entonces p =16 y cost) =1+ 2cos 2”7”. Ast, la transforma-

cton R puede expresarse

1 1.
1 6529 6§Z6
k=15 PR R T

» Fn cualquier supuesto, la isometria R es un giro de angulo ¢ =
dor de la geodésica h,, siendo o la matriz|(3.9), que si p = i0 puede
escribirse

2nm g lrede-

1 —7sen %9 —e2
g = —F— 1. .
1 _ 1 .
/ 1+sen? 50 e 3w isen %9

w)_

(Obsérvese que 1+ sen? 10 = =5

Demostracion
Los semigiros alrededor de las geodésicas hy y hs son, respectivamente, o, =
1X1y 09 =1Xs. La igualdad

1 1 1 1
ez2f ez2f 01 ez2f ez2f
_1 _1 - _1 _1
—e 2P e 2f 1 0 e 2P —e72P
1

prueba que Ro;R™! = 0y, (véase la proposicion [L22)).

Para probar la expresion de o basta considerar la igualdad
R= iash%5+ tch %5

de la proposicién [LZG y que tr R = v/2ch % p, donde § € C es el desplazamiento

deRych%éz%ch%p, sh%éz%,/l—shzép.

Si X € SL(2,C), para que X? = 4 es necesario y suficiente que
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X=8 6 X=0QSQ,

nm/p 0
€
S:(O em”/p>’ 0<n<p

y @ € SL(2,C) una matriz no singular. Segin que n sea par o impar, X? = ¢

siendo

0 XP = —, respectivamente.

Se sabe que la matriz R es conjugada de

e2d 0
o (40

Es decir, para que RP = 41 es necesario y suficiente que
0= iQ"T’T; n ez

y R es un giro de angulo ¢ = 2"7” alrededor de la geodésica h,.

nm

Puede comprobarse que los distintos valores de cos o corresponden a n <

p
2
6n < B seotin que psea par o impar

5+, segiin que psea p par.

Dado que v2ch %p = 2ch %5, para tales valores de n, se tiene

— 2nm 1 — 2nm
chp=4cos ’ 1—1+2(:osp.

2 . .
%<gyn<§.81n2§,entoncesp:zﬁ

ycos@zl+2c082”7”. [ |

A continuacion se indican los distintos valores de ch p obtenidos anteriormente,

Para que ch p > 1 se requiere que

para poligonos de p lados con 5 < p < 10.

_ 1+v5 1-5
p=9 525
p==06 2,0,—1

_ 2 3 1
p="T I+ 2coszm, 1 —2coszm, 1 —2cos =m.
(3.10)

p=3 1+v2,1,1 -2, 1.

_ 2 4 1
p=9 1+2cossm,1+2cosgm, 0,1 —2cosgm.

_ 3+v5 1+4vV5 3—v56 1-/5
p=10 L, R Sl o
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Es decir,

p="5 1.618, —0.618.
p="6 2,0, —1.

p="T 2.247,0.555, —0. 802.
p=23 2.414,1,—0.414, —1.
p=9 2.532,1.347,0, —0. 879.

p=10 2.618,1.618,0.382, —0.618, —1.

Una vez hallados los distintos valores de p que satisfacen la igualdad R = 4,
sabemos que la isometria R es un giro de angulo ¢ = 2"7” alrededor de la geodésica

h,, siendo o la matriz de la proposicién anterior, y si

chp:1+2c082%7r; 0<n<?

el valor de p = A > 0 es la longitud de los lados de un poligono regular de angulos

rectos, convexo o estrellado. Ademéds, chA <3y A <In (3 + 2\/5)

Sin embargo, queda por interpretar el significado geométrico de las restantes

soluciones. También se sabe que, en tales casos, para n > &, siendo n < %

, 1 , : 1
on< ’%, segliin que p sea par o impar, entonces p =16 y
cosf =1+ 20082"7”.

Para las soluciones reales p = A, el poligono II, tiene por centro el punto de

U2
z = (—e%’\ sh %)\, e%’\\/l — sh? %)\)

que, en el disco de Poincaré, corresponde al punto

14

coth %)\ + 4 /cosecQ%)\ -1

es, a su vez, el centro de rotacion de la transformacién R.
) b

w =

Cuando p = i0 el eje de R es la geodésica h,, donde

1 —7sen %9 —e3t?
0 = —F7————— 1.
1 _ 1 .
\/ 1+sen? 30 e~ 3t isen %0
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es la matriz del semigiro alrededor de h,. Como ya se observé en su momento,
21p _ 3—cosf
1+ sen® 50 = ===,
En la siguiente proposicién se prueba que, si p = i, la geodésica h, pasa por
el punto X, € H? y se obtiene la proyeccién ortogonal de h, sobre el plano HZ.

Por tltimo, se prueba que 6 es el 4ngulo diedro que forma H? con el plano R (H?).

Proposicién 3.3.4 Se consideran las isometrias de H® siguientes:

. 1, 1, 1

1 —isen %9 —e2% P 1 ez ez

0O = —F/————— 1. . - 7 1, 1.
\/ 14sen? 30 e 2% jsen %9 ' 2\ —ea =3 |

donde cos = 1+2c082"7”, n>% siendon <%t don< 2L sequn que p sea par

o impar. Se tiene entonces que

s La geodésica h, pasa por el punto Xj.

s La proyeccién ortogonal de h, sobre el plano H? es la geodésica h.., donde

Tl )

que es la bisectriz del dngulo adyacente al dngulo direccional desde la geodésica
hy a la geodésica ho, de vectores normales respectivos — X, y —Xs. En el

disco de Poincaré, la bisectriz de los cuadrantes primero y tercero.

;10 0
» R[X3] = MZ) s | vy el angulo diedro que forman los planos H? y
ie
R (H?) es 6.
Demostracion

La igualdad
—17sen %9 —e3if 0 —1 B —e3®  jsen %9
e~ 3 7 sen %9 1 0 N 7 sen %6’ —e— 3
B 0 —1 7 sen %9 —e— 3
N 1 0 30 —i7sen %6’

La proyeccion ortogonal h. de la geodésica h, sobre el plano de vector normal

prueba que o [Xg] = 0 Xoo ! = Xj.

P estéd determinada por la matriz ¢ — P& P. En efecto, teniendo en cuenta las
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igualdades |(1.8)| y [(1.10)], como o = m (A x B), siendo A, B dos puntos de

h,, se tiene que la reflexién de la geodésica h, en el plano esta determinada por
el semigiro ¢/ = —P@ P y entonces la matriz 0 + ¢’ = 0 — P& P determina, salvo
constantes, el semigiro 7 alrededor de h..

En el caso particular P = X3 = 11, basta calcular la matriz

T — 2isen%€ 1 1
o a/1+sen2%9 1 =1

que, una vez normalizada, da la matriz del semigiro alrededor de h.:

Puede observarse que h, es una geodésica del plano H? de vector normal

1 1
1 1 )( X’
ﬂ(l _1> v X+ ).

Ademas, se tiene

R[Xs) = RX;R ' =iRR
1. 1. 1. 1. .
: €§Z6 6529 6529 —6_529 iez@ 0
= - 1. 1. 1 - 1. — . y
2 _6—519 6—529 6529 6—519 0 26719

(R[X3],X5) = =2 tr (—iR[X;]) = —2 (¢ + ¢7") = — cosb.

Es decir, el déngulo diedro que forman los planos H? y R (H?) mide 6. |
Si llamamos 7 y 1 a los angulos que forma la geodésica h,, respectivamente,
con el plano H? y con la geodésica hi, una ilustracién de las geodésicas citadas

en la proposicion podria ser la siguiente:
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Figura 3.5

En la siguiente proposicién se prueba que cabe asociar a la transformacion R
dos conjuntos ordenados G y H, ambos con 2p elementos: p planos y p geodésicas,
donde cada geodésica de G es la interseccién de dos planos consecutivos de G,
y lo mismo es cierto para H. Ademds, dos geodésicas consecutivas de G son
perpendiculares y dos planos consecutivos de H también son perpendiculares.
El dngulo 6 es el dngulo que forman dos planos consecutivos de G (resp. dos
geodésicas consecutivas de H). Mas ain, dos planos alternos de H determinan
también un angulo 6.

Obsérvese que, si p = A, la transformacién R es un giro de H? y puede aso-
ciarsele un poligono rectangulo regular, convexo o estrellado, de p lados con lon-
gitud \. Considerando H? C H?, si A, es un vértice del poligono y N, es el vector
normal a un lado, también puede interpretarse Ay como el semigiro alrededor de
una geodésica perpendicular a H? que pasa por el punto A, € H? y N, admite
dos interpretaciones: el vector normal a un plano perpendicular a H? que contiene
a un lado del poligono o un vector que determina el semigiro o5 = 7V, alrededor
de una geodésica de H? C H?, cumpliéndose (A, Ax11) = (Ng_1, Ngy1) =chpy
(Niy Nig1) = (0, 0p41) = cos 5 =0 (k mod p).

Si p = if entonces R es una transformacién de H? que no deja invariante el
plano H? y, como ya se dijo anteriormente, R determina ciertos planos y geodésicas

manteniendo las propiedades indicadas.
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Proposicién 3.3.5 Sea R la transformacion

Dados los semigiros

0 -1 0 1 v 0
— — _.x_ _’%_
70 ’ (1 0)’01 e (iO)’UQ e (O —i)’

y el vector X3 = 1, entonces:

(a) Para los p planos GW, 1 < k < p, de vectores normales R*[Xs], y las p

geodésicas g™, asociadas a los semigiros R* [01], se cumple entonces que

ie' 0
1. R[O‘l] =02 Y R[Xg] = ( 0 jeiie ) .

2. GPINGHHY) =g®) (k mod p).

k)

3. Dos geodésicas consecutivas g®, gD son perpendiculares y dos

planos consecutivos G®, G determinan un dngulo diedro 6.

(b) Para los p planos H® 1 <k < p, de vectores normales R*[X1], y las p

geodésicas h%), asociadas a los semigiros R* [00], se cumple que

e? 0 0 —e?
1. R[Xl] = ( 0 _e—ie ) Yy R[Uo] = ( e—i@ 0 ) .

2. H®N HED = %) (k mod p).

3. Dos planos consecutivos H® — H®) son perpendiculares y dos
geodésicas consecutivas h%®,  R*HD determinan un dngulo 6. Mds
atin, dos planos alternos H®Y — H®) determinan también un

angulo diedro 6.

Demostracion

Las igualdades del primer apartado de (a) ya se probaron en las proposiciones
B33y B34

Las geodésicas g?) v gV, asociadas a los semigiros o, y o9, son perpen-
diculares y pertenecen a H?> = G®, cuyo vector normal es X5. Por tanto, las
geodésicas g®), g*+Y) son también perpendiculares, g = G®n GW y en-
tonces GHN GHHD = g (k mod p).
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Sélo falta probar la segunda parte del tercer apartado. Los planos hiperboélicos

de vectores normales X3, R[X3] forman un édngulo diedro 6 :

(R[X3],X3) = —2tr (—iR[X;]) = =2 (¢ + e7") = — cosb.

2

y, por tanto, # es también el angulo diedro que forman los planos consecutivos
G®) G+,
Las igualdades

6
R[X)] = RX,R '= < ‘ O_w )

0 —e
Rloo] = RogR™' = (ew 0 )

pueden comprobarse facilmente y prueban el primer apartado de (b).
Ademas,

UoXlaal = —X1

—1

Rlog) X1R[o0] = —Xi,

lo que prueba la pertenencia de las geodésicas h®) y (1) al plano de vector normal
X1y hW = HPn HY, Por tanto, H®N HFD = o) 1 <k < p.
La igualdad
(R[X1],X1) = —%tr (R [Xl]yl) =0

demuestra la perpendicularidad de H®, H®M y de dos planos consecutivos H *)

y H*+Y en general. Ademds,
. . -1 . .
Rfl [X ] B 6%19 6%29 0 1 67%29 67%29
1] = k0 L 10 _e3if %0

y las igualdades

(00, Rlog)) = —1tr(ogR[og)) =3 (¢ +e ™) = cos¥,

(RYX)],R[X))) = —Ltr(—XoR[X))) = —



prueban que tanto las geodésicas h®, h() como los planos H® Y, HW de-
terminan un angulo 6 y, por tanto, lo mismo puede decirse de dos geodésicas
consecutivas h*) B+ vy de los planos alternos H®* 1 H®*+D en general. M

Los semigiros alrededor de las tres primeras geodésicas g(¥), son

7 0 0 —jet
R =0y = R? — ‘
= ( 0 —i ) ] < —iem® ) ’

—icosf ¢ send
R3 [0_1] _ < _e_Z'COS € sen )

Osen® icosf

y los correspondientes a las tres tltimas:

o — 0 1 ,R_l (o] = —icosf senf ’
i 0 —senf icosf
R2[0)] = < ( isen? (sen @ — i) cos ) ;

senf + i) cos ) —isen?0

los vectores normales a los tres primeros planos G*)

et 0 ie? cosd sen 0
R[X5] = )L RYX] = 4 :
[Xs] ( 0 e ) [Xs] ( sen 0 ie " cos @ )

ROX,] = ( e (sen 6 + i cos? ) sen 6 cos 0 )

sen 6 cos 0 —e " (sen § — i cos® )

y a los tres ultimos:

i 0 B icosf send
X3 - . 7R 1[X3] - . )
0 1 senf icos0

R2[X) = ( —senf +icos’fd  senfcosf )

sen § cos 6 sen  + i cos® 0

De modo andlogo, para las tres primeras geodésicas h*) :

0 —ie? sen 6 —ie' cos @
Rloo] = 4 , R? = 4 ,
[0 ( ie= " 0 ) o] ( ie " cos @ —send )

( sen 6 cos 0 —e% (sen @ + i cos? ) )
i

(sen — icos?6) —sen f cos 6

R’ [og] =
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y, para las tres ultimas:

0 —1 R (o) senf) —icosf
gg = g =
’ i 0 ) ’ icosf —senfl |’
R2[oy] = ( cosfsenf  senf —icos’6 )

senf +icos’f —cosfsend

Los vectores normales a los tres primeros planos H *) :

et? 0 ie?sen  —cosf
R X = . 5 R2 X - . )
X1 ( 0 —e ¥ ) %] ( —cosh e "send )

RIX,] = ( —e cosf (1 —isenf) sen? 0 )

sen? e ®cosf (1 +isend)

y a los tres ultimos:

01 1 0 ‘senf  — cosf
X, = RUX] = — X, = JRYx = T T
1 0 0 1 —cosf isend

A continuacion se estudian algunos de los casos particulares de |(3.10)} uti-

lizando los resultados de las proposiciones anteriores.
Interpretacion geométrica de las soluciones para p =5

Primer caso: pentagono regular de angulos rectos convexo

En el caso de chp =1+ 2cos %’r = 1+2‘/5, se tiene

p = arcch 1+2*/3 =1.061.

Ademas,

Por tanto,

1 1
1 ez’ ez’
T = 72 _1 1

VE+1+44/2(VE-1)  VB+1+4/2(V5-1)
—(VB+1) +/2(VH-1) VH+1—4/2(V5-1)
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es un giro de angulo ¢ = 2% alrededor del punto

A= (—e%p sh %p, e%p\/l — sh? %,0) € U2

w = (—0.281,0.281) € D

Es decir,

que es el centro del pentdgono. Puede comprobarse que T° = —u.
Segundo caso.

En el caso de chp =1+ 2 cos 4?” = 1’2\/5, se tiene que p = if, donde

0= arccos% = 128.17°.

Ademas,

1 1.
. 6520 6519
R = V2| it —hif

VB—1+iy/2(1+V5)  VB—1+iy/2(1+5)
—(V5—1)+i\/2(1+V6) VB—-1—iy/2(1+V5)

N,

es un giro alrededor de h, de giro ¢ = %7?, siendo

1 ( —iv/1+5 — 2 (V5-1) —i \/3+1>.

o =

Vors \ 2 (V5 1) —iv/ Vb +1 AVAVGE

La figura 3.6 representa precisamente este caso. El giro R de dngulo ¢ = %7?,
alrededor de h,, transforma h; en hy, de modo que R[U;| = Uy, R[V4] = Va.
Obsérvese que Ay C (U, Xo) v Ag C (Xo, Vo). El dngulo diedro que forman los
planos H? y R (H?) es 6.
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Figura 3.6

Los elementos geométricos g®),G®) y h*) H*) de la proposicién [3.3.5, aso-

ciados a la isometria R quedan determinados, respectivamente, por las matrices

R_2 [Ul] 7R_1 [01] 101, R [01] ) R2 [01] ;

R72[Xs], R [X3], X3, R[Xs], R? [Xs];

R %[og], R} [00] , 00, R[00], R? [00] ;

R72 [Xl] 7R71 [Xl] 7X17 R [Xl] 7R2 [Xl] ;

que pueden calcularse con los resultados obtenidos después de la proposicion B35

siendo @ = arc cos %

Interpretacién geométrica de las soluciones para p =6

Primer caso. Hexagono regular de angulos rectos convexo

T

3 = 2, se tiene

En el caso de chp =1+ 2cos

p=arcch2 =1.317.
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Ademas,
Ch%p: % Y sh%p:\/g.

Por tanto,

T L eP e3P a1 V3+1 V341
V2| i ez )2 —V34+1 V3-1

es un giro de dngulo ¢ = % alrededor del punto
w = (—0.366,0.366) € D
que es el centro del hexdgono. Como puede comprobarse, 76 = —.

Segundo caso.

En el caso de chp =1+ 2cos %’r = 0, se tiene p = 16, donde

Por tanto,

P 1 ex® e3® \ [ 140 1+
V2 il e ) 2 14 1

es un giro alrededor de h, de giro ¢ = %’T, siendo

. 1, . .
1 —isen %9 —e2t 1 -7 —1—1
0 = —F/————— 1. 1 — —= .
1 = . . .
\/ 1+sen? 50 e 2%  jsen 50 3\ 1—4 i

El angulo diedro que forman los planos H? y R (H?) es

m—0rad =90°.
ha
Xo
Hy
0 ha
s 1
Figura 3.7
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Ya se sabe que R [o1] = RoyR™! = 09, y puede comprobarse que

Rlos] = Ro,R™'=—X,,
R [—X()] = R (—X()) Ril =01,
R = —
Tercer caso.
En el caso de chp =1+ 2cosm = —1, se tiene que p = im. Asi,

. 6%1‘9 6%19 i 1 1
R= E _e—%ie 6—%1’9 = ﬁ 1 —1

es un semigiro alrededor de la geodésica de extremos (1 —V2,1+ \/5) que per-

muta h; con hs.
Interpretacion geométrica de las soluciones para p=7,p=8p=9

Heptagono, octogono y eneagono regulares convexos de angulos rectos

= En el caso de chp =1+ 2cos 27”, se tiene
p = 1.449,
y 1" es un giro de dngulo ¢ = 27” alrededor del punto
w = (—0.418,0.418) € D,
que es el centro del heptagono.
» Sichp=1+2cos] = V2 + 1, entonces
p = 1.529,
y T"es un giro de dngulo ¢ = 7 alrededor del punto
w = (—0.455,0.455) € D,

que es el centro del octégono.
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» Cuando chp =1+ 2cos %”, entonces
p=1.581,
y 1" es un giro de dngulo ¢ = %” alrededor del punto
w = (—0.483,0.483) € D,

que es el centro del enedgono.Ya se sabe que R[oi] = RoyR™' = o9, y

puede comprobarse que

Rloy] = RoyR™'= —X,,
R[—XQ] == R(—XQ) Ril =01,
R} = —.

Enedgono regular de angulos rectos estrellado
Sichp=1+2cos %’T, entonces
p=0.811,
y T es un giro de angulo ¢ = %r alrededor del punto

w = (—0.209, 0.209) € D,

que es el centro del enedgono estrellado. Su representacién ya se realizd en la
figura 3.3.

Interpretaciones geométricas de otros casos
= En el caso de chp =1+ 2cos 47”, se tiene que p = if, donde
0 =56.29°
y R es un giro de dngulo ¢ = 2%,
» Sichp=142cos 67”, entonces p = i# donde
0 =143.31°

y R es un giro de angulo ¢ = 67”.
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» Cuando chp = 1+ 2cos 7, se tiene que p = 0 y R es un giro de angulo

¢ = T alrededor de la geodésica h,,, siendo

2
1 1
ﬁ<_11> y 0

La figura siguiente ilustra este caso.

Figura 3.8

» Sichp=1+2cos ?jf = 1 — /2, entonces p = if, siendo
0 =114.47°
y R es un giro de angulo ¢ = ?jf.

= Elcasochp = 1+2cos %’T ya se estudio en el epigrafe de hexagonos regulares.

Sichp=1+2cos %’T, se tiene que p = if, donde
# = 151.57°

y R es un giro de dngulo ¢ = 5.

Los elementos geométricos asociados a las transformaciones R anteriores se
pueden determinar con los resultados de la proposicién B.3.9] y las matrices cal-

culadas después de la proposicion, siendo 6 el angulo indicado en cada caso.

142



En el capitulo siguiente se estudian determinadas regiones fundamentales de
ciertos grupos de isometrias del plano hiperbdlico. En la tercera seccién se uti-
lizaran los poligonos de angulos rectos para construir y manipular regiones fun-
damentales de grupos NEC que parametrizan superficies de Klein planares, es
decir superficies de género topoldgico 0 y con & > 3 componentes en el borde.
En el tratamiento de tales poligonos se aplican algunos resultados del capitulo 3.
Para garantizar la convexidad se imponen las condiciones obtenidas en la segunda
seccion y, dados ciertos parametros, se aplican formulas deducidas de ciertas rela-
ciones de la primera seccién para resolver el poligono. Las expresiones en sly (R)
de los vértices y los vectores normales a los lados de la secciéon primera se utilizan

para la representacién de las regiones fundamentales estudiadas.
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Capitulo 4
Parametrizacion de superficies orientables sin
borde y de superficies planares.

Construccion de regiones fundamentales

Una de las aplicaciones méas importantes de los poligonos hiperbdlicos es su
papel como regiones fundamentales de los grupos discretos de isometrias del plano
hiperbdlico: grupos Fuchsianos y grupos cristalograficos no euclideos (en lo que
sigue, grupos NEC). Estos grupos, a su vez, estan intimamente relacionados con la
caracterizacién de superficies de Riemann y de Klein y, por otra parte, las regiones
fundamentales asociadas a un grupo NEC aportan una interpretacién geométrica
del espacio de Teichmiiller de las superficies. El espacio de Teichmiiller es isomorfo
a un espacio euclideo R¥" | cuya dimensién depende del grupo discreto I' que
uniformiza la superficie.

En los capitulos anteriores hemos estudiado, entre otras cosas, las férmulas
que relacionan los elementos (medidas de los dngulos y los lados, vértices, vec-
tores normales a los lados) de un poligono convexo o no; algunas condiciones para
que el poligono sea convexo, dados ciertos elementos; la resolucién de poligonos
hiperbélicos de p lados, conocidos 2p — 3 datos; asi como la construccion y repre-
sentacién de poligonos convexos o no. En el primer capitulo también se traté la
determinacion de isometrias del plano hiperbdlico, lo que permite encontrar los
generadores de un grupo de isometrias del plano hiperbdlico, construida una re-
gion fundamental.

En este capitulo estudiamos algunas aplicaciones de los resultados de los
capitulos anteriores en el caso concreto de regiones fundamentales de grupos
Fuchsianos y grupos NEC. A lo largo del capitulo se dan procedimientos para
construir ciertas regiones fundamentales que sirven para la parametrizacién del
espacio de Teichmiiller, se resuelven y representan ejemplos explicitos y se ob-
tienen los generadores del grupo I' en algunos de los ejemplos resueltos.

Ademas, las regiones fundamentales sirven para caracterizar geométricamente

familias de superficies que cumplan alguna propiedad adicional, en particular que
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posean determinados automorfismos. Asi, existen regiones que caracterizan a las
superficies hiperelipticas —de Riemann y de Klein—, elipticas-hiperelipticas, etc.

En la primera seccion del capitulo se presentan los preliminares —necesariamen-
te breves— sobre los grupos Fuchsianos y los grupos NEC, sus regiones funda-
mentales canonicas, las superficies de Klein y el espacio de Teichmiiller de las
superficies de Klein.

En la segunda Seccién se construyen regiones candnicas para grupos Fuch-
sianos que parametrizan superficies de Riemann compactas y se construyen a
partir de ellas otras, debidas a Schmutz-Schaller [SS], ttiles en el estudio de las
superficies hiperelipticas.

En la tercera seccion se utilizan los poligonos de angulos rectos para construir
y manipular regiones fundamentales de grupos NEC que parametrizan superfi-
cies de Klein planares, es decir superficies de género topoldgico 0 y con k > 3

componentes en el borde.

4.1. Preliminares

Sean D = H? el plano hiperbdlico v G el grupo de todas sus isometrias. Se
denomina grupo cristalogrdfico no Euclideo (grupo NEC) a todo subgrupo dis-
creto I' de G, con espacio cociente D /I" compacto. Si un grupo NEC contiene sélo
elementos que conservan la orientacion, se llama grupo Fuchsiano. A un grupo
NEC que no sea Fuchsiano se le llamara grupo NEC propio.

Designemos por G' al grupo de los automorfismos de D que preservan la
orientacién. El grupo Fuchsiano candnico asociado a un grupo NEC T', que se
denota por I'", es el grupo I' N G y se tiene que I'" es un subgrupo de T" de

indice dos.
Para una introduccién a los grupos NEC véase la monografia [B-E-G-C.

Sea I' un grupo NEC. Una region fundamental de I' es un conjunto cerrado

F C D que satisface las siguientes propiedades:

(i) F contiene al menos un elemento de cada I'-6rbita.
(ii) F contiene a lo més un elemento de cada I'-6rbita.

(iii) El area hiperbdlica de F' — F' es cero.
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Una region fundamental F' es un poligono hiperbdlico cerrado. Si dos lados
de F' se identifican mediante un elemento de I' decimos que son congruentes.
Un grupo NEC T tiene infinitas regiones fundamentales. Mediante un proceso de
cortado y pegado se pueden obtener otras regiones a partir de una dada: sean
F una regién fundamental y (I, I’) un par de lados congruentes, identificados
por una transformaciéon g € I'. Dividimos F', por un segmento de geodésica, en
dos regiones Fy y Iy, que contienen a los lados [ y [’ respectivamente. Entonces,

F' = Fy U g(F}) es otra regién fundamental de T
Region candénica de Wilkie

Mediante cortado y pegado, Wilkie en [W] obtuvo una regién, Ry, llamada

canonica, con los lados etiquetados del siguiente modo:

(*) £1£11§r£;“ 51’71,0---’71,515,1---Ek”Yk,o---’YhskE;g &15/1@,151---04545;0/959 (41)

(>|<>|<) 515/157,6; 61’7/170"',}/1,815,1"'Ek,}/k‘,O"',}/k‘,SkE;C 515;595;

segin que D/T" sea orientable o no. Llamaremos a Ry, region fundamental de
Wilkie.

Los angulos en el poligono Ry, son

2T .
<&, f; >=—,1=1, .., 1

i

< Yij—1s Vij >= n . i = 1’ ) k:a j = 1a “eey Sis
Z7j

<€ Vio >+ < Vg, € >=m, i=1, ..,k

y el resto de los angulos suma 27.

Identificando pares de lados congruentes, la regién (x) (resp. (¥x)) constituye
una superficie compacta, orientable (resp. no orientable), de género topoldgico g,
con r puntos conicos de érdenes my;, i« = 1, ..., r; y k componentes en el borde,

t=1,..., k; cada una de ellas con s; puntos esquina de érdenes n; ;, j =1, ..., s;.

A partir de los simbolos de superficie (x) o (#*) se obtiene la siguiente pre-

sentacion del grupo I
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Generadores:

X, i=1, .., (elipticos)
e, i=1, .., k, (hiperbdlicos salvo
elcaso g=0,k=1,r=1)

Cijs i=1, ..,k j=0,.. s, (reflexiones)

a;, by, 1=1,..,¢9, enelcaso (*) (hiperbdlicos)

d;, i=1,.. g9, enelcaso (xx*) (reflexiones sesgadas).
Relaciones
=1, 1=1, ..,
Cojor =Gy = (cijaciy)™ =1, =1 kg =1 s
e;lci,oeici,si = 1, 1= 1, vy k,

Ty -xpep - - eparbiay byt ~aghga; byt =1, en el caso (*);

xl...xrel...ekd%...dzzl, en el caso ( * *).

donde a;, b, ¢; j, d;, €;, z;, son las transformaciones inducidas por las identifica-

ciones entre los lados de los poligonos (x) y (xx) de|(4.1)]
ai(a)) = oy, bi(By) = By, di(0]) = 03, 2:(&)) = &, eile)) = &4, cij(Vij) = Vijs

Macbeath, en [Mb], introduce el concepto de signatura de un grupo NEC T,
a partir de la regién fundamental de Wilkie del grupo I'. La signatura determina

completamente la estructura algebraica del grupo.

Una signatura NEC es una coleccién formada por un entero g > 0, un signo
‘+7 6 ‘—’, un conjunto ordenado de enteros my, ..., m,; m; > 2, r > 0; llamados

periodos propios y una familia ordenada de conjuntos ordenados de enteros
{(77,1,1, e anl), e (nm, cey 'I’Lk,sk)}, ]{Z Z 0, 7’1,@'7]' Z 2, S; Z O,

llamados ciclo-periodos. Los ntimeros n;; se denominan link-periodos o simple-
mente periodos.

Una signatura se denota con el simbolo:

o= (gt [my,...,mi{(nia, .oy nas )y ooy Mty oy Nies) ), (4.2)

con el signo ‘+’ cuando D/T" sea orientable, y con el signo ‘—’ en caso contrario. Es

decir, segtin que el simbolo de superficie sea del tipo (*) o (%), respectivamente.
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Si la signatura no tiene periodos propios se escribe [—|. Cuando no haya ciclo-
periodos se denota por {—}, y los ciclo-periodos vacios (s; = 0) se indican con
el simbolo (—). Una secuencia de periodos propios o de link-periodos de la forma
m, ..., m, se denota por m!. El simbolo (—)! indica I ciclo-periodos vacios.

Tanto la signatura como la region fundamental determinan la presentacion

del grupo en términos de generadores y relaciones.

Un grupo NEC' de superficie tiene signatura

(9. & [=1 {(=)})

Ademas, cuando g = 0, es un grupo de superficie planar y, si k > 0, es un grupo

de superficie con borde.

A continuacién se define el area de un grupo NEC, I', que depende tinicamente
de su signatura (véase [Si]). El area de T' permite estudiar en qué casos una
signatura determina realmente un grupo NEC, y también relacionar tales grupos
con sus subgrupos normales.

Denotaremos por |I'| y llamaremos drea de un grupo NEC, T', al drea de
cualquiera de sus regiones fundamentales. Sea I" un grupo NEC con signatura

(4.2)} entonces por el Teorema de Gauss-Bonnet se tiene que

r ks
1 1 - 1
=2 k—2 1—— — 1—
T 7r<ng+ +z( mi)+zzz( -
donde n = 2 6 1 si el signo de la signatura es ‘+’ 6 ‘—’, respectivamente.

i=1 j=1

Para que una signatura determine un grupo NEC es condicién necesaria y
suficiente que el area sea estrictamente positiva, es decir, dada una signatura o,

existe un grupo NEC, I, con dicha signatura, si y sélo si [I'| > 0.

Sea I'" un subgrupo de un grupo NEC I". Entonces I' es un grupo NEC si y

sélo si el indice, [ : '], es finito.

Ademas, se tiene que si I' es un subgrupo de indice N de un grupo NEC, I",

entonces la relacién entre sus areas es
T| =N [T,

que es la formula de Riemann-Hurwitz.

Una superficie de Klein es una superficie S dotada de una estructura di-

analitica [A-G]. El concepto de superficie de Klein es una extension del concepto
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clasico de superficie de Riemann: superficie sin borde en la que las funciones de
transicién gbng]_l son analiticas. Desde este punto de vista, podemos considerar
que una superficie de Riemann es, por tanto, una superficie de Klein orientable

y sin borde.

Un automorfismo f de una superficie de Klein S es un morfismo f: S — §
entre las estructuras dianaliticas que, ademas, es homeomorfismo. El conjunto
Aut(S) de todos los automorfismos de una superficie de Klein S tiene estructura

de grupo.

Los siguientes resultados permiten caracterizar las superficies de Klein y sus

grupos de automorfismos mediante los grupos NEC.

Dado un grupo NEC T, el espacio cociente D/I' tiene una estructura di-

analitica tal que la proyeccién 7 : D — D/I' es un morfismo de superficies de
Klein, [A-GJ.

Una superficie de Klein S = D/I" de género topoldgico g, con k componentes
en el borde, tiene asociada de forma canodnica una superficie de Riemann S, =
D/T*, donde T'" es el grupo Fuchsiano canénico asociado a T'. S, es una cubier-
ta doble no ramificada de S, su género topolégico recibe el nombre de género

algebraico de S y tiene la siguiente expresion:
p=ng+k—1,

donde 7 vale 2 si la superficie es orientable y 1 en caso contrario.

Sea S una superficie de Klein de género algebraico p > 2, género topoldgico
g v k componentes en el borde. Entonces, existe un grupo NEC de superficie, I,

con signatura

(g: £ [-1H{(=), 2, (5)D),
y signo ‘+’ 6 ‘=’ segun que la superficie sea orientable o no, tal que S 'y D/I" son
isomorfas como superficies de Klein, [Si], [Px]. Dos superficies de Klein homeo-

morfas D/T'y y D/I'y, donde I'y y 'y son grupos de superficie, son isomorfas si

y s6lo si I'y y I'y son grupos conjugados en G.
Sea I' un grupo NEC, entonces el normalizador Ng(I') es un grupo NEC.

Un grupo finito G es un grupo de automorfismos de una superficie de Klein
S = D/T siy sblo si existe un grupo NEC I” tal que I' € TV € Ng(T') vy
G=T"/T.
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De tales resultados se deduce que el grupo Aut(S) de los automorfismos de
una superficie de Klein S = D/T", de género algebraico p > 2, es finito (por la

férmula de Riemann-Hurwitz). Ademas,
Aut(S) = Ng(T')/T.

Sea G = Aut(D) el grupo de automorfismos de D, dotado con la estructura
de grupo topolégico. El espacio de Weil de un grupo NEC T, con respecto a G,

es el conjunto
R(I") = {monomorfismos r:I' — G tales que r(I') es un grupo NEC}.

Este espacio puede interpretarse como un subconjunto del espacio G', siendo
[ el cardinal de un conjunto finito de generadores de I', E = {~,, ..., v;}, via la
aplicacion
r= (), s r(0);
y dotarle de la topologia heredada de G'.
El grupo Aut(G) actia en R(I") por la izquierda:
Aut(G) x R(I') — R(T")

(a, 1) — o ar.
La 6rbita de un elemento r de R(I") viene dada por
[r] ={ar: a€g}.
El espacio de Teichmiiller de T es el espacio
() = R(I')/Aut(9)

dotado de la topologia cociente.

Si T es un grupo Fuchsiano con signatura (g, +, [m1, ..., m,]), entonces T(T'),
con la métrica de Teichmiiller, es isomorfo a R*" d(T') = 6(g — 1) + 2r. Para
grupos NEC propios, el resultado equivalente fué probado por Macheath y Singer-
man [Mb-S|: T(T") es homeomorfo a una bola abierta en un espacio euclideo. Si

[ es un grupo NEC propio, en [Si], se obtuvo que la dimensién de este espacio es

d(T") = 5d(I""),

1
2
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donde I'" es el grupo Fuchsiano canénico asociado a I'. Por tanto, si la signatura

del grupo NEC T es|(4.2)| entonces

dI')=3p—3+2r+s, (4.3)

k
donde p es el género algebraico de I' y s = ) _s; el nimero de periodos en la

=1
signatura de I'.
El concepto abstracto de espacio de Teichmiiller 7'(T") puede también interpre-
tarse geométricamente mediante las regiones fundamentales asociadas al grupo
NEC I'. Dos elementos 7, y 75 del espacio de Weil R(I") estan en la misma clase

en T(T") si y solo si existe g € G tal que

ra(7y) = g ri(7) g_1 para todo v € T'.

Si Ry es una regién fundamental r(I"), entonces g(R;) es una regién fun-
damental de r4(T"). En efecto, si (I, I') es un par de lados congruentes en R; y

g1 € m1(T) es la transformacién que los identifica, entonces g g; ¢! identifica al
par de lados (g;(1), gi/(I')) en g(Ry).

Sea ¢ una signatura NEC. Dos regiones fundamentales de grupos NEC con
signatura ¢ y con el mismo tipo de etiquetado en sus lados, se dice que son
congruentes si los lados con igual etiqueta tienen la misma longitud y son iguales

los dngulos entre lados con igual etiqueta.

Puede observarse que si dos regiones R; y R, son congruentes, entonces existe

una isometria g € G tal que Ry = g(R>).

4.2. Regiones fundamentales de superficies orientables sin
borde

Sea I un grupo Fuchsiano que uniformiza una superficie de Riemann cerrada
de género g. Una regién fundamental candnica para I' es un poligono de 4g lados.
Obsérvese que la igualdad |(4.3)| puede escribirse en este caso (donde n = 2,k =
r=s=0):

dT)=3(mg+k—1)—3+2r+s=3(2g—1)—3=6g—6.

En [Z-V-C] se define una topologia en el espacio de las superficies de Riemann
de género g > 2 y se prueba que, con esa topologia, tal espacio es homeomorfo a

R59-6 asociando cada superficie a un poligono canénico de 4¢ lados.
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Los lados del poligono son
a;, bi7 a’%) blza 1 S 1 S g,

y aquéllos con la misma letra tienen igual longitud. Ademas, si 6 es el angulo
entre by, aj, entonces los dos angulos IZ;; y a/|1;|1 son iguales a m — 6. El resto de
los angulos del poligono suman 6.

La demostracion requiere la construcciéon de un poligono K, formado por un
poligono de g vértices Ay, ..., Ay, con un pentagono A;, B;, C;, D;, A;; adosado
a cada lado A;A; 1, llamado “superficie de conmutador”, de forma que A;B; =
C;D; y B;C; = D;A; ;1. La primera superficie de conmutador, llamada “no libre”,
satisface que §1 = 131 y El + 61 = 7. La suma de los angulos interiores de K, es
27 y su érea es, entonces, (4g —2)7m — 27 =4 (g — 1) 7.

Si g > 2 entonces el poligono K, se divide en g — 2 tridngulos A1 A4;4;11, 1 <
1 < g,y cada tridngulo unido con la superficie de conmutador, adosada al lado
A;A; 1, forma un hexdgono llamado “hexdgono de conmutador”.

Se prueba que, para cada constante K > 0, el espacio de superficies de con-
mutador no libres con area mayor que K, si no es vacio, es entonces homeomorfo
a R2. Si el drea es igual a K el espacio es homeomorfo a R!, si no es vacio. Si
21 < K < 3m, el espacio de las superficies de conmutador que son libres, con area
J > K (6 J = K, respectivamente) y que pueden construirse sobre un lado dado
A;B;, es vacio u homeomorfo a R* (6 R3, respectivamente). Si g > 2, el espacio
de hexdgonos de conmutador, con ciertas condiciones requeridas, es homeomorfo
a RS, o es vacio.

La demostracion concluye probando que, para g > 2, el espacio de poligonos

canénicos es homeomorfo a
2 _
R' x R* x (R%)"" x R* =R%°.

4.2.1. Construccion de regiones candnicas de grupos Fuchsianos

Algunos resultados anteriores de la presente Memoria permiten estudiar condi-
ciones especificas que ciertos puntos de R%~6 deben cumplir para determinar una
superficie de Riemann cerrada de género g.

Imponiendo tales condiciones es posible encontrar soluciones particulares de
regiones canonicas, asociadas a superficies de ese tipo. Mas atin, para una determi-

nada solucion, puede construirse la regién fundamental canénica correspondiente.
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A continuacién se muestra el procedimiento que seguiremos y, posteriormente,

se aplica para resolver y construir un ejemplo de género g = 3.

Sea g > 2. Se considera el poligono de lados

| | | |
aq, b17 Qq, b17 ey g, bg7 a’gu bg7
y angulos
4g
g =Q3=T, Qy=7T—T, g =T —T (4.4)
i=4
con a; = a;, b = b;, siendo a;b; = a3, bija; = o9, ajb; = ayi—y, 1 < 1 <

g; biai = ay, 1 <1 <g, byar = aug.

Entonces tal poligono es una regién fundamental candnica de una superficie
orientable de género g sin borde.

Adaptando la notacién a la de los capitulos anteriores, llamaremos A;, 1 <
1 < 4g, a los lados del poligono, cuyos angulos 6; son tales que 6, = A/49\A1 y
0; = m, j > 1, de modo que

| |
a; = Mai—3,  bi = Agi—a, a; = Mi—1, bi = 4.

Asi, se cumple que Ag;—1 = Agiq1, Azi = Agiy1), ¥ los dngulos 60; son tales que
4g
=71, O3=m—7, O4=71, > 0;=2m.
i=1

Denominamos A; a los vértices en 6; y N; a los vectores normales a los lados
A;, orientados de la forma habitual.

Un procedimiento para elegir los 6g — 6 pardametros es el siguiente:

1. Se fijan los dngulos de la regién canénica.

2. Con la numeracién y la notacién descritas arriba, siendo 0; ; = —(N;, A;) =
shd (A;, \;), por la proposicion 222

a) Existe k1 > 0 tal que, si Ay = A3 > ky, se satisfacen las desigualdades
On1 > 0y dugp >0, h =3, 4. Elegimos entonces un valor \y = A3 > k.
b) Sig > 3, existe my > 0 tal que, para Ay = Ay > my, se cumple 651 > 0
y 049, > 0, h = 3, 4, 5. La cota inferior m; puede tomarse de forma
que también pueda cumplirse dg1 > 0y d4g6 > 0. Se elige entonces un

valor de Ao = Ay > m;.
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c) Para cierto ko > 0, cualquier A5 > ky cumple las dos dltimas desigual-
dades: 961 > 0y d496 > 0. La cota inferior k; puede tomarse de manera
que todo A5 = A7 > ky pueda cumplir ademds 1 > 0y 49 > 0,
h =17, 8. Se elige un valor de A5 = \; > k.

d) Asi sucesivamente. Se elige, por tultimo, un valor de A\yy_7 = A\yy—5 >

k41 que cumpla las condiciones requeridas para la convexidad:
5h,1>07 54g,h>0; h:4g—5,4g—4
Los parametros, sujetos a las condiciones debidas, son

T =01 = (3,
Qyq, 05, Qg, 7,

ay = ay; sig=2;

T = Q] = (3,

Ay, ..., Qyg_1,
ay =ay, by =0y, ..., a1 =a, 1; sig=>3.
Es decir, 1 + (49 — 4) + (29 — 3) = 6g — 6 pardametros.
4g—1

Obsérvese que qg =T — Ty Qg = 2T — Y «;.
i=1
Para un conjunto de tales pardmetros, es posible ademas calcular los lados

desconocidos resolviendo el sistema de ecuaciones:

Nag—3.49—1 — Tig—1,49—3>
774972,454 = n4g,4g72;
n4973,4g - n4g,4g73;

siendo 7, ; = (N, Nj) = chd (A, A;) . La solucién debe ser tal que Ay = Agy4
satisfaga las inecuaciones 0p1 > 0y 0495 > 0, h =49 — 5, 49 — 4, 49 — 3.

Ejemplo: A continuacién aplicamos el método anterior para g = 3, con-

siderando un caso particular donde 7 = 30:

a1 = 300, Qg = 1500, g = 300,

ay =20° a5 =18°  ag =157,
a; =16°, ag=14°, a9 =19,

ap =13%, apn =129, agp = 23°.
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Puede comprobarse que la suma de los dngulos es 360°.

Para que el poligono sea convexo, por la proposicién 2.2.2] las longitudes
de los cuatro primeros lados deben cumplir 051 > 0, d165 > 0; h = 3, 4, 5, con
0k = —(Nj, Ag) =shd (A, A;). Siendo C; = ch \;, puede elegirse C; = C5 = 23.
Entonces Cy > 11.04.

Las longitudes de los lados Ay = A4, A5 deben cumplir dg; > 0, di166 > 0.
Elegimos Cy = Cy = 15. Por tanto, C5 > 68. 34.

Ahora A5 = A7, A\¢ = Ag tienen que cumplir 051 > 0, d16, > 0; h =7, 8, 9. Se
elige C5 = C; = 120 y debe ser Cg > 86. 26.

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones

Mo11 = M9
M10,12 = Th2,10

Mo, 12 = Th2,9
siendo 7, = (Nj, Ni) = chd (A, A;j), la tinica solucién valida en nuestro caso es
Ce=Cs =95.299, Cy=Cpy =143.758, (9= Cho = 86.15H5.
En resumen, las longitudes de los lados son

cha; = chaj = 23, chby = chb; =15,
chas = chay, =120, ch by = ch b, = 95.299,
chas = cha; = 143.758, chbs = chb; = 86. 155,

La regién puede representarse como sigue:

Figura 4.1: Una regién canoénica de género 3 sin borde
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En la [hoja 4.1 del Apéndice| pueden encontrarse los calculos, la construccion

y representaciéon de la region.

4.2.2. Regién candnica de Schmutz-Schaller

Como ya se vié al comienzo de la seccién, en [Z-V-C] se demuestra que T, el
espacio de Teichmiiller de superficies de Riemann cerradas de género g, es home-
omorfo a R%~6. En [Bu] también se prueba este resultado de modo indirecto.
Posteriormente, Schmutz-Schaller en [SS] da una nueva demostracién, basada en
otra construccion, que describimos brevemente. Estas regiones sirven para estu-
diar superficies de Riemann hiperelipticas. Se dice que una superficie de Riemann
X es hipereliptica si admite un automorfismo ¢ de orden 2, tal que X/¢ tiene
género 0.

Si ' es un grupo Fuchsiano que uniformiza una superficie de Riemann cerrada
de género g > 2, se considera como regién fundamental candénica para I' un

poligono P (g) de 4¢g lados con lados opuestos identificados. Sus dngulos /3, suman

27, 1 = Bag41 ¥ s€ cumple

g 29 g 2g
252241 + Z Boi = 2521 + Z Bai1-
i=1 i=1

i=g+1 i=g+1
El espacio de Teichmiiller T}, se construye variando tales poligonos.

Sea M; el vértice de (3,. Se trazan los segmentos que unen M; con M;,
1<i<2(g—1),i%# g+1,y el segmento M;M, 5. Tales segmentos dividen
P (g) en 4g — 4 tridngulos y un cuadrildtero S. Los tridngulos estan determi-
nados por 6¢g — 5 ntuimeros reales positivos, correspondientes a las longitudes de
los lados de los triangulos, cumpliendo las diferentes desigualdades triangulares.
Esas 6g — 5 longitudes, consideradas como pardmetros homogéneos, aportan una
parametrizacién del espacio de Teichmuller 7.

El conjunto de los ntimeros reales que cumplen las diferentes desigualdades
triangulares es abierto y convexo, lo que también prueba que 7, es homeomorfo
a R6976,

Sil; es el lado M;_1M;, 1 <i <4g,y [y = MyyM;, entonces los generadores
del grupo I' son las transformaciones hiperbdlicas ¢;, 1 < ¢ < 2g, tales que

¢; (i) = lag4s, si i es impar, ¢, (log4:) = i, si ¢ es par, y se cumple que
¢1¢2---¢2g¢f1¢51---¢591 =1
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Debe observarse que, aunque [; es el lado que une M;_; con Mj, las orientaciones
de [; y lag+; no deben ser concordantes, segin la definicién [[L3.8, de modo que las

isometrias ¢, preserven la orientacion.
Construccion de una regiéon de Schmutz-Schaller de género 3

Con algunos resultados del capitulo 2 nos ha sido posible encontrar una regién
canonica de Schmutz-Schaller de género 3 que no es un poligono regular. Los lados

de la regién son 4g = 12 y se han utilizado 6g — 6 = 12 parametros como sigue:

» Llamando M; al vértice del dngulo f3,, siendo A\, = M;M;1, @ < 12,y

Mg = M5 My, los parametros elegidos son

61 = ﬁ? =T,
/827 ﬁ.?)a ﬁ47 /857 ﬁﬁa
/887 ﬁga /8107

)\1 - )\77 )\2 - )\87 )\3 = )\9'

» Inmediatamente se obtienen 3,;, (5 y, para calcular Ay = Ajg, A5 = A\11, A\¢ =

A2 se resuelve el sistema

M4,10 = "o
N511 = Ni15

M, 12 = "2,
donde 7, ; = (Ny, Nj) = chd (\i, A)).
» Los pardmetros 3;, 1 <17 < 10, deben elegirse de modo que 0 < 7 < 7y

Bot+Bs+Bs+Pyg=0<m—T,
ﬁ3+ﬁ5+ﬁ8+ﬁ10:ﬁl<ﬂ-—7.

Entonces 8, = m1—7—03, B3 = m1—7—3". Los lados \| = A7, Ay = Ag, A3 = )g

tienen que cumplir las condiciones necesarias para la convexidad:

Op1 >0, d12 >0 y
O6+n7 >0, depin >0; h=3,4;

siendo 6, ; = —(N;, A;) y, de las posibles soluciones, la tnica solucién valida es
la que cumple
5]171 > 0, 512,]1 > O; 5 < h<10.
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Para resolver el ejemplo posterior ha sido necesario variar reiteradamente
los valores asignados a los tres tltimos parametros hasta encontrar finalmente
una solucion. La “soluciéon” de todos los intentos anteriores correspondia a un

dodecagono hiperbdlico autointersectante.

Si ¢, 1 <1 <6, son los generadores del grupo I' entonces, con la notacion
elegida para los lados, ¢; (A12) = Xe, &; (Mi—1) = Aigs, st = 3, 5; ¢; (Nixs) = Ni1,

sit= 2,4, 6;yse cumple que

¢1¢2¢3¢4¢5¢6 = ¢6¢5¢4¢3¢2¢17

suponiendo que la orientacion de los lados \; respeta las condiciones de la obser-
vacion realizada mas arriba.

Sin embargo, recordemos que en nuestra construccién habitual, la orientacion
de los seis primeros lados debe ser la contraria a la exigida por tales condiciones.
Asi, cada ¢, se obtiene a partir la transformacion ¢, definida como sigue.

Sean las matrices siguientes:

1

fi= (2 + 2(NV;, Ni+6>)1/2 (—NiyeN; + ),
P = fiM;f" l<i<6
y
1 .
s (2 + 2(M;y 7, B))l/z(Mi-i-?Pi —1), 1<i<6;
g = 1 (MLPy— o)

(2 4 2(My, P))'/?
Se consideran los productos:
hi = gifi, 1 <i<6,
se cumple entonces que
hithohy hahs he = hehs *hahs thohit.

Teniendo en cuenta los corolarios [[L4.9 y [L4.10] puede observarse que si @, es
la transformacion hiperbdlica determinada por las matriz h; = g;f;, si ¢ es par,

6 hit = flg !, sii es impar, se tiene que
P1=9s Y ¢ =¥, <i<6.
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Asi, las isometrias
v, 1<i<G6.

generan el grupo ' y se tiene que

P1P2P3P1¥P5P6 = PeP5P4¥P3¥P2¥1-

Caso particular

Se desea construir un dodecagono con dngulos tales que:

ﬁl 257:300,
B1+ B3 + Bs + Bs + B19 + B12 = 180°,
By + B4+ B+ By + By + 311 = 180°,

y lados \; de modo que A = Ajie, 1 < j < 6,y Aok = By, ik = 3, 1 < <
12.

Sean, por ejemplo,

B, =30° pBy=15°  [B;3=35° (B,=40°,
/65:270, /66:2907 ﬁ7:300, ﬁ8:2507
59 =46°, 510 =317, ﬁn =20°, ﬁm =32°,

que satisfacen las igualdades anteriores. Si C; = ch \;, elegimos
Cy =154, Cy=42, (C5=35,
que cumplen las primeras condiciones necesarias para la convexidad del poligono:

Op1 >0, d12 >0 y
d64n7 >0, deern >0, h=3, 4.

Resolviendo entonces el sistema formado por las ecuaciones

MNe,12 = 26
MN511 = M

M40 = Tho,4

la tnica solucion valida es
Cy,=18.721, (5 =1430.139, (= "7.886.
Puede comprobarse que d;,1 > 0, d125 > 0; 5 < h < 10.
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Figura 4.2: Una region candnica de Schmutz-Schaller de género 3

La figura 4.2 representa la regién anterior. Los lados sexto y séptimo se am-
plian a la derecha.

El poligono se ha representado fijando A; y NVi:

0 —60 cos(7esm)  60sen(725m)
A= o = 1 3 3
1/60 0 o sen(om™)  —cos(37)

Entonces, las matrices asociadas a los generadores ¢, del grupo I' son

= —36.3753 —18.2425 b 3.56425  8.63286
! 2.65735  1.30519 b —7.50914 —-17.9071

1 —7.15971 —2.73054 L 4.33603  2.92356
’ 7.36699  2.66991 o —16.6288 —10.9813

B —1.01686  3.98397 L —224.099 —-113.081
° 177508 —7.94158 ) ° —7.43828 —3.75783

Mejorando la aproximacion en el calculo, mediante una adecuada cantidad de

cifras decimales, podria comprobarse que
hihohy  hahs the = hehs 'hahs thohi!.

De ambos productos resulta la misma matriz

505.7615 255.0016
0.24104 0.12351 |
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Es decir,

P1P2P3P1P5P6 = Pe¥P5P4P3¥P2¥1-

En lalhoja 4.3 del Apéndice|pueden encontrarse los calculos realizados, la con-

strucciéon de la region y su representacion.

4.2.3. Construccion de una region de Schmutz-Schaller a partir de

una regién candnica de Coldeway-Zieschang de género 3

Consideremos una region fundamental canénica de género 3 con lados a;, b;,
a;, b;;1 =1, 2, 3; y angulos o; cumpliendo las condicionesdel epigrafe 4.2.1.
Si llamamos A; a los lados orientados como en ese epigrafe, dotamos a cada lado
a;, b;, a;, b; de una orientacion, de modo que a;, b; tienen la misma orientacién
que Agi—3, A\gi—2, respectivamente, y a;, b; la orientaciéon opuesta a Ag;_1, Ag;.

Se corta la region anterior por los vértices Az, Ag, cuya distancia es A, con
ch A = (A3, Ag), y se une ay con ab, haciendo coincidir sus orientaciones, formando
un nuevo poligono orientado como el inicial, de vértices B;, con B; = Aq, en el
que A es la longitud de los lados tercero y quinto, y los lados sexto y séptimo

miden a) y b}, respectivamente. Los lados del poligono son
ay, b17 )‘7 b27 )‘Ia alla bll) b|27 as, b37 a’é) bl?,

Posteriormente, se corta el nuevo poligono por sus vértices By, Bg, separados
una distancia p, chp = (By, Bg), v se une b, con by con el mismo criterio que
antes unimos ap con aj. El poligono que resulta tiene sus lados cuarto y octavo
iguales a p v el lado séptimo igual a A = \. A los vértices del nuevo poligono les

llamamos D; de modo que D; = Bj. Los lados del tercer poligono son
ay, by, A\, p, ay, by, Ny p', as, bs, ay, by.

El tercer paso consiste en cortar el poligono anterior por los vértices Dy, Dy,
cuya distancia es v, chv = (Ds, Do), y unir el lado ag con aj. Ahora, los lados
quinto y séptimo miden v, el sexto es b y los lados octavo, noveno y décimo son,
respectivamente, iguales a a}, b] y . A los vértices del poligono que resulta se

les llama F; siendo E; = D;. Dicho poligono tiene lados
ai, bla )‘7 U, vV, b37 VI) aI17 bll) >‘I7 Mla bl?,

Por fin, cortamos por los vértices Eg, Eg y unimos b} con bs. Llamando p a la

longitud del corte, el tltimo poligono tiene los lados sexto y duodécimo iguales a
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py el lado undécimo mide v/ = v :
aq, b17 )\7 Wy Vs p, a|17 blla )\Iv :ula yl7 pl'

Llamamos F; a los vértices de este poligono, de modo que F; = E;. Volviendo
a llamar \; a los lados de dicho poligono, con A\js = FioF1 y \; = FiFjq, 1 < 12,
se cumple que A; = Ay, 1 <7 < 6. Sea ;, j < 12, el dngulo en el vértice
Fj{1y By en Fi. En cada proceso de cortado y pegado, el corte por dos vértices
produce una subdivisién en los dngulos correspondientes del poligono. Asignamos
superindice 1 al angulo resultante que determina el corte con el lado anterior a
cada vértice, y superindice 2 al que determina con el lado posterior. Tras los

sucesivos procesos, se obtiene

2,1 2.1
51:(117 55:(19 ) 59:@2 )
By = aj, Be = 04372’2’27 Bio = 04?’2 + as + af + ago + a1,
2,1 22,21
By = as By = as, B = o )

By=ay?!, By=astaltag+ar, Biy=onm+ oy’
Por tanto, de las tres igualdades
B+ B0 = 0F+as+ag+a+an,
Bs + By = O‘S + aa,
58 = CY4+O(%+O(6—|—O(7,

se tiene que
B3+ Bs + B + 1o+ Brg = aa+ a5 + -+ + o

Ademas, de
1
ﬁZ - a25
By+Bs+ B = 043727
2,1
ﬁg = 05 ,
se obtiene

By + By + Bg + B + b1 = .
12
Y,como By =y =7,03;, =a3 =T,y =7—7T, y_, a =m — T, podemos escribir
i=4
ﬁ1 = 577
By + By + B+ By + By + By =,

B1+ B3+ By + Bg + B1g + B1a = .
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Con estas igualdades y las que cumplen los lados:
Ai = Aite, 1< <6,
concluimos que tal poligono es una regiéon de Schmutz-Schaller para un grupo
Fuchsiano de género tres.

Caso particular

Se considera la regién candnica representada en la figura 4.1. Cortando la

region y las sucesivas regiones como se indicé anteriormente, se obtiene que

ch A= <A3, A6> = 31. 432, Ch[L = <B4, BG) = 257. 84,
chv = (Ds, Do) = 845.98, chp = (Eg, Es) = 3254. 336,

y los lados y angulos de la region de Schmutz-Schaller que resulta finalmente son

tales que
cha, = 23, ch b, =15, ch A = 31.432,
chpu=257.84, chrv =2845.98, chp = 3254.336,
y
ﬁ1 = 57 = 300,
By =117.76°, [, =6.4°, Be =16.793°, By =8.603°, [ =0.448°,

By =6.209°, B, =10.424°, B4 =059.874°, By, =46°, By, = 27.402°,

cumpliéndose

By + By + B+ Br + By + B = 1807,
By + B3+ B5 + Bs + B1o + Bro = 180°.

El poligono siguiente es la representacion de la nueva region:
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Figura 4.3: Una regién de Schmutz-Schaller tras varios procesos de cortado y

pegado. Detalle de tres lados de la region.

Los célculos, construccién y representacion de la regién se exponen en la
(hoja 4.2 del Apéndicel

4.3. Regiones de angulos rectos de grupos NEC

En el estudio de las regiones fundamentales que son poligonos hiperbdlicos,
tiene especial interés el caso en que dichos poligonos tienen todos sus angulos
rectos. Mediante estas regiones se han estudiado superficies de Klein hiperelipti-
cas [C-Mall, elipticas-hiperelipticas [Es], k-toros ¢-hiperelipticos [Es-Mal]. Una
superficie de Klein X es g-hipereliptica si admite un automorfismo ¢ de orden 2
tal que X/¢ es de género algebraico ¢. En el caso ¢ = 0 la superficies se llaman
simplemente hiperelipticas y en el caso ¢ = 1 se llaman elipticas-hiperelipticas.
Un k-toro es una superficie orientable de género 1 con k£ > 0 componentes en el
borde.

Sea I' es un grupo de superficie planar (i.e. ¢ = 0). En [Es-Ma2] se estudia
una region fundamental particular de I' que es un poligono de angulos rectos. Si

I' tiene signatura

(07 +, [_]’ {(_)’ k’ (_)})7 k > 3a

entonces existe una region fundamental P del grupo I' que es un poligono hiperboli-

co convexo de angulos rectos y p =4 (k — 1) lados:

His Y15 :ullu /717 vy ME—15 VE—1> :ulk_la fyk717 (45>
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donde v, son los lados que corresponden a las componentes del borde, siendo
e =y U . Uy p; = pl. Las identificaciones vienen dadas por lados del

mismo nombre (p;, (1))

Esta regién se obtiene a partir de la regién fundamental de Wilkie, medi-
ante procesos de cortado y pegado, y se requieren 3k — 6 parametros para su
construccién. Obsérvese que, en este caso, la igualdad queda

d(T)=3Mmg+k—1)—34+2r+s=3(k—-1)—3=3k—6

Figura 4.4: Una regién fundamental de un grupo de superficie planar

A continuacién se propone una eleccién de pardmetros distinta a la de [Es-Ma2],
de modo que mediante algunos resultados del capitulo 3 de la presente Memo-
ria, pueden imponerse condiciones para que un punto de R3*~6 con coordenadas
iguales a tales parametros determine una superficie planar con k componentes en
el borde. Fijados tales parametros, puede abordarse la construccién de la region
fundamental y la subsiguiente representacion del poligono.

Tal eleccién de parametros permite, ademas, estudiar regiones fundamentales

que cumplan determinadas condiciones, como veremos posteriormente en algunos
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casos generales y su ilustracion con algin ejemplo de cada caso. Mas atn, con
otros resultados del capitulo 1 podemos obtener un conjunto de generadores del

grupo I'.

4.3.1. Una parametrizacion de superficies planares con £ componentes

en el borde

Sean ' un grupo NEC con signatura (0, +,[—], {(=)*}) y P un poligono de
p =4 (k — 1) lados como en. Denominamos \;, ¢ < p, alos lados del poligono,
orientados del modo habitual, de manera que, si j < k — 1, entonces p; = Ay;_s3,
v = Aaj—2, u'j = A\gj_1, 7/ = A4y, siendo iguales las orientaciones de By A1j—3,
y opuestas las de p; y Agj—1. Llamamos A; a los vértices y N; a los vectores
normales a los lados del poligono, de modo que \; = A;A; 41, ¢ <p, \, = A, A1y
Ai=Ni_1 AN;j, i >1, A = N, AN Ny.
Fijados A; y N, se sabe por las igualdades|(2.9)| que
An = oA+ 01N+ 51,/1(141 A Ny),
Ny = —0n1 A1 =0y p N1+ 951 (AL AN .
Tales igualdades permiten obtener inmediatamente cada A;, y cada N, una

vez conocidas las longitudes de los lados, y representar la region.

Para determinar dicha region fundamental se requieren 3k — 6 parametros
positivos. Sea §; el segmento perpendicular a los lados 7%, ¥+, 1 < i < k, v &

perpendicular a ~*, %
» Si k = 3, los parametros elegidos son
Y15 V2, 01 = O2.

= Y para k = 4:
Y1 V25 V3o 517 527 53-
» En general, para k& > 4, consideramos los pardmetros
Y1 - 7k—17517 seny 5k—17
Yo

Los primeros 2 (k — 1) parametros son libres. Para que el poligono sea con-

vexo se requieren las condiciones del teorema [3.2.2}

N > 1 4<h<p-2, (4.6)
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donde 7, ; = (N;, N;) y p=4(k —1).

Para un determinado conjunto de estos parametros, se puede calcular p; =

iy, 1 <17 <k, teniendo en cuenta que

chy,; +chd;

4.
chy, —1 (4.7)

chd; = sh? p;chy, —ch?u;, v ch?y, =

El procedimiento se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Se fijan arbitrariamente los primeros 2 (k — 1) parametros. Se calculan

entonces p; = p;, 1 <@ < k.

2. Se elige un valor de v! que satisfaga las desigualdades

s > 1, me>1, mz>1, n,¢>1

Puede observarse que ya se cumple n,, = chd; > 1y que 7,,, 5 <

h < 8, dependen tnicamente de Ay = !, pues

A = My, )\2:%, )\3:M'1,
)\4 :717
)‘5 = Mg, )‘6 = Yo )‘7 = :ul27

son ya conocidos.

3. Asf sucesivamente, si k > 5, puede elegirse cada v/, 1 < j < k — 4, de
modo que
Nae—1),n > L 4j+1<h<4(j+1),

una vez fijados 7, i < j, como en el apartado 2.

4. Los lados desconocidos serian entonces las componentes del borde

Aage=3) = 772, Mage—2y = V2 y M1y =L

La perpendicular comtn a v y ~¥~! divide cada componente en

dos segmentos, y la componente ~*~2

es la union de tres segmentos,
cada uno lado de un hexdgono. Todos los segmentos anteriores pueden

calcularse, una vez fijados todos los pardmetros.
También se pueden calcular directamente las componentes del borde

,yk—?:’ ,Yk—Z y ’Yk_l

, resolviendo primero la ecuaciéon
Na(k—1),4(k—2) = Na(k—2),4(k—1)
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que depende s6lo de A3y = v*=3 después

Na(k—1),4(k—3) = T4(k—3),4(k—1)

k—2

cuya unica incognita es Ayx—2) = 7" %, y entonces

ch Agk—1) = M agr—1)-1-
De las soluciones de la primera ecuacion solo es valida aquélla que,

ademas, cumple
Mag-nyn > 1 4(k=3)+1<h<4(k—-2).

Una vez calculada, sélo es vélida la solucién de la segunda ecuacion

que cumple, ademas,

Nak—1),4(k—2)+1 > 1.

Una vez determinados todos los elementos del poligono, se pueden hallar las

transformaciones que identifican los respectivos lados.

Por el corolario [[L4.12] se sabe que la traslaciéon 7; que transforma p; en p,,

T (,u;) = u,, estd definida por la matriz

t; = Q;sh %fyl- + ¢ ch %fyl-, (4.8)
siendo @); el vector normal al lado orientado v, = Ay;_o del poligono P, es decir,

Qi = Nyi_o, de modo que
~Nyi 3 =1; Ny _1t; ",

donde Ny;_3, N4_1 son los vectores normales a los lados orientados Ag_3, Agi_1,

con longitudes iguales a j1; y 1.

La matriz

it = —Qish gy, +1ch 3y,
-1

define la isometrfa 7;* que transforma ju; en p}, 7; ' (1) = p}.

Seguidamente, en el epigrafe 4.3.2, estudiamos de un modo general algunas
regiones fundamentales sujetas a ciertas condiciones geométricas. En 4.3.3, cons-
truimos una regién particular con cinco componentes en el borde y obtenemos
un conjunto de generadores del correspondiente grupo I'. En 4.3.4, se construye
un ejemplo particular para cada regién estudiada en 4.3.2 (también con k = 5) y
finalmente se ilustra con un ejemplo un proceso de cortado y pegado, que puede

generalizarse para cualquier nimero k& de componentes en el borde.
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4.3.2. Regiones fundamentales sujetas a determinadas condiciones ge-
ométricas

En ocasiones interesara construir regiones fundamentales de superficies par-
ticulares que permitan mostrar que sobre esa superficie actia un determinado
automorfismo. Véanse varios ejemplos en [Es-Ma2].

Se considera una regién P con lados como en . Se pueden imponer ciertas
condiciones geométricas a esta region y estudiar como afectan a los pardametros
y qué procedimiento debe seguirse para la construccion de la regiéon. De entre las

posibles condiciones que pueden estudiarse, estamos interesados en las siguientes:

Si trazamos el segmento p; ;, perpendicular a v;, 7, ¢ < j, pueden estudiarse
los pardmetros, de modo que los dos segmentos 7;, 7; en que p; ; divide a 7,
satisfagan ciertas relaciones. Una de ellas es que ambos segmentos sean iguales.
Podria estudiarse el problema mas general para que 7, = a7;, 0 < a < 1, pero

no lo haremos aqui.
La otra condicion que estudiaremos es la exigencia de que la suma de las longi-

tudes de dos componentes en el borde sea igual a la longitud de otra componente.

A partir de ahora suponemos que 7, = d (ui, pi,j) vy, =d (pm, M'@) (figura
4.5).

Figura 4.5: La perpendicular p; ; a 7, y v; divide al lado v,
en dos segmentos: 7, y 7,
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Para una determinada region fundamental P, si p; ; es el segmento perpen-
dicular a las componentes del borde v;, 7;, entonces chp, ; = (Q;, Q;), siendo
Qi, Q; los vectores normales a v;, 7;.

Tras cortar la region por algin p; ;, @ < j, e identificar posteriormente ;
con iz, uno de los lados de la nueva region, si k& > 4, es la union de segmentos
iguales a las componentes del borde 47! y 47, Pueden estudiarse, por ejemplo, las

condiciones para que otra componente del borde 4" cumpla que 4" = 471 4 47,

Regiones condicionadas por el modo de dividir el segmento p, ; una

componente del borde

Dividimos la region mediante el segmento p; ;, perpendicular a las compo-
nentes del borde ~;, v;, i < j, lo que requiere (Q;, ;) > 1, siendo Q;, Q; los

vectores normales a 7;, ;.

s Si k= 3 los lados de la regién son:

M1y V1, Mllv 717 Moy Vo, M|27 72'

Se obtiene facilmente v* = ~? y que p12 divide siempre a cada componente

del borde 7,, 7, en dos partes iguales.

= Para k > 3, suponemos que i1 < k—3, 5 =k—2067 =Fk—1,y que
las componentes del borde v;, 7; son tales que 7, = av,,5; = (1 — a)y,,
0<a<l.

e Si j =k — 2, sea el poligono
pi7j7 7@‘7 ,ulzv ’Yia Hig1s -5 Mj? ’/y\jv

y Q; el vector normal a v; = Ayj_o. Obsérvese que, si k =4, j1,, = p;.
Si se considera @; como vector normal al lado 7; del poligono ante-
rior y que Ay;—q es el vértice comun a 7, y p; = Ag—1, se tiene que
shd (Agi1, 7;) = (A1, Q;) v chd (1, v;) = (Nai—1, Naj_a).

En la proposicion se dedujo, con otra notacion, que también
puede escribirse —(Ay 1, Qr_2) = shp;; och¥; v (Ny1, Qo) =
sh p; o sh?%,;. Por tanto, como v; = Ay 2y j =k — 2,

shp;p_och?y;, = —(Agi1, Qr—2) = —(Asim1, Nar-s)),
shp;poshy, = (Ny-1, Qr2) = (N1, Nor_s))-
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e Sij =k —1, sea el poligono

= I k—1 o~
pi,k—h V-1 Hp—1, 7 y Moy eeey Mgy Vs

Puede observarse que, si k = 4, entonces p; = p,.

Se cumple que
shp,p_1chy;, = —(Asu 2, Nook-3) = shd (A4i,2, ’Yk—1) ,
sh p; — sh i = (Na-3, Nap@r-3) = chd (Mia %—1) .
Asi, segiin que j =k —26 57 =k — 1, se tiene que

(Nyi—1, Nor—5)) + (Asi—1, Nogk—s)) th7; =0, (4.9)

(Nui—3, Nogog—3)) + (Asi—2, Nok—3)) th7; = 0. (4.10)

Las ecuaciones anteriores se han elegido atendiendo al ntimero de lados cono-
cidos del poligono en cada caso, una vez fijados 3k — 8 parametros libres que se
especifican a continuacién. Para tales parametros, de las dos expresiones posibles

para cada producto escalar, se toma aquella que incluye menos variables.
» Si k =4, los pardmetros libres son vy, v, 73, 01.

e En el caso i = 1, j = 2, teniendo en cuenta las siguientes condiciones

para la convexidad de la regién:
<N127 N5> > 17 <N127 N6> > 17 <N127 N7> > 17 <N127 N8> > 17
el conjunto de soluciones de la ecuacién y que

(Q1, Q2) = (N2, Ng) > 1,

se fija un valor de 05 apropiado y, mediante la ecuacién [(4.9)], se calcula
v, Los lados desconocidos del dodecdgono se obtienen aplicando las

formulas convenientes de poligonos rectangulos.

e Para el caso ¢ = 1, 7 = 3, dentro de las condiciones siguientes para la

convexidad de la regién:

(Ng, Nig) > 1, (Ng, Ny) > 1, (Ns, Na) > 1, (Ng, N3) > 1, (Ng, Ny) > 1,
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las posibles soluciones de la ecuacion |(4.10)[y que

(@3, Q1) = (Nig, Ng) > 1,

fijando un valor de d3, se obtiene primero +* de la ecuacién [(4.10)] y,

posteriormente, el resto de los lados del dodecagono.

» Para k > 4, los dos parametros propiamente condicionados son, en ambos

casos, 0z v 7v**. Los demds pardmetros:
Y1 V25 V30 V4 517 527 547 si k= 57

Yis s Voots Oty ooy O3y Op_1, ¥4, oy AF70, sik > 5;

pueden adquirir valores positivos cualesquiera, siempre que las componentes
del borde 7', ..., Y75, cuando k > 5, cumplan las condiciones requeri-

das para la convexidad.

Una vez fijados los parametros libres, los parametros condicionados deben

satisfacer las igualdades |(4.9)| 6 |(4.10), segtin el caso, cumplir las condiciones

para la convexidad y que, ademas, (Q;, Q;) > 1.

Para ciertos valores validos de los parametros, los lados desconocidos de la re-
gién pueden calcularse mediante las formulas apropiadas para poligonos rectangu-
los, respetando siempre las condiciones anteriores.

En el epigrafe 4.3.4 se muestra un ejemplo, para k = 5, de cada uno de los
casos aludidos.

Regiones condicionadas por la relacién " = ~7~1 4+ ~J

Para que 4" = 77~! + +J, debe cumplirse
chy’ =chvy" chy ™' —shy"sh~/ 1.

Los parametros libres son los mismos que en el caso precedente. Para deter-
minar los valores validos de los parametros condicionados, asi como los lados
desconocidos de la regién, se procede como en el caso anterior, con las diferencias
propias del caso especifico que consideramos.

En el epigrafe 4.3.4 se resuelve un ejemplo, para k = 5, donde se concreta el

procedimiento a seguir en el caso general.
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4.3.3. Una regiéon de un grupo planar con cinco componentes en el
borde

En este caso, como k = 5, las regiones consideradas son poligonos de 16 lados.
Manteniendo la notacién descrita en el epigrafe 4.3.1, construimos una region

determinada, asignando valores a los parametros libres. Por ejemplo,

chy, =3, chvy, =2, chv;=3.5, chvy, =4,
Ch51 = 5, Ch52 = 25, Ch53 = ]_5, Ch54 = 45,

chy! =8.
La eleccién de ch~! se ha realizado teniendo en cuenta que
Mien > 13 5<h <8,

de lo que resulta ch~y! > 7.14.
Las férmulas , que permiten calcular p; = pu;, dan los siguientes resulta-
dos:
chp, =2, chpuy,=2.121, chpy=1.412, chp, =1.683.

Con la denominacién elegida para los lados, se conocen todos excepto Ag, Ao

y A6
Resolviendo la ecuacion 1,916 = 756 12, S¢ obtienen dos soluciones:

Cs=6.184, Cg = 373.986,

donde Cg = ch~2. Sélo la segunda satisface la desigualdad Cs > 188. 81, resul-

tante de las inecuaciones
Men > 1 9< h <12
La ecuacion 7g 14 = 1,6 tiene dos soluciones:
Clp =2.715, (9 = 27.488,
siendo C5 = chy3. Como debe cumplirse
Men > 1; 13 < h < 14,

tiene que ser Cjy > 24.8 y por tanto Cj5 = 27.488. Por 1ltimo, chy* = Ci5 =
T]1715 = 20. 567.
La region queda representada en la siguiente figura:
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ch v* = 20.567

chy, =3 chy, =4

chy! =38
ch v3 = 27.488

ch vy, =2 ch 42 = 373.986
ch ys =35

Figura 4.6: Una regién de género cero con cinco componentes en el borde

En lafhoja 4.4 del Apéndice|se muestran los calculos que se requieren, asi como

la construccién y representacién de la region.
Para representar el poligono como en la figura 4.6, se han elegido A; y N; de

modo que
—3.1279 —6.5677 3.2838  6.2557
A1 - y N1 - .
1.6419  3.1279 —1.5639 —3.2838

Para esta eleccién, las matrices t; de la igualdad [(4.8)| que definen los trans-

formaciones hiperbdlicas 7; son
. 6.8318  7.3755 . 11.834  6.9509
P\ 23,8439 —4.0034 | >\ 216,120 —9.3840 )
o —24.357 14.630 . —3.6058 6.7681 \
>\ —45.616 27.357 | Y7\ —3.7536 6.7681 )

y, llamando ¢; a las matrices asociadas a los vectores (); = Ny;_s, normales a las

componentes del borde v,;, 1 <17 < 4, se tiene que
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(54176 7.3755 ~( 15.003  9.8301
NN\ 38430 —5.4176 )0 BT\ 22797 —15.003 |

[ —23.127 13.085 [ —4.2351 5.5262
= —40.800 23.127 |’ b= —3.0648 4.2351 |’

matrices que definen las reflexiones v; en dichas componentes. Sea, por ultimo,
¢o la matriz del vector Nyg, normal a ~* :

(0 2
=\ 050 )

que define la reflexién vg en ~*.

Se cumple que v; (v,) =7;, 1 <i <4,y vy () =~y

Una vez calculados los demas vectores normales a los lados, puede compro-

barse que

—Nyi 3 =1t; Nyg_1t; 1, 1 <1< 4

es decir, 7; (,u'l) =pu,;, 1 <i<4, yque

4 = t; 'qits, 1<i<4;
Ny =t qoty,

Ny =ty qotats = tatagoty 157,

Niy = taqoty ",

Las transformaciones

son generadores del grupo planar que satisfacen las relaciones siguientes:

vi=1, 0

IN
IN

1 < 4;
v =1 1 <4 <4;
i iV — 4y 3

IN
IN

71727374V07Z175172_171_1

Vg = 1.
y, por tanto, la signatura de T" es (0, +,[—], {(—)°}).
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4.3.4. Regiones sujetas a ciertas condiciones geométricas. Casos par-
ticulares

Como hemos dicho anteriormente, a veces hay que construir regiones con
los lados sujetos a ciertas condiciones para exhibir una determinada propiedad
geométrica de la superficie. Aqui vamos a ver algunos ejemplos particulares, en

los que se construye explicitamente la region.

Sea una regién con cinco componentes en el borde. Estudiaremos en este
epigrafe diversos casos particulares segin el modo de dividir el lado que represen-
ta una componente del borde, o bien condiciones que deben cumplir las diver-
sas partes de la componente dividida. En adelante, se mantiene la notacién del

epigrafe 4.3.1.

El segmento perpendicular a v,, 75 divide a la componente del borde

v, en dos partes iguales, 7, = 7,.

Consideramos el hexdgono de lados py 3, 7, ps, Y2, s, Fg con pihy = Mg, ¥ =
>\87 M3 = )\9.
La ecuacién |(4.9)| puede escribirse

(N7, Nig) + (A7, Nyp) th7, =0,

donde 27, = v, = A¢.
Es decir,
Cs—1
Cs+1

Damos valores a los parametros libres:

Sg Sy —

(C7CgSg - S7Cg) = 0

chy, =3, chyy, =2, chyy3=3.5, chvy,=4,
Ch51:5, Ch52:2.5, Ch54:4.5,

y obtenemos
chpu, =2, chpy,=2.121, chp,=1.683.

Los parametros sujetos a condicién son 3 y v*. Debe cumplirse que (Ng, Nig) >

1. Podemos elegir ch i3 = Cy = 5 y entonces ch d3 = 59. Para Cy, de la ecuacion
procedente de |(4.9)], se obtienen dos soluciones:

Cs=4.392, Cg=1.009.
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Sélo la primera, ch~? = 4.392, cumple (Ng, Nig) > 1.

De las condiciones |(4.6)| para la convexidad, se tiene que Cy > 18.82.Y de

7712,16 = 7716,12 se obtiene

Cy =10.605, Cy=20.665.

Por tanto, chy' = 20.665. Para la convexidad se requiere que Cjy > 2.64 y

de 1,16 = 1164 S€ tiene
Cip=2.91, Cpp=1.528.
Asi ch~® =2.91. Por fin, como Cis = 7, 15,
ch~* = 14. 313.

Pueden calcularse 7y, = 0.6585 y v, = 1. 317, es decir,

= _ T2
72—2

La region se representa en la figura 4.7.

ch v* = 14.313

ch v! = 20.665

chyy =2
ch 72 = 4.392

ch y3 =35

Figura 4.7: La perpendicular p, 5 a 7, y 73 divide a 7y, en dos partes iguales

La region puede verse representada en la [hoja 4.5 del Apéndice, que incluye

los calculos necesarios para su construcccion.
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El segmento perpendicular a ,, v, divide a la componente del borde

v, en dos partes iguales, 7, = 7,.

Se considera el decadgono de lados

p2,47 747 :ullu /747 K1y Y1, :ullu 717 Ha, :Y\27

con

Nl; = Ais, 74 = A6,
py =AM =As =gy, 7= g,
’71 = A4, Ho = As.

Damos valores a los parametros libres:

chy, =3, chyy, =2, chyy3=3.5, chvy,=4,
Ch51:5, Ch52:2.5, Ch54:45
e, igual que antes, los pardmetros condicionados son d3 y .
La ecuacién |(4.10)| puede ahora escribirse
(N5, Nia) + (Ag, Nig) th7, =0,

Cs—1

Ce+1
Los lados conocidos de la regién son As, Ag, A1, A14:

donde th7, =

CQ - 3, 06 - 2, 010 = 3. 5, 014 - 4;
y pueden calcularse
03 = Cl = 2, C7 = C5 = 2. 121, 015 = Cl3 = 1. 683

De las dos expresiones para cada producto escalar (N5, Nig) y (Ag, Nia),
tomamos la que incluya mas lados conocidos: A5, A1, Ao, A3.  Asi, la ecuacion
tiene dos incognitas: Ay, Aig.

Para la convexidad se requiere que Cy > 7. 14. Ademds, debe cumplirse 7, 5 >

1. Para chy* = C14 = 8, las dos soluciones de la ecuacién son
Cy,=2.051, C,=13.929.

Sélo chy! = Cy = 13.929 satisface Mae > 1. La unica solucion vélida de

Ng12 = Thasg €S
chps; =Cy=1.68
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y, por tanto, chdz = 3.558. De 17 15 = 15 7, resulta
ch~y? = Cs = 18. 836,

que cumple las condiciones |(4.6)| para la convexidad: Cg > 15.317. Por tltimo,
Igual que antes, 7, = 0.6585, v, = 1.317 y

N
’72—2

La figura 4.8 representa esta region:

hy, =3
Amn Ch'}/4:4

ch 4! = 13.929

ch 3 =12.75

ch vy =2

ch v3 =35

Figura 4.8: La perpendicular p, 4 a 75 y 74 divide a 7, en dos partes iguales

En la hoja 4.6 del Apéndice| se incluyen los calculos para la construccion de

la region.
Las componentes del borde 7!, 42, 4 cumplen ! = 72 + 3.

Debe cumplirse la ecuacién
chy® = ch~'ch~y? — shvy'sh~?,

es decir,

Clg - C4C8 - 5458-
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Asignamos valores a los parametros libres:

chy, =3, chy, =2, chyy=3.5 chvy,=4,
Ch51 = 5, Ch(sg = 25, Ch54 =4.5.

Por las condiciones de convexidad, debe ser Cy > 7. 14. Elegimos
ch~y! = ¢y = 70.
El sistema de ecuaciones 1916 = 7149, 711,16 = 716,11 tiene dos soluciones:
Cs =4.386,C9 = 3.157 vy Cg=3.461,Cy = 1.932.

Sélo la primera cumple las condiciones para la convexidad. Es decir, chy? =
4.386 v, por tanto, ch+® = 8.13. Ademss,

Y =4.042, 42=2.158 A =2.785 y 4'=1"+"

De ch 3 = 3. 157, por las igualdades|[(4.7)] ch §3 = 21.411. Por tltimo, chy* =
Che = 6.245. También pueden calcularse

chpu, =2, chp,=2.121, chp,=1.683.

La region queda representada en la figura 4.9.

chy*=6.245

chy,=3
chy,=4

chy!'=170 chy?=8.13

S hys£3.5

chy?=4.386

Figura 4.9: Los segmentos 7!, 72, 7® de la quinta componente del borde
cumplen 7! = 42 + 43
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El procedimiento para la construccién de la region puede verse en lafhoja 4.7 del Apéndice]

Division de la region por el segmento perpendicular a v,, 7,. Cortado
y pegado

Si cortamos la region por p; ;, segmento perpendicular a ;, v;, @ < j, y pega-
mos fi; con ju;, mediante la traslacién Tj’l(ver (4.8)]), entonces el nuevo poligono es
otra region fundamental del mismo grupo discreto de isometrias, cuyos primeros
lados, hasta p,, y los ultimos lados, desde 4, conciden con los del poligono P,
siendo los lados intermedios:

~ ~ —1 (= -1 —1 (= —1 —1 (. j—1 j

Vi Pige LU T (F3) s 757 (pig) s 75 () s 75 () o s T (T U

Los puntos suspensivos corresponden a los transformados de v, ft;,1, Viy1, -

Vi-1s ,u'j_l, enel casode i < j—1.

El procedimiento completo para la construccién y representacion de la nueva
regién se ilustra con un ejemplo donde k =5, ¢ = 2, 7 = 3, que se representa en

la figura 4.10. Los nuevos lados de la segunda regiéon son

Y2 Pa3s V3 U 7':;1 (Vs) » 7’51 (102,3) ) 7':;1 (72) » 7’51 (:ul2) ] 75;1 (72) U,

Para construir la nueva regién, de lados A, 1 < h < 16, tomamos

A = An, si h < 5;
Ag = Ao, A = A
AL = A, si h > 13;

y los demas lados son

Xs = d (A6, pys)

)‘;) = X? = P2,3;
)‘|10 =d (Pz,ga A?) )
Al = Ag + Apa.

Siendo C}, = ch \j,, de una primera regién con
CQ - 37 C6 = 2. 67 CIO = 2. 97 C(14 = 2. 87
Cy=2.85, (C3=2.372, C5=2.939, C(Ci5=2.641,

C3 - Cl = 2. 828, C7 = C5 = 3. 172,
Cn=0Cy=2.982, (5= C13=2.867,
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se obtiene la nueva regién con lados tales que, si C} = ch \;, entonces
Cy =3, Cy=1.622, (), =1.152, =28,
1 =2.85, Cyg=2.9, Cly =12.914, (4 = 2.641,
Cy=0C]=2.828, Cy=C;=10.602, C};=C3=2.867,
Cy, =05 =3.172,
En la figura 4.10 se representan ambas regiones. De la primera region se ha

cortado el hexdgono adosado a p, 3 y se ha trasladado pegando p3 con pi3, mediante

73! cuya matriz asociada es

t3' = —Qsshivy + tch iy,

con Q3 = Nyig v 73 = Ao, formando asi parte de la segunda regién el hexagono

trasladado.
,Y4
~
() o7’
T3 (M2)
B
) <—T3 ! (72)
: T3 (p2,3)
Ao UTNg =72 , N VEU Til (¥3)
V373 =73 U3
...... e 3
Y

Figura 4.10: Cortado y pegado de la region

El procedimiento anterior se puede generalizar para cualquiera que sea el

namero k£ de componentes del borde, k£ > 3.
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Apéndice

Las férmulas generales para poligonos hiperbélicos (capitulo 2 de la Memoria)
pueden definirse en Maple y, por un procedimiento iterativo, se obtienen facil-
mente las formulas para los poligonos, convexos o no, de un niimero determinado
de lados. De igual manera, con las féormulas ya definidas, también es posible ex-
presar cada vértice del poligono y el vector normal a cada lado, respecto al primer
vértice y al vector normal al primero de los lados. Ademas, Maple admite la defini-
cién de las desigualdades que determinan las condiciones necesarias y suficientes
para que un poligono hiperbdlico sea convexo.

Para conocer todos los elementos de un poligono de p lados se necesitan 2p —3
datos previos, y entonces Maple permite determinar los elementos desconocidos,
exactamente o de modo aproximado, segiin qué datos sean conocidos. Para que
el poligono sea convexo, los datos deben elegirse de modo que satisfagan las
condiciones requeridas (teorema 2.2.3]). En cualquier caso, conocidos todos los
elementos, puede representarse en el disco de Poincaré el poligono hiperbdlico en
cuestion. Tales representaciones requieren definir previamente la proyeccién del
modelo sl3(R) del plano hiperbdlico en el disco.

Dadas las caracteristicas de una regién fundamental y fijando las dimensiones
de ciertos elementos, Maple posibilita, con las limitaciones propias de la aplicacion
y el ordenador utilizado, la obtencion del resto de elementos de la region, asi como
su representacion.

En el CD adjunto se aportan algunos archivos, desarrollados con Maple, donde
se incluyen las definiciones de las operaciones del capitulo 1 y de las férmu-
las citadas més arriba, asi como su aplicacién a la resolucion y construccién de
poligonos, convexos o no. Entre los aspectos particulares, se estudian las condi-
ciones de existencia de poligonos convexos, la resolucién y construccion de algunos
poligonos autointersectantes no regulares, la representacion de poligonos regulares
convexos o estrellados, los poligonos rectdangulos y la construccion de las regiones
representadas en el capitulo 4 de la Memoria. En algunos de estos ejemplos se cal-
culan, ademas, los generadores del grupo de isometrias de la region fundamental
correspondiente.

A continuacion, se incluye una relacién de los archivos creados. Los dos primeros
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se refieren a operaciones de matrices y algunos resultados del capitulo 1 de la
Memoria, los cuatro siguientes corresponden al capitulo 2, los tres posteriores al
capitulo 3 y los demés al capitulo 4. El primer ntimero de cada archivo indica el
capitulo de la Memoria donde se trata su contenido.

Posteriormente, se especifican los contenidos de cada hoja de Maple y se in-
dica, si procede, la referencia al lugar de la Memoria donde aparece el resultado
correspondiente. Varios de los documentos estan disenados de modo que el propio

lector pueda determinar y construir casos propios cambiando los datos iniciales.

La numeracién de algunos archivos incluye un cero:

0. Relacion de documentos;

1.0. Definiciones de operaciones, elementos geométricos y representaciones;

2.0. Relaciones (...) de un poligono hiperbdlico(...);

3.0. Relaciones (...) de un poligono hiperbdlico rectingulo. (...) .

Son hojas independientes donde se enumeran titulos o se definen operaciones
utilizadas en otros archivos vinculados con dichas hojas.

Desde el primer archivo (0. Relacidn de documentos) puede accederse a cada
una de las hojas de Maple. El archivo 1.1 esté vinculado con el 1.0; 2.1, 2.2 y 2.3
lo estan con el 2.0 y 3.1, 3.2 se vinculan con la hoja 3.0.

Las hojas de cédlculo se han realizado con Maple V. Si se abren con otra versién
posterior, aparece un mensaje preguntando si se quiere actualizar a esta ultima
version. Se debe contestar negativamente.

Es importante no variar los archivos includos en el CD, especialmente los
independientes. Si se desea manipular alguno de los demés archivos, se aconseja
guardarlo previamente con otro nombre en la misma carpeta, de modo que los

vinculos con las hojas independientes puedan mantenerse.
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Contenido del Apéndice

1. Operaciones en los conjuntos Ms(C), My, sl (C) y elementos geométricos
de H? y HZ2.

1.0 Definiciones de operaciones, elementos geométricos y representaciones.

1.1 Aplicaciones geométricas en H® y H?2.

2. Poligonos hiperbdlicos.

2.0. Relaciones entre los elementos de poligonos hiperbdlicos. Condiciones
necesarias y suficientes para que el poligono sea convexo. Construccién

de poligonos.
2.1. Resolucion y construccion de poligonos hiperbdlicos.
2.2. Resolucion y construccion de poligonos hiperbdlicos autointersectantes.

2.3. Poligonos hiperbdlicos regulares. Relaciones y representacion.
3. Poligonos hiperbdlicos rectangulos.

3.0. Relaciones entre los elementos de un poligono hiperbdélico rectangulo
convexo. Condiciones necesarias y suficientes para la convexidad del

poligono. Construccion de poligonos rectangulos.
3.1. Resolucién y construccion de poligonos hiperboélicos rectangulos.

3.2. Poligonos hiperbodlicos regulares rectangulos. Relaciones y representacion.
4. Regiones Fundamentales.

4.1. Regién Fundamental candnica de una superficie orientable de género

3 sin borde.

4.2. Una Regién Fundamental Dodecagonal de Schmutz-Schaller a partir

de una Regién Fundamental Canénica.
4.3. Una Regién Fundamental Dodecagonal de Schmutz-Schaller.

4.4. Una Regién Fundamental de una superficie de género cero con k com-

ponentes en el borde.

191



4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Una Region Fundamental con cinco componentes en el borde sujeta a

una condicién. Corte por las componentes 2¢ y 3%.

Una Region Fundamental con cinco componentes en el borde sujeta a

una condicion. Corte por las componentes 2¢ y 4¢.

Una Regién con cinco componentes en el borde sujeta a una condicion:
Al = A2 B,

Una Region Fundamental con cinco componentes en el borde. Corte y

pegado.
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Indice
Recuerde que no debe actualizar estas hojas (hechas con Maple V) al abrirlas

Pulsando el nimero subrayado de cada epigrafe se accede a la hoja de Maple indicada.

1. Operaciones en los conjuntos Ms(C'), My, slo(C) y elemen-

tos geométricos de H? y H>.

[L.0] Definiciones de operaciones, elementos geométricos y representa-

ciones.

Definiciones previas

Operaciones en M5(C)

Espacio de Minkowski My

Espacio hiperbélico tridimensional H?>

Espacio vectorial real M3 = sl2(R) de las matrices con traza cero
Plano hiperbélico H?

Isometrias del espacio hiperbdlico tridimensional

Isometrias del plano hiperbdlico

Determinacién de isometrias del espacio hiperbdlico tridimensional
Determinaciéon de isometrias del plano hiperbélico

Representacién de puntos y geodésicas de H? en el disco de Poincaré D

[LJ] Aplicaciones y representaciones geométricas en H* y H?.

Matrices de M3(C') con norma 1 y célculo de la traza

Puntos, geodésicas y planos de H?

Puntos, distancia entre puntos y vectores normales a geodésicas de H?

Posiciones relativas de geodésicas. Geodésicas secantes o paralelas: dngulo, punto comun.
Geodésicas ultraparalelas: distancia, perpendicular comin. Geodésica que pasa por dos puntos.
Punto y geodésica: distancia, perpendicular a la geodésica que pasa por el punto.

Isometrias del espacio hiperbdlico tridimensional

Isometrias del plano hiperbdlico

Determinacién de isometrias del espacio hiperbdlico tridimensional

Determinacion de isometrias del plano hiperbdlico

Representacién de puntos y geodésicas de H? en el disco de Poincaré D
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2. Poligonos hiperbdlicos.

[2.0] Relaciones entre los elementos de poligonos hiperbélicos. Condi-
ciones necesarias y suficientes para que el poligono sea convexo. Cons-
truccién de poligonos.

Observaciones previas.

Férmulas de los productos escalares «(i, j) = (Ai, 4;), n(4, j) = (Ni, Ny)y B(i, j) =
—(A; A N;, N;). (Proposicién 21.0)

i. Férmula del producto escalar (i, j) = (A, Aj)en funcién de [(j, i)y 0(j, i) =
7<NJ" A1>

ii. Férmula del producto escalar 7(i, j) en funcién de A(i, j) = 6(i, j + 1)y (4, Jj)

iii. Férmula del producto escalar (7, j) en funcién de e(i, j) = —(A; AN;, A; AN;)y de
v(J, 1)
Condiciones necesarias y suficientes para que el poligono sea convexo. (Teorema 2:2:3)
Construccién de poligonos. (Seccién 2.3).

Proyeccién del modelo sla(R) de H? en el disco de Poincaré. Geodésicas de los lados.
(Capitulo 1)

[2.1] Resolucién y construccién de poligonos hiperbdlicos.

Observaciones previas.
Pentagonos hiperbdlicos.

Hexagonos hiperbdlicos.

[2.2] Resolucion y construccién de poligonos hiperbdlicos autointersec-
tantes.

Observaciones previas. Férmulas de poligonos autointersectantes.

Cuadrilateros. Pentagonos. Hexdgonos.

Condiciones necesarias para la existencia del poligono (teorema2.2.3]). Vértices del poligono
y vectores normales a los lados. Geodésicas de los lados.

Pentagonos autointersectantes. Hexdgonos autointersectantes.

Cuadrilateros autointersectantes.

[2.3] Poligonos hiperbélicos regulares. Relaciones y representacién.

Relacién entre la longitud del lado, la medida del angulo y el nimero de lados.
Foérmulas generales de poligonos hiperbdlicos.
El origen, centro del poligono.
Vértices y vectores normales a los lados.
Proyeccion en el disco de Poincaré y geodésicas de los lados.
Construccién de poligonos regulares.
i. Poligonos convexos.

ii. Poligonos estrellados.
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3. Poligonos hiperbdlicos rectangulos.

[B.0|Relaciones entre los elementos de un poligono hiperbdlico rectangu-
lo convexo. Condiciones necesarias y suficientes para la convexidad del

poligono. Construccion de poligonos rectangulos.

Observaciones previas.

Férmulas (1) de los productos escalares a(i, j) = (A;, Aj), §(¢, §) = —(Ni, A;), (i, j) =
(N;, N;)(proposicién B12).

Férmula (2) del producto escalar 5(i, j)en funcién de v(j, i) = —(N;, A; A Ny)y €(1, j) =
—(A; A N;, Aj A Nj). Condiciones necesarias y suficientes para que el poligono rectangulo sea
convexo.

Construccién de poligonos rectangulos.

Proyeccién del modelo sla(R)de H?en el disco de Poincaré. Geodésicas de los lados.

Foérmulas de poligonos rectangulos. Condiciones para la convexidad.

Foérmulas del pentagono rectangulo.

Condicién necesaria y suficiente para que el pentdgono sea convexo.

Foérmulas del hexagono rectangulo.

Condiciones necesarias y suficientes para que el hexdgono sea convexo.

Algunas férmulas del heptagono rectdngulo.

Condiciones necesarias y suficientes para que el heptdgono sea convexo.

Algunas férmulas del octégono rectangulo.

Condiciones necesarias y suficientes para que el octégono sea convexo.

[3.0] Resolucién y construccién de poligonos hiperbdélicos rectangulos.

Observaciones.

Construccién de un pentdgono rectangulo convexo.
Construccién de un hexagono rectdngulo convexo.
Construccién de un heptagono rectangulo convexo.

Construccién de un octégono rectangulo convexo.

[3.2] Poligonos hiperbélicos regulares rectangulos. Relaciones y repre-

sentacion.

Relacién entre la longitud del lado y el niimero de lados.
Formulas generales de poligonos hiperbdlicos rectangulos.
Vértices y vectores normales a los lados.
Proyeccion en el disco de Poincaré y geodésicas de los lados.
Construccién de poligonos rectangulos regulares.

i. Poligonos rectangulos convexos.

ii. Poligonos rectangulos estrellados.
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4. Regiones Fundamentales.

4.1 Regién Fundamental canénica de una superficie orientable de

género 3 sin borde.

Observaciones previas.
Construccién de la region fundamental dodecagonal.
Resolucién del dodecagono.

Una solucién.

[4.2] Una Region Fundamental Dodecagonal de Schmutz-Schaller a par-

tir de una Region Fundamental Candnica.

Observaciones previas.

Regién candnica de la hoja 4.1.

Primer paso: corte por los vértices 3-6. Cdlculo de la distancia A = d(As, Ag) y los dngulos
034, 030, 06a; 6o

Calculos previos.

Célculo de los elementos de la segunda regién.

Representacion de la segunda regién.

Segundo paso: corte por los vértices 4-6. Calculo de la distancia u = d(A4, Ag) y los dngulos
O1a, O4b, O6a, Oob-

Calculos previos. Célculo de los elementos de la tercera regién. Representacién de la tercera
region.

Tercer paso: corte por los vértices 5-10. Célculo de la distancia v = d(As, A1p) y los dngulos
054, 056, 0104, O100-

Calculos previos. Calculo de los elementos de la cuarta regién. Representacién de la cuarta
region.

Itimo paso: corte por los vértices 6-8. Calculo de la distancia p = d(A4g, As) y los dngulos
O6a, O6b, Oga; Osb.

Calculos previos. Célculo de los elementos de la Ultima regién. Dimensiones y representacién

de la regiéon de Schmutz-Schaller.

[4.3] Una Regién Fundamental Dodecagonal de Schmutz-Schaller.

Observaciones previas.

Construccién de la region fundamental dodecagonal.
Resolucién del dodecagono.

Region de Schmutz-Schaller.

Calculo de los generadores del grupo discreto.

Comprobaciones.

[4.4) Una Regién Fundamental de una superficie de género cero con k
componentes en el borde.

Observaciones.

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros libres.

Valor del pardmetro dependiente y célculo de la regién.

Una solucion.
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Representacién de la regién fundamental.
Generadores del grupo.

Comprobaciones.

[4.5] Una Regién Fundamental con cinco componentes en el borde sujeta

a una condicion. Corte por las componentes 2¢ y 3.

Observaciones.

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros libres.
Valor de los parametros dependientes y cédlculo de la regién.

Una solucioén.

Representacién de la regién fundamental con el corte.

[4.6] Una Regién Fundamental con cinco componentes en el borde sujeta

a una condiciéon. Corte por las componentes 2 y 4.

Observaciones.

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros libres.
Valor de los parametros dependientes y cédlculo de la regién.

Una solucién.

Representacion de la region fundamental con el corte.

[4.7 Una Regién con cinco componentes en el borde sujeta a una condi-
cién vt =% ++3

Observaciones.

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros libres.

Valor de los parametros dependientes y calculo de la regién.

Una solucién.
Representacion de la regién fundamental.

[4.8] Una Regién Fundamental con cinco componentes en el borde.

Corte y pegado.

Observaciones.

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros libres.
Valor del pardmetro dependiente y célculo de la regién.

Una solucioén.

Representacion de la regién fundamental.

Corte y pegado.
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1.0. Operaciones con matrices y otras definiciones

> restart:

Definiciones previas
> with(linalg):

Matriz dos por dos. Conjugada de una matriz. Traza de una matriz
> cj:=conjugate;cjm:=X->matrix([[cj(X[1,1]), cj(X[1,2]1)], [cj(X[2,1]),
> ¢j(X[2,2)11);

cj 1= conjugate
cj(X1,1) ¢j(Xy,2)
cj(X2,1) cj(Xz,2)

> m2:=(z,u,v,w)->matrix([[z, ul, [v, wll);

cjm::X—>l

m2::(z,u,v,w)—>[z u}
vow

> Tr:=x->simplify(trace(evalm(x)));

Tr := x — simplify(trace(evalm(z)))

1
id?::[ 0‘|
0 1

> id2:=m2(1,0,0,1);

Operaciones en M;(C)
Producto escalar de dos matrices de M,(C)

Se define (x, y) = sp (z, y)

> sp:=(x,y)->1/2+Tr (x&*adjoint (y));

sp = (z,y) — %Tr(:r ‘& * “adjoint(y))

Norma de una matriz de M,(C')

Se define (x, z) = det = nm(x)

> nm:=x->sp(x,x);

nm :=x — sp(x, x)

Producto exterior de dos matrices de M;,(C)

Se define a x b = xp(a, b)

> xp:=(a,b)->evalm(-1/2*(a&*adjoint (b)-b&*adjoint(a)));
1 1
zp = (a, b) — evalm(—§ (a‘&  “adjoint(b)) + 5 (b‘& « ‘adjoint(a)))

Espacio vectorial complejo sl;(C') de matrices con traza cero

Esta formado por las matrices:

> sl2:=(z,v,w)-> matrix([[z, v], [w, -z]11);

512:(,2,1),10)%[2 U]

w  —z

Base candnica de sl3(C)
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> X[0]:=s812(0,-1,1):X[1]:=812(0,1,1):X[2] :=812(1,0,0):
> seq(X[il=evalm(X[i]),i=0..2);
0 —1 0 1 1 0
Productos vectoriales de dos vectores de la base
Se cumple X() X X1 = 7X2, X1 X XQ = 7X(), XQ X X() = 7X1
> xp(X[0],X[1]1)=-X[2],xp(X[1],X[2])=X[0],xp(X[2],X[0])=-X[1];

-1 0 0 -1 0 -1
Forma volumen de tres matrices de sly(C)
Se define vol(z, y, z) = (x X y, 2)

> vol:=(x,y,z)->sp(xp(x,y),2);

vol := (z, y, z) — sp(xp(z, y), 2)
Forma volumen en los vectores de la base
Se cumple vol(Xy, X7, X2) =1

> vol(X[0],X[1],X[21);

Espacio de Minkowski M,

Esta formado por las matrices:
> M4:=(z,b,c)->matrix([[z, b], [c, -cj(2)1]1);

M4 = (z,b,¢) — [ i cj)(z) ]

Vectores isotrépicos: multiplos de vectores de los dos tipos siguientes:
> pim:=z->M4(z,-abs(z)"2,1);pim(z);
pim ==z — Md(z, — |z, 1)

-

w0 L]

> inf:=M4(0,-1,0);

Base canénica de M,
> X[3]:=M4(I,0,0):
> seq(X[il=evalm(X[i]),i=0..3);

XOZlO 1]7)(1:[0 11’X2:l1 ol,stlI 0]
1 0 10 0 -1 0 I
La base es ortonormal
Se cumple (X;, X,;) =0,i#j,y (X, Xs)=1;4,j=1,2, 3.
> seq(sp(X[0],X[i]),i=1..3),seq(sp(X[1],X[i]),i=2..3),sp(X[2],X[3]);
> seq(nm(X[i]),i=0..3);
0,0,0,0,0,0
1, -1, -1, -1
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Espacio hiperbélico tridimensional H*

X € My, con ¢ >0, det(X) =1
> H3:=(z,c)->matrix([[z, -((abs(z))"2+1)/c], [c, -cj(z)]1]):

> H3(z,c)," con c>0";

2
||+ 1
< - 7
c , “conec>0
c -z

Puntos impropios:

> pim(z),evalm(inf);

e

La matriz X representa un punto de H?>

> X[0]=evalm(X[0]);
0 -1
Xo =
Planos hiperbdlicos de H3
Todo plano hiperbdlico es ortogonal a un vector de M4 con norma —1.

Los vectores X1, X9, X3 son vectores normales a sendos planos de H 3.

> seq(X[i]l=evalm(X[i]),i=1..3);

0 1 1 0 I 0
X1: 7X2: ,X3:
1 0 0 -1 0 I

Posiciones relativas de dos planos de H*
Si P, P’ son los vectores normales a los planos, éstos son secantes, paralelos o ultraparalelos
segtin que [(P,P)| <1, (P, P")| =1, |(P,P")| > 1.
Los planos ortogonales a X1, X2, X3 son perpendiculares entre si.
> sp(X[1]1,X[2]),sp(X[2],X[3]),sp(X[3],X[1]1);
0,0,0
Geodésicas de H*

Una geodésica estd asociada a una matriz de sl2(C) con determinante 1 (que representa el
semigiro alrededor de la geodésica)

Las matrices Xg, —i X1, —i X5 son semigiros alrededor de sendas geodésicas de H?

> X[0]=evalm(X[0]),-i*X[1]=evalm(-I*X[1]),-i*X[2]=evalm(-I*X[2]);

-1 —1I —1I
XO = 0 ) —1 Xl = 0 ) —1 X2 = 0
1 0 —-I 0 0 I

Posiciones relativas de dos geodésicas de H3

Si 0,7 estan asociadas a dos geodésicas, éstas son secantes, paralelas o ultraparalelas si
(o,7) € Ry, respectivamente, [(o,7)| <1, |(o,7)| =1, [{o,7)] > 1.

En el caso de (o, 7) € C, las geodésicas no son coplanarias.

Las geodésicas asociadas a Xy, —i X1, —2 X9 son perpendiculares entre si:

> s_0:=evalm(X[0]);s_1l:=evalm(-I*X[1]);s_2:=evalm(-I*X[2]);
s_0 = [ 0 —1 ]
1 0
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-1 0
5.2 =
> anglebracket(s_0,s_1)=sp(s_0,s_1),anglebracket(s_1,s_2)=sp(s_1,s_2),
> anglebracket(s_2,s_0)=sp(s_2,s_0);
(-0, 8.1y =0, (s-1, 8-2) =0, (s-2,s.0)=0
Geodésica perpendicular a otras dos dadas

> gpgg:=(sigma,tau)->if abs(sp(sigma,tau))=1 then ‘las geodésicas son
> paralelas‘else evalm(I/sqrt(sp(sigma,tau) "2-1)*xp(sigma,tau)) fi:

Determinacion de geodésicas coplanarias

Semigiros asociados a geodésicas coplanarias, dado el vector P normal al plano:

> P=M4(z,b,c),sigma=sl12(u,v,w);

Tiene que cumplirse:
> gdP:=(P,sigma)->evalm(sigma&*P=-P&*cjm(sigma));
gdP := (P, o) — evalm(o ‘& x * P = —(P ‘& * ‘ ¢jm(0)))
Caso particular P = X3:
>  evalm(&*(s12(u,v,w),X[3])+&*(X[3],cjm(sl2(u,v,w))))=matrix(2,2,[0,0,0,0]);
Tu+Ia Iv+Iv ] B [ 00 ]
Tw+ITw —ITu—Iu 0 0

2 _ow = 1.

... se requiere que z,u,w € R, ademéas de —u
Caso particular P = Xj:

>  evalm(&*(sl2(u,v,w) ,X[1]1)+&*(X[1],cjm(s12(u,v,w)))=0);

v+w O u—u —0
—u+u w+7v N

Caso particular P = Xo:
>  evalm(&*(s12(u,v,w),X[2])+&* (X[2],cjm(s12(u,v,w)))=0);
u+u —v+7v
w—w u+u

=0

Distancia entre dos puntos x, y del espacio hiperbdlico H?
> dpp:=(x,y)->arccosh(sp(x,y));
dpp = (x, y) — arccosh(sp(z, y))
Angulo determinado por dos geodésicas secantes de semigiros s, t
> a3gg:=(s,t)->arccos(abs(sp(s,t)));
a3qgg := (s, t) — arccos(|sp(s, t)|)
Distancia entre dos geodésicas ultraparalelas de semigiros s, t
> dgg:=(p,q)—>arccosh(abs(sp(p,q)));

dgg = (p, q) — arccosh(|sp(p, q)|)
Representaciones de planos hiperbdlicos en el semiespacio de Poincaré.

Definiciones previas:

> with(plots):
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ce:= (r,phi,theta,a,b) —->
[r*sin(phi)*cos(theta)+a,r*sin(phi)*sin(theta)+b,r*cos(phi)]:
pce:=P->ce(1/abs(P[2,1]) ,phi,theta,Re(P[1,1])/Re(P[2,1]),Im(P[1,1])/Re(
P[2,1]1)):

> pci:=P->Re(P[1,1])*x+Im(P[1,1])*y+Re(P[1,2])/2=0:

vV V. V V

Semiesferas euclideas en el semiespacio superior:

> hs:=P->plot3d(pce(evalm(P)),phi=0..Pi/2,theta=0..2%Pi,color=grey,style=
> contour,scaling=constrained,contours=15,axes=normal,tickmarks=[0,0,0]):
Semiplanos euclideos en el semiespacio superior:

> hp:=P->implicitplot3d(pci(P),x=-1..1,y=-1..1,2=0..1,style=PATCHNOGRID,

> axes=normal,tickmarks=[0,0,0]):

Horizontes de planos del primer tipo:

> hsh:=P->plot3d(eval([pce(evalm(P)) [1],pce(evalm(P)) [2],0],phi=Pi/2) ,phi=
> 0..Pi/2,theta=0..2%Pi,color=blue,style=contour,scaling=constrained) :

Horizontes de planos del segundo tipo:

> hph:=P->if Re(P[1,1])=0 then

> plot3d([x,-1/2*%(2*Re(P[1,1])*x+P[1,2])/Im(P[1,1]),0] ,x=-1..1,y=-1..1,
> color=blue,style=contour,scaling=constrained) else

> plot3d([-1/2%(2*xIm(P[1,1])*y+P[1,2])/Re(P[1,1]),y,0],x=-1..1,y=-1..1,
> color=blue,style=contour,scaling=constrained) fi:

Planos hiperbdlicos en el semiespacio de Poincaré:

> pl:=P->if P[2,1]=0 then hp(P) else hs(P) fi:

Horizontes de planos hiperbdlicos

> plh:=P->if P[2,1]=0 then hph(P) else hsh(P) fi:

Planos de vector normal dado:
Si es un semiplano euclideo y no aparece la representacion, girar el dibujo.
Para ver el horizonte de cada plano, girar convientemente la figura.
Para ampliar una figura, pulsar Ctrl + 2 (3, 4, etc.)

> display({pl(X[11),pl(X[2]),pl(X[31)});

.. son los planos hiperbdlicos de vectores normales X1, Xo, X3, cuyos horizontes pueden

represent arse:

> display({plh(X[1]),plh(X[2]),plh(X[31)});
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Representaciones de geodésicas en el semiespacio de Poincaré.
Definicién previa
> gd3:=G->evalm(abs(G[2,1])*matrix([[(G[1,1]*cosh(t)+I*sinh(t))/G[2,1],
> ((-(abs(G[1,1]))"2-1)*cosh(t)-2*Im(G[1,1])*sinh(t))/(abs(G[2,1]))"2],
> [cosh(t), -cj((G[1,1]*cosh(t)+I*sinh(t))/G[2,1]1)]1]1)):

Geodésicas asociadas a matrices dadas de sl3(C)

g3:=G->if G[2,1]=0 then
spacecurve([-1/2*xIm(G[1,2]),1/2%Re(G[1,2]),t,t=0..2] ,,scaling=constrained,
color=red) else

spacecurve (evalc(eval ([Re (gd3(G) [1,1])/gd3(G) [2,1],Im(gd3(G) [1,1])/gd3(G)
[2,11,1/gd3(G) [2,1],t=-5..5],[a=G[1,1],c=G[2,1]])),scaling=constrained,
color=red) fi:

vV V.V V V V

Si no aparece la representacion, girar el dibujo.
Para ampliar una figura, pulsar Ctrl 4+ 2 (3, 4, etc.)

> display({g3(s_0),g3(evalm(s_1)),g3(evalm(s_2)),pl (X[11)});

.. son las geodésicas asociadas a Xy, —i X7, —i Xo. Las dos primeras pertenecen al plano
de vector normal X;.
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Espacio vectorial real M; = sls(R) de las matrices con traza
cero

Esta formado por las matrices:
> sl12(x,b,c);

Base canédnica de sl»(R)
> seq(X[il=evalm(X[i]),i=0..2);

0 —1 Xy — 0 1 X, = 1 0
1 0 1 0 0 -1

Plano hiperbélico H?

X € sly(R) con ¢ > 0, det(X) =1
Cada punto puede escribirse H2(z, ¢):

Xo =

> H2:=(x,c)->H3(x,c):

> H2(x,c),"con c>0";

c , “con ¢ > 07

Geodésicas de H?
Cada geodésica tiene ecuaciéon A ch t + AN sh ¢, donde A € H? y N es un vector de sl (R)
con determinante —1 (vector normal a la geodésica). Definimos:
> GAN:=(a,n,t)->evalm(a*cosh(t)+&*(a,n)*sinh(t));
GAN := (a, n, t) — evalm(a cosh(t) + (a ‘& * ‘n) sinh(t))
>  GAN(X[0],X[1],t),GAN(X[0],X[1],t);
—sinh(¢) —cosh(?) —sinh(t) —cosh(t)
cosh(t)  sinh(t) cosh(t)  sinh(t)
... son las geodésicas que pasan por el punto Xy de vectores normales X; y Xo.
Posiciones relativas de dos geodésicas de H?
Si N, N’ son los vectores normales de las geodésicas, éstas son secantes, paralelas o ultra-
paralelas segun que [(N,N’) | <1, [{(N,N’) | =1, (N,N") | > 1.
> anglebracket (X[1],X[2])=sp(X[1],X[2]);
(X1, X2) =0
... las geodésicas de vectores normales X7, Xs son secantes (perpendiculares)
Un punto de una geodésica de vector normal dado

> ping:=n->if n[2,1]1=0 then H3(n[1,2]/(2*n[2,2]),1) elif n[2,1]>0 then
> H3(n[1,1],n[2,1]) else H3(-n[1,1],-n[2,1]) fi:

> ping(X[1]),ping(X[2]);

1))

Distancia de un punto a a una geodésica de vector normal n
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> dpg:=(a,n)->abs(arcsinh(sp(a,n)));
dpg := (a, n) — |arcsinh(sp(a, n))|
Vector normal a ...
... la geodésica que pasa por dos puntos z, y dados,
... la geodésica perpendicular a dos geodésicas ultraparalelas de vectores nor-
males z, y dados:

> vn:=(x,y)->evalm(xp(y,x)/sqrt((sp(x,y)) "2-1));
xp(y, )

sp(z, y)? — 1
... la geodésica que pasa por el punto a y es perpendicular a otra de vector
normal n:

vn = (z, y) — evalm(

> vnpg:=(a,n)->evalm(xp(a,n)/sqrt((sp(a,n))"2+1));
xp(a, n)
sp(a, n)? + 1)
Angulo determinado por dos geodésicas secantes orientadas de vectores
normales p, q.

vnpg = (a, n) — evalm(

> a2gg:=(p,q)->arccos(sp(p,q));
a2gg := (p, q) — arccos(sp(p, q))
Distancia entre dos geodésicas ultraparalelas de vectores normales p,
q.
> dgg:=(p,q)->arccosh(abs(sp(p,q)));
dgg = (p, q) — arccosh(|sp(p, q)|)
Punto de interseccioén ..
... propio de dos geodésicas orientadas secantes de vectores normales z, y
.. impropio de dos geodésicas orientadas paralelas de vectores normales z, y
pip:=(x,y)->if xp(x,y) [2,1]1>0 then evalm(xp(x,y)/sqrt(1-sp(x,y)~2))
else evalm(-xp(x,y)/sqrt(l-sp(x,y)~2))fi:
pii:=(x,y)->if xp(x,y) [2,1]1=0 then evalm(xp(x,y)/xp(x,y)[1,2]) else
evalm(xp(x,y)/xp(x,y) [2,1])fi:

vV V. V V

Isometrias del espacio hiperbdlico tridimensional

Isometrias que conservan o invierten la orientacién
Se define la matriz f = m2(z, u, v, w), con z, u, v, w € Cy det f =1
> f3=m2(z,u,v,w),"con det(£f3) = 1";

18 = l = ] , “con det(f3) = 17
vow

Si X € My se define la isometria f[X] = fo71 , que conserva la orientacidn:
> £3:=(f,X)->simplify(evalm(&*(f,X,cjm(£) " (-1))));

1
cjm(f) )

A la geodésica, propia o impropia, invariante por f[X] se le llama eje de f, h(f). Cuando

f3 = (f, X) — simplify (evalm(“& + (f, X,

f € sla(C), la isometria f[X] es el semigiro alrededor de una geodésica.
Si X € My se define la isometria f*[X] = fX_f71 , que invierte la orientacién:

>  £3x:=(f,X)->simplify(evalm(&*(f,cjm(X),cjm(£)~(-1))));
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13z := (f, X) — simplify(evalm(‘& * ‘(f, ¢jm(X), q%m)))

Si o es el semigiro alrededor de una geodésica, el semigiro 7 alrededor de la geodésica
transformada por f 6 f¥*es7=fof ' ér=fof!
> f£3g:=(f,sigma)->simplify(evalm(&*(f,sigma,f"(-1))));

1
7))

> f3gx:=(f,sigma)->simplify(evalm(&*(f,cjm(sigma) ,£~(-1))));
1

)

139 := (f, o) — simplify(evalm(‘& * ‘(f, o,

139z := (f, o) — simplify (evalm (‘& * “(f, cjm(o),
Desplazamiento de una isometria
> dp:=f->arccosh(1/2*Tr(f)"2-1);

dp = f — arccosh(% Tr(f)? - 1)
La parte real de dp(f) mide la distancia hiperbdlica entre A € h(f) y f[A]. La parte imagi-
naria es el dngulo que gira cualquier plano hiperbdlico que contiene a h(f):
> Ddp:=f->Re(dp(£));Adp:=f->Im(dp(£));
Ddp := f — R(dp(f))
Adp = f — S(dp(/))
Eje de una isometria

Dada f[X], la geodésica invariante estd determinada por la matriz de slo(C)
> eje:=f->if abs(Tr(f))=2 then evalm(f-£f~(-1)) else
> evalm(1/sqrt (4-(Tr(£))"2)*x(f-£~(-1))) fi:

.. si |traza(f)| = 2, el eje de f es una geodésica impropia y, en caso contrario, la matriz
anterior determina el semigiro alrededor de la geodésica (propia) invariante por £[X].

Isometrias del plano hiperbdlico

Estdn asociadas a las matrices f = m2(z, u, v, w), con z,u,v,w € Ry detf = 1, si
conservan la orientacién, é det f = —1, si invierten la orientacién

Si X € sl3(R) se define la isometria f[X] = fXf~!, det f = 1, que conserva la orientacién:
> £2:=(f,X)->evalm(&*(f,X,f"(-1)));

1
2= (f, X) — evalm(‘& * ‘(f, X, ?))
Si X € sla(R) se define la isometria f*[X] = —fXf~! detf = —1, que invierte la
orientacion:
> f2x:=(f,X)->evalm(-&*(£f,X,f~(-1)));
1

f2x = (f, X) — evalm(—‘& * ‘(f, X, f))
La definicién de desplazamiento de una isometria de H? conserva su validez en H?2.
> £2_0:=X[0]; [tr=Tr (%) ,D=Ddp(%) ,A=Adp(%)]1;
2.0 := Xy
[tr=0,D=0, A=n]
... es un giro de dngulo 7. Y £2.0[X] = Xo:

> f2(£2_0,X[0]);
0 -1
1 0
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Las siguientes isometrias invierten la orientacién:
> f2x_1:=X[1]; [tr=Tr (%) ,D=Ddp (%) ,A=Adp(%)];
flr_1:=X,
[tr=0,D=0, A=n]
> f2x_1(X[0])=¢;f2x(f2x_1,X[0])=X[0]; ‘f2x_1(X[2])=¢;f2x(f2x_1,X[2])=-X[2];
f21(X[0]) =

[ 0 -1 1 x
10
fa-1(X[2]) =

1 0
=X

> f2x_2:=X[2]; [tr=Tr (%) ,D=Ddp (%) ,A=Adp(%)]1;
for_2 == Xy
[tr=0,D=0, A=n]

> “f2x_2(X[0])=¢;f2x(f2x_2,X[0])=X[0]; ‘f2x_2(X[1])=;f2x(£f2x_2,X[1])=-X[1];

fow-2(X[0) =
e
fow2(X[1]) =

0 1 ] Ly
10

Determinacién de isometrias del espacio hiperbdélico tridi-
mensional

Si A, B son dos puntos de H?, la traslacién de eje AB que transforma A en B:

> tlpp:=(A,B)->evalm(1/sqrt (2+2*sp(A,B))* (B&*cjm(A)-id2)):

Si mp, T son dos planos de H3, una isometria que transforma 7p en 7 :

> iPP:=(P,Q)->if evalf (sp(P,Q),5)=1.0000 then

> evalf(evalm(1/2*(-Q&*cjm(P)+id2)),5) else

> simplify(evalm(1/sqrt(2-2*sp(P,Q))*(Q&*cjm(P)+id2))) fi:

Observaciones:

El transformado del vector P puede ser @ 6 -Q (ambos son vectores normales al mismo
plano, aunque orientado de diverso modo) .

Si mp, Mg son planos paralelos, cuando sp(P,Q) = 1 y los resultados incluyan decimales,
puede ser necesario revisarlos convenientemente.

Si o, 7 determinan dos geodésicas, una isometria que transforma la primera geodésica en

la segunda:
> igg:=(sigma,tau)->if evalc(sp(sigma,tau))=-1 then
>  evalm(1/2*(-tau&*sigma-id2)) else
> evalm(1/sqrt (2+2xsp(sigma,tau))* (tau&*sigma-id2)) fi:

Isometria de eje dado h, y desplazamiento ¢ (para una orientacién de h,):

> isf:=(sigma,delta)->evalm(I*sigma*sinh(delta/2)+cosh(delta/2)*1id2):
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Una traslacién paralela de eje impropio dado U € H3:
> tpf:=(U,p)->if U[2,1]=1 then
> evalm(p*m2(U[1,1],-U[1,1]1°2,1,-U[1,1])+id2) else evalm(p*U+id2)fi:

Determinacién de isometrias del plano hiperbdlico

Las determinaciones estudiadas en H® permanecen vélidas para H?, mediante las adapta-
ciones apropiadas:
Traslacién tlpp(A, B) de un punto a otro.
Transformacién igg2(P, Q) = iPP(P, Q) de un vector en otro, ambos de norma -1 (en
H3: P, Q son vectores normales a planos; en H?: P, @ son vectores normales a geodésicas).
(También estd determinada por igg(o, 7), escribiendo o0 = —i P, 7 = —i @, siendo P, @
vectores normales a las geodésicas.)
Isometrias isf(o, ¢) que dejan invariante
un punto A (o = A, § =0, elipticas),
una geodésica de vector normal N (o0 = —iN; § = D, hiperbdlicas; § = D + i,
reflexiones sesgadas). Para una reflexién sesgada sustituimos isf (o, §) por i-isf (o, §) 6 —i-isf (o,
9)
Isometrias tpf( U, p) que dejan invariante un punto impropio U (parabdlicas)
Observaciones:
Debe tenerse en cuenta que dos matrices opuestas definen la misma isometria.
Segtin sea una isometria f é una isometria f*, definidas aqui como f2 y f2x, se conserva o

se invierte la orientacién.
> 1igg2:=iPP:
> rot2:=(A,theta)->isf(A,I*theta);
rot2 := (A, 0) — ist(A, 10)
> t12:=(N,D)->isf (-I*N,D);
tl2 .= (N, D) — isf(—I N, D)
> rs:=(N,D)->simplify(evalm(-I*isf (-I*N,D+I*Pi)));
rs ;= (N, D) — simplify(evalm(—TIisf(—I N, D + I 7)))
> rot2(X[0],theta), ‘Comprobacién‘,simplify (£2(rot2(X[0],theta),X[0]))=X[0];

COS(% 0) sin(% 0)

0 -1
, Comprobacion, [ ) 0 ] = Xo

1 1
fsin(i 0) cos(§ 0)
... giro de dngulo # alrededor del punto Xj.

\Y

t12(X[1],D), ‘Comprobacién‘,simplify (f2(isf(s_1,D) ,X[1]))=K[1];

1 1
cosh(§ D) sinh(§ D) 0 1
, Comprobacidn, 0 =X

1 1
sinh(§ D) cosh(i D)

... traslacién de desplazamiento D que deja invariante la geodésica asociada a Xj.

> rs(X[2],D), ‘Comprobacién®,simplify(£f2x(rs(X[2],D),X[2]))=-X[2];
1 1
cosh(§ D) + sinh(§ D) 0

-1 0
, Comprobacion, [ 0 1 ] =—-X5

1 1
0 fcosh(i D) + sinh(§ D)
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.. reflexion sesgada de desplazamiento D que deja invariante la geodésica asociada a Xo.

Vv

tpf (pim(x) ,p);

px+1 —pa?
p —pr+1

... traslacién paralela de eje impropio U = pim(z):

> assume(x,real):

Vv

simplify (£2(tpf (pim(x),p) ,pim(x))=evalm(pim(x)));

L z” —z7?
1 -z 1 -2
> x:="x’; # clear assumptions made on x:

Tr  =x

\Y

tpf (inf,p) ; £2(tpf (inf,p),inf)=evalm(inf) ;
I —p
0 1

0 -1} (0 -1

0 0| |0 o0

... traslacién paralela de eje impropio U = inf.

Representacién de puntos y geodésicas de H? en el disco de
Poincaré D

Proyeccién del modelo sly(R) del plano hiperbdlico H? en el disco de
Poincaré

> D_P:=M->if (det(M)=0 and M[2,1]=1) then

> [(2#M[1,1])/(M[1,11°2+1), (M[1,1]~2-1) /(M[1,1]"2+1)] else

> [(2*«M[1,1]*M[2,1])/M[1,1] "2+ (1+M[2,1])"2), (M[1,1]"2+1-M[2,1]"2)/

> (M[1,1]72+(1+M[2,11)"2)] fi:
Representacién de puntos y geodésicas de H? en el disco de Poincaré

pdP(A4) es el punto de D de matriz asociada A

gd2(a,n) es la geodésica de D que pasa por a de vector normal n, sgp(a,n,s) es un segmento
de esta geodésica de longitud s

sgpp(a,b) es el segmento que une a con b

g2(n) es la geodésica de vector normal n

> pdP:=A->display(

> {pointplot(D_P(A),color=magenta,symbol=circle),plot([cos(r),sin(r),r=-Pi..Pi],

> color=blue,axes=none,scaling=constrained) }) :

> gd2:=(a,n)->D_P(evalm(GAN(a,n,t))):

> sgp:=(a,n,s)->display(

> {plot([evalf(gd2(a,n)[1]),evalf(gd2(a,n)[2]),t=0..s8]),pdP(a),plot([cos(z),
> sin(r),r=-Pi..Pi],color=blue,axes=none,scaling=constrained)}):

> sgpp:=(a,b)->sgp(a,vn(a,b),arccosh(sp(a,b))):

> gAN:=(a,n)->display(

> {plot([evalf(gd2(a,n)[1]),evalf(gd2(a,n)[2]),t=-infinity..infinityl),

> pointplot(D_P(GAN(a,n,-100.)),color=magenta,symbol=circle) ,pointplot(D_P(
> GAN(a,n,100.)),color=magenta,symbol=circle),plot([cos(r),sin(r),r=-Pi..Pi],
> color=blue,axes=none,scaling=constrained)}):
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> g2:=n->gAN(ping(n),n):
Ejemplos

> display({pdP(X[0]),pdP(pim(-1)),pdP (pim(0)) ,pdP(pim(1)),pdP(inf)});

.. representan el punto X, y los puntos impropios:

> pim(-1)=-1,pim(0)=-i,pim(1)=1,evalm(inf)=1i;

-] ] e

> display({sgp(X[0],-X[1],1.5),sgp(X[0],X[2],2.5)});

... son dos segmentos de geodésica que pasan por Xy de longitudes Iy = 1,5y lo = 2,5.

> display({g2(X[1]),g2(X[2])});
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.. son las geodésicas (1, -1) y ( 0o, 0) de vectores normales X; , X5, respectivamente.
> ‘Las definiciones de esta hoja se aplican a los ejemplos del siguiente
archivo: ¢;

Las definiciones de esta hoja se aplican a los ejemplos del siguiente archivo :

Pulsar, sin guardar la hoja actual:|1.1. Aplicaciones geométricas|
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1.1. Aplicaciones geométricas en H3 y H?

Si no se ha hecho antes, ejecutar la hoja siguiente:

(pulsar aqui: [1.0. Operaciones con matrices y otras definiciones))
[Para ejecutar la hoja actual: Edit + Execute + Wooksheet]

Matrices de M5(C') con norma 1 y calculo de la traza.

> m2(2,x,3*xI,-2):f3_1:=subs(x=solve(am(%)=1),%);
2 2
f3-1:= 3
31 -2
> anglebracket(£3_1,f3_1)=nm(£3_1),tr(£3_1)=Tr(£3_1);
(f3-1, f3-1) =1, tr(f3-1)=0
> m2(2-1,x,3,-1+1):f3_2:=subs(x=solve(am(%)=1),%);
2
2—1 ——+41
13.2 = 3
3 —1+17
> anglebracket(f3_2,f3_2)=nm(f3_2),tr(f3_2)=Tr(f3_2);
(f8-2,15.2) =1, tr(f3-2) =1
> m2(2-I,x,2,I):£f3_3:=subs(x=solve(am(%)=1),%);

2—-1 1
f5’_5’::[ ) 11

> anglebracket (£3_3,f3_3)=nm(£3_3),tr(£3_3)=Tr(£3_3);
(f3.3, f3.3) = 1, tr(f3.3) = 2
> m2(2-I,x,I,1+I):f3_4:=subs(x=solve(nm(%)=1),%);
2—1 1-21
4= [ I 141
> anglebracket(£f3_4,f3_4)=nm(£3_4),tr(£3_4)=Tr(£3_4);
(34, f34) =1, te(f34) = 3
> m2(2-I,x,I,1+2*I):f3_5:=subs(x=solve(mam(%)=1),%);
2—1 3-31
130 = [ I 1421
> anglebracket (£3_5,f3_5)=nm(£3_5) ,tr(£3_5)=Tr(£3_5);
(f3-5, f3.5) =1, tr(f3.5)=3+1

Puntos, geodésicas y planos de H*

Puntos. Distancia.
> A3_1:=H3(2-1,3);A3_2:=H3(-3%I,4);

A3_1 := [ -1 =2 ]

3 —2—-1
a7 2
A3_2 = 2
4 —31
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> d(A3_1,A3_2)=dpp(A3_1,A3_2);

1
d(A45.1, A3.2) = arccosh(zg)
Vectores normales a planos. Posiciones relativas.
> M4(-2+I,3,c):Pl:=subs(c=solve(det(%)=-1),%);

—-24+1 3
P1:= —4 94T
3
> M4(4-2%1,b,5):P2:=subs(b=solve(det(%)=-1),%);
-19
4—-2171 —
P2 = 5
5 —4-27
> P3:=M4(exp(I*Pi/4),-2,0);
1 1
5\/54’§]}¢§ -2
P3 = 1 1
0 —5V2+51V2
> sp(P1,P2),evalc(sp(P2,P3));
-1
—, —V2+5
30 V2 +

... los planos pI, p2 son secantes y p2, p3 son ultraparalelos.

M4(z,b,1) ;s0lve({sp(P1,%)=1,det (%)=-1});

\Y

{z=%1,b=—%1 %1 +1}
%1 := RootOf(—6 -Z +31_Z +4_Z Z+11—-6_Z —31_7)
evalc(allvalues(%));
{z = 1,276393201 — ,6381966033 I, b = —1,036474509}

... un plano paralelo a pI tiene vector normal:

\%

> P4:=M4(1.276393201-.6381966033*I,-1.036474509,1);
py i | 1:276393201 - 6381966033 1 —1,036474509
o 1 —1,276393201 — ,6381966033 I

Geodésicas. Posiciones relativas

Ejemplos de semigiros
> s_O=evalm(s_0),s_l=evalm(s_1),s_2=evalm(s_2);
0 -1 -1 -1
s_0 = , 8.1 = 0 , 8.2 = 0
1 0 -1 0 0 I
> s1:=f3_1:82:=512(-2,-¢cj(2-I),2-1):s3:=512(2,-cj(-7/5+1/10*sqrt(51)+Ix*

>  (7/10+1/5%sqrt(51))) ,-7/5+1/10*%sqrt (51)+I*(7/10+1/5*sqrt(51))):’sl’=ev
> alm(sl),s2=evalm(s2),s3=evalm(s3);
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i 5
2 gl -2 27
SZZ 752: 2 I 2 )
31 -2 B
r 7 1 7 1
2 - — —Vbl+I(—=+=-+vVbh1
59 — 5 10 + (10+5 )
7 1 7 1
—— + — VBl 4 I (= + - V51 —2
L 5+10 pL+ (10+5 51)
> evalc(sp(s2,s3)),sp(s2,s_0);
1
=2
2

... los dos pares correspondientes de geodésicas son coplanarias, las dos primeras secantes

y las otras dos ultraparalelas.
> 84:=812(-3,-cj(3+I),3+I):86:=512(-4,-cj(4+I) ,4+I) :sd=evalm(sd) ,sb=eva

> 1m(s6);
—4 44T
441 4

-3 -3+1
3+1 3
> sp(s2,s4),sp(s4,s6);

S84 =

—-1,1

.. indican que la geodésica de semigiro s4 es paralela a cada una de las otras dos.

3

> sp(s_2,s2),sp(sl,s2);
5 4
=21, -+ =1
"3 + 3
.. indican que los dos pares de geodésicas no son coplanarias.

Representaciones de planos hiperbdlicos en el semiespacio de Poincaré.
Planos de vector normal dado
Si es un semiplano euclideo y no aparece la representacion, girar el dibujo.
Para ver el horizonte de cada plano, girar convientemente la figura.

Para ampliar una figura, pulsar Ctrl + 3, 4, etc.
> display({pl(P1),pl(P2)},title=‘Los planos de vectores normales P1 y
> P2 son secantes‘,titlefont=[TIMES,ROMAN, 12]);

L os planos de vectores normales P1 y P2 son secantes

> display({pl(P1),pl(P4)},title=‘Los planos de vectores normales Pl y
> P4 son paralelos‘,titlefont=[TIMES,ROMAN,12]);
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L os planos de vectores normales P1 'y P4 son paralelos

> display({pl(P2),pl(P3)},title=‘Los planos de vectores normales P2 y
P3 son ultraparalelos‘,titlefont=[TIMES,ROMAN,12]);

L os planos de vectores normales P2 y P3 son ultraparalelos

.. de horizontes:

> display({plh(P2),plh(P3)});
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Representaciones de geodésicas en el semiespacio de Poincaré.
Geodésicas asociadas a matrices dadas de sla(C')
Si no aparece la representacion, girar el dibujo.
Para ampliar una figura, pulsar Ctrl 4 3, 4, etc.
.. son las geodésicas asociadas a Xy, —i X7, —i Xo. Las dos primeras pertenecen al plano

de vector normal X;.
> [evalm(s2),evalm(s3)];display({g3(%[1]1),g3(%[2])
> });cos(phi)=evalc(sp(%%[11,%%[21));

10 10

701 71
L Bl T (= + 251 9
5+10\/5_+ (10+5¢5_)

7 1 7 1
21 2 ’

1
cos(@) =
... las dos matrices de sly(C) representan los semigiros alrededor de dos geodésicas copla-
narias secantes en un angulo ¢ = %

> [evalm(s_0),evalm(s2)];display({g3(%[11),g3(%[2])
> });cosh(D)=abs(sp(%%[11, %%[11));

0 —1 -2 —2-7
[1 0] 2-1 2 ]
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cosh(D) =1

... las dos geodésicas coplanarias ultraparalelas distan D = arccosh(2)

> [evalm(s2),evalm(s4)];display({g3(%[1]1),g3(%[21)});spCh%[1], %%[2]);
[ -2 =2-1 -3 341
21 2 ’

3+1 3 ]

-1
... las dos geodésicas son coplanarias y paralelas.

> [evalm(s_2),evalm(s2)];display ({g3(%[11),g3(%[21) ) ;sp(%%[1], % %[2]1);

-7 0 -2 —2-7
[ 0 I|'|2-1I 2 ]

—217
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... las geodésicas no son coplanarias.
> [evalm(sl),evalm(s2)];display({g3(%[1]1),g3(%[21)});spCh%[1], %

w21 ;
2 31 [ -2 21]
a1 o 27 2

w | ot
+
[SCARTN
~

... las geodésicas no son coplanarias.

Puntos, distancia entre puntos y vectores normales a geodésicas
de H?

Puntos, distancia entre puntos
> A2_1:=H2(2,3);A2_2:=H2(-3,4);

g 9

A2_1 = 3
3 -2
-5
-3 =

A2_2 = 2
4 3

> d(A2_1,A2_2)=dpp(A2_1,A2_2);

157
d(A2.1, A2.2) = arccosh(ﬁ)

Calculo de vectores normales a geodésicas de H>
> 812(-2,3,x):N1:=subs(x=solve(det (%)=-1),%);

N]:l2 3]
-1 2

> s812(2,x%,4) :N2:=subs(x=solve(det(%)=-1),%);
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> s812(x,-3,5);s0lve(det(%)=-1);

x -3
2
4, —4
> N3:=512(4,-3,5);N4:=5812(-4,-3,5);

4 —
NS’:[ 3]
5 —4

-4 =3
Nj =
Vector normal a una geodésica que pasa por un punto dado

> 812(-2,%,y) :solve({sp(A2_1,%)=0,det (%)=-1});

-9 5)
{y Y Y }5 {y 5 Y xz 3}

> N2_la:=s12(-2,1,-3);N2_1b:=s12(-2,5/3,-9/5);

N2_1q := -2 1
-3 2

9 g
N2_1b := 9
— 2
5
> sp(N2_1a,N2_1b);
-3
5

Un punto de una geodésica de vector normal dado

> ping(N1),ping(N2),ping(N3),ping(N4);

-5 —17 —17
P J— 4 — -4 —

[2 5‘|7 4 9 5 b 5
L =2 4 -2 5 —4 5 4

Geodésica de vector normal n que pasa por un punto a
> GAN(A2_1,N2_1a,t),GAN(A2_1,N2_1b,t);

. 5
2 cosh(t) + sinh(t) fg cosh(t) — % sinh(t) 2 cosh(t) — sinh(t) -3 cosh(t)

12
3 cosh(t) —2cosh(t) — sinh(t) 3 cosh(t) — 5 sinh(t) —2cosh(t) + sinh(t)

.. son las geodésicas que pasan por el punto A2_1 de vectores normales N2_1a, N2_1b,
respectivamente.
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Posiciones relativas de geodésicas. Geodésicas secantes o
paralelas: angulo, punto comiin. Geodésicas ultraparalelas:
distancia, perpendicular comiun. Geodésica que pasa por
dos puntos. Punto y geodésica: distancia, perpendicular a

la geodésica que pasa por el punto.

> sp(N1,N2),sp(N1,N3),sp(N2,N3);
—19 -1
G

... las geodésicas asociadas a N1, N2 son ultraparalelas; las asociadas a N1, N3, paralelas,

y las asociadas a N2, N3, secantes.

>  a2gg(N2,N3),a2gg(N2_1a,N2_1b);

1 3
T — arccos(g), T — arccos(g)
. son, respectivamente, los angulos que determinan las geodésicas secantes de vectores

normales N2, N3 y las de vectores normales N2_1a, N2_1b.
> pip(N2,N3),pip(N2_1a,N2_1b)=evalm(A2_1);
RN
1—76 V7 71_71 VT N 3 -2
.. son, respectivamente, los puntos de interseccién de las geodésicas secantes de vectores

normales N2, N3 y las de vectores normales N2_1a, N2_1b.

> pii(N1,N3);
1 -1
1 -1

.. es el punto de interseccién impropio (vector isotrépico) de las geodésicas paalelas de

vectores normales N1, N3.

> dgg(N1,N2);

19
arccosh(g)
... es la distancia entre las geodésicas ultraparalelas de vectores normales N1, N2.

> vn(N1,N2);
_5
11

4
V33 V33

16 5
—33 V33 Va3

.. es el vector normal a la geodésica perpendicular a las geodésicas de vectores normales
N1, N2.

> vn(A2_1,A2_2);
1 24
——— /145 — V14
377 g 377 g
204 1

— V145 —— V14
1885 g 377 g

... es el vector normal a la geodésica orientada que pasa por los puntos A2_1, A2_2.

> dpg(A2_1,N1);

4
arcsinh( g)
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... es la distancia del punto A2_1, a la geodésica asociada a N1.

> vnpg(A2_1,N1);

11 8
5 5
12 11
5 5

.. es el vector normal a la geodésica que pasa por el punto A2_1 y es perpedicular a la
geodésica de vector normal N1.

Isometrias del espacio hiperbdlico tridimensional. Eje de

cada isometria.
> £3_1=evalm(£f3_1); [tr(1hs(%))=Tr(rhs (%)) ,d=dp(rhs(
> %)) ,simplify(D=Ddp(rhs(%))),A=Adp(rhs(%))];
2 §I
fo.1 = 3
31 -2
[tr(f3-1)=0,d=In,D =0, A=n]
... 8_1 es un semigiro alrededor de una geodésica (todo punto de ella es invariante por f3_1,
D =0, y cada plano que la contiene gira un dngulo m, A = )
> £3_2=evalm(£3_2); [tr(1lhs(%))=Tr(rhs (%)) ,d=dp(rhs(
> %)) ,simplify(D=Ddp(rhs(%))),A=Adp(rhs(%))];
2—-1 22 +1
f3.2 = 3
3 —1+1

[tr(f3.2)=1,d= arccosh(T), D=0, A= 3 7]

.. f3-2 es un giro de angulo 27“ alrededor de una geodésica.
> f£3_3=evalm(£3_3); [tr (1hs(%))=Tr(rhs (%)) ,d=dp(rhs(

> %)) ,simplify(D=Ddp(rhs(%))) ,A=Adp(rhs(%))];

f3_3=[21 1]

2 I
[tr(f3-3) =2,d=0,D =0, A= 0]
... }3_8 es una traslacién paralela (transformacién pardb dlica). Deja invariante un punto
impropio.
> £3_4=evalm(£3_4); [tr(1hs(%))=Tr(rhs (%)) ,d=dp(rhs(
> %)) ,simplify(D=Ddp(rhs(%))),A=Adp(rhs(%))];

2—-1 1-21

f3_4=l I 141

[tr(f3-4)=3,d= arccosh(g), D= arccosh(g), A =0]
... f3_4 es una traslacién (transformacién hiperbdlica) de desplazamiento D.
> f£3_b=evalm(£3_5); [tr (1hs(%))=Tr(rhs (%)) ,d=dp(rhs(

> %)) ,simplify(D=Ddp (rhs(%))) ,A=Adp(rhs(%))];

2—-1 3-31

3.5 =
J l 1 1+21

221



[tr(f3_5) =3+ 1, d = arccosh(3 +31), D = —In(2) + In(5 + V13 + /34 + 10/13),
A= arccos(g - % V13)]

.. f3-4 es una ”skrew motion” (composicién de una traslacién y un giro con eje comun).
Traslada cada punto del eje una distanciaD y gira cada plano que pasa por el eje un angulo A.

Semigiro asociado al eje de cada una de las isometrias anteriores (es impropio si su norma
€s Cero):

> eje(f3_1),eje(£3_2),eje(£3_3),eje(£3_4),eje(£3_5);

[ 5 _2 4.2
2 g[ (1 31)\/§ ( 9+3I)\/§ [22[ 27
9 2 b _ b
31 -2 23 (-1+:DV3 1 2421
-2 1 4 9 1-31 661
(—5-3DV5 (5-3DV5 | | A1 Voiel
2 2 1 ’ I 1437
25 R W 2
i 5 (F+50V5 J—1-61 -4-61

Isometrias del plano hiperbdlico

Las siguientes isometrias conservan la orientacion. En cada caso, calculamos el transformado

de XO
> m2(3,1,x,0):f2_1:=eval(%,x=solve(det(%)=1)); [tr=Tr (%) ,D=Ddp(

> %) ,A=Adp(W)];
3 1
2_1 .=

7
[tr=3,D = aurccosh(a)7 A =0]

... es una traslacién de desplazamiento D.

> ‘f2_1(X[0])=¢;£f2(£f2_1,X[0]);
f2-1(X[0]) =
-3 —10
1 3
> m2(-2,4,x,1):£f2_2:=eval(%,x=solve(det (%)=1)); [tr=Tr (%) ,D=Ddp(
> %) ,A=Adp()];
-2 4
f2-2:=| -3
T 1

2
[tr:—l,Dzo,A:§7r]
. < 27
... es un giro de dngulo <.

> f2_2(X[0])=¢;f2(£2_2,X[0]);

fe-2(X[0]) =
no,
Z 20
25 —11
6 2

222



> m2(4,1,x,-2):£f2_3:=eval(%,x=solve(det(%)=1)); [tr=Tr (%) ,D=Ddp(
> %) ,A=Adp(W)];
4 1
-9 -2

[tr=2,D=0, A=0]

f2.8 .=

... es una traslacion paralela.
> ‘f2_3(X[0])=¢;f2(£f2_3,X[0]);
f2-3(X[0]) =

l —38 —17
85 38
Las siguientes isometrias inverten la orientacién. En cada caso, calculamos el transformado
de X
> m2(-2,4,x,1) :£2x_3:=eval(%,x=solve(det (%)=-1)); [tr=Tr (%) ,D=Ddp(
> %) ,A=Adp(%W)];

-2 4
20_8 = -
i 1
4

2
tr=-1,D=0, A=

> m2(4,1,x,-2):f2x_4:=eval(},x=solve(det(%)=-1)); [tr=Tr (%) ,D=Ddp(
> %) ,A=Adp()];
4 1
-7 -2

[tr=2,D =0, A=0]
> “f2x_3(X[0])=¢;f2x(f2x_3,X[0]);

flx_4 =

fex_3(X[0]) =
9
3 —20
1
16 2
> ‘f2x_4(X[0])=¢;f2x(f2x_4,X[0]);
f2x_4(X[0]) =

-30 —17
53 30

Determinacién de isometrias del espacio hiperbdélico tridi-
mensional

Una traslacién que transforma un punto en otro, dados ambos:

> A3_1=evalm(A3_1),A3_2=evalm(A3_2);

21 =2 —31

3 —2-1

-5
A1 = l ] L A8.2 = 2
4 —31

> tlpp(A3_1,A3_2);d=evalc(dp(%));
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11 6 5 7
B A/ A AN/
( 46 23 ) Vi (23+46 ) Vi
8 5 6 6
(ﬁfQ—SI)\/E (72—3+2—31)\/4_6

19
d= arccosh(Z)
... y el desplazamiento de la traslacién coincide con la distancia entre los puntos.
Comprobacién:

> t1lpp(A3_1,A3_2);

11 6 5 7
(74—672—31)\/4_6 (§+4—6])\/4_6
8 5 6 6

Z _2Dnva 42 DV4
(23 23 VI ( 23 723 ) Vi

> £3(tlpp(A3_1,A3_2),A3_1)=evalm(A3_2),d(A3_1,A3_2)=arccosh(sp(A3_1,A3_
> 2));
) -5
-3 — -3 — 19
2 = 2 ,d(A3.1, A3.2) = arccosh(z)
4 —-31 4 -31

Isometrias que transforman un plano en otro, dado un vector normal de cada uno:

> sp(P1,P2),evalc(sp(P2,P3)),evalf(sp(P1,P4),1);

-1
30° —V/2 45, 1.
... indican, respectivamente, la interseccion, el ultraparalelismo y el paralelismo de cada par

correspondiente de planos.
> [iPP(P1,P2),iPP(P2,P3) ,iPP(P1,P4)]; [Adp(%[1]) ,evalc(simplify (Ddp(
> %[21))),dp(%[31)]1;

99 22 11

—= /4 N L
165 V109 (55 ~ 155 1) V165
14 7 6 ’
—— — __1)V465 — /465
(—55 53V 31
[ I(V2+31v2-9) 1 I(—=80+401+19v2+1912)
8— 22 10 V8 — 22
5 5 :
33! [(-V2+31V2-1)
L 4—2 V8 —212
[ 1,4045 — 87810 + ,43905 I
,14905 + ,074535 [ ,59550
22 — 92

1
arccos(—), arccosh(————~=), 0
arecos(35). arccosh(~ = =) 0

.. son, en cada caso, las matrices de las isometrias que transforman el primer plano en el
segundo. Los dltimos valores (un dngulo, una distancia, deplazamiento nulo) indican el tipo de
cada isometria (eliptica, hiperbdlica y parabdlica, respectivamente).

Comprobaciones:

> f£3(iPP(P1,P2),P1)=evalm(P2) ;evalf (£3(iPP(P2,P3),P2)=evalm(-P3),5);eva
> 1f(£3(evalm(1/2*(-P4&*cjm(P1)+id2)) ,P1)=evalm(-P4),5);
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g_or 12 g9y 19
5 _ 5
5  —4-21 5  —4-21
— 70710 — ;70710 T 2,0000 1 [ =70710— 707101 2.
0 70710 — 707107 | 0 70710 — 70710
—1,2764 4 638197 1,0365+ ,850810~°1 | [ —1,2764 4 638201 1,0365
99995 — 475810751 12764 + 638281 | 1. 1,2764 + 63820 T

Isometrias que transforman una geodésica en otra, dado el semigiro alrededor de cada una:

> evalc(sp(s2,s3)),sp(s2,s_0),sp(s2,s4);
%, 2, -1
... indican, respectivamente, la interseccion, el ultraparalelismo y el paralelismo de cada par
correspondiente de geodésicas.
> evalf(igg(s2,s3),5),igg(s2,s_0),igg(s4,s2); [evalf (Adp(
> %[11)*180/Pi),evalc(simplify(Ddp(%[2]1))),dp(%[31)];

r 11 1
—,86600 4 2,06151 —1,5174 + 1,3028 I (—§+61)\/6 —5 V6
~1,5174 - 1,3028 1 86600 — 2,06151 | 1 T :
' —3VB (55D
3 2 6
_ 5 5
—14=1 27
+3 5
L 2 )

[60,00582187, arccosh(2), 0]

... son, en cada caso, las matrices de las isometrias que transforman la primera geodésica en
la segunda. Los tltimos valores (un éngulo de 60°, una distancia, desplazamiento nulo) indican
el tipo de cada isometria (eliptica, hiperbdlica y parabdlica, respectivamente).

Comprobaciones (en el tercer caso, ambas matrices representan el mismo vector isotrépico):

> evalf(£3g(igg(s2,s3),s2)=evalm(s3),5) ;f3g(igg(s2,s_0),s2)=evalm(s_0);
> f3g(igg(s4,s2),sd)=evalm(s2);

2. 68584 +2,12831 | 2. ,68586 + 2,1283 T
—,68584 42,1283 1 —2. © | —,68586 42,1283 1 —2.
0 -1] [o -1
1 0] |1 o0
2 247 | [ -2 —2-1
241 -2 | |2-T 2
> sp(s_2,s2),sp(s1,s2);
5 4
20, -+ -1
373

.. indican que, en ambos casos, las geodésicas no son coplanarias.
> igg(s_2,s2),igg(s1,s2); [dp(%[1]),simplify (dp(%[2])=Ddp(
> %[21)+I*Adp(%[2]1))];

—-1+271 1-21 -3-91 6—-21
V2—41 2-41 V12461 V12+61
—-1-21 —-1+21 |’ 6+61 —5+4+51
V2—41 2-41 V12461 V12+61
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1 5 4 1
[—5 I'7 + arcsinh(2), arccosh(g + 3 I)=In(v5+2)+ Iarccos(g V/5)]
.. son, en cada caso, las matrices de las isometrias que transforman la primera geodésica
en la segunda. Los tltimos valores son los desplazamientos de ambas isometrias.

Comprobaciones:

> f3g(igg(s_2,s2),s_2)=evalm(s2);

-2 —2-I7| | -2 -—2-I
271 2 |l 2-1 2

> display({g3(s_2),g3(s2),g3(gpgg(s_2,s2))});

... la transformacioén es la composicién de una traslacién de desplazamiento d = arcsinh(2)

y un giro de angulo ¢ = 5 . En la figura se muestra la geodésica perpendicular comiin.

> f3g(igg(sl,s2),sl)=evalm(s2);

-2 —2-I7| | -2 -—2-J
271 2 |l 2-1 2

> display({g3(s1),g3(s2),g3(gpgg(sl,s2))});
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.. la transformacién es la composicién de una traslacién de desplazamiento d = In(v/5+2) y

un giro de dngulo 6 = arccos(%) = 41,8°. En la figura se muestra la geodésica perpendicular

comun.

Una traslacién de eje hgz, un giro de eje hgy, una ”skrew motion”de eje hgs con D = 3,

0=Z,d=2+irn, respectivamente, siendo:

%
> s2=eval(s2),sd=eval(s4),s6=eval(s6);
-2 —2-1 -3 —3+1
) 84 =
2—1 2 341 3
> isf(s2,3),isf(s4,I*Pi/3),isf(s6,2+I%Pi);

-4  —4+7

$2 =
4+1 4

&

oW N w
~

72Isinh(g)+cosh(g) (1 72I)sinh(g)

N w

N W +
N =

)

\

\
N | =
~
\
)

+
N = N =

I (1+21)sinh(g) 2]sinh(;)+cosh(g)
[ 4cosh(1) + I sinh(1) (4 — I) cosh(1)

(=4 —I)cosh(1) —4 cosh(1) + I'sinh(1)
Co_mprobaciones:
> £3g(isf(s2,3),s2)=eval(s2),f3g(isf(s4,I*Pi/3),s4)=eval(s4),f3g(isf(s6
> ,2+I%Pi),s6)=eval(s6);

—2 —2-1| | -2 -2-1I -3 -3+I | | -3 -—3+1I
21 2 Sl 2-1 2 341 3 | 341 3 '
—4 —A+T | | -4 -4+

4417 4 | 4+ 4

> evalf(dp(isf(s2,3)))=3,evalf (dp(isf(s4,I*Pi/3))=I*Pi/3),evalf (dp(isf(
> 54,2+I%Pi))=2+I%Pi);

2,999999999 = 3, 1,047197551 1 = 1,047197551 1,

2,000000000 + 3,141592654 I = 2. 4+ 3,141592654
Una traslacién paralela de eje impropio U:

> U[1]=pim(3-I),U[2]=evalm(inf);

3—1 —10 0 -1
) U2 =
1 -3-1 0 0
> tpf(pim(3-I),4-5%I);tpf (inf,3+4*I);

8§—-191 —-2+4641
4—-5I —-64191

1 —-3-41
0 1
Comprobaciones:

>  £3(tpf (pim(3-I),4-5%I),pim(3-I))=pim(3-I);£3(tpf (inf,3+4*I),inf)=eval
> m(inf);
3—1 —10 | 3-1 10
1 —3-I| I .
0O -1] [0 —1
0 0o |0 o0
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> dp(tpf (pim(3-1),4-5%I)) ,dp(tpf (inf,3+4*I));
0,0

Determinacién de isometrias del plano hiperbdlico
> tlpp(A2_1,A2_2), ‘Comprobacién: ‘,
> f2(tlpp(A2_1,A2_2),A2_1)=evalm(A2_2);

29 10 _ _
~=V6 —6 -3 -5 -3 =5
26 13 . 2 2

17 41 , Comprobacidn :, =
—V6 ——6 4 3 4
13 Ve 39 Ve

> igg2(N2,N3), ‘Comprobacién‘,f2(igg2(N2,N3),N2)=evalm(N3);

-2 2 4 — 4 —
7 |, Comprobacion, 3 = 3
-4 = 5 —4 5 —4

2
> igg2(N2_1a,N2_1Db), ‘Comprobaci
> 6n‘,f2(igg2(N2_1a,N2_1b),N2_la)=evalm(N2_1b);

1 5 5
0 -5 -2 = -2 =
3 . 3 3
3 4 , Comprobacidn, 9 = 9
——v5 =+b — 2 — 2
5 V5 5 V5 5 5
> igg2(N1,N2), ‘Comprobacién‘,f2(igg2(N1,N2),N1)=evalm(N2);
1
-3 VERRVE] 5 3 5 3
4 , Comprobacidn, 4 = 4
-3 V3 23 4 -2 4 =2

> igg2(N1,N3), ‘Comprobacién‘,f2(igg2(N1,N3),N1)=evalm(N3);

-2 3 o, 4 -3 4 -3
, Comprobacidn, =
-3 4 5 —4 5 —4
> tpf(pim(2),p);£2(tpf (pim(2),p),pim(2))=evalm(pim(2));
2p+1 —4p
P —2p+1

2 4| |2 —4
1 -2 |1 =2
... traslacién paralela de eje impropio U = pim(2).

> tpf(inf,p);f2(tpf (inf,p),inf)=evalm(inf);

o7
iRt

... traslacién paralela de eje impropio U = inf.

Representacién de puntos y geodésicas de H? en el disco de

Poincaré D
> sgpp(A2_1,A2_2);
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... segmento de geodésica que une los puntos A2_1, A2_2.

> display({g2(N2_1a),g2(N2_1b)});

... son las geodésicas secantes de vectores normales N2_1a, N2_1b

> display({g2(N1),g2(N2)});
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... son las geodésicas ultraparalelas de vectores normales N1, N2

> display({g2(N1),g2(N3)});

... son las geodésicas paralelas de vectores normales N1, N3
> "FIN DE LA HOJA. CERRAR SIN GUARDAR";
“FIN DE LA HOJA. CERRAR SIN GUARDAR”
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2.0. Relaciones entre los elementos de un
poligono hiperbdlico

Condiciones necesarias y suficientes para que el
poligono sea convexo

Construccion de poligonos

> restart:C[0] :=C[p]:S[0]:=S[p] :kappal0]:=kappalp] :sigmal[0] :=sigmalp]:

Observaciones previas.

Si Aj y N; denotan, respectivamente, los vértices y los vectores normales de los lados del
poligono, se considera que el lado \; de vector normal N; une A; con A4 y que la orientacién

de los lados es acorde con el sentido de las agujas del reloj.

b
Las matrices A; y IN; pertenecen al conjunto de matrices de traza cero M = l “ ]
c —a
de SIQ(R), siendo <M, M> = det(M), <Aj, AJ> =1 y <N]‘, N]> = —1.

Se cumple, ademds, que (A4;, Aj11) = cosh(\;) v (N;, Nj11) = cos(f;). A partir de ahora:
C; = cosh();), S; = sinh(\;), k; = cos(8;) y 0; = sen(d;).

El significado geométrico de algunos de los siguientes productos escalares se especifica en

el capitulo 2 (seccién 2.1).

Foérmulas de los productos escalares o(i, j) = (A;, 4,), n(i, j) =
<NZ‘, Nj> Yy B(Z, ]) = —<A@ N Ni, AJ>. (PI‘OpOSiCi()H )

i. Férmula del producto escalar a(i, j) = (4;, A;) en funcién de B(j, i) =
> alpha(i,j)=alpha(i,j-1)*C[j-11-B(j-1,1)*S[j-1],alpha(k,k)=1;
> Alpha(i,j)=alpha(i,j)*S[jl1-B(j,i)*C[j],Alpha(k,k)=S[k];
> B(j,i)=Alpha(i,j-1)*kappaljl+delta(j-1,i)*sigmalj],B(k,k)=0;
> delta(j,i)=Alpha(i,j-1)*sigmal[jl-delta(j-1,i)*kappalj]l,delta(k,k)=0;
a(i, j) = a(i, j—1)Cjo1 —=B(j — 1, 4) Sj-1, alk, k) =1
B(j, i) = A, j = 1)k +6(j — 1, 9) 0j, B(k, k) =0
0(j, 1) =A@, j—1)o; —0(j —1,49) k;, 6(k, k) =0
Definicién de las férmulas (1):
Alpha:=(i,j)->if (i=j) then S[j mod p] else (alpha(i mod p,j mod
p)*S[j mod p]-B(j mod p,i mod p)*C[j mod p]) fi:
alpha:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (alpha(i mod p,j-1 mod p)*C[j-1
mod p]-B(j-1 mod p,i mod p)*S[j-1 mod p]) fi:
B:=(j,i)->if (i=j) then O else (Alpha(i mod p,j-1 mod p)*kappalj mod
pl+delta(j-1 mod p,i mod p)*sigmalj mod p]) fi:
delta:=(j,i)->if (i=j) then O else (Alpha(i mod p,j-1 mod p)*sigmalj
mod p]l-delta(j-1 mod p,i mod p)*kappalj mod pl) fi:

vV V.V V V V V V
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ii. Férmula del producto escalar 7(i, j) = (N;, N;) en funcién de A(i, j) =

5,

iii.

j+1)y de (i, j) = —=(Ni, 4; A N;).
> eta(i,j)=Phi(i,j-1)*sigmalj]l-eta(i,j-1)*kappaljl,eta(k,k)=-1;
> gamma(i,j)=-Phi(i,j-1)*kappaljl-eta(i,j-1)*sigmalj],gamma(k,k)=0;
> Phi(i,j)=Delta(i,j-1)*S[jl+gamma(i,j)*C[j],Phi(k,k)=0;
> Delta(i,j)=Delta(i,j-1)*C[jl+gamma(i,j)*S[j],Delta(k,k)=0;

77(23 ]) = (I)(’La .7 - 1) 0j — 77(23 j - 1)5.77 n(ka k) =-1

A, j) = Ali, § = 1) Cj +1(i, 4) S, Alk, k) =0

Definicién de las férmulas (2):
eta:=(i,j)->if (i=j) then -1 else (Phi(i mod p,j-1 mod p)*sigmalj mod
pl-eta(i mod p,j-1 mod p)xkappalj mod p]) fi:
g:=(i,j)->if (i=j) then O else (-Phi(i mod p,j-1 mod p)*kappalj mod
pl-eta(i mod p,j-1 mod p)*sigmalj mod p]) fi:
Phi:=(i,j)->if (i=j) then O else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*S[j mod
pl+g(i mod p,j mod p)*C[j mod pl) fi:
Delta:=(i,j)->if (i=j) then O else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*C[j mod
pl+g(i mod p,j mod p)*S[j mod pl) fi:

VvV V.V V V V V V

Observacién: tener en cuenta que 6(i, j) = A(é, j — 1).

Férmula del producto escalar (i, j) en funcién de (i, j) = —(A4; A
A AN, y de T(j, i) =1, i)
> Dbeta(i,j)=beta(i,j-1)*C[j-1]+epsilon(i,j-1)*S[j-1],beta(k,k)=0;

> Omega(i,j)=beta(i,j)*S[jl+epsilon(i,j)*C[j],0mega(k,k)=C[k];
> epsilon(i,j)=-Omega(i,j-1)*kappalj]l+Gamma(j-1,i)*sigmalj],epsilon(k,k
> )=1;
> Gamma(j,i)=-Omega(i,j-1)*sigmalj]l-Gamma(j-1,1i)*kappalj],Gamma(k,k)=0;
ﬁ(la j) = ﬁ(la .7 - 1) Cj—l +5(ia ] - 1)Sj—17 B(ka k) =0
Qi, j) =B, §)S; +(i, j) Cj, Qk, k) = Cy,

e, j)=-Q0G, j—1)kr;+T(G —1,9) 05, ek, k)=1

F(]a Z) = 7Q(i7 ] - 1)Uj - F(] - 17 Z) Kjs F(kv k) =0
Definicién de las férmulas (3):
beta:=(i,j)->if (i=j) then O else (beta(i mod p,j-1 mod p)*C[j-1 mod
pl+epsilon(i mod p,j-1 mod p)*S[j-1 mod pl) fi:
Omega:=(i,j)->if (i=j) then C[j mod p] else (beta(i mod p,j mod
p)*S[j mod pl+epsilon(i mod p,j mod p)*C[j mod p]l) fi:
epsilon:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (Gamma(j-1 mod p,i mod
p)*sigmal[j mod p]l-Omega(i mod p,j-1 mod p)*kappalj mod pl) fi:
Gamma:=(j,i)->if (i=j) then O else (-Gamma(j-1 mod p,i mod p)*kappalj
mod p]-Omega(i mod p,j-1 mod p)*sigmalj mod p]) fi:

V V V V V V V V

Condiciones necesarias y suficientes para que el poligono
sea convexo. (Teorema [2.2.3))

Si el poligono tiene p lados, 5 < p, para que sea convexo es necesario que:
(la) 0 < d(h, 1), h=3..p—2;
(Ib) 0 < d(p, k), k =3..p— 2.
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Es decir:

>

>

cla:=p->seq(delta(h,1)>0,h=3..p-2):
clb:=p->seq(Delta(p,k-1)>0,k=3..p-2):

Tales condiciones y las siguientes son necesarias y suficientes para la convexi-
dad del poligono:

(2a) 0 < n(p, p— 2) + cos(0p—1 + 0,), caso de © < 0,1 + 0.

(Qb) 1<n(p, p—2), caso de 0,1+ 0, <7y Zf:_f 0; < (p—3)m.

(3&) 0 < Asin(fp—2 +0p—1) — Bcos(0p—2 + 0p—1) + kp, caso de m < 0,9 + 0,1, siendo:

A=5,30(p,p—3)+Cp3v(p,p—3)y B=nlp,p—3).

(3b) 0 < Gsin(, + 01) — Hcos(0), + 01) + kp—1, caso de ® < 0, + 01, siendo:

G=-—p-2,1)yH=n,p-2).

Sibp 1+, <my((p—3)7 < Zf;f 0; las desigualdades (1a), (1b) (3a) y (3b) constituyen

las condiciones necesarias y suficientes para que el poligono sea convero.

Es decir, dados los dngulos 6; del poligono, Y% _ 6; < (p —2) m:

VV V VV V VYV VYV

c2:if angl[p-1]+ang[p]>=180 then

evalf (eta(p,p-2)+cos((ang[p-1]+ang[p])*Pi/180))>0 elif
(ang[p-1]+ang[p]l<180 and sum(ang[i],i=1..p-2)<(p-3)*180) then
eta(p,p-2)>1 else 0=0 fi:

c3a:if ang[p-2]+ang[p-1]>180 then
(S[p-3]*Delta(p,p-4)+Clp-31*g(p,p-3)) *sin((ang[p-2] +ang[p-1]) *Pi/180) -
eta(p,p-3)*cos((ang[p-2]+ang[p-1]1)*Pi/180)+kappalp]>0 else 0=0 fi:
c3b:if ang[p]l+ang[1]>180 then

—-Gamma (p-2,1)*sin((ang[p]l+ang[1])*Pi/180)-eta(l,p-2) *cos((ang[p]l+ang[1
1)*Pi/180) +kappa[p-11>0 else 0=0 fi:

Para la convexidad de un cuadrildtero las condiciones necesarias y suficientes
se especifican a continuacion. Su generalizacion constituyen las ultimas condi-
ctones dadas arriba para un poligono con un mayor numero de lados.

Para un cuadrildtero, segun el caso, tiene que cumplirse:

Si 180 < 6 + 05 , entonces () < mreos0atls)—ra

y si 180 < 04 + 0,, entonces C; <

o1 sin(02+63)
cos(04401) Ko—K3
sin(€4+91) o2

La condicién obtenida para C; es necesaria y suficiente si 180 < 61 + 65. En
caso contrario, se estudian las siguientes posibilidades.

Primer caso: 0; + 0, < 180 y 63 + 64 < 180. Entonces 11’;‘7}‘52 <

Segundo caso: 0; +60, < 180 y 180 < 0340, . Entonces Z8%4=fsratmnz ()

Es decir:

vV V.V V V V V V VYV

0102

if (a[1]+a[2]<180 and a[3]+a[4]1<=180) then
C[1]>(1+kappal1]*kappal[2])/(sigma[1]l*sigma[2]) elif (a[1]+a[2]<180 and
a[3]+a[4]1>180) then
C[1]>(sigma[3]*sigma[4]-kappal[3]*kappa[4]+kappal[l]*kappal2])/(sigmal[1]
*sigmal2]) fi;

if (a[2]+a[3]>180) then

C[1]<evalf ((kappal[1ll*cos((a[2]+a[3])*Pi/180)-kappal[4])/(sigma[1]*sin((
a[2]+a[3])*Pi/180))) elif (180<a[4]+a[1]) then

Cl[1]<evalf ((kappal[2]*cos((a[4]+al[1])*Pi/180)-kappal3])/(sigma[2]*sin((
al4]1+a[1])*Pi/180))) £fi;
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Construcciéon de poligonos. (Seccion 2.3)

Expresiones de los vértices y los vectores normales a los lados:
Los primeros vértices pueden expresarse:

A(h) = a1, h) A(1) + (1, ) N(1) + B(1, h) A(1) N(1)
y los primeros vectores normales:
N(h) = —=d(h, 1) A(1) = n(1, h) N(1) +~(h, 1) A(1) N(1)
y los ultimos:
Alp—k)=alp—k, 1)A(1) +6(1, p— k) N(1) + B(1, p— k) A(1) N(1)
N(p—k)=—é(p—k, 1)A(1) —n(p —k, 1)N(1) +~v(p — k, 1) A(1) N(1)
A:=n->¢if ‘ (n<=p/2+1,evalm(alpha(l,n)*A(1)+Delta(l,n-1)*N(1)+beta(l,n)
*(A(1)&*N(1))) ,evalm(alpha(n,1)*A(1)+delta(l,n)*N(1)+B(1,n)*(A(1)&*N(1
)))):

N:=n->¢if ¢ (n<p/2+1,evalm(-delta(n,1)*A(1)-eta(l,n)*N(1)+Gamma(n,1)*(A
(1)&*N(1))),evalm(-Delta(n,p)*A(1)-eta(n,1)*N(1)+g(n,1)* (A(1)&*N(1))))

vV V.V V V V

Proyeccién del modelo sly(R) de H? en el disco de Poincaré.
Geodésicas de los lados. (Capitulo 1)

Si M es un elemento de H?, P la proyeccién de M sobre el disco D, gl(h) y gp(p — k)
las ecuaciones de geodésicas en D, corespondientes a los primeros y ultimos lados del poligono,

entonces:
> P:=[(2+M[1,1]1*M[2,1]1)/(M[1,1] 2+ (1+M[2,1])"2), (M[1,1]1"2+1-M[2,1]1°2)/(
> M[1,1172+(1+M[2,1])"2)];

>  Gp:=n->eval(P,M=evalm(A(n)*cosh(t)+A(n)&*N(n)*sinh(t)));
> gp:=n->[evalf (Gp(n) [1]),evalf(Gp(n) [2]),t=0..arccosh(C[n])];
p._ {2 My 1 Mo 1 My 2 +1— My 42
. My 12+ (14 My,1)2 My 12+ (14 My )2
Gp = P
pi=n— ‘M

= evalm(A(n) cosh(t) + (A(n) ‘& * ‘N(n)) sinh(¢))
gp :=n — [evalf(Gp(n)1), evalf(Gp(n)z), t = 0..arccosh(C}, )]
> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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2.1. Resolucion y construccion de poligonos hiperbdlicos

ejecutar la pagina vinculada (hoja 2.0) y, sin necesidad de guardarla,
volver a este documento.

Observaciones previas.

Las férmulas de la hoja 2.0 pueden utilizarse para resolver poligonos de p lados, convexos
o no, dados 2p-3 elementos. Si se desea resolver un pentagono convexo de angulos conocidos,
las inecuaciones de (1a) y de (1b) estudiadas en la hoja 2.0 se reducen a dos, que permiten
acotar los posibles valores de los dos primeros lados. Con estas condiciones, junto a las demés
del teorema [ZZ3] es posible delimitar las longitudes de los lados que garanticen la convexidad
del poligono.

Pentagonos hiperbdlicos

Primer ejemplo (pentidgono convexo).

A : . 5 3 3 . . _

Angulos en radianes: [, %, 5, °F, §]; Lados: A\; = \s.
> p:=b:ang:=table([Pi/4,5*Pi/6,3*Pi/5,3%Pi/4,Pi/6]) :sigma:=table([seq(
> sin(angl[i]),i=1..5)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]),i=1..5)]):

> S:=table([seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..5)]):
> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal[0] :=sigma[p]:

Condiciones para la convexidad:

Cla:=cla(p);Clb:=c1b(p);

if evalf(ang[p-1]+ang[p]>=Pi) then

evalf (eta(p,p-2)+cos(ang[p-1]+ang[p]l))>0 elif

(evalf (ang[p-1]+ang[pl<Pi) and evalf(sum(angl[i],i=1..p-2)<(p-3)*Pi))
then eta(p,p-2)-1>0 else 0=0 fi:

c2:=evalf(%);

if evalf(ang[p-2]+ang[p-1]1>=Pi) then
(S[p-3]1+*Delta(p,p-4)+Clp-31*g(p,p-3)) *sin(ang[p-2]+ang[p-1])-eta(p,p-3
)*cos (ang[p-2]+ang[p-1])+kappa[p]>0 else 0=0 fi:

vV V.V V V

vV V. V V

c3a:=evalf (%) ;

if evalf(ang[p]l+ang[1]>=Pi) then

—-Gamma (p-2,1)*sin(ang[pl+ang[1])-eta(l,p-2)*cos(ang[p]l+ang[1])+kappal
p-11>0 else 0=0 fi:

> c3b:=evalf(%);
1 1 1 1 1
Cla:=0< 7 (C) 022—1+§\/012—1\/§Cg)\/§\/5+\f—5\/012—1(—1\/5+1)
1 1 1
C]b::0<5\/5\/01271024*(1\/501\/3*Z\/i)\/02271

2 =0 < 6724985115 /C1% — 1.1/C5% — 1.
+,9510565160 (,6123724358 Cy — ,3535533905) Cs, + ,1092540061 C;
— 8107665104

vV V. V V

¢Sa =0 < —,6300367552 /C12 — 1./Cs> — 1.
— 8910065243 (,6123724358 C; — ,3535533905) C, + ,1605098804 C;
+ 1,144036672

c3b:=0=0
> with(plots):
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> display(implicitplot(rhs(Cla),C[1]=1..20,C[2]=1..20),implicitplot(rhs
> (C1b),C[1]=1..20,C[2]=1..20,labels=[C1,C2]));

1
0.84
20.6*E
0.4
0.2

C

’1.08-06-04-029] 02 04 06 08 1
~0.2 1 cl

-0.4+

-0.6

-0.81

E

> display(implicitplot(rhs(c2),C[1]=1..2,C[2]=1..2),implicitplot(rhs(
> ¢3a),C[1]=1..2,C[2]=1..2,1labels=[C1,C2]));

1.8 |
167 |

Cc2 | \\
144

] ~~_
1.2 T

> C[2]:=C[1]:
> solve({Cla,Cib,C[1]>1});
{I1<C}
> solve({c2,c3a,c3b,C[1]1>1});
{C1 < 1,447186438, 1,181387863 < C1}
> C[1]:=1.3;
Cy =13
> solve(evalf(eta(3,5)=eta(5,3))):C[4]:=%;
Cy :=2,064889111
> solve(evalf(delta(3,1)=Delta(3,5))):C[5]:=%;
Cs := 5,344215558
> solve(evalf(eta(2,4)=eta(4,2))):C[3]:=%;
Cs :=1,172517081
Comprobacion:
> evalf(alpha(1l,3)=alpha(3,1));evalf(alpha(l,4)=alpha(4,1));
2,287557529 = 2,28755752
2,821587799 = 2,821587779
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Una solucién:

> thetal[n]=seq(ang[n],n=1..5);C[n]l=seq(C[n],n=1..5);

(1 5 3 3 1
-, =T, - T s
4 76 55 ) )

Cn, = (1,3, 1,3, 1,172517081, 2,064889111, 5,344215558)
Vértices y vectores normales a los lados:
> A(1):=matrix([[0, -1], [1, 0]1):N(1):=matrix([[1, 0], [0, -111):
> seq(evalf(A(i),4),i=1..5);seq(evalf(N(i),4),i=1..5);

0 —1. 0 —,4693 4154 — 2724 1,113 —,4342 3712 —1,632
1. 0 |7 2,131 0 "] 4,303 —,4154 |7 | 5,216 —1,113 | | 9,056 —3,712
1. 0 ] l 8660  —,2346 ] [ ~ 3506 —,205 ] l 1,277 1237 ] l — 7070 7070 ]

0 -1 —1,065 —,8660 —4,295 3506 —5,126 1,277 , 7070 ,7070
Representacién del poligono:

0, = )

> with(plots):

> eval(P,M=A(2));
[0, —,3611575592]
> TXAl:=display(
> {TEXT([0.05,0] ,A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([0.05,0],”“1¢’ ,ALIGNRIGHT) }):
> TXL1l:=display(
> {TEXT([-0.03,-0.18],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT (SYMBOL)) ,TEXT ([-0.03,
> -0.18]1,7¢1°’ ,ALIGNRIGHT) }):
> TXA2:=display(
> {TEXT([-0.03,-0.36],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([-0.03,-0.36],> ‘2¢’,
> ALIGNRIGHT)}):
> display(
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..5),TXA1,TXL1,TXA2});

Aq

Segundo ejemplo (pentdgono autointersectante). Angulos en radianes:
[ m bm 3w 37w 7r]

T4 76 50 4076
> p:=b:ang:=table([-Pi/4,2%Pi/3,3%Pi/5,Pi/4,-Pi/6]) :sigma:=table([seq(
> sin(ang[i]),i=1..5)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]),i=1..5)]):
> unassign(’C[1]’,’C[2]’,’C[3]’,’C[4]1’,’C[5]’):

> S:=table([seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..5)]):

\Y

C[0] :=C[p] :S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] :sigma[0] :=sigma[p]:
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> C[1]:=2;C[2]:=1.2;
CrL:=2
Cy:=1,2

> solve(evalf(eta(3,5)=eta(5,3))):C[4]:=%;

Oy = 5,474029451
> solve(evalf(eta(1,3)=eta(3,1))):C[5]:=%;

Cs := 2,628033820
> solve(evalf(eta(2,4)=eta(4,2))):C[3]:=%;

Cs :=1,170441429

Comprobacion:
> evalf(alpha(1l,3)=alpha(3,1));evalf (alpha(l,4)=alpha(4,1));
2,974456265 = 2,974456264
3,058416523 = 3,05841652
Una solucion:
> thetal[n]=seq(ang[n],n=1..5);C[n]l=seq(C[n],n=1..5);
0, = Cfi7n §7n g7n i7n fgiﬂ)
Cn = (2, 1,2, 1,170441429, 5,474029451, 2,628033820)

> A(1):=matrix([[0, -1], [1, 0]]1):N(1):=matrix([[1, 0], [0, -111):
> with(plots):
> evalf(eval(P,M=A(2)));

[0, —,5773502691]

> TXAl:=display(
> {TEXT([0.05,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) , TEXT([0.05,0],’ ‘1¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :
> TXL1:=display(
> {TEXT([-0.0S,-O.S],l,ALIGNLEFT,ALIGNABDVE,FDNT(SYMBOL)),TEXT([-0.0S,-O.B],
> "1",ALIGNRIGHT)}):
> TXA2:=display(
> {TEXT([-0.0S,-O.BS],A,ALIGNLEFT,ALIGNABDVE),TEXT([—0.0S,—O.58],"2",
> ALIGNRIGHT)}):
> display(
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..5),TXA1,TXL1,TXA2});
Aq
A 1
S 77\”’\
A2
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Hexagonos hiperbdlicos

Hexagono convexo. Angulos: [T

.- 2], Sin condiciones pre-

mn m bm 7w 3w 1lw
1 Y40 12

47 122

vias sobre los lados.

>
>

>

\

vV V.V V V

vV V V VV V V VYV

vV Vv

>

>
>

p:=6:ang:=table([Pi/4,Pi/12,5%Pi/12,7*Pi/12,3%Pi/4,11*Pi/12]) :sigma:=
table([seq(sin(ang[i]),i=1..6)]) :kappa:=table([seq(cos(angl[i]),i=1..6)]1):

unassign(’C[1]’,’C[2]’,’C[3]’,’C[4]’,’C[5]’):
S:=table([seq(sqrt((C[i])~2-1),i=1..6)]):
C[0] :=C[p]:S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] :sigma[0] :=sigma [p] :

Cla:=evalf(cla(p)):Clb:=evalf (c1b(p)):

if evalf(ang[p-1]+ang[p]>=Pi) then

evalf (eta(p,p-2)+cos(ang[p-1]+angl[p]l))>0 elif

(evalf (ang[p-1]+ang[p]<Pi) and evalf(sum(ang[i],i=1..p-2)<(p-3)*Pi))
then eta(p,p-2)-1>0 else 0=0 fi:

c2:=evalf (%) :

if evalf(ang[p-2]+ang[p-1]1>=Pi) then
(8[p-31*Delta(p,p-4)+C[p-31*g(p,p-3))*sin(ang[p-2]+ang[p-1]1)-eta(p,p-3
)*cos (ang[p-2]+ang[p-1])+kappa[p]>0 else 0=0 fi:

c3a:=evalf(%):

if evalf(ang[pl+ang[1]>=Pi) then

—-Gamma (p-2,1)*sin(ang[pl+ang[1])-eta(l,p-2)*cos(ang[p]l+ang[1])+kappal
p-11>0 else 0=0 fi:

c3b:=evalf (%) :
display(implicitplot(rhs(Cla[1]),C[1]=1..8,C[2]=1..8),implicitplot(
rhs(C1b[1]),C[1]=1..8,C[2]=1..8,labels=[C1,C2]));

C[2] :=10;

Cg =10
display(implicitplot(rhs(Cla[2]),C[1]=7..14,C[3]=1..2.5),implicitplot
(rhs(C1b[2]),C[1]=7..14,C[3]=1..2.5,1labels=[C1,C3]));
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1.8

C31.6’
1.4+
121
1 =
7 8
> C[1]:=18;
Cl =18
> solve({Cla[2],Cib[2]});
{1,412002944 < Cs, O < 8,688943886)
> solve({c2,c3a,c3b,C[3]>1});

{C5 < 2,939473755, 2,141388212 < C3}, {C5 < 37,18045559, 26,30750877 < C3}
C[3]:=2.25;

vV

Oy =225
> evalf(eta(4,6)=eta(6,4)):C[5]:=solve(%);
Cs :=1,196357887
evalf (eta(6,3)=eta(3,6)):C[4] :=solve(%);
Cy :=1,121543571
evalf(eta(4,1)=eta(1,4)):C[6] :=solve(%);
Ce := 1,818014905

\%

\Y

Comprobacion:
> evalf(alpha(1l,4)=alpha(4,1));evalf(alpha(2,5)=alpha(5,2));
4,437102226 = 4,437100742
16,58675104 = 16,58675021
Una solucién:
> thetal[n]=seq(ang[n],n=1..5);C[n]l=seq(C[n],n=1..5);
1 1 5 7 3

VRS TR TR TR
C, = (18, 10, 2,25, 1,121543571, 1,196357887)
Vértices y vectores normales a los lados:
> A(1):=matrix([[0, -1], [1, 0]1):N(1):=matrix([[1, 0], [0, -111):

> seq(evalf(A(i),4),i=1..6);seq(evalf(N(i),4),i=1..6);

0, =

[0 —1.] l 0 —,03] [2,575 —6 2,563 —1,282
1. 0 |7]3597 0 14,2 —2575 || 7,920 —2,563 |’
1,978 —,9171 1,073 —,745 1. 0 —,9655 —,008
5,353 —1,978 |’ | 2,891 —1,073 0 —1. 7| —9,308 ,9655 |’
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—2.250 577 —2,111 ,9049 —1,015 ,7426 —,7070 ,7070
—7.825 2250 || —3,815 2,111 | | —,0430 1,015 | | .,7070 7070

> with(plots):
> evalf(eval(P,M=A(2)));

[0, —,9459053033]
TXAl:=display(
{TEXT([0.05,0] ,A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) , TEXT([0.05,0],? ‘1¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :
TXL1:=display(
{TEXT([-0.04,-0.48],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT (SYMBOL) ) ,TEXT([-0.04,
-0.48],7 1’ ,ALIGNRIGHT) }) :
TXA2:=display(
{TEXT([-0.04,-0.95] ,A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([-0.04,-0.95],” ‘2",
ALIGNRIGHT) }):
display(
{seq(plot(gp(i) ,axes=none,scaling=constrained),i=1..6) ,TXA1,TXL1,TXA2});

V V. V.V V V V V V V

Ar

v

g

Para otros casos se procede de modo analogo.

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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2.2. Resolucion y construcciéon de poligonos
hiperbdlicos autointersectantes

ejecutar la pagina vinculada (hoja 2.0) y, sin necesidad de guardar-
la, volver a este documento.

Observaciones previas.

Las féormulas de la hoja 2.0 son vélidas para todo tipo de poligonos de p lados, convexos
o no. Entre los no convexos se encuentran los poligonos autointersectantes, que tienen angulos
menores de 180 y con algunos lados que se entrecruzan. Para su resolucién también se necesitan
2p-3 elementos conocidos.

Aqui se tratan los poligonos con un par de lados secantes, A y Ap, de modo que:

Zf:l b; < (k—1)m, Z?:kﬂ Oj<p—-k-1)m

Las férmulas son las ya conocidas para poligonos hiperbélicos, sustituyendo 6;, k < j, por
—0; y, por tanto, o; por —o;.

En otro documento se estudia otro tipo de poligonos autointersectantes, los estrellados, con
més de una interseccién entre sus lados, aunque el estudio se centra en los poligonos estrellados
regulares, que tienen iguales tanto sus angulos como sus lados.

Si los angulos son conocidos, para determinar las condiciones necesarias de existencia del
poligono, hay que tener en cuenta el valor que puede tomar el dngulo de interseccién y, si
convenimos que A, es uno de los lados secantes, "posponiendo”la interseccién lo més posible,
hay que exigir, ademads, que el primer vértice esté en el semiplano interior de cada geodésica
orientada \;, 2 < i < k + 1, considerando la orientacién habitual de los lados.

Ademads, las inecuaciones (2a), (2b), (2a) y (3b) del teorema 223 aportan las condiciones
que deben cumplir las longitudes de los primeros p-3 lados para garantizar la convexidad del
poligono, considerando positivos todos sus angulos. Los autointersectantes deben cumplir, nece-
sariamente, la condicién opuesta.

A su vez, las expresiones generales de la hoja 2.0 de los vértices y de los vectores normales
a los lados, también son validas cuando los poligonos son autointersectantes y pueden ser
utilizadas para su construccién.

Al final se resuelven y construyen algunos ejemplos.

Formulas de poligonos autointersectantes.

Cuadrilateros.
Si se entrecruzan los lados segundo y cuarto: o3 = —sen(0s), o4 = —sen(6y).
p:=4:
subs ({sigma[3]=-sigma[3],sigma[4]=-sigma[4]

>
>
> },[alpha(4,1)=alpha(1,4),alpha(3,1)=alpha(1,3),eta(3,4)=eta(4,3),eta(
> 2,4)=eta(4,2),Delta(3,4)=delta(3,1),delta(l,4)=Delta(1,3)]);

[04 = (Cl Coy — 51 ke 52) Cs — ((Cl Sy — 51 ke 02) k3 — S102 03) Ss,

C3Cy — S3k4 84 = C1 Cy — Sy k2 Sa,

K4 = *(01 S1.82 + (*01 C1 ko — K1 02)02)03 - (01 Ciro2 — k1 ’12)“37

030304 — kzky = 010102 — K1 Ko, —04 54 = *(Cl So — S1 ka2 02)03 — 5102 K3,
Sy101=095Cs+ (—02Ca k3 + K3 03) S3]
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Pentagonos.

Si, por ejemplo, los lados que se cortan son el tercero y el quinto: o4 = —sen(6y), 05 =
—sen(0s).

> p:=5:

> subs({sigmal[4]=-sigma[4],sigmal[5]=-sigmal[5]},

> [alpha(4,1)=alpha(l,4),eta(3,5)=eta(5,3),Delta(3,5)=delta(3,1)]);

[C4C5 — S4k5S5 = (C1 Cy — S1k252) Cs — ((C1S2 — S1 ko Ca) k3 + S10203) Ss,
04Cy05 — Ky ks = (01 S159 + (—01 Ch ke — K1 02) 02)03 - (01 Croz — k1 Fé2)f€37
—0454C5 + (O’4C4I€5 +Ii40’5) S5 = (Cl Sy — 51 ko 02)0'3 — S109 Iig]

Hexagonos.
Los lados pueden cortarse de dos formas: el tercero o el cuarto, por ejemplo, con el sexto,

en ambos casos.

Primer caso: los lados tercero y sexto son secantes: 04 = —sen(04), 05 = —sen(fs),
g = —sen(fg)
> p:=6:
> expand(eval([alpha(4,1)=alpha(l,4),eta(3,6)=eta(6,3),Delta(4,6)=delta
> (4,1)],[sigmal[4]=-sigma[4],sigma[5]=-sigma[5],sigma[6]=-sigmal[6]1]));
[Cs Cy C5 — Cg Sy ks S5 — Sg ke C4 S5 + Se kg Sa ks Cs — S 840506 =
C3C1 Cy — O3 81 K Sy — S3k3Cy So + S3 k351 ko Ca — 3510203,
06045455 —06C504Cy k5 —06C5 Ky 05 — ke 04 Cy 05 + Kg g K5 =
03015152 —03C201C1ky — 0302 k102 — k301 C 02+ K3 K1 Ka,
—05 S5 Cg + Sg05Cs kg + Sg k506 = —04 .53 C1 Co + 04 S3 51 ko So + 04 C3 k3 C1 So
—04C5k351k2Co+04C58510903 — kgo3C1S2+ ky03S1 ko Coy + K4 S1 092 K3
Segundo caso. los lados cuarto y sexto son secantes: o5 = —sen(6s), 0 = —sen(fg).
> p:=6:
> expand(eval([alpha(4,1)=alpha(l,4),eta(3,6)=eta(6,3),Delta(4,6)=delta
> (4,1)],[sigma[5]=-sigma[5],sigmal[6]=—-sigma[6]]));

[Cs Cy Cs5 — Cg Sy ks S5 — Se ke Ca S5 + S ke Sa ks C5 — S Sy 0506 =

C3C1 Cy — O3 81 k2 Sy — S3k3C1 S2 + S3 k351 ko Co — S3.51 0203,

—06045455 +06C504Cyks —06Cs5 K405+ kg4 Cy 05+ K kg ks =

03015152 —03C201C1 k2 —03C2 k102 — k301 C1 02+ K3 K1 Ka,

—05 55 C + S6 05 Cs kg + Sg ks 06 = 04 .53 C1 Co — 04 53 51 ko So — 04 C3 k3 C1 S
+04C5k351k2Cy —04C3810203 — Kk403C1 S2+ kg0351 Ko Co + Ka S102 K3

Condiciones necesarias para la existencia del poligono (teo-

rema [2.2.3]).

Si el poligono tiene p lados, considerando positivos todos sus angulos:

> Cla:=sum(ang[i],i=1..k)<(k-1)*180:

>

Clb:=sum(angl[j],j=k+1..p)<(p-k-1)*180:
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> cla:=k->evalf(seq(delta(h,1)>0,h=3..k)):
> C2a:=k->evalf(cos((p-k-1)*Pi-sum(anglj], j=k+1..p)*Pi/180)<eta(p,k)):
> C2b:=k->evalf(eta(p,k))<1l:

v la condicién opuesta a la dada por las siguientes inecuaciones:

> c2:1if ang[p-1]+ang[p]>=180 then

evalf (eta(p,p-2)+cos((ang[p-1]+ang[p])*Pi/180))>0 elif
(ang[p-1]+ang[p]l<180 and sum(ang[i],i=1..p-2)<(p-3)*180) then
eta(p,p-2)>1 else 0=0 fi:

c3a:if ang[p-2]+ang[p-1]>180 then
(S[p-3]1+*Delta(p,p-4)+Clp-31*g(p,p-3)) *sin((ang[p-2] +ang[p-1]1) *Pi/180) -
eta(p,p-3)*cos((ang[p-2]+ang[p-1])*Pi/180)+kappal[p]>0 else 0=0 fi:
c3b:if ang[p]+ang[1]>180 then

—-Gamma (p-2,1)*sin((ang[p]l+ang[1])*Pi/180)-eta(l,p-2)*cos((ang[p]l+ang[1])*
Pi/180)+kappal[p-1]1>0 else 0=0 fi:

V V.V V V V V VYV

En los ejemplos posteriores se tratan estas ultimas condiciones, para ciertos valores de los
angulos del pentagono hiperbdlico.

Vértices del poligono y vectores normales a los lados. Geodésicas

de los lados.

A:=n->¢if‘ (n<=p/2+1,evalm(alpha(l,n)*A(1)+Delta(l,n-1)*N(1)+beta(l,n)
*(A(1)&*N(1))) ,evalm(alpha(n,1)*A(1)+delta(l,n)*N(1)+B(1,n)*(A(1)&*N(1)
))):

N:=n->‘if ¢ (n<p/2+1,evalm(-delta(n,1)*A(1)-eta(l,n)*N(1)+Gamma(n,1)*(A
(1)&*N(1))) ,evalm(-Delta(n,p)*A(1)-eta(n,1)*N(1)+g(n,1)* (A(1)&*N(1)))):
Proyeccién de H? en el disco de Poincaré y ecuaciones de las geodésicas de los lados:

> Pr=[(2*M[1,11*M[2,1])/(M[1,1]"2+(1+M[2,1])"2), (M[1,1]"2+1-M[2,1]"2)/(

> M[1,1]172+(1+M[2,1]1)"2)];

> Gp:=n->eval(P,M=evalm(A(n)*cosh(t)+A(n)&*N(n)*sinh(t)));
> gp:=n->[Gp(n) [1],Gp(n) [2] ,£=0. .arccosh(C[n])]:

P|: M1,1M2.,1 M1,12+1*M2712
. M1,12+(1+M2,1)2’ M1,12+(1+M271)2
Gp := P

pi=n— ‘M

vV V.V V V

= evalm(A(n) cosh(t) + (A(n) ‘& * ‘N(n)) sinh(¢))

Pentagonos autointersectantes.

Angulos: [80,45,55,-60,-70]. Dos primeros lados iguales: \; = \,. Para
que el pentagono sea autointersectante es necesario que los lados )5 y
A3 formen un angulo menor de 180° — (60° + 70°) = 50°.

> p:=b:k:=3:ang:=table([80,45,55,60,70]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*

> Pi/180),i=1..5)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180),i=1..5)]):S:=

> table([seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..5)]):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal0] :=sigma [p]:

> Cla;C1b;C2:={C2a(3),C2b(3)};cla(k);

180 < 360

244



130 + angg < 360

02 := {,6427876095 < 8067072844 \/C12 — 1.1/C,>% — 1.
+ ,8191520445 (— 6963642400 C; — ,1227878037) Cy — ,3994181190 Cy

+,07042819084, 8067072844 \/C1% — 1.4/C5% — 1.
+,8191520445 (— 6963642400 C; — ,1227878037) Co — ,3994181190 C
+,07042819084 < 1}

0 < ,8191520445 C1 \/Cy? — 1. — 5792279653 /C12 — 1. Co — 4055797874 1/C1 % — 1.

> (C[2]:=C[1]:s01lve(C2) ;solve(cla(k));
{-1,851901456 < C4, C; < —1,579373904}, {3,695515421 < Cy, C; < 3,968042973}

RealRange(Open(1,690450532), oo)
if ang[p-1]+ang[p]>=180 then
evalf (eta(p,p-2)+cos((ang[p-1]+ang[p])*Pi/180))>0 elif
(ang[p-1]+ang[p]l<180 and sum(ang[i],i=1..p-2)<(p-3)*180) then
eta(p,p-2)>1 else 0=0 fi:c2:=evalf(%);
if ang[p-2]+ang[p-1]1>180 then
(S[p-3]*Delta(p,p-4)+Clp-31*g(p,p-3)) *sin((ang[p-2] +ang[p-1]1) *Pi/180) -
eta(p,p-3)*cos((ang[p-2]+ang[p-1]) *Pi/180) +kappal[p] >0 else 0=0
fi:c3a:=evalf (%) ;
if ang[p]+ang[1]1>180 then
-Gamma (p-2,1)*sin((ang[p]+ang[1])*Pi/180)-eta(l,p-2) *cos((ang[p]l+ang[1])*
Pi/180)+kappal[p-1]1>0 else 0=0 fi:c3b:=evalf(%);

V V.V V V V V V V VYV

¢2 :=1. < 8067072844 C1% — 7362790936
+,8191520445 (—,6963642400 C; — ,1227878037) Cy — ,3994181190 C4
c3a:=0=0
c3b:=0=0
> solve(rhs(c2)<=1);

RealRange(—1,851901456, 3,968042973)
> p:=b:ang:=table([80,45,55,-60,-70]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/
> 180),i=1..5)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180) ,i=1..5)]) :S:=table(
> [seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..5)]):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[pl:kappal0] :=kappalp]:sigmal0]:=sigmalp]:
> C[2]:=C[1]:c1:=3.75;
cl == 3,75
> eval(evalf(eta(3,5)=eta(5,3)),C[1]=cl);
,8137976815 Cy — ,1710100714 = ,711395667
> c4:=evalf(solve(%));
¢4 = 1,084306036
> eval(evalf(delta(3,1)=Delta(3,5)),[C[1]=c1,C[4]=c4]);
1,785908549 = —,3630284907 Cs + ,7910157333 \/C52 — 1.
> evalf(solve(%));if%[1]1>1 then¥%[1] else’%[2] fi:cb5:=%;
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4,386300319, —1,761014174

cH = 4,386300319

> eval(evalf(eta(2,4)=eta(4,2)),[C[1]=c1,C[5]=c5]);
—,7094064805 Cs — ,2867882181 = —6,339329413

> c3:=s0lve(%);

c3 = 8,531838038

Comprobacion:

> eval(

> {evalf(alpha(1,3)=alpha(3,1)),evalf(alpha(l,4)=alpha(4,1)),evalf (eta(
> 1,4)=eta(4,1))},[C[1]=c1,C[5]=c5,C[4]=c4,C[3]=c3]);

{4,14378408 = 4,143784128, 4,825917673 = 4,82591763, —4,118546162 = —4,118546208}

> C[1]:=c1:C[3]:=c3:C[4]:=c4:C[5]:=c5:

> thetal[n]=seq(ang[n],n=1..5),C[n]l=seq(C[n],n=1..5);

0, = (80, 45, 55, —60, —70), C,, = (3,75, 3,75, 8,531838038, 1,084306036, 4,386300319)

Representacién del pentagono

> A(1):=matrix([[0, -1], [1, 0]]1):N(1):=matrix([[O0, 1], [1, 0]]1):

with(plots):

eval (P,M=A(2));

TXA1l:=display(

{TEXT( [0.05,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([0.05,0],’“1¢’> ,ALIGNRIGHT) }) :

TXL1:=display(

{TEXT( [-0.4,0.03],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT (SYMBOL)) ,TEXT([-0.4,0.03],

1610 ,ALIGNRIGHT)}) :

TXA2:=display(

{TEXT([-0.8,0],A,ALIGNLEFT, ALIGNABOVE) ,TEXT([-0.8,0],’ “1¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :

display(

{seq(plot(gp(i) ,axes=none,scaling=constrained),i=1..5) ,TXA1,TXL1,TXA2});
[—,7608859104, 0]

Vv

V V.V V V V V V VYV

Una solucién es:
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>

theta[n]=seq(ang[n],n=1..5),C[n]=seq(C[n],n=1..5);

0., = (80, 45, 55, —60, —70), C,, = (3,75, 3,75, 8,531838038, 1,084306036, 4,386300319)

Hexagonos autointersectantes.

Primer caso: lados tercero y sexto secantes.
Angulos: [25,80,45,-55,-60,-70]. Ninguna otra condicién previa para los

lados.

>

unassign(’C[1]°,°C[2]’,°C[3]’,°C[4]’,’C[5]’):

Se empieza estudiando las condiciones necesarias de existencia:

>
>
>

>

V V.V V V VV VV VYV

p:=6:k:=3:ang:=table([25,80,45,55,60,70]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*
Pi/180),i=1..6)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180) ,i=1..6)]):S:=
table([seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..6)]1):
C[0] :=C[p] :S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] : sigma[0] :=sigma[p]:
Cla;C1b;C2:={C2a(3),C2b(3) };ca:=cla(k);

150 < 360

185 < 360

C2 = {—,9961946981 < ,2988362387 \/C1> — 1./C5> — 1.
+,7071067810 (— 07338689086 C; — ,8925389353) Cs — ,2042962448 Cy

+,1112835427, 2988362387 \/C1% — 1. /Co? — 1.
+,7071067810 (— 07338689086 C; — ,8925389353) Cy — ,29042962448 C4
+,1112835427 < 1}

ca =0 < ,7071067810 C; v/ Co?® — 1. — ,1227878037 \/C1 % — 1. C»

— 6963642400 \/C,* — 1.
solve(eval(C2,C[1]=5)) ;solve(eval(ca,C[1]=5));

{Coy < —1., —1,205719611 < Cs}, {1,560421355 < Cs, Cy < 4,409401917}

RealRange(—o0, Open(—1,251218221)), RealRange(Open(1,589345512), co)

if ang[p-1]+ang[p]>=180 then

evalf (eta(p,p-2)+cos((ang[p-1]+ang[p])*Pi/180))>0 elif
(ang[p-1]+ang[p]l<180 and sum(ang[i],i=1..p-2)<(p-3)*180) then
eta(p,p-2)>1 else 0=0 fi:c2:=evalf(%);

c3a:if ang[p-2]+ang[p-1]>180 then
(S[p-3]#Delta(p,p-4)+Clp-31*g(p,p-3)) *sin((ang[p-2] +ang[p-1]) *Pi/180) -
eta(p,p-3)*cos((ang[p-2]+ang[p-1]) *Pi/180) +kappa[p] >0 else 0=0
fi:c3a:=evalf (%) ;

c3b:if angl[pl+ang[1]>180 then

—-Gamma (p-2,1)*sin((ang[p]l+ang[1])*Pi/180)-eta(l,p-2)*cos((ang[p]l+ang[1])*
Pi/180)+kappal[p-1]1>0 else 0=0 fi:c3b:=evalf(%);
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2 = 1. < 8191520445

(,4226182618 \/C12 — 1. Cs + (—,07338689086 C; — ,8925389353) v/Ca> — 1.)
VC3% — 1.+ 8191520445(— 2988362387 \/C12 — 1./C5? — 1.

— 7071067810 (—,07338689086 C; — ,8925389353) Cy — ,2942962448 C,
+,1112835427)C5 — ,1714054248 /C1 2 — 1./ Cy% — 1.

—,4055797874 (—,07338689086 C'; — ,8925389353) C2 + ,1688013912 C
—,06382961782

c3a:=0=0
c3b:=0=0
> eval(rhs(c2)<=1,[C[1]=5,C[2]=3]) :solve(%);
RealRange(1., 0o)

Se eligen C; =5, Cy = 3 y se busca un valor para C3 que aporte alguna solucién.

> p:=6:ang:=table([25,80,45,-55,-60,-70]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*
> Pi/180),i=1..6)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180),i=1..6)]):S:=
> table([seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..6)]):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal0] :=sigma [p]:
> eval(evalf(eta(4,6)=eta(6,4)),[C[1]1=5,C[2]=3,C[3]1=10]) ;c5:=s0lve(%);
,8137976815 C'5 — ,1710100714 = 1,523928782

cd :=2,082752129

> eval(evalf(eta(4,1)=eta(1,4)),[C[1]=5,C[2]=3,C[3]=10,C[5]=c5]);
—,6686713530 v/Cs? — 1. 4+ ,4592819179 Cs — 1,381148523 = —5,711916996
> evalf(solve(%));if%[11>1 then%[1] else%[2] fi:c6:=9%;
—3,916451371, 20,75979994

c6 = 20,75979994
> eval(evalf(eta(6,3)=eta(3,6)),[C[1]=5,C[2]=3,C[3]=10,C[5]=c5,C[6]=c6]);
> c4d:=so0lve(%);

,1088521827 = 1,406320030 \/Cs? — 1. — 1,044231710 Cy — 8740896404

¢4 := 3,314517397
Comprobacién:
>  eval(
> {evalf (alpha(6,3)=alpha(3,6)),evalf(alpha(l,4)=alpha(4,1)),evalf (eta(
> 1,4)=eta(4,1))}, [C[1]=5,C[2]=3,C[3]1=10,C[5]=c5,C[6]=c6,C[4]=c4]);

{6,98861442 = 6,98861429, 10,4517110 = 10,45171102, —5,711916996 = —5,711916993}
> C[1]:=5:C[2]:=3:C[3]:=10:C[5]:=c5:C[6]:=c6:C[4] :=c4:
Representacion del hexdgono
> A(1):=matrix([[0, -1], [1, 0]1):N(1):=matrix([[0, 1], [1, 0]]1):
> with(plots):
> evalf(eval(P,M=A(2)));
[—,8164965812, 0]
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TXA1l:=display(

{TEXT([0.05,0] ,A,ALIGNLEFT, ALIGNABOVE) , TEXT ([0.05,0],” “1¢* ,ALIGNRIGHT) }) :
TXL1:=display(
{TEXT([-0.41,0.03],1,ALIGNLEFT, ALIGNABOVE , FONT (SYMBOL)) , TEXT([-0.41,0.03] ,
1610 ,ALIGNRIGHT)}) :

TXA2:=display(
{TEXT([-O.SG,O],A,ALIGNLEFT,ALIGNABDVE),TEXT([-O.SG,O],"2",ALIGNRIGHT)}):
display(
{seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..6),TXA1,TXL1,TXA2});

V V.V V V V V V V

Una solucién es:
> thetal[n]=seq(ang[n],n=1..6),C[n]l=seq(C[n],n=1..6);
0, = (25, 80, 45, —55, —60, —70), C,, = (5, 3, 10, 3,314517397, 2,082752129, 20,75979994)

Segundo caso: lados cuarto y sexto secantes.

Angulos: [25,80,45,55,-60,-70]. Ninguna condicién previa para los lados.
> unassign(’C[1]’,°C[2]°,°C[3]’,’C[4]’,’C[5]’,’C[6]7):
Se empieza estudiando las condiciones necesarias de existencia:
> p:=6:k:=4:ang:=table([25,80,45,55,60,70]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*

> Pi/180),i=1..6)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180),i=1..6)]):S:=
> table([seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..6)]):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal[0] :=sigma[p]:
> Cla;C1b;C2:={C2a(4),C2b(4)};ca:=cla(k);

205 < 540

130 < 180
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>

C2 := {,6427876095 < ,8191520445 (4226182618 %3 Cs + %1 %2) v/Cs> — 1.+
8191520445

(—,2988362387 %3 %2 — , 7071067810 %1 Cy — ,2942962448 C; + ,1112835427)
Cs — 1714054248 %3 %2 — 4055797874 %1 Cs + ,1688013912 C;

— 06382961782, 8191520445 (4226182618 %3 Cy + %1 %2) v/Cs? — 1.+
8191520445

(—,2988362387 %3 %2 — , 7071067810 %1 Cy — ,2942962448 C; + ,1112835427)
Cs — 1714054248 %3 %2 — 4055797874 %1 Cy + ,1688013912 C;

— 06382961782 < 1}

%1 := —,07338689086 C; — ,8925389353

%2 :=/Cy% — 1.
%3 := /1% — 1.

ca =0 < 7071067810 C; %2 — 1227878037 %1 C — 6963642400 %1,0 <
8191520445 (Cy Cy — 1736481773 %1 %2) /Cs® — 1. — 8191520445
(,7071067810 Cy %2 — ,1227878037 %1 Cs + ,6963642400 %1) Cs

— 4055797874 C; %2 + ,07042819084 %1 Cs + ,3994181190 %1

%1 :=+/Cy% — 1.
%2 1= 1/Cy% — 1.

C[2]=solve(eval(cal[1],C[1]1=8));

Cy = (RealRange(—o0, Open(—1,256402443)), RealRange(Open(1,603377625), c0))

>

V V.V V V VV VV VYV

C[3]=solve(eval(cal2],[C[1]=8,C[2]=6])) ;solve(eval(C2,[C[1]=8,C[2]=6]));

C3 = (RealRange(—o0, —1.), RealRange(Open(3,247318216), c0))

{C5 < 4,604371346, 4,343297836 < Cs}

if ang[p-1]+ang[p]>=180 then
evalf (eta(p,p-2)+cos((ang[p-1]+ang[p])*Pi/180))>0 elif
(ang[p-1]+ang[p]l<180 and sum(ang[i],i=1..p-2)<(p-3)*180) then
eta(p,p-2)>1 else 0=0 fi:c2:=evalf(%);
c3a:if ang[p-2]+ang[p-1]1>180 then
(S[p-3]#Delta(p,p-4)+Clp-31*g(p,p-3)) *sin((ang[p-2] +ang[p-1]) *Pi/180) -
eta(p,p-3)*cos((ang[p-2]+ang[p-1]) *Pi/180) +kappa[p] >0 else 0=0
fi:c3a:=evalf (%) ;
c3b:if angl[pl+ang[1]>180 then
-Gamma (p-2,1)*sin((ang[p]+ang[1])*Pi/180)-eta(l,p-2) *cos((ang[p]l+ang[1])*
Pi/180)+kappal[p-1]1>0 else 0=0 fi:c3b:=evalf(%);

c2 = 1. < ,8191520445

(,4226182618 \/C1> — 1. C5 + (—,07338689086 C; — ,8925389353) /(o2 — 1.)
C52 — 1. + ,8191520445(— 2988362387 \/C1 2 — 1.1/C,2% — 1.

— 7071067810 (— 07338689086 C; — ,8925389353) Cs — ,2942962448 C;

+,1112835427)C5 — 1714054248 \/C1 2 — 1.1/C5% — 1.

—,4055797874 (—,07338689086 C; — ,8925389353) Cs + ,1688013912 C
—,06382961782
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c3a:=0=0
c3b:=0=0
> eval(rhs(c2)<=1,[C[1]=8,C[2]=6]) :so0lve(%);
RealRange(1., 4,604371346)
Se eligen C; =8, C3 = 6 y se busca un valor para C3 que aporte alguna solucién.
> p:=6:ang:=table([25,80,45,55,-60,-70]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/

> 180),i=1..6)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180) ,i=1..6)]) :S:=table(
> [seq(sqrt(C[i]"2-1),i=1..6)]1):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal0] :=sigma[p]:
eval (evalf (eta(4,6)=eta(6,4)),[C[1]=8,C[2]=6,C[3]=4.4]) ;c5:=s0lve(
5 ;
,8137976815 C5 — ,1710100714 = ,7210331692
ch :=1,096148663

> eval(evalf(eta(4,1)=eta(1,4)),[C[1]=8,C[2]=6,C[3]=4.4,C[5]=c5]) ;c6:=
> solve(h);

—,1643090769 \/Cs? — 1. 4+ ,3357801394 Cs — 6534779758 = 2,621726617
c6 :=19,07549164
> eval(evalf(eta(6,3)=eta(3,6)),[C[1]=8,C[2]=6,C[3]=4.4,C[5]=c5,C[6]=c6]);
> c4:=solve(%);

5,511938933 = —,3455675871 \/Cy? — 1. + ,6645121427 Cy — ,4135676356
¢4 = 18,54925825
Comprobacién:
> eval(
> {evalf(alpha(6,3)=alpha(3,6)),evalf(alpha(l,4)=alpha(4,1)),evalf (eta(
> 1,4)=eta(4,1))},[C[1]1=8,C[2]=6,C[3]=4.4,C[5]=c5,C[6]=c6,C[4]=c4]);
{2,621726617 = 2,621726618, 33,2960712 = 33,2960714, 32,86919174 = 32,86919160}
> C[1]:=8:C[2]:=6:C[3]:=4.4:C[5] :=c5:C[6] :=c6:C[4] :=c4:
Representacion del hexagono
> A1) :=matrix([[0, -1], [1, 0]1):N(1):=matrix([[0, 1], [1, 0]1):
> with(plots):
> evalf(eval(P,M=A(2)));
[—,8819171036, 0]
TXAl:=display(
{TEXT( [0.05,0] ,A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([0.05,0],”“1¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :
TXL1:=display(
{TEXT( [-0.45,0.03],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT (SYMBOL) ) ,TEXT([-0.45,0.03],
?¢1¢2 JALIGNRIGHT) }) :
TXA2:=display(
{TEXT([-0.92,0] ,A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([-0.92,0],’ ‘2¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :
display(
{seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..6),TXA1,TXL1,TXA2});

V V.V V V V V V \V
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Una solucién es:

>

0, =

theta[n]=seq(ang[n],n=1..6),C[n]=seq(C[n],n=1..6);
(25, 80, 45, 55, —60, —70), C, = (8, 6, 4,4, 18,54925825, 1,096148663, 19,07549164)

Cuadrilateros autointersectantes.

Ademiés de las condiciones primeras para que el cuadrildtero sea autointersectante se con-

sideran las condiciones ya conocidas en un cuadrilatero para que sea convexo. Aquéllas y la

condicién opuesta a estas ultimas son necesarias para la existencia del cuadrilatero.
Primer ejemplo: los cuatro angulos son agudos.

>
>
>
>

>

VvV V.V V V V V V VYV

unassign(’C[1]’,’C[2]’,’C[3]",’C[4]”,’C[5]’,’C[6]°):
p:=4:k:=2:ang:=table([25,80,45,55]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i] *Pi/
180) ,i=1..4)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180) ,i=1..4)]) :S:=table(
[seq(sqrt(Cl[i]"2-1),i=1..4)1):

C[0] :=C[p] :S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] : sigma[0] :=sigma [p]:
Cla;C1b;C2:={C2a(2),C2b(2)};
105 < 180
100 + angs + angg < 540

C2 = {,1736481773 < ,4161977408 Cy — ,1573786953,

,4161977408 C, — 1573786953 < 1}
solve(C2);

{C1 < 2,780838486, ,7953596095 < C4 }
if (ang[1]+ang[2]<180 and ang[3]+ang[4]<=180) then
Cl[1]>evalf ((1+kappal[1l]*kappal[2])/(sigma[1]l*sigma[2])) elif
(ang[1]+ang[2]<180 and ang[3]+ang[4]>180) then
Cl1]>eval ((sigma[3]*sigma[4]-kappa [3]*kappa[4]+kappall]*kappal2])/(
sigmal[1]l*sigma[2])) fi;
if (ang[2]+ang[3]>180) then
C[1]<evalf ((kappal[1l]l*cos((ang[2]+ang[3])*Pi/180)-kappal[4])/(sigma[1]*
sin((ang[2]+ang[3])*Pi/180))) elif (180<ang[4]+ang[1]) then
Cl[1]<evalf ((kappal[2]*cos((ang[4]+ang[1])*Pi/180)-kappal[3])/(sigmal[2]*
sin((ang[4]+ang[1])*Pi/180))) fi;
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2,780838485 < Cy

Debe, ademas, cumplirse la condicién contraria a ésta.

>
>
>

>

>

p:=4:ang:=table([25,80,-45,-55]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i] *P1/180)
,i=1..4)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180) ,i=1..4)]) :S:=table([seq(
sqrt(C[i]~2-1),i=1..4)]1):

C[0] :=C[p] :S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] :sigma[0] :=sigma [p]:
eval (evalf (eta(2,4)=eta(4,2)),C[1]1=2);c[3]:=solve(%);
,5792279655 C's — ,4055797874 = ,6750167863
cs := 1,865580804
eval (evalf (Delta(4,1)=delta(4,2)),[C[1]1=2,C[3]=c[3]1]);c[2] :=solve(%);
7319963018 = —1,290103809 Cs, + 1,486176360 /Co> — 1.
co 1= 4,572320252
eval (evalf (eta(3,1)=eta(1,3)),[C[1]1=2,C[3]=c[3],C[2]=c[2]]) ;c[4] :=solve(%);
—,3461886132 Cy — ,5198367905 = —3,306788121
cq := 8,050384167
Cl1]:=2:C[2] :=c[2]:C[3]:=c[3]:C[4]:=c[4]:

Representacién del cuadrilatero

>

>

V V.V V V V V V V

A(1) :=matrix([[0, -1], [1, 0]11):N(1):=matrix([[0, 1], [1, 0]]1):
with(plots):
evalf (eval(P,M=A(2)));

[—,5773502693, 0]
TXA1l:=display(
{TEXT( [0.05,0] ,A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([0.05,0],”> “1¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :
TXL1:=display(
{TEXT( [-0.3,0.03],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT (SYMBOL)) ,TEXT([-0.3,0.03],
1610 ,ALIGNRIGHT)}) :
TXA2:=display(
{TEXT([-0.63,0],A,ALIGNLEFT, ALIGNABOVE) , TEXT([-0.63,0],’ ‘2¢*,ALIGNRIGHT) }) :
display(
{seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..4) ,TXA1,TXL1,TXA2});
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Una solucién es:

>

theta[n]=seq(ang[n],n=1..4),C[n]=seq(C[n],n=1..4);
0, = (25, 80, —45, —55), C,, = (2, 4,572320252, 1,865580804, 8,050384167)

Segundo ejemplo: dos angulos consecutivos suman mas de 180.

VvV V. V V

%

unassign(’C[1]’,’C[2]’,°C[3],’C[4]’):
p:=4:k:=2:ang:=table([25,105,85,55]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/
180),i=1..4)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180),i=1..4)]) :S:=table
([seq(sqrt(C[i]~2-1),i=1..4)1):
C[0] :=C[p]:S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] :sigma[0] :=sigma [p] :
Cla;C1b;C2:={C2a(2),C2b(2) };
130 < 180
140 + angs + angg < 540

C2 :={,7660444431 < ,4082178935 C + ,2345697159, ,4082178935 C + ,2345697159 < 1}

>

V V.V V V V V V VYV

solve(C2);

{C1 < 1,875053241, 1,301938831 < C; }
if (angl[1]+ang[2]<180 and ang[3]+ang[4]<=180) then
Cl1]>evalf ((1+kappall]*kappal[2])/(sigma[1]*sigma[2])) elif
(ang[1]+ang[2]<180 and ang[3]+ang[4]>180) then
Cl[1]>evalf ((sigmal[3]*sigma[4]-kappa[3]*kappa[4]+kappall]*kappal2])/(
sigma[1]*sigmal2])) fi;
if (ang[2]+ang[3]>180) then
Cl[1]<evalf ((kappal1l]l*cos((ang[2]+ang[3])*Pi/180)-kappal[4])/(sigmal[1]*
sin((ang[2]+ang[3])*Pi/180))) elif (180<ang[4]+ang[1]) then
C[1]<evalf ((kappal[2]*cos((ang[4]+ang[1])*Pi/180)-kappal[3])/(sigmal[2]*
sin((ang[4]+ang[1])*Pi/180))) fi;

1,875053240 < C
Ch < 19,97789183

Debe, ademds, cumplirse la condicién contraria a ésta.

>
>
>

>

p:=4:ang:=table([25,105,-85,-55]) :sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),
i=1..4)]) :kappa:=table([seq(cos(ang[i]*Pi/180),i=1..4)]) :S:=table([seq(
sqrt(C[i]"2-1),i=1..4)]1):

C[0] :=C[p]:S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] :sigma[0] :=sigma [p]:
eval (evalf (eta(2,4)=eta(4,2)),C[11=1.7);c[3] :=solve(%);
,8160349237 C'5 — ,04999048042 = ,9285401349
cs = 1,199128355
eval (evalf (Delta(4,1)=delta(4,2)),[C[1]=1.7,C[3]=c[3]1]);
,5810040522 = —,5420712347 Cy + ,6570041406 /Cy* — 1.
evalf (solve(%));if %[1]1>1 then%[1] else’[2] fi:c[2]:=%;
5,572288565, —1,001673494
co 1= 5,572288565
eval (evalf (eta(3,1)=eta(1,3)),[C[1]1=2,C[3]=c[3],C[2]=c[2]]) ;c[4] :=solve(%);
—,3461886132 Cy — ,5198367905 = —5,339378147
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cq = 13,92172120
> C[1]:=1.7:C[2]:=c[2]:C[3]:=c[3]:C[4]:=c[4]:

Representacién del cuadrilatero

> A1) :=matrix([[0, -1], [1, 0]1):N(1):=matrix([[0, 1], [1, 0]1):
> with(plots):

> eval(P,M=A(2));

[—,5091750772, —,1089324619 10~
TXA1l:=display(
{TEXT([0.05,0] ,A,ALIGNLEFT, ALIGNABOVE) , TEXT( [0.05,0],” “1¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :
TXL1:=display(
{TEXT([—O.25,0.03],l,ALIGNLEFT,ALIGNABDVE,FDNT(SYMBOL)),TEXT([—O.25,0.03],
€1 ALIGNRIGHT)}):
TXA2:=display(
{TEXT([-O.SS,O],A,ALIGNLEFT,ALIGNABDVE),TEXT([-O.SB,O],"2",ALIGNRIGHT)}):
display(
{seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..4),TXA1,TXL1,TXA2});

V V.V V V V V VYV

Una solucién es:
> thetal[n]=seq(ang[n],n=1..4),C[n]l=seq(C[n],n=1..4);
0, = (25, 105, —85, —55), C,, = (1,7, 5,572288565, 1,199128355, 13,92172120)

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”

255



2.3. Poligonos hiperbélicos regulares.
Relaciones y representacion

Las expresiones utilizadas en el documento proceden de la proposicién 2.5.2

> restart:

Relaciéon entre la longitud del lado, la medida del angulo y
el niimero de lados.

Tanto para los poligonos regulares convexos como para los estrella-
dos, la relacién entre C' = ch)\, kK = cosf y el nimero p de lados es:

>  C:=(1+2*cos(2xk*Pi/p)+kappa)/(1-kappa) ;S:=sqrt(C~2-1):

> sigma:=sqrt(l-kappa~2):

k
1+2cos(2—7r)+n

p
C:=
11—k

el angulo central abarcado por cada lado. Para que

2km

siendo p el nimero de lados y =

1 < C tiene que cumplirse, ademas:
> theta<Pi-(2xk*Pi/p);
km

0<m—2—
p

Férmulas generales de poligonos hiperbdlicos

Para la representacion de los poligonos utilizamos las férmulas ya
conocidas de documentos anteriores.

> Alpha:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (alpha(i mod p,j-1 mod p)*S-B(j-1

> mod p,i mod p)*C) fi:

> alpha:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (alpha(i mod p,j-1 mod p)*C-B(j-1

> mod p,i mod p)*S) fi:

> B:=(j,1)->if (i=j) then O else (Alpha(i mod p,j mod p)*kappatdelta(j-1
> mod p,i mod p)*sigma) fi:

> delta:=(j,i)->if (i=j) then O else (Alpha(i mod p,j mod p)*sigma-delta(j-1
> mod p,i mod p)*kappa) fi:

> eta:=(i,j)->if (i=j) then -1 else (Phi(i mod p,j-1 mod p)*sigma-eta(i
> mod p,j-1 mod p)*kappa) fi:

> g:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (-Phi(i mod p,j-1 mod p)*kappa-eta(i

> mod p,j-1 mod p)*sigma) fi:

> Phi:=(i,j)->if (i=j) then O else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*S+g(i

> mod p,j mod p)*C) fi:

> Delta:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*C+g(i

> mod p,j mod p)*S) fi:

> Dbeta:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (beta(i mod p,j-1 mod

> p)*C+epsilon(i mod p,j-1 mod p)*S) fi:
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Omega:=(i,j)->if (i=j) then O else (beta(i mod p,j-1 mod
p)*S+epsilon(i mod p,j-1 mod p)*C) fi:

epsilon:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (Gamma(j-1 mod p,i mod
p)*sigma-Omega (i mod p,j mod p)*kappa) fi:

Gamma:=(j,i)->if (i=j) then 0 else (-Gamma(j-1 mod p,i mod
p) *kappa-Omega (i mod p,j mod p)*sigma) fi:

V V. V V V V

El origen, centro del poligono

Con el fin de centrar el poligono en el origen del disco, se calcula la
distancia d del centro del poligono a cada vértice:

chd:cotgcotk—Tr
p

y, considerando el poligono con el primer vértice en (0,0) y el primer lado en la semirrecta
[0, —1], se define la transformacién:

R=T,;Gy

siendo G4 el giro de dngulo ¢ = fg alrededor del origen y Ty la traslaciéon que transforma
el nuevo centro del poligono en el origen.

Es decir:

> e:=exp(1l):a:=arccos(kappa)/4:d:=arccosh(cot(arccos(kappa)/2)*cot (k*xPi/p)):

> R:=evalm(e~ (-d/2)*matrix([[cos(a)*e"d,-sin(a)*e"d], [sin(a),cos(a)]])):

Vértices y vectores normales a los lados

Siendo E(1) la matriz X, del origen y H(1) el vector normal a la
geodésica orientada [1,—1], los vértices y los vectores normales a los
lados del poligono definitivo se definen:

> E(1):=matrix([[0,-1],[1,0]1]1);
> H(1):=matrix([[1,0],[0,-11]1);

a- |y )]

> A:=n->‘if ¢ (n<=p/2+1,evalm(alpha(l,n)*A(1)+Delta(l,n-1)*N(1)+beta(l,n)*
>  (A(1)&*N(1))),evalm(alpha(n,1)*A(1)+delta(l,n)*N(1)+B(1,n)*(A(1)&*N(1)))):

> A1) :=evalm(R&*E(1)&*R~(-1)):
> N:=n->‘if ¢ (n<p/2+1,evalm(-delta(n,1)*A(1)-eta(l,n)*N(1)+Gamma(n,1)*
>  (A(1)&*N(1))),evalm(-Delta(n,p)*A(1)-eta(n,1)*N(1)+g(n,1)*(A(L)&*N(1)))):

> N(1):=evalm(R&*H(1)&*R~(-1)):
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Proyeccion en el disco de Poincaré y geodésicas de los lados

Las siguientes definiciones permiten representar el poligono en el
disco de Poincaré:

>
>

>

>

>

P:=[(2«M[1,1]*M[2,1])/(M[1,1] "2+ (1+M[2,1]1)"2), (M[1,1]"2+1-M[2,1]"2)/(
M[1,1]"2+(1+M[2,1]1)"2)];

Gp:=n->eval (P,M=evalm(A(n)*cosh(t)+A(n)&*N(n)*sinh(t)));
My 1 Mo 1 My 2 +1— My 42
]\41,12 + (14 My 1)?’ ]\41,12 + (14 Mo 1)?

PP

Gp=n— P‘ M = evalm(A(n) cosh(t) + (A(n) ‘& * * N(n)) sinh(t))
gp:=n->[Gp(n) [1],Gp(n) [2],t=0..arccosh(C)]:
CO:=plot([cos(t),sin(t),t=-Pi..Pi],axes=none,scaling=constrained):

with(plots):

Construccion de poligonos regulares convexos y estrellados

Para ver con més claridad cada representacion puede seleccionarse y pulsar Ctrl4+4 (se

vuelve al tamafio original con Ctrl42)
i. Poligonos convexos

>

>

>

p:=7:k:=1:theta<Pi-(2%k*Pi/p) ;kappa:=cos(Pi/4):

5
0<com
7
display ({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..7)});

p:=12:k:=1:theta<Pi-(2*k*Pi/p) ;kappa:=cos(2xPi/5):

5
9<67T

> display({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..12)});
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ii. Poligonos estrellados

El valor de k debe ser primo con py 1 < k < p/261 < k < (p+1)/2, segiin que p sea par
o impar, respectivamente.

Por ejemplo, para:

p=>byk=2p=Tyk=2,3p=9yk=2,4;

p=10yk=3p=11yk=2,3,4,5;p=12y k =5;

y asi sucesivamente.

> p:=7:k:=2:theta<Pi-(2%k*Pi/p) ;kappa:=cos(Pi/6):
3
o<z
=X

> display({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..7)});
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> p:=7:k:=3:theta<Pi-(2*k*Pi/p) ;kappa:=cos(Pi/30):

1
0 < ? ™
> display({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..7)});

> p:=10:k:=3:theta<Pi-(2xk*Pi/p) ;kappa:=cos(Pi/8):
2
0 <<
£

> display({C0,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..10)});

De modo andlogo puede construirse cualquier otro poligono regular convexo o estrellado,

con las limitaciones propias del programa y de la memoria del ordenador utilizado.

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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3.0. Relaciones entre los elementos de un poligono
hiperbolico rectangulo convexo

Condiciones necesarias y suficientes para
la convexidad del poligono

Construccion de poligonos rectangulos

> restart:C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:

Observaciones previas.

Si Aj y N; denotan, respectivamente, los vértices y los vectores normales de los lados del

poligono, se considera que el lado A; de vector normal IV; une A; con A;;; y que la orientacién
s
2
y 0; = 1. En otro documento se estudian algunos poligonos rectangulos no convexos.

de los lados es acorde con el sentido de las agujas del reloj, de forma que 6; = Z, es decir, k; =0

a b
Las matrices A; y N; pertenecen al conjunto de matrices de traza cero M = l ]
c —a

de SIQ(R), siendo <M, M> = det(M), <Aj, AJ> =1 y <N]‘, N]> = —1.
Se cumple, ademads, que (A;, Aj11) = cosh(A;) v (I, Nj;1) = 0. A partir de ahora:

Cj = COSh()\j), Sj = smh()\j)

El significado geométrico de algunos de los siguientes productos escalares se especifica en

el capitulo 2 (seccién 2.1).

Foérmulas (1) de los productos escalares a(i, j) = (A, 4,),
d(i, j) = —(Ni, Aj), n(i, j) = (N, N;) (proposicion B.1.2).
Siendo A(z, j — 1) = d(i, j):
> alpha(i,j)=alpha(i,j-1)*C[j-1]-delta(j-2,i)*S[j-1], [alpha(k,k)=1,alpha(
> i,i+1)=C[i]];
> delta(j,i)=alpha(i,j-1)*S[j-1]-delta(j-2,i)*C[j-1], [delta(k,k)=0,delta(
> i+1,i)=S[il];
eta(i,j)=delta(i,j-1)*S[j-1]-eta(i,j-2)*C[j-1], [eta(k,k)=-1,eta(i,i+1)=0];
> Delta(i,j)=Delta(i,j-1)*C[jl-eta(i,j-1)*S[j],Delta(k,k)=0;
Oé(’i, j) = a(i, j— 1)Cj_1 — (S(j — 2, ’L) Sj_l, [Oé(k/’, k) =1, Oé(’L', 1+ 1) = Cl]
6(]) ’L) = Oé(i, Jj- 1)Sj—1 - 5(] -2, ’L) Cj—h [6(ka k) =0, 6(1 +1, 2) = Sz]
77(23 j) = 6(2’ Jj-= 1)5]—1 - 77(23 Jj- 2) Cj—lv [n(ka k) = -1, 77(23 i+ 1) = 0]
A(’La .7) = A(la j - 1)03 _77(2’ j - 1)Sja A(ka k) =0
Definicién de las férmulas (1):

\Y
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Con la notacién del documento 1.0, teniendo en cuenta que 3(j, i) = 6(j — 1, ), n(i, j) =
(i, j — 1) yv(i, j) = —n(i, j — 1):

>

vV V V V V

vV V. V V V

>

C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:

alpha:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (alpha(i mod p,j-1 mod p)*C[j-1
mod p]-B(j-1 mod p,i mod p)*S[j-1 mod p]) fi:

delta:=(j,i)->if (i=j) then O else (alpha(i mod p,j-1 mod p)*S[j-1
mod p]-B(j-1 mod p,i mod p)*C[j-1 mod pl) fi:

B:=(j,i)->if (i=j) then 0 else (delta(j-1 mod p,i mod p)) fi:
eta:=(i,j)->if (i=j) then -1 else (Phi(i mod p,j-1 mod p)) fi:
Phi:=(i,j)->if (i=j) then O else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*S[j mod
pl+g(i mod p,j mod p)*C[j mod pl) fi:

Delta:=(i,j)->if (i=j) then O else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*C[j mod
pl+g(i mod p,j mod p)*S[j mod pl) fi:

g:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (-eta(i mod p,j-1 mod p)) fi:

Esta tdltima férmula se utiliza en la construccién de poligonos hiperbdlicos.

Férmula (2) del producto escalar (3(i, j) en funcién de v(j,7) =

—(N;

>

>

>

JANN;) y (i, 5) = —(AiAN;, AjAN;) (proposicién B.1.2)).
beta(i,j)=beta(i,j-1)*C[j-1]+epsilon(i,j-1)*S[j-1],beta(k,k)=0;
epsilon(i, j)=gamma(j-1,i),epsilon(k,k)=1;
gamma (j,i)=-(beta(i,j-1)*S[j-1]+epsilon(i, j-1)*C[j-1]),gamma(k,k)=0;
B(i, j) = B(i, j — 1) Cj—1 + (i, j — 1) Sj—1, Bk, k) =0
e(i, j) =0 — 1, 1), e(k, k) =1
Y0, 1) = =60, j —1) 81 —e(i, j = 1) Cjon, y(k, k) =0

Definicién de la férmula (2):
Siendo I'(j, i) = v(J, 4):

>
>

>
>
>

beta:=(i,j)->if (i=j) then O else (beta(i mod p,j-1 mod p)*C[j-1 mod
pl+epsilon(i mod p,j-1 mod p)*S[j-1 mod p]) fi:

epsilon:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (Gamma(j-1 mod p,i mod p))fi:
Gamma:=(j,i)->if (i=j) then O else (-(beta(i mod p,j-1 mod p)*S[j-1
mod pl+epsilon(i mod p,j-1 mod p)*C[j-1 mod pl)) fi:

Condiciones necesarias y suficientes para que el poligono

rectangulo sea convexo.

Dadas las longitudes de los primeros p-3 lados:

1. Si se trata de un pentagono:

>

p:=5:ceb:=eta(5,3)>1;
ced i=1< 515,

2. Para cualquier otro poligono rectangulo:

>

cep:=p->seq(eta(p,h)>1,h=4..p-2):
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Construccion de poligonos rectangulos.

Expresiones de los vértices y los vectores normales a los lados:
Los primeros vértices pueden expresarse:

A(h) = a1, h) A(1) + (1, h) N(1) + B(1, h) A(1) N(1)
y los primeros vectores normales:
y los ualtimos:
Alp—k)=alp—Fk, 1)A(1) +4(1, p— k)N(1) + B(1, p— k) A(1) N(1)
Np—k)=—6(p—Fk 1)A1) —n(p—Fk, 1)N() +~(p -k, 1) A(1) N(1)
A:=n->‘if ‘ (n<=p/2+1,evalm(alpha(l,n)*A(1)+Delta(l,n-1)*N(1)+beta(l,n)*(
A(1)&*N(1))) ,evalm(alpha(n,1)*A(1)+delta(l,n)*N(1)+B(1,n)*(A(1)&*N(1)))):

N:=n->¢if ‘ (n<p/2+1,evalm(-delta(n,1)*A(1)-eta(l,n)*N(1)+Gamma(n,1)*(A(1)
&*N(1))) ,evalm(-Delta(n,p)*A(1)-eta(n,1)*N(1)+g(n,1)*(A(1)&*N(1)))):

vV V. V V

Proyeccién del modelo sly(R) de H? en el disco de Poincaré.

Geodésicas de los lados.
> P:=[(2*M[1,1]*M[2,1]1)/(M[1,1] "2+ (1+M[2,1])"2), (M[1,1]"2+1-M[2,1]"2)/(
> M[1,1] 2+(1+M[2,1]1)"2)];
> Gp:=n->eval(P,M=evalm(A(n)*cosh(t)+A(n)&*N(n)*sinh(t)));
> gp:=n->[evalf (Gp(n) [1]),evalf (Gp(n) [2]),t=0..arccosh(C[n])]:

p.— {2 My 1 Ma 1 My 12 +1— M 42
. M1,12+(1+M2,1)2, M1,12+(1+M2,1)2

Gp = P
pi=n— ‘M

= evalm(A(n) cosh(t) + (A(n) ‘& % ‘N(n)) sinh(t))
Foérmulas de poligonos rectangulos. Condiciones para la

convexidad.

Formulas del pentagono rectangulo.

> p:=5:
> eta(4,1)=eta(1,4);C[4]=solve(eta(l,2)=eta(2,1),C[4]);
C5 = 5553
305
C1=373,

> Delta(3,5)=delta(3, 1) ,Delta(4, 1)=delta(4,2) ,Delta(5,2)=de1ta(5,3) ;Del
> ta(4,5)=delta(4,1);

S4C5 =C1 82, S5C1 = C3 .53, 51 Cy =C3 5,
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S5 =C1Cy 85 — 51 C5
> expand(alpha(5,1)=alpha(1,5));alpha(4,1)=alpha(1,4);
Cs=C1C1CC3—Cy 5153 —C1 .55,
CiC5=C10CC3— 5153
Vértices y vectores normales a los lados.
> A(1):=A[1]:N(1):=N[1]:seq(A[i]l=A(i),i=2..5);

Ay =C1 A1+ 51 (A1 &+ Ny), Az = C1 Ca Ay + S2 N1 + 51 C (Ay & Ny),
Ay =CyC5 A1 +Cy S5 N1+ Sy (A1 &xNy), A5 = Cs A1 + S5 N\,
> seq(N[i]=N(i),i=2..5);

Ny =—-51A41 —C1 (A1 &« Ny), N3 = —C7 Sy A1 — Cy N1 — 51 5o (A1 &* Ny),
Ny=—-S5A1 —C5 Ny, N5 = A1 &« Ny
Condicion necesaria y suficiente para que el pentagono sea convexo.
Dadas las longitudes de los 2 primeros lados:
> ceb;
1 <515
Formulas del hexagono rectangulo.
> p:=6:
> expand(alpha(6,1)=alpha(1,6));alpha(4,1)=alpha(l,4);
Co =C5Cy1C1 0205 — C5Cy 5183 — C5C1 5254 — S5 C1 C2 53 + 55 51 C

CyC5C — 848 =C1CoC3 — 5153
> eta(b5,1)=eta(1,5) ;expand(eta(2,3)=eta(3,2));eta(6,3)=eta(3,6),eta(4,1
> D=eta(l,4);

Ce=520C385,—C5Cy
0=515,C5C6 — 51 Cy S — S4.55 Cq
5182 = 54 85, S5 56 = 5253
Delta(4,6)=delta(4,1);expand(Delta(5,6)=delta(5,1));
S5 Cs = C1Cy 83— 51 C4
S =95,C1CC3—85,5153—C15Cy
Vértices y vectores normales a los lados.
> A(1):=A[1]:N(1):=N[1]:seq(A[i]l=A(i),i=2..6);

\%

Ay =C1 A1+ 51 (A1 &+ Ny), Az = C1 Cy Ay + S2 N1+ 51 C (A1 & Ny),
Ay = (Cl Cy(C3— 5, Sg) A1+ Sy C3 Ny + (Sl Cy (O3 — (4 Sg) (Al & Nl),
A5 = C5 Cs A1 + C5 S6 N1 + S5 (A1 &+ N1), Ag = Cs A1 + Se N1

> seq(N[i]=N(i),i=2..6);

No = —S; Ay — Oy (A1 &+ Ny), Ny = —Cy Sy Ay — Oy Ny — S1 Ss (A & Ny),
Ny = —S5Cs Ay — S5 S5 N1 — Cs (A1 &+ N1), N5 = —Sg Ay — Cg N1, Ng = A1 &= Ny
Condiciones necesarias y suficientes para que el hexiagono sea con-
vexo.
Dadas las longitudes de los 3 primeros lados:
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> p:=6:cep(p);
1< 5085 —C1Cs
Algunas féormulas del heptagono rectangulo.
> pi=T:
> expand(eta(5,7)=eta(7,5)) ;expand(eta(4,7)=eta(7,4));
> Delta(4,7)=delta(4,1);expand(Delta(5,7)=delta(5,1));
Ce=5151CC3—85,C155—515Cy
S5 56 =51C2 53 —C1Cs
S5 Cs C7 — C5 .57 =C1 Cy 85 — 51 Cs
SeC7r =85,C1CyC5 — 545155 —C1 520,

Vértices y vectores normales a los lados.
> A(1):=A[1]:N(1):=N[1]:seq(A[i]l=A(1),i=2..7);

Az = C1 Ay + 81 (A1 &x Nv), Az = C1 G2 Ay + Sa Ny + 51 Oz (A &x Ny),
As = (C1 Cy Cy — Sy S) Ay + Sa Cs Ni + (S1 Co Cs — Ci Ss) (Ay &x Ny),
As = (Cs C Cy — S5 S7) Ay + (Cs Cs Sr — S5 Cr) N1+ Cs Se (Ay &x Ny),
Ag = C C7 A1 + Cg S7 N1 + S5 (A1 &x N1), A7 = C7 A1 + 57 Ny

> seq(N[i]=N(i),i=2..7);

Ny =8 A1 — Oy (A1 &+ Ny), N3 = —Cy So A — Co Ny — Sy S (A; &x Ny),
Ny = —(C1Cy 83 — 51 C3) Ay — S2.83 N1 + (=51 C2 S3 4 C1 C3) (A1 &x N1),
N5 =—56C7 A1 — Se St N1 — Cg (A1 &+ N1), Ng = —S7 A1 — C7y N1, N7 = Ay & Ny
Condiciones necesarias y suficientes para que el heptagono sea con-
vexo.
Dadas las longitudes de los 4 primeros lados:
> p:=T:cep(p);
1<851C285—C1C3,1<(51C,C3 —C1 53)S4—5152C4
Algunas féormulas del octégono rectangulo.
> p:=8:
> expand(eta(6,8)=eta(8,6)) ;expand(eta(5,8)=eta(8,5));
> Delta(4,7)=delta(4,1);expand(Delta(5,7)=delta(5,1));
Cr =805 C3C3 —S5C4C1 53— 55515251 —C551C253+C5C1Cs
Se S7 = 5451 C2C3 — 54 C1 .53 — 5152 Cy
S5 Cs C7 — C5 57 =C1Cy S5 — 51 Cs
S¢ Cr =54C1CyC5 — 8545153 —C1 52Cy
Vértices y vectores normales a los lados.
> A(1):=A[1]:N(1):=N[1]:seq(A[i]l=A(i),i=2..5);
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As = Oy Ay + 51 (A1 &x V1), Ag = Cy Co Ay + 8o N1 + 51 Ca (Ay &x Ny),
Au = (C1 Cs Cy — Sy S3) Ay + 82 Cs Ny + (Sy Co s — Cy S3) (Ay & N1 ), As =
((C1 C2C3 — S1 S3)Cy — C1 5254) A1 + (S2 C3 Cy — C2 Sq) Ny
4 (81 Cs Cs — C1 S5) Ca — Sh Sa Sa) (A &x NY)
> seq(N[i]=N(i),i=2..8);

Ny = —S; A — Cy (A &% Ny), N3 = —Cy Sa Ay — Co Ny — Sy So (A1 &+ Ny),

Ny = —(C1Co S35 — S1C3) Ay — S5 S5 Ny + (—S1 Ca S5 + Cy Cs) (Ay & Ny),

Ns = —(S6 C7 Cs — C Ss) A1 — (Sg C Ss — Cg Cs) N1 — Sg St (A1 &* Ny),

Ng = —S7 Cs Ay — Sy Ss N1 — C (A1 &+ Ny), Ny = —Ss Ay — Cs Ny, Ng = A; &+ Ny

Condiciones necesarias y suficientes para que el octégono sea con-
vexo.
Dadas las longitudes de los 5 primeros lados:

> cep(p);

1<510283—0103, 1<(510203—0153)54—515204,

1< ((51 CyC3—C4 Sg) Cy— 5159 54) S5 + (—Sl Cy S3+C4 03) Cs
> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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3.1. Resolucion y construccion de
poligonos hiperbdlicos rectangulos

ejecutar la pagina vinculada (hoja 3.0) y, sin necesidad de guardar-
la, volver a este documento.

Observaciones

En la hoja 3.0 se estudian las expresiones validas para un poligono hiperbdlico con todos
sus angulos rectos. En el presente documento se aplican tales expresiones para la construccién

de algunos poligonos rectangulos convexos.

Construcciéon de un pentagono rectangulo convexo
> p:=b:ceb;C:=table([seq(sqrt(1+S[i]~2),i=1..5)]):C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]

>
1 <515
> S[1]1:=3/4;S8[2]:=12/5;
3
Sl = Z
12
SQ = E

> s4:=solve(eta(3,5)=eta(5,3)):if evalf(s4[1]1)>0 then s4[1] else s4[2]
> fi:S[4]:=Y%;
2

S4::gm

> s3:=solve(eta(5,1)=eta(1,5)):if evalf(s3[1])>0 then s3[1] else s3[2]
> fi:8[3]:=%;

25
= —1/14
58 = 113

> sb:=solve(eta(4,1)=eta(1,4)):if evalf(s5[1])>0 then s5[1] else s5[2]
> fi:S[5]:=%;

13
= —14
Ss 7% V14

> A(1):=matrix([[0, -1], [1, 0]]1):N(1):=matrix([[O0, 1], [1, 0]]1):
> evalf(eval(P,M=A(2)));
[—,3333333334, 0]

with(plots):

TXAl:=display(

{TEXT([0,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([0,0],”1¢’ ,ALIGNRIGHT) }):
TXL1:=display(

{TEXT([-0.2,0.04],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE, FONT (SYMBOL)) ,TEXT ([-0.2,0.0
41,71’ ,ALIGNRIGHT) }) :

TXA2:=display(

{TEXT([-0.4,0] ,A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([-0.4,0],” ‘2¢’ ,ALIGNRIGHT
P

vV V V VV V V VYV
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> display(
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..5),TXA1,TXL1,TXA2

> B

A
1
Ao Aq

> Cl[n]l=seq(combine(C[i]),i=1..5);

513 39 — 9 15 —
n—=—\79 = 710 145 = oo 14
¢ (4 57 112 5 28 )
Vértices y vectores normales a los lados:

> seq(simplify(A(i)),i=1..5);seq(simplify(N(i)),i=1..5);

-3 -5 -39 —17 2 9 1
— — — — V14 —— /14 1
lo 1] 1 4 20 20 5 70 0 -V
1 o’ 5 3 [7| 13 39 || 9 2 ’
- = - = V14 214 V14 0
4 4 20 20 5 5
5 3 9 2 1
[o 1] i1 5 5 0 -V l1 0]
1o | -3 =5 || —28 —9 |’ ’ 0 1
= = — = —/14 0
4 4 5 5

Pueden elegirse otras medidas de los dos primeros lados, con las condiciones de convexidad,

y construir un nuevo pentagono.

Construccion de un hexagono rectangulo convexo.
> unassign(’S[1]°’,’S[2]°,’S[3]’,’S[4]’,°S[5]’,°C’):
> p:=6:cep(6);C:=table([seq(sqrt(1+S[i]~2),i=1..6)]1):C[0]:=C[p]:S[0]:=S
> [p]l:
1<31025370103

> S[1]1:=3/4;5[3]:=4/3;s0lve({cep(6),S[2]1>0});

Sl =

Sg =

Wk =l w
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{ﬁ < Sa}

> S[2]:=24/7;
24
SQ = 7

> sb:=solve(eta(4,6)=eta(6,4)):if evalf(s5[1])>0 then s5[1] else s5[2]
> fi:S[5]:=%:

> solve(eta(3,6)=eta(6,3)):S[4]:=%:solve(eta(4,1)=eta(1,4)):5[6]:=%:
> evalf(eval(P,M=A(2)));
[—,3333333334, 0]

> TXAl:=display(
> {TEXT([0,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([0,0],” ‘1’ ,ALIGNRIGHT) }) :
> TXL1:=display(
> {TEXT([-0.2,0.04],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT (SYMBOL)) ,TEXT([-0.2,0.0
> 41,71 ,ALIGNRIGHT) }):
> TXA2:=display(
> {TEXT([-O.4,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABDVE),TEXT([—O.4,0],"2",ALIGNRIGHT
> )P:
> display(
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..6),TXA1,TXL1,TXA2
> B
A2 M 1
> Clnl=seq(simplify(C[i]),i=1..6);
5 25 5 235 125 395
C%/__(Z’ = 3 ggg§\/8569,7§13 gggg\/8569)

Vértices y vectores normales a los lados:

> seq(simplify(A(i)),i=1..3);seq(simplify(A(i)),i=4..6);

-3 =5 —-75 =29

0 -1 4 4 28 28
[ 1 0 1 ’ 5 3 7| 221 75
4 4 28 28
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—235 —61 1 125 1

_ — —— /8569 —— /8569 0 ——— /8569
84 84 84 65436 779
1021 235 ’ 125 1 ’ 1
=1 81 @\/8569 @\/8569 11 8569 0
> seq(simplify(N(i)),i=1..6);
508 E
0 1 4 4 7 7
1L o|"| =3 =5 | | =5 -1 ’
4 7 7
125 11 1
—779  —125 |’ 1 ’ 0 1
=1 8’1 1 8569 0

Pueden elegirse otras medidas de los tres primeros lados, con las condiciones de convexidad,

y construir un nuevo hexagono.

Construccion de un heptagono rectangulo convexo.
> unassign(’S[1]°,’S[2]°,’S[3]’,’S[4]’,°S[5]’,’S[6]°,’C?):
> p:=T:cep(7);C:=table([seq(sqrt(1+S[i]~2),i=1..7)]1):C[0]:=C[p]:S[0]:=S
> [p]:
1< 510253 70103, 1< (510203 701»93)»94*515204

> S[1]1:=15/8;5[3] :=24/7;so0lve({cep(7) [1],S[2]>0});

15
Sl = g
24
Sg = 7
319
1350 < %!
> S[2]:=12/5;s0lve({cep(7) [2],S[4]>0});
12
SQ = E
28
{E < S4}
> S[4]:=3/4;
3
S4 = Z

> s6:=solve(eta(5,7)=eta(7,5)):if evalf(s6[1]1)>0 then s6[1] else s6[2]
> fi:S[6]:=Y%:

> S[5]:=combine(solve(eta(4,7)=eta(7,4))):
> s7:=solve(eta(6,1)=eta(1,6)):if evalf(s7[1]1)>0 then s7[1] else s7[2]
> fi:S[7]:=%:
> evalf(eval(P,M=A(2)));
[—,6000000000, 0]
> TXAl:=display(
> {TEXT([0,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([0,0],” 1’ ,ALIGNRIGHT)}) :
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> TXL1l:=display(
> {TEXT( [-0.3,0.04],1,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT(SYMBOL)) ,TEXT([-0.3,0.0
> 4],7¢91¢? ,ALIGNRIGHT) }) :
> TXA2:=display(
> {TEXT([-0.65,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) ,TEXT([-0.65,0],” ‘2¢* ,ALIGNRIG
> HD}P:
> display(
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..7),TXA1,TXL1,TXA2
> P
A
A, 1 Ay
> C[n]=seq(simplify(C[i]),i=1..7);
17 13 25 5 297 63 807
Cp=(—, —, —, -, ——= V2945, —, ——— /2945
( 8 5 74 2945 32" 20615 )

Vértices y vectores normales a los lados:

> seq(simplify(A(i)),i=1..4);seq(simplify(A(i)),i=5..7);

—15 —17 -39 —25 —81 —265
0 -1 8 8 8 8 8 56
O N A R
8 8 40 8 8 8
—297  —905 1 9 1
- = - - 45 —— /294
32 224 33 V2945 —ga5 V294 0 517 V2945
3451 297 || 441 1 N
== — /294 — /2945 — /2945 0
160 32 3040 945 32 95
> seq(simplify(N(i)),i=1..7);
: 715 9 0 9 5 2% 63 95
1 8 8 2 2 8 56 32 224
1 0’| -15 —17 |’ 79 |7 =819 T3 |7 | 217 —63 |’
i 8 8 L 10 2 40 8 32 32
- 1 -
7 ’ 0 1
—— /2945 0
L 95 a




Pueden elegirse otras medidas de los cuatro primeros lados, con las condiciones de convex-

idad, y construir un nuevo heptagono.

Construcciéon de un octégono rectangulo convexo.
> unassign(’S[1]°,’8[2]°,’S[3]1°,’S[4]1°,’s[5]1’,°s[6]1’,°s[7]1’,°S[8]",’C?)
> :
> p:=8:cep(8);C:=table([seq(sqrt(1+S[i]~2),i=1..8)]1):C[0]:=C[p]:S[0]:=S
> [p]:

1 <S102Sg*0103, 1< (S1020370153)S47515204,
1< ((S1CaCs — Oy S3) Cy — S182.84) S5 + (—81 Ca S5 + C1 Cs) Cs
> S[1]1:=15/8;5[3] :=24/7;so0lve({cep(8) [1],S[2]>0});

15
Sl = g
24
S3 = 7
319
{% < Sa}
> 8[2]:=12/5;s0lve({cep(8) [2],5[4]1>0});
12
SQ = E
28
{E < S4}
> 8[4]1:=4/3;85=s0lve({cep(8)[3],S[5]1>0});
4
Sii=3

1
55={§5<s5}
> S[5]:=35/12;

35

55._-I§
> s7:=solve(eta(6,8)=eta(8,6)):if evalf(s7[1])>0 then s7[1] else s7[2]
> fi:S[7]:=%:
> s6:=solve(eta(4,8)=eta(8,4)):if evalf(s6[1])>0 then s6[1] else s6[2]
> fi:S[6]:=%:
> s8:=solve(eta(2,6)=eta(6,2)):if evalf(s8[1])>0 then s8[1] else s8[2]
> fi:S[8]:=%:
> evalf(eval(P,M=A(2)));

[—,6000000000, 0]

> TXAl:=display(
> {TEXT([0,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE),TEXT([0,0],"1",ALIGNRIGHT)}):
> TXL1l:=display(
> {TEXT([-0.3,0.04],l,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE,FONT(SYMBOL)),TEXT([—O.S,0.0
> 4],’¢1¢’ ,ALIGNRIGHT) }) :
> TXA2:=display(
> {TEXT([-0.65,0],A,ALIGNLEFT,ALIGNABOVE) , TEXT ([-0.65,0],’ ‘2’ ,ALIGNRIG
> HD}P):
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> display(
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..8),TXA1,TXL1,TXA2
> 1

A
1
Ao

> Clnl=seq(simplify(C[i]),i=1..8);

17 13 2 4 1
Cp= (2, 2 2 55T 5 oy 23 DU i)

’ 127 179025
Vértices y vectores normales a los lados:

> seq(simplify(A(i)),i=1..4);seq(simplify(A(i)),i=5..8);

-15 -17 -39 -—25 —81 —265
0 -1 8 8 8 8 8 56
N A U GO R T R IR
8 8 40 8 8 8
—87 —255 —83 —65 1 215 15
_ —— _ — —— /1705 ——— /1705 0 ———— /1705
8 56 12 28 12 9548 2387
3143 87 | 3787 83 ' 301 1 ' 7
o= 2L CALAEN =1 — V1 V1
120 8 180 12 900 705 12 705 75 705 0
> seq(simplify(N(i)),i=1..4);seq(simplify(N(i)),i=5..8);
o150 p 9 5y pom s
0 1 8 8 2 2 8 56
1 0| | =15 =17 |’ 77 —_9 ' —819 73
8 8 10 2 40 8
15 43 25
i > 2 -2 A
¢ 3 2 28 0 2as7 V1705 [ 1 0]
—49 ' —2387 —43 |’ 7 ’ 0 1
— — VI
3 6 180 12 75 705 0

Pueden elegirse otras medidas de los cinco primeros lados, con las condiciones de convexidad,
y construir un nuevo octogono.

Por este procedimiento pueden construirse nuevos poligonos rectangulos convexos.

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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3.2. Poligonos hiperbdlicos regulares rectangulos
Relaciones y representacion

Las expresiones utilizadas en el documento proceden del corolario B.3.11

> restart:

Relacion entre la longitud del lado y el namero de lados

Tanto para los poligonos rectangulos regulares convexos como para
los estrellados, la formula para C' = chA:
> C:=1+2*cos(2xk*Pi/p);
> S:=sqrt(C"2-1):
k
C:=1+2cos(2 —W)

p
siendo p el numero de lados y MT“ el dngulo central abarcado por cada lado. Para que

1 < C tiene que cumplirse, ademas:
>  k<p/4;
> theta<Pi-(2%k*Pi/p);
1
k< -
4P

0 <I7T~2£:—7—r
p

Foérmulas generales de poligonos hiperbdlicos rectangulos

Para la representaciéon de los poligonos rectangulos utilizamos las

formulas ya conocidas de documentos anteriores:
> alpha:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (alpha(i mod p,j-1 mod p)*C-B(j-1

> mod p,i mod p)*S) fi:

> delta:=(j,i)->if (i=j) then 0 else (alpha(i mod p,j-1 mod p)*S-B(j-1
> mod p,i mod p)*C) fi:

> B:=(j,1)->if (i=j) then O else (delta(j-1 mod p,i mod p)) fi:

> eta:=(i,j)->if (i=j) then -1 else (Phi(i mod p,j-1 mod p)) fi:

> Phi:=(i,j)->if (i=j) then O else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*S+g(i mod
> p,j mod p)*C) fi:

> Delta:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (Delta(i mod p,j-1 mod p)*C+g(i

> mod p,j mod p)*S) fi:

> g:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (-eta(i mod p,j-1 mod p)) fi:

> Dbeta:=(i,j)->if (i=j) then 0 else (beta(i mod p,j-1 mod
> p)*C+epsilon(i mod p,j-1 mod p)*S) fi:

> epsilon:=(i,j)->if (i=j) then 1 else (Gamma(j-1 mod p,i mod p))fi:
> Gamma:=(j,i)->if (i=j) then 0 else (-(beta(i mod p,j-1 mod
> p)*S+epsilon(i mod p,j-1 mod p)*C)) fi:
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El origen, centro del poligono
Con el fin de centrar el poligono en el origen del disco, se calcula la
distancia d del centro del poligono a cada vértice:

ch d = cot £
p

y, considerando el poligono rectdngulo con el primer vértice en (0,0) y el primer lado en la

semirrecta [0, —1], se define la transformacion:

R=T,Gy

s

4

el nuevo centro del poligono en el origen.
Es decir:

siendo G4 el giro de dngulo ¢ = —7% alrededor del origen y 7§ la traslacién que transforma

> e:=exp(l):d:=arccosh(cot(k*Pi/p)):
> R:=evalm(e” (-d/2)*matrix([[cos(Pi/8)*e"d,-sin(Pi/8)*e"d], [sin(Pi/8),c
> os(Pi/8)11)):

Vértices y vectores normales a los lados

Si E(1) es la matriz X, del origen y H(1) es el vector normal a la
geodésica orientada [1,—1], los vértices y los vectores normales a los
lados del poligono rectangulo definitivo se definen:

> E(1):=matrix([[0,-1],[1,011);

> H(1):=matrix([[1,0],[0,-111);

Hm:[; 3]

> A:=n->‘if ¢ (n<=p/2+1,evalm(alpha(l,n)*A(1)+Delta(l,n-1)*N(1)+beta(l,n)
> *(A(1)&*N(1))) ,evalm(alpha(n,1)*A(1)+delta(l,n)*N(1)+B(1,n)*(A(1)&*N(1
> )))):

> A(1) :=evalm(R&*E(1)&*R~(-1)):

> N:=n->‘if‘(n<p/2+1,evalm(-delta(n,1)*A(1)-eta(1l,n)*N(1)+Gamma(n,1)*(A
> (1)&+*N(1))) ,evalm(-Delta(n,p)*A(1)-eta(n,1)*N(1)+g(n,1)*(A(1)&*N(1)))):

> N(1) :=evalm(R&*H(1)&*R~(-1)):

Proyeccion en el disco de Poincaré y geodésicas de los lados

Las siguientes definiciones permiten representar el poligono en el

disco de Poincaré.
> P:=[(2«M[1,11*M[2,1]1)/M[1,1]"2+(1+M[2,1])"2), (M[1,1]"2+1-M[2,1]1"2)/(
> M[1,1]172+(1+M[2,1])"2)];
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> Gp:=n->eval(P,M=evalm(A(n)*cosh(t)+A(n)&*N(n)*sinh(t)));
p._ { My 1 Ma 1 My 2 +1— My 2
. M1,12+(1+M2,1)2, M1,12+(1+M2,1)2
Gp = P
pi=n— ‘M

= evalm(A(n) cosh(t) + (A(n) ‘& * ‘N(n)) sinh(¢))
> gp:=n->[Gp(n) [1],Gp(n) [2],t=0. .arccosh(C)]:

> CO:=plot([cos(t),sin(t),t=-Pi..Pi],axes=none,scaling=constrained):

> with(plots):

Construccion de poligonos rectangulos regulares

Para ver con mads claridad cada representacién puede seleccionarse y pulsar Ctrl4+4 (se
vuelve al tamafio original con Ctrl42)
Poligonos rectangulos convexos:

> p:=b:k:=1:
> (Cb5_1=evalf(C);
C5_1 =1,618033989
> display({C0,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..5)});

> p:=12:k:=1:
> Cl12_1=evalf(C);
C12_1 = 2,732050808
> display({C0,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..12)});
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Poligonos rectangulos estrellados:
El valor de k debe ser primo con py 1 < k < p/4.
Por ejemplo, para:
p=9yk=2p=11y k = 2;
p=1Byk=23p=14yk=3;p=15y k = 2;
y asi sucesivamente.
> p:=9:k:=2:
> (C9_2=evalf(C);

C9_2 =1,347296355

> display({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..9)});
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> p:=11:k:=2:
> Cl11_2=evalf(C);
C11_2 =1,830830025
> display({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..11)});

> p:=13:k:=2:
> (C13_2=evalf(C);
C13_2 =2,136129493
> display({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..13)});

> p:=13:k:=3:
> (C13_3=evalf(C);
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C13_3 =1,241073361
> display({C0,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..13)});

De modo andlogo puede construirse cualquier otro poligono rectdangulo regular convexo o

estrellado, con las limitaciones propias del programa y de la memoria del ordenador utilizado.
> "FIN DE LA HOJA. SALIR SIN GUARDAR";
“FIN DE LA HOJA. SALIR SIN GUARDAR?”
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4.1. Region Fundamental canonica de una
superficie orientable de género 3 sin borde

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute+Worksheet. En este caso, pueden
existir variaciones respecto al original, que se corrigen facilmente, obtieniéndose los mismos
resultados.

En cualquier caso, se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 2.0) y, sin necesidad de guardar-
la, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones previas.

Las férmulas de la hoja 2.0 pueden utilizarse para resolver poligonos de p lados, convexos
o no, dados 2p-3 elementos. Si se desea resolver un dodecdgono convexo, con las inecuaciones
del teorema 2.2.3 incluidas en la hoja 2.0, es posible delimitar las medidas de tales elementos,
con ciertas condiciones prefijadas, que garanticen la convexidad del dodecdgono.

Al final se resuelve un ejemplo de dodecagono que es una region fundamental canconica
de una superficie orientable de género 3 sin borde, teniendo en cuenta las orientaciones de la

seccién 4.2 de la Memoria.

Construccion de la regiéon fundamental dodecagonal.

Las longitudes de los lados son tales que: A\ = A3, Ao = Ay, A5 = A7, Ag = Ag, Ag = Aq1,
Ao = A12
Y los dngulos cumplen 0o =7 , 03 =7 — 7,0, =7, 601 + (21125 0;))=m—T.

Resolucién del dodecagono.

> A(1):=matrix([[0, -30], [1/30, 0]]):N(1):=matrix([[cos(al*Pi/360),
> 30*sin(al*Pi/360)], [1/30*sin(al*Pi/360), -cos(al*Pi/360)]1]1):

> with(plots):

> p:=12:

> ang:=table([al,tau,180-tau,tau,ab,a6,a7,a8,a9,al0,all,al12]):

> tau:=30:al1:=23:a5:=20:a6:=18:a7:=15:a8:=16:a29:=14:210:=19:a11:=13:a12:=12:
> sum(ang[i],i=1..12);

360
> sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos
> (angl[i]l*Pi/180),i=1..12)]1):

> C[3]:=C[1]:C[4]:=C[2]:C[7]:=C[5]:C[8]:=C[6]:C[11]:=C[9]:C[12]:=C[10]:
> S:=table([seq(sqrt((C[i])~2-1),i=1..12)]):
> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal0] :=sigma[p]:
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vV V.V V V

display(

{seq(implicitplot(rhs(cla(p) [i]),C[1]=1..100,C[2]=1..100,labels=[C1,
c21),i=1..3)},

{seq(implicitplot(rhs(cib(p) [i]),C[1]=1..100,C[2]=1..100,labels=[C1,
€2]),i=1..3)});

100 A
80
60 |

c2 1
40

20

——

0 20 40 ;60 80 100

cnc123:=evalf ({seq(cla(p) [i],i=1..3),seq(clb(p) [1],i=1..3)}):
eval(cnc123, [C[1]=20,C[2]=40]);

{0 < 62,547524568523319387, 0 < 1910,7083240059727333,

0 < 4176,553102259593715, 0 < 23,16772647192832657,

0 < 4969,4426992938164563, 0 < 829,81588133085375315}
solve(eval (evalf (rhs(clb(p) [3])),C[2]=10"15),C[1]);

9,1990653232329947456, —1,0381533377568242791
‘Tiene que ser: C[1]>9.2¢;
Tiene que ser: C[1] > 9,2
C[1]:=23.;
Cl = 23.
C2in:=solve(
{evalf (seq(cla(p) [i],i=1..3)) ,evalf(seq(clb(p) [il,i=1..3)});
C2in := {11,041987958164836291 < C>}
display(
{implicitplot(rhs(cla(p) [4]1),C[2]=1..300,C[5]=1..300,labels=[C2,C5]),
implicitplot(rhs(c1b(p) [4]),C[2]=1..300,C[5]=1..300,1labels=[C2,C5])});
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300
250

200

45150 -
100

50

0 50 100 1ég 200 250 300

cncd:=evalf ({cla(p) [4],cib(p) [41}):
eval (cnc4, [C[2]=80,C[5]1=80]) ;eval(cnc4, [C[2]=30,C[5]=80]);

{0 < 89009,361438852848243, 0 < 91306,8709990457623 }

{0 < 5761,6931256076876984, 0 < 6695,76854714804041}
solve(eval (evalf (rhs(clb(p) [4])),C[5]=10"15),C[2]);

11,185856170394181833, 11,040066621337143695, 1,1193922050135736660
C2in;
{11,041987958164836291 < C5}
C[2]:=15.;
Cy :=15.
C5in:=solve(evalf ({cla(p) [4],c1b(p) [41}));
Chin = {68,336314454734267544 < C5}

CO:=plot([cos(t),sin(t),t=0..2%Pi]):
display(CO,
{seq(plot(gp(i) ,axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=1..4)});

282



display(

{seq(implicitplot (evalf (rhs(cla(p)[i])),C[5]1=1..200,C[6]=1..200,labels=
[c5,C61),i=5..7)},

{seq(implicitplot (evalf (rhs(c1b(p)[i])),C[5]=1..200,C[6]=1..200,labels=
[C5,C6]),i=5..7)});

vV V.V V V

200
180 -
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¢6100 -
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0”“‘26"46“66“86‘igg”iﬁb”idb”iéO‘iéb‘édo

> cncb67:=evalf ({seq(cla(p) [i],i=5..7),seq(clb(p) [i],i=5..7)}):
> (Cbin;

(68,336314454734267544 < C5}
> eval(cncb67, [C[5]=140,C[6]1=140]);

{0 < 1555,5899921518218264, 0 < 1709,38477531597541, 0 < 655,50422439562555348,
0 < 830,859742861140395, 0 < 3684,2173135102239281,
0 < 4597,48776480835353}
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>

>

>

>

>

solve(eval (evalf (rhs(c1b(p) [7]1)),C[6]1=10"15),C[5]1);

27,032550692130144511 + ,11685590599067980098 10~° I, 70,178122006216623127,

27,032550692130144511 — ,11685590599067980098 105 I,
68,312715889052810641
> C[5]:=120;

C6in:

e610:

Cs == 120

=solve(cnc567,C[6]);

C6in := {86,265511792455845785 < Cs}

=evalf (expand(eta(9,11)-eta(11,9)));

610 := —44635,079130978625910 C* — 24877,64034057853803 Cj

+ 21463,278703179651524 Cyo + 24862,755392707304214 %2

— 23050,645249316862968 Cs C1o — 22020,055889618206518 %1

+ 23036,532404224783 %2 C19 — 23634,938466863618540 %2 %1

— 42443,229131452010584 %2 Cs %1 + 42443,150261452912460 %1 Cg>
+ 44635,159122352655621 %2 Cs — 41369,176295906628887 C1 Cs>

+ 41369,253311393654573 %2 Cs Cho + 23649,40153714782171 Cs %1
+ 23149,33796621948371

%1 =V 0102 — 1.
%2 = \/Cs> — 1.

e69:=evalf (expand(eta(10,12)-eta(12,10)));

e69 = —43146,143189458145265 C* — 24047,772587132592105 Cg
+ 30351,458507478680713 Cy + 24033,38417100958705 %1

— 61410,04763007011131 %2 Cs? — 2624,4623553340102995 Cy %1
— 59585,799981017260195 Co Cs> + 544,5143587798627543 %2 Cs
+ 61409,9375761532925 %2 Cs %1 + 30091,3681493571172 %2

— 528,106949185260 %2 %1 + 43146,220512481764530 %1 Cs

+ 59585,906765862410379 Cy %1 Cg + 2608,7879083341613066 Cg Cs
+ 22377,060358618445050

%1 := /Cs% — 1.
%2 := \/Coy? — 1.

e6:=evalf (expand(eta(9,12)-eta(12,9)));

e6 := 45632,253350612354954 Cs* + 25433,421624625323298 C
—,044221860343534369972 Cy — ,071636497634716846410 C1g

— 25418,204138164110291 /Cg? — 1. — ,065954549880094252379 Cy Cy
+ ,067689425469604873760 \/C102 — 1./ Co® — 1. — 23666,54866145885136

— 45632,335129041264063 /Cs? — 1. C
> (C10:=so0lve(e610,C[10]):

C101:=C10[1]:C102:=C10[2]:
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C9:=solve(e69,C[9]):
C91:=C9[1]:C92:=C9[2]:

ell:=eval(e6, [C[9]=C91,C[10]=C101]):
plot(e11,C[6]=1..300,y=-10..30);

30i
20

101

0 2040 60 80100 ‘1%%6iléo 220 260 300

~10-

C6in;
{86,265511792455845785 < Cg }
evalf ([eval(el1,C[6]1=95.29909) ,eval(el1,C[6]1=96.)]1);
[—,311605381942 1075, —4,71321826106618534]
eval([C[6],C[9]1=C91,C[10]=C101],C[61=95.29909) ;
[95,29909, Cy = 143,75712737198998851, C19 = 86,154943585131819904]

evalf (eval({alpha(1,6)=alpha(6,1),alpha(4,9)=alpha(9,4)}, [C[6]=95.29909,
C[9]=143.75824014666316220, C[10]=86.154921538677202645])) ;

{1335,8333560757874309 = 1335,8339664280116245,
1832,32796002712787 = 1832,3501678769967237}

e12:=eval(e6, [C[9]=C91,C[10]=C102]) :
plot(el2,C[6]=1..400,y=-10..30);
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>

>

30i
201

10

A

~10-

0l |50,

00 150 200 250 300 350 400
Cle]

C6in;

{86,265511792455845785 < Cs }
evalf ([eval(el12,C[6]=88.),eval(el12,C[6]=89.)1);

[—,09582647155 + ,4711179415391234829 1,
,15121379006 + ,39581752624372916408 I]

e21:=eval(e6, [C[9]=C92,C[10]=C101]):
plot(e21,C[6]=1..400,y=-10..30);

30i
201

10

0} 50

~10-

100 150 200 250 300 350 400
C[6]

C6in;

{86,265511792455845785 < Cg }
evalf ([eval(e21,C[6]=98.192) ,eval(e21,C[6]1=98.193)]1);
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[,0037701868690152773, —,0005128370457742405]
> eval([C[6],C[9]=C92,C[10]=C101],C[6]=98.193);
[98,193, Cy = —2,3075787982028257676, C19 = 65,516846625678205735]
> e22:=eval(e6, [C[9]=C92,C[10]=C102]):
> plot(e22,C[6]=1..200,y=-10..30);

30i
201

10

07“‘26"Ab"Gb“Sb”‘i%%”iéb”ido‘iéd‘iéb‘édo

~10-

> (C6in;

{86,265511792455845785 < Cs }
C[6]:=95.29909;C[9] :=143.7582401466631622;C[10] :=86.15492153867720264 ;

Cs == 95,29909

Cy = 143,7582401466631622

C1p := 86,15492153867720264
> L:=i->eval(P,M=evalm((A(i)))):
> vil:=textplot ([L(1)[1],L(1)[2],‘1‘],font=[TIMES,BOLD,8],align=ABOVE):
>  véd:=textplot ([L(4)[1],L(4)[2],4¢],font=[TIMES,BOLD,8],align=LEFT):
> v7:=textplot ([L(7)[1],L(7)[2],‘7‘],font=[TIMES,BOLD,8],align=BELOW) :
> v10:=textplot ([L(10) [1],L(10)[2],¢10¢],font=[TIMES,BOLD,8],align=RIGHT) :

Vv

Una solucién.

> display(vl,v4,v7,v10,
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=1..12)});
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Una solucién aproximada es, por tanto:

> Ci=seq(C[i],i=1..12);

Ci = (23, 15, 23, 15, 120, 95,29909, 120, 95,29909, 143,7582401466631622,

86,15492153867720264, 143,7582401466631622, 86,15492153867720264)
> theta=seq(angl[i],i=1..12);

0 = (23, 30, 150, 30, 20, 18, 15, 16, 14, 19, 13, 12)
> sum(ang[i],i=1..12);
360
> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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4.2. Una Regién Fundamental Dodecagonal

de Schmutz-Schaller a partir de
una Region Fundamental Canodnica

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute4+Worksheet. En este caso, es posible
que se produzcan algunas variaciones que exijan replantearse el estudio, aunque finalmente se
obtengan los mismos resultados.

En cualquier caso, se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 2.0) y, sin necesidad de guardar-
la, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones previas.

Partiendo de una region fundamental canénica, con lados tales que:
A1 = A3, A2 = Mgy As = A7, As = As, Adg = A11, Ao = Ar2
y angulos:
Or=7,03=mm—7,04 =17, 91+(Zis 0;))=m—r.
se describen las fases que permiten obtener una regién de Schmutz Schaller, de modo que:
Op=0syO2+0s+06+00+011+01=m,03+05+0;+0s+010+02=m

y se construye dicha regién. Se han tenido en cuenta las orientaciones de la seccion 4.2 de

la Memoria.

Se considera la regién candnica de la hoja 4.1k

Asignacion de valores.
> A(1):=matrix([[0, -30], [1/30, 0]]1):N(1):=matrix([[cos(al*Pi/360),
> 30*sin(al*Pi/360)], [1/30*sin(al1*Pi/360), -cos(al*Pi/360)]1]):

> with(plots):

> CO:=plot([cos(t),sin(t),t=-Pi..Pi],axes=none,scaling=constrained):

> p:=12:

> ang:=table([al,tau,180-tau,tau,ab,a6,a7,a8,a9,al0,all,al12]):

Medidas de los angulos:

> tau:=30:a1:=23:a5:=20:a6:=18:a7:=15:a8:=16:29:=14:210:=19:a11:=13:a12:=12:

> sum(ang[i],i=1..12);
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360
> sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos
> (ang[i]*Pi/180),i=1..12)]):

> C[3]:=C[1]:C[4]:=C[2]:C[7]:=C[5]:C[8]:=C[6]:C[11]:=C[9]:C[12]:=C[10]:

Se conoce una solucion:

> C[1]:=23;C[2]:=15;C[5] :=120;

> (C[6]:=95.29909;C[9]:=143.75824014666316220;C[10] :=86.154921538677202645;

Ci;:=23

Cy:=15

Cs = 120
Cs := 95,29909

Cy = 143,75824014666316220

Cho = 86,154921538677202645
> sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos
> (ang[i]*Pi/180),i=1..12)]):

> S:=table([seq(sqrt((C[i])"2-1),i=1..12)]):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[pl:kappal0] :=kappalp]:sigmal0]:=sigmalp]:

> L:=i->eval(P,M=evalm((A(i)))):

> vil:=textplot ([L(1)[1],L(1)[2],‘1‘],font=[TIMES,BOLD,6],align=ABOVE) :

>  véd:=textplot ([L(4)[1],L(4)[2],4¢],font=[TIMES,BOLD,6],align=LEFT):

> v7:=textplot ([L(7)[1],L(7)[2],‘7‘],font=[TIMES,BOLD,6],align=BELOW) :

> v10:=textplot ([L(10) [1],L(10)[2],¢10¢],font=[TIMES,BOLD,6],align=RIGHT) :

Representacion de la regién candnica.
> display(vl,v4,v7,v10,
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=1..12)});
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Una solucién aproximada es:
> C[n]=evalf(seq(C[i],i=1..12),5);
C, = (23., 15., 23., 15., 120., 95,299, 120., 95,299, 143,76, 86,155, 143,76, 86,155)
> thetal[n]l=seq(angli],i=1..12);
0, = (23, 30, 150, 30, 20, 18, 15, 16, 14, 19, 13, 12)
> sum(ang[i],i=1..12);
360

Primer paso: Se corta por los vértices 3-6. Calculamos la
distancia A\ = d(As, Ag) y los dngulos 03, 035, 064y Ogp-

Calculos previos.
> with(linalg) :c(lambda) :=evalf (-1/2*trace(evalm(A(3)&*A(6))));

c(N) := 31,432056795099630759
> m(lambda) :=evalf (evalm(1/(2*sqrt (c(lambda) "2-1))*(A(6)&*A(3)-A(3)&*A(
> 6))));

> det(%);

> k[3,a]:=evalf(-1/2*xtrace(evalm(N(2)&*m(lambda))));

> k[3,b]:=evalf(-1/2xtrace(evalm(-N(3)&*m(lambda))));

> k[6,a] :=evalf (-1/2*trace(evalm(-N(5)&*m(lambda))));

> k[6,b] :=evalf(-1/2xtrace(evalm(N(6)&+*m(lambda))));
2,1306222729560925945  1,1591152433943668021

m}) = —3,0536663978765260856 —2,1306222729560925945
—,9999999999967374671
k3, q = —,46571020820486771
ks, p = ,8457855146206021
ke, o :=,988029208791062
ke b = ,987342717228947
Comprobaciones:

> ang[3]=evalf ((arccos(k[3,a])+arccos(k[3,b]))*180/Pi);
> angl[6]=evalf ((arccos(k[6,a])+arccos(k[6,b]))*180/Pi);
150 = 150,00000000009893412
18 = 18,000000000358200603
evalf (simplify(A(3)))=evalf (evalm(1l/(2xsqrt(1-k[3,a]"2))*(N(2)&*m(
lambda)-m(lambda)&*N(2))));

evalf (simplify(A(6)))=evalf (evalm(1l/(2*sqrt(1-k[6,b]"2))* (m(lambda)&*
N(6)-N(6)&*m(lambda)))) ;

vV V. V V
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—1,949423538563071697 —1,5273685282588039
3,1428250902721196650 1,949423538563071697

—1,94942353855901090 —1,52736852825562162
3,1428250902655727708  1,94942353855901090

—45,23366122677631  —16,760615053579
122,13657442952667 45,233661226776303

—45,233661216335625 —16,76061504970925933
122,13657440146555660  45,233661216335625

Calculo de los elementos de la segunda regién.

>

>

>

C[4]:=C[6];C[6]:=C[1];C[7]:=C[2];C[8]:=C[4];C[3]:=c(lambda);C[5]:=C[3];
Cy :=95,29909
Cs :=23
C;:=15
Cg = 95,29909
Cs 1= 31,432056795099630759
Cs 1= 31,432056795099630759
ang[6] :=evalf (arccos(k[3,b])*180/Pi) ;ang[8] :=ang[8] +ang[5] ;
angg = 32,243804808902534402
angg := 36
ang[5] :=evalf (ang[7]+arccos(k[6,a])*180/Pi) ;ang[7] :=ang[4];
angs 1= 23,874282496907656173
ang, := 30
ang[3] :=evalf (arccos(k[3,a])*180/Pi) ;ang[4] :=evalf (arccos(k[6,b])*180/Pi) ;
angs = 117,75619519119639971
ang, = 9,1257175034505444298
sum(ang[n] ,n=1..12);

360,00000000045713471
sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos
(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]):

S:=table([seq(sqrt((C[i])~2-1),i=1..12)]):
C[0] :=C[p]:S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappa[p] :sigma[0] :=sigma [p]:

Representacion de la segunda region:

>
>

display(
C0,seq(plot(gp(i) ,axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=1..12)});
q{p gp g
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Elementos de la segunda region:
> C[n]=evalf(seq(C[i],i=1..12),5);
C,, = (23., 15., 31,432, 95,299, 31,432, 23., 15., 95,299, 143,76, 86,155, 143,76, 86,155)
> thetal[n]=evalf (seq(ang[i],i=1..12),5);
0, = (23., 30., 117,76, 9,1257, 23,874, 32,244, 30., 36., 14., 19., 13., 12.)

Que puede compararse con la regién candnica original:
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Segundo paso: Se corta por los vértices 4-6. Calculamos la
distancia y = d(Ay4, Ag) y los angulos 04,, 045, 054, G-
Calculos previos.
>  c(mu) :=evalf (-1/2*trace(evalm(A(4)&*A(6))));
c(p) := 257,84055935314302354
> m(mu) :=evalf (evalm(1/(2*sqrt (c(mu) "2-1)) *(A(6) &*A(4)-A(4)&*A(6))));
2,8409075163294553834  ,68242631733932791158
m(p) = —10,361199937167002439 —2,8409075163294553834
> det(%);
—,9999999999998415814
> k[4,a] :=evalf (-1/2xtrace(evalm(N(3)&*m(mu))));
> k[4,b]:=evalf(-1/2xtrace(evalm(-N(4)&*m(mu))));
k4, q = ,9939627209551261
ka,p = ,998783316921003
> k[6,a] :=evalf(-1/2xtrace(evalm(-N(5)&*m(mu))));
> k[6,b] :=evalf (-1/2xtrace(evalm(N(6)&*m(mu))));
ke, q = ,988749105009622
ke, :=,916075889759258
Comprobaciones:
> angl4]=evalf ((arccos(k[4,a])+arccos(k[4,b]))*180/Pi);
> ang[6]=evalf ((arccos(k[6,a])+arccos(k[6,b]))*180/Pi);
9,1257175034505444298 = 9,1257175035680084590

32,243804808902534402 = 32,243804782167150413
>  evalf(simplify(A(4)))=evalf (evalm(1l/(2*sqrt(1-k[4,a] ~2))*(N(3)&*m(mu)
> -m(mu)&*N(3))));

—45,233661226692624200 —16,760615053544970000
122,13657442948239662  45,233661226692624200

122,13657442865173055  45,233661226384974

>  evalf(simplify(A(6)))=evalf (evalm(1/(2*sqrt(1-k[6,b]"2))* (m(mu)&*N(6)
>  -N(6)&*m(mu))));

[ —45,233661226384974 —16,760615053430956]

—20,257337926337639520 —3,6161031083374500000 |
113,75774626393752962  20,257337926337639520 |

—20,25733792368094  —3,61610310764099421
113,75774625371211691 20,25733792368094

Calculo de los elementos de la tercera regién.
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> C[4]:=c(mu);C[5]:=C[1];C[6]:=C[2];C[7]:=C[3];C[8]:=C[4];
Cy 1= 257,84055935314302354
C5:=23
Cs:=15
Cr = 31,432056795099630759
Cg 1= 257,84055935314302354
> ang[4] :=evalf (arccos(k[4,a])*180/Pi) ;ang[6]:=ang[7];
ang, := 6,2990781090572610195
angg = 30
> ang[7] :=ang[8]+ang[5] ;ang[5] :=evalf (arccos(k[6,b])*180/Pi);
ang, := 59,874282496907656173
angs = 23,641017352903687528
> angl[8]:=evalf(arccos(k[6,a])*180/Pi);
angg = 8,6027874292634628849
> ang[9] :=evalf (ang[9]+arccos(k[4,b])*180/Pi);
angq = 16,826639394510747439
> sum(ang[n],n=1..12);
359,99999997383921475
> sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos
> (ang[i]*Pi/180),i=1..12)]1):
> S:=table([seq(sqrt((C[i])"2-1),i=1..12)1):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal[0] :=sigma[p]:
Representacién de la tercera region.

> display(
> {C0,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=1..12)});
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Elementos de la tercera regién:
> C[n]=evalf(seq(C[i],i=1..12),5);
C,, = (23., 15., 31,432, 257,84, 23., 15., 31,432, 257,84, 143,76, 86,155, 143,76, 86,155)
> thetal[n]=evalf (seq(ang[i],i=1..12),5);
0, = (23., 30., 117,76, 6,2991, 23,641, 30., 59,874, 8,6028, 16,827, 19., 13., 12.)

Que puede compararse con el segundo dodecagono:

Tercer paso: Se corta por los vértices 5-10. Calculamos la
distancia v = d(As, Ayg) y los dngulos 05, 055, 6104, G100
Calculos previos.
> c(nu) :=evalf (-1/2*trace(evalm(A(5)&*A(10))));
c(v) := 845,97956403300591446
> m(nu) :=evalf (evalm(1/(2*xsqrt (c(nu) "2-1))*(A(10)&*A(5)-A(5)&*A(10))));
— 58468690766802099476 —,28233484976967449544
m{v) = —2,3310661809497139117  ,58468690766802099476
> det(h);
—,99999999999999924843
> k[5,a] :=evalf (-1/2xtrace(evalm(N(4)&*m(nu))));
> k[5,b]:=evalf(-1/2xtrace(evalm(-N(5)&*m(nu))));
ks, q :=,9937679715379867
ks, :=,955066284276580

> k[10,a]:=evalf(-1/2*trace(evalm(-N(9)&*m(nu))));
> k[10,b] :=evalf(-1/2*trace(evalm(N(10)&*m(nu))));
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k10,q := ,9973482797972942
k1o, := ,9667050129395797
Comprobaciones:
> angl[5]=evalf ((arccos(k[5,a])+arccos(k[5,b]))*180/Pi);
> ang[10]=evalf ((arccos(k[10,a])+arccos(k[10,b]))*180/Pi);
23,641017352903687528 = 23,641017353533804634

19 = 19,000000000605261681
> evalf(simplify(A(5)))=evalf (evalm(1/(2xsqrt(1-k[5,a]"2))*(N(4)&*m(nu)
> -m(nu)&*N(4))));

—20,257337925958533640 —3,6161031082156630000 |
113,75774626343426820  20,257337925958533640 |

—20,257337924874548  —3,616103108021040
113,75774625731948423  20,257337924874548

>  evalf(simplify(A(10)))=evalf (evalm(1l/(2*sqrt(1-k[10,b] ~2))* (m(nu)&*N(
> 10)-N(10)&*m(nu))));

13,725038873884228372 —9,3407234065078183200
20,274306801294403979 —13,725038873884228372

13,7250388740330718  —9,3407234066100312631
20,274306801516620211  —13,7250388740330718

Calculo de los elementos de la cuarta region.
> C[5]:=c(nu);C[6]:=C[10];C[7]:=C[5];C[8]:=C[1];C[9]:=C[2];C[10]:=C[3];
> C[11]:=C[4];c[12]:=C[6];

C'5 = 845,97956403300591446
Cs = 86,154921538677202645
C7 = 845,97956403300591446
Cg:=23
Cy:=15
Cio = 31,432056795099630759
C11 = 257,84055935314302354
C12 1= 86,154921538677202645
> ang[12]:=ang[12]+ang[9] ;ang[9] :=ang[6];ang[10] :=ang[7];
angqs 1= 28,826639394510747439
angq = 30
angqq = 59,874282496907656173

> ang[5] :=evalf (arccos(k[5,a])*180/Pi) ;ang[6] :=evalf (arccos(k[10,b])*180/Pi);

angs = 6,3999730776133421362
angg = 14,826528092505407908
> ang[7]:=evalf(ang[11]+arccos(k[10,a])*180/Pi);
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ang, := 17,173471908099853773

> angl[11]:=ang[8];ang[8] :=evalf (arccos(k[5,b])*180/Pi);
angq; = 8,6027874292634628849
angg = 17,241044275920462498

> sum(ang[n],n=1..12);
359,99999997507459354
> sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos
> (angl[i]l*Pi/180),i=1..12)]1):
> S:=table([seq(sqrt((C[i])~2-1),i=1..12)]):

> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal0] :=sigma [p]:

Representacion de la cuarta region.
> display(
> {C0,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=1..12)});

Elementos de la cuarta region:
> C[n]=evalf(seq(C[i],i=1..12),5);
C,, = (23., 15., 31,432, 257,84, 845,98, 86,155, 845,98, 23., 15., 31,432, 257,84, 86,155)
> thetal[n]=evalf (seq(ang[i],i=1..12),5);
0, = (23., 30., 117,76, 6,2991, 6,4000, 14,827, 17,173, 17,241, 30., 59,874, 8,6028, 28,827)

Que puede compararse con el tercer dodecagono:
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Ultimo paso: Se corta por los vértices 6-8. Calculamos la
distancia p = d(A4, As) y los dngulos 0s4, 061, Osa, Osp-
Calculos previos.
> c(rho) :=evalf (-1/2*trace(evalm(A(6)&*A(8))));
c(p) := 3254,3360466930945798
> m(rho) :=evalf (evalm(1/(2*sqrt(c(rho)"2-1))*(A(8)&*A(6)-A(6)&*A(8))));
—1,9126786430801892035 1,9669940478275575258
m(p) = —1,3514731245023699685 1,9126786430801892035
> det(%);
—1,0000000000000004824
> k[6,a] :=evalf (-1/2xtrace(evalm(N(5)&*m(rho))));
> k[6,b]:=evalf(-1/2xtrace(evalm(-N(6)&*m(rho))));
ke, o :=,98349451045931721
ks, b :=,99704989975511600
> k[8,b] :=evalf (-1/2xtrace(evalm(N(8)&*m(rho))));
kg, b 1= ,957353795615323
> a[8,a] :=ang[8]-evalf (arccos(k[8,b])*180/Pi);
as, q = ,447844641072341748
Comprobaciones:
> angl[6]=evalf ((arccos(k[6,a])+arccos(k[6,b]))*180/Pi);

14,826528092505407908 = 14,826528273678710273
>  evalf(simplify(A(6)))=evalf (evalm(1/(2xsqrt(1-k[6,a]"~2))*(N(5)&+*m(rho
> )-m(rho)&+*N(5))));
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13,725038876873823300 —9,3407234046461600000
20,274306813157681290 —13,725038876873823300

13,7250388867886086 —9,340723411807906
20,274306827713906198 —13,7250388867886086

> evalf(simplify(A(8)))=evalf (evalm(1/(2xsqrt(1-k[8,b]"2))* (m(rho)&*N(
> 8)-N(8)&*m(rho))));

316,28055840650657040 —681,64095050052921000
146,75525517130862531 —316,28055840650657040

316,280558366243246  —681,64095041383414073
146,75525515264034319  —316,280558366243246

Calculo de los elementos de la ultima region.
> C[6]:=c(rho);C[7]:=C[1];C[8]:=C[2];C[9]:=C[3];C[10]:=C[4];C[11]:=C[5];
> C[12]:=C[6];

Cs 1= 3254,3360466930945798
Cr:=23
Cs:=15
Cy := 31,432056795099630759
Cho := 257,84055935314302354
C11 := 845,97956403300591446
C12 := 3254,3360466930945798
> angl[8] :=ang[9];ang[9] :=ang[10] ;ang[10] :=ang[11];
angg := 30
angq = 59,874282496907656173
ang, = 8,6027874292634628849
> angl[11]:=ang[12]+ang[7];ang[12]:=a[8,a];
ang,; = 46,000111302610601212
ang,o = ,447844641072341748
> angl[6] :=evalf (arccos(k[6,a])*180/Pi);ang[7]:=evalf (arccos(k[8,b])*180/Pi);
angg = 10,424398487466867452
ang, := 16,793199634848120750
> ang[1] :=evalf(ang[1]+arccos(k[6,b])*180/Pi);
ang, = 27,402129786211842821
> sum(ang[n],n=1..12);

360,00000015624789590
> sigma:=table([seq(sin(ang[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos
> (ang[i]*Pi/180),i=1..12)]):

> S:=table([seq(sqrt((C[i])~"2-1),i=1..12)]):
> C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:kappal0] :=kappalp]:sigmal[0] :=sigma[p]:
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Dimensiones y representaciéon de la regiéon de Schmutz-
Schaller.

> C[n]=evalf(seq(C[i],i=1..12),5);
C, = (23., 15., 31,432, 257,84, 845,98, 3254,3, 23., 15., 31,432, 257,84, 845,98, 3254,3)
> thetal[n]=evalf (seq(ang[i],i=1..12),5);
0, = (27,402, 30., 117,76, 6,2991, 6,4, 10,424, 16,793, 30., 59,874, 8,6028, 46., 0,44784)
OBSERVACIONES: Se tiene que 03 = 0s.
Tiene que cumplirse: 0 + 04 + 0g + 09 + 011 + 01 = 7, O3 + 05 + 07 + Os + 019 + 012 = 7.
> ang[2]+ang[4]+ang[6]+ang[9]+ang[11]+ang[1];
180,00000018225422868
> angl[3]+ang[5]+ang[7]+ang[8]+ang[10]+ang[12];

179,99999997399366723
> display({CO,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained,color=blue),
> i=1..12)},title=‘Una regién de Schmutz-Schaller‘);

Una region de Schmutz-Schaller

> display({seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained,color=blue),
> i=7..9)},title=‘Lados 7,8 y 9°);

Lados 7°, 8°, 9°

_
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Que puede compararse con el tercer dodecagono:

y con la region original:

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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4.3. Una Regién Fundamental Dodecagonal
de Schmutz-Schaller

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute+Worksheet. En este caso, pueden
existir variaciones respecto al original, que se corrigen facilmente, obtieniéndose los mismos

resultados. En cualquier caso, se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 2.0) y, sin necesidad de guardar-
la, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones previas.

Dados los angulos de una regién de Schmutz-Shaller, con lados Ay = A7, A2 = Ag, A3 =
A9, A = A0, A5 = A11, A6 = A12 y angulos 61 = 07,601 + 03 + 05 + 0s + 010 + 0120 = 7,05 + 04+
0¢ + 607 + 09 + 611 = 7 se calculan ciertas longitudes de sus lados y se representa la regién.

Las condiciones para la convexidad del dodecdgono se basan en las ya conocidas (hoja 2.0),
pero se adaptan a las caracteristicas de una regién de este tipo. Puede verse una referencia a
este tipo de regiuones en la secccién 4.2 de la Memoria.

Dados los angulos, para que el dodecagono sea convexo es

necesario que:
> clal:=p->seq(delta(h,1)>0,h=3..p-2):clbl:=p->seq(Delta(p,k-1)>0,k=3..p-2):
> cla2:=p->seq(delta(h,7)>0,h=9..p+4) :c1b2:=p->seq(Delta(6,k-1)>0,k=9..p+4):

Construccion de la regiéon fundamental dodecagonal.
Resolucién del dodecagono.
Conocidos los angulos, dados los tres primeros lados, se conocen seis lados y basta calcular
los tres siguientes, iguales a los tres ultimos.
p:=12:
al[7]:=al1]:a[1]:=30:a[3]:=35:a[5]:=27:a[8]:=25:a[10]:=31:a[12]:=32:a[
> 2]:=15:a[4]:=40:a[6]:=29:a[9] :=46:a[11] :=20:seq(ali],i=1..12);

30, 15, 35, 40, 27, 29, 30, 25, 46, 31, 20, 32
> al[i1]+a[3]+a[5]+al[8]+a[10]+a[12]=180,a[2]+a[4]+al[6]+a[7]+a[9]+a[11]=180;
180 = 180, 180 = 180
>  evalf ((1+2*cos(2xPi/12)+cos(2*Pi/12))/(1-cos(2*Pi/12)));
26,856406460551018346

Acotar los tres primeros lados, preferiblemente:

\ARYS

> C>evalf ((1+2xcos(2%Pi/12)+cos(46%P1/180))/(1-cos(46%Pi/180)));
> C<evalf ((1+2xcos(2%Pi/12)+cos(15*%Pi/180))/(1-cos(15*xPi/180)));
11,222541725407671339 < C'
C < 108,52725777680580171
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evalf ((1+2*cos(2*Pi/12)+cos(15*%Pi/180))/(1-cos(35*P1/180)));
20,447986925366443829

evalf ((1+2*cos(2xPi/12)+cos(156%Pi/180))/(1-cos(40*Pi/180)));
15,806321008816860878

C[7]:=C[1]:C[8]:=C[2]:C[9]:=C[3]:C[10]:=C[4]:C[11]:=C[5]:C[12]:=C[6]:
sigma:=table([seq(sin(a[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table([seq(cos(a
[i1%Pi/180),i=1..12)]):S:=table([seq(sqrt((C[i])~2-1),i=1..12)1):

C[0]:=C[p]:S[0]:=S[pl:kappal0] :=kappalp] :sigmal0]:=sigmalp]:
cncll:=evalf ({clal(p) [1],c1bl(p) [1]}) :cncl2:=evalf ({cla2(p) [1],c1b2(p) [1]1}):
cnc2l:=evalf ({clal(p) [2],c1bl(p) [2]1}) :cnc22:=evalf ({cla2(p) [2],c1b2(p) [21}):
cnc3l:=evalf ({c1lal(p) [3],c1bl(p) [3]}) :cnc3d2:=evalf ({cla2(p) [3],c1b2(p) [3]1}):
C[1]:=110%1.4;
C1:=154,0
[solve(cncll) ,solve(cnci2)];
[{12,059330426723733921 < C5}, {5,3593385325368555793 < C}]
C[2] :=30%1.4;
Cy = 42,0
[solve(cnc21) ,s0lve(cnc22)];
[{6,3210391835750244189 < C3}, {5,0236287198194196270 < C5}]
C[3]:=25%1.4;

C3:=35,0
A(1) :=matrix([[0, -60], [1/60, 0]11):N(1):=matrix([[cos(al[1]*Pi/1000),
60*sin(a[1]*Pi/1000)], [1/60*sin(a[1]*Pi/1000), -cos(al[1]*Pi/1000)]1]1):

with(plots):
CO:=plot([cos(t),sin(t),t=-Pi..Pi],axes=none,scaling=constrained):
display ({seq(plot(evalf(gp(i)),axes=none,scaling=constrained,color=blue),

i=1..3),plot(eval(evalf(gp(4)),C[4]=50) ,axes=none,scaling=constrained,
color=blue)});
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[solve(cnc31l),so0lve(cnc32)];
[{7,1746260347621691199 < C4}, {12,070003083933633502 < Cy}]
mnC4:=12.07;
mnCY = 12,07

p:=7:C[0] :=C[p] :S[0] :=S[p] :kappa[0] :=kappa[p] : sigma[0] :=sigma [p] :

if alp-1]+alp]>=180 then evalf(eta(p,p-2)+cos((alp-1]1+alpl)*Pi/180))>0
elif (alp-1]+a[p]<180 and sum(ali],i=1..p-2)<(p-3)*180) then

evalf (eta(p,p-2)-1>0) else 0=0 fi:c21:=7%;

if alp-2]+alp-11>180 then evalf ((S[p-3]*Delta(p,p-4)+Cl[p-3]1*g(p,p-3))*
sin((al[p-2]+alp-1])*Pi/180) -eta(p,p-3)*cos((alp-2]+al[p-1]1)*Pi/180)+
kappa[p]>0) else 0=0 fi:c3al:=Y%;

if a[p]l+a[1]1>180 then evalf (-Gamma(p-2,1)*sin((al[p]l+al[1])*Pi/180)-
eta(l,p-2)*cos((al[pl+al[1])*Pi/180) +kappa[p-11>0) else 0=0 fi:c3bl:=7;

21 := 0 < 142,05159360543791627 \/C, — 1. — 119,99240747341715307 C,4
—150,21885912605100081

c3al :=0=0
c3b1 :=0=0
solve(c21);
RealRange(—o0, Open(—1,0191450675932504373)),
RealRange(Open(7,2556965923349684984), co)
ms1C4:=7.25;
ms1C4 := 7,25
b:=table([seq(ali]l,i=6..12)]1):
sigma:=table([seq(sin(b[i]*Pi/180),i=1..7)]) :kappa:=table([seq(cos(b[
i]*Pi/180),i=1..7)1):
if b[p-1]+b[p]>=180 then evalf(eta(p,p-2)+cos((b[p-1]1+b[p])*Pi/180))>0
elif (b[p-1]1+b[p]<180 and sum(b[i],i=1..p-2)<(p-3)*180) then
evalf (eta(p,p-2)-1>0) else 0=0 fi:c22:=7;
if b[p-2]1+b[p-1]>180 then
evalf ((S[p-3]*Delta(p,p-4)+C[p-3]*g(p,p-3))*sin((b[p-2]+b[p-1]1)*Pi/180)-
eta(p,p-3)*cos((b[p-2]+b[p-1]1)*Pi/180)+kappa[p]>0) else 0=0 fi:c3a2:=Y%;
if b[pl+b[1]1>180 then
evalf (-Gamma (p-2,1)*sin((b[pl+b[1])*Pi/180)-eta(1l,p-2)*cos((b[pl+b[1])
*Pi/180)+kappa[p-11>0) else 0=0 fi:c3b2:=Y%;

22 =0 < 431,06327716808514103 /C\4® — 1. — 345,92147874340038173 C,
—429,06013947651789073
c3a2 :=0=0
c3b2 :=0=0
solve(c22);
RealRange(—o0, Open(—1,0160665511422119942)),
RealRange(Open(5,5032143681315225871), co)
ms2C4:=5.5;

305



ms2C4 := 5,5
> mC4:=max(ms1C4,ms2C4,mnC4) ;
mC4 = 12,07

sigma:=table([seq(sin(a[i]*Pi/180),i=1..12)]) :kappa:=table(
[seq(cos(al[i]l*Pi/180),i=1..12)]1):

>

> p:=12:C[0]:=C[p] :S[0]:=S[p] :kappal0] :=kappalp] :sigma[0] :=sigmalp]:
> evalf(clal(p) [4]);evalf(cla2(p)[4]1);

0 < ,48480962024633702908

(713,14429876442804451 Cy — 601,29780584441935807 \/042 -1.) \/052 — 1.
— ,48480962024633702908(635,41622288684399389 \/Cy* — 1.
— 535,76026798752815935 Cy 4+ 174,07131264457535625)C'5

— 283,16752061299615997 1/C4? — 1. + 238,75674127382090154 C,
+ 298,79999249818310503

0 <,52991926423320495406

(4948,4803635701703640 Cy — 4429,1144287193128696 /Cy> — 1.) /C52 — 1.
— ,52991926423320495406(4650,0504817508581492 \/C,2 — 1.
— 4162,0061452839325185 C; + 754,80384175096292030)C'5

— 1435,3044105683204150 1/C4? — 1. + 1284,6625645425724896 C.
+ 1758,6876637288243882

> evalf(clbl(p) [4]);evalf(cib2(p) [4]);

0 < (312,89552025192720645 Cy — 264,30598777343687939 /Cy? — 1.) C5 + (

—278,79194993378072481 1/C,? — 1. + 235,49835948818324736 C,
— 76,030806269246986811)/C5* — 1.

0 < (2328,3064938833077806 Cy — 2084,3335542071906537 VC,Z—1.)C5 + (

—2187,8924312300550568 /Cy* — 1. + 1958,6328601449622236 C

— 354,87219030075341360)+/C5? — 1.
> e4b:=evalf (expand(eta(6,12)-eta(12,6)));

e45 = —1024,2453280036967081 C5 \/Cy* — 1.
+ 1082,1197057979186837 /C5* — 1.Cy

— 976,39041790078255570 /C52 — 1. /42 — 1. + 499,61224638423819840 Cs

— 151,19314366658468765 C5 — 551,083084295708611 /Cy* — 1.

+923,74541391889472250 C5 Cy + 696,33996258203453978
> valsC4:=C[4]>mC4;

valsC4 = 12,07 < Cy
> UnC4:=100;

UnCY = 100
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> display(implicitplot(rhs(evalf(clal(p)[4])),C[4]=mnC4..UnC4,C[5]=1..100,
labels=[C4,C5],color=GREEN) ,implicitplot(rhs(evalf(clbl(p) [4])),C[4]=mnC4..
UnC4,C[5]=1..100,1labels=[C4,C5],color=BROWN) ,implicitplot(rhs(evalf(cla2(p)
[4]1)),C[4]=mnC4..UnC4,C[5]=1..100,1labels=[C4,C5],color=GREEN) ,implicitplot (
rhs(evalf (c1b2(p) [4])) ,C[4]=mnC4..UnC4,C[5]=1..100,labels=[C4,C5],color=
BROWN) ,implicitplot(e45,C[4]=mnC4..UnC4,C[5]=1..100,1labels=[C4,C5]));

100
80 ‘
60 \‘
C5 | )

40

20

0 20 40 4 60 80 100

> UnC5:=60.;
UnC5 = 60.
> e4bred_C4=solve({eval(e45,C[5]=UnC5),C[4]>mC4}) ;cd_Cd=solve(
{eval(evalf(clal(p) [4]),C[51=UnC5),eval (evalf(cibi(p) [4]),C[5]=UnC5),
eval (evalf (cla2(p) [4]),C[5]=UnC5),eval (evalf (c1b2(p) [4]),C[5]1=UnC5),C[
41>mC4}) ;
e45red_C4 = {Cy = 21,104054341768061824 }

c4-C4 = {14,518453730978737452 < Cy}
> AV:=[AV_red=solve({eval(e45,C[5]=10"5),C[4]>mnC4}),AV_greenl=solve(
{eval(rhs(evalf(clal(p) [4]1)),C[5]=10"5),C[4]1>mnC4}) ,AV_green2=solve(
{eval(rhs(evalf(cla2(p) [4]1)),C[5]=10"5),C[4]1>mnC4}) ,AV_brownl=solve(
{eval(rhs(evalf(c1bl(p) [4]1)),C[5]=10"5),C[4]1>mnC4}) ,AV_brown2=solve(
{eval(rhs(evalf (c1b2(p) [4])),C[5]1=10"5),C[4]>mnC4})];

AV = [AV _red = {Cy = 18,646955150068006485}, AV _greenl = (), AV _green2 = (),

AV _brownl = (), AV_brown2 = {Cy = 12,091843377978561936}]
> CondsFin:=[18.647<C[4] ,mC4<C[4]];

CondsFin := [18,647 < Cy, 12,07 < C4]
> ed6:=evalf (expand(eta(5,11)-eta(11,5)));
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€46 = 521,74311590001364817 Cs + 724,495719044813120 Cg

— 569,860908751619938 /C,2 — 1. Cg + 518,07166068741958369 C; Cs

— 576,017334391069271 1/C% — 1. — 589,75287361383033461 Cy /C5> — 1.
+ 648,963516912519779 /i — 1.4/C4> — 1.

— 824,362810260774431 1/Cs* — 1. + 726,21235724044786397
> eb6:=evalf (expand(eta(4,10)-eta(10,4)));

e56 = 870,772008825043539 \/C52 — 1. Cy + 673,358715652887318 Cs C'
— 765,07893589398126446 1/Cy> — 1. C5 — 198,01641034644772920 Cs
+ 669,62257956984102989 Cs — 766,30343634041866549 \/C5% — 1. /Cg? — 1.

——762,380050599219921\/062 — 1.+ 675,11582687845634465
> (Cbh:=solve(e45,C[5]):

> (Cb1:=C5[1]:C52:=C5[2]:
> C6:=solve(ed6,C[6]):
> (C61:=C6[1]:C62:=C6[2]:

> CondsFin;
CondsFin
> ell:=eval(eb6, [C[5]=C51,C[6]=C61]) :plot(ell,C[4]=mnC4..100,y=-10..10);

01 20 40 60 80 100
-2 Cl4]

_4€
—6%
—8%
~10-

> el2:=eval(eb6, [C[5]=C51,C[6]=C62]) :plot(el2,C[4]=mnC4..100,y=-10..10);
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07 "20 40 60 80 100
-2 cl4]

> CondsFin;
[18,647 < Cy, 12,07 < C4]
> eval(el1,C[4]=18.7209984) ;eval(ell,C[4]=18.8);
,90347866631 10~°
—4,5551436831934099
> eval([C[4],C[5]=C51,C[6]=C61],C[4]=18.7209984) ;
[18,7209984, C5 = 1430,1388851750508, Cs = 7,8864733822516276]

> ’eval(el2,C[4]=);

> ’eval([C[4],C[5]=C51,C[6]=C62],C[4]=);
> evalf (eval({alpha(1,7)=alpha(7,1),alpha(4,10)=alpha(10,4)},
[C[4]=18.7209984, C[5]=1430.1388851750508,C[6]=7.8864733822516276])) ;

{127991,64694938986014 = 127991,64836014001849,

148,15812296114874953 = 148,1579978847472071}
> CondsFin;

[18,647 < Oy, 12,07 < 04]
> e2l:=eval(eb6, [C[5]=C52,C[6]=C61]) :plot(e21,C[4]=mnC4..100,y=-10..10);

0] "20 40 60 80 100
24 cil

> e22:=eval(eb6, [C[6]=C52,C[6]=C62]) :plot(e22,C[4]=mnC4..100,y=-10..10);

309



Of 20 40 60 8 100

> CondsFin;
18,647 < Cy, 12,07 < C4]
> C[4]:=18.7209984; C[5]:=1430.1388851750508; C[6]:=7.8864733822516276;
Cy :=18,7209984
Cs :=1430,1388851750508
Ce := 7,8864733822516276
> cnc4b5678:=evalf ({seq(clal(p) [i],i=4..8),seq(clbl(p) [i],i=4..8)});

cncd5678 := {0 < 59935,297058664929503, 0 < 869,244190013560315,
0 < 481,44814058459649376, 0 < 53816,32619849492790,
0 < 5765,198486301116393, 0 < 878,356851409078614,
0 < 55228,671516190991750, 0 < 4640,115329718220408,
0 < 1094,9309725420823961, 0 < 608,67558206336011108}
> cnc4b678:=evalf ({seq(cla2(p) [i],i=4..8),seq(c1b2(p) [i]l,i=4..8)});

enc4 5678 := {0 < 674,7740112010202981, 0 < 1423,836058009023448,
0 < 55228,671007719351072, 0 < 9901,963048299738872,
0 < 49714,34961159573211, 0 < 27846,789812051916744,
0 < 59935,298271084377526, 0 < 1395,9655117853062406,
0 < 5617,5922352291297997, 0 < 5552,815984280212274}
> seq(C[i],i=1..12);

154,0, 42,0, 35,0, 18,7209984, 1430,1388851750508, 7,8864733822516276,
154,0, 42,0, 35,0, 18,7209984, 1430,1388851750508, 7,8864733822516276
Region de Schmutz-Schaller.
> L:=i->eval(P,M=evalm((A(i)))):
> vl:=textplot ([L(1)[1],L(1)[2],‘1¢],font=[TIMES,BOLD,6],align=ABOVE) :
> véd:=textplot ([L(4)[1],L(4)[2],4‘],font=[TIMES,BOLD,6],align=LEFT):
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\

v7:=textplot ([L(7) [1],L(7)[2], ‘7¢],font=[TIMES,BOLD,6],align=LEFT):
v10:=textplot ([L(10) [1],L(10)[2],¢10¢],font=[TIMES,BOLD,6],align=BELOW) :
display(

{v1,v4,v7,v10,seq(plot (evalf(gp(i)),
axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=1..12)});

vV V. V V

> display(
> {seq(plot(evalf(gp(i)),axes=none,scaling=constrained,color=blue),i=6.
> .7)},title=‘Lados 6 y 7°);

Lados 6° y 7°

Una solucién es, por tanto:
> thetal[n]=seq(alil,i=1..12);

0, = (30, 15, 35, 40, 27, 29, 30, 25, 46, 31, 20, 32)
> C[n]=evalf(seq(C[i],i=1..12),6);
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C, = (154, 42, 35, 18,721, 1430,14, 7,88647, 154, 42, 35, 18,721, 1430,14, 7,88647)
Calculo de los generadores del grupo discreto.

Siendo:
> A(D);N(D);
{0 60}
1
50 0

.3
COS(I_OO w) 60 Sm(l—()() )
1
&0 Sin(l_()() ) fcos(lioo )

> with(linalg):
> F:=i->evalf (evalm((-N(i+6)&*N(i)+matrix([[1, 0], [0, 111))));

F := i — evalf(evalm(—(N(i + 6) ‘& * ‘N(4)) + é (1) ] )
> f:=i->evalm((1/sqrt(det(F(i)))*F(i)));
. F(i)
=1 — evalm(———————=—=
f=1— evalm( det(F(i)))

> fA:=i->evalm(f(i)&*A(1)&*f (i)~ (-1));

) 1) ‘& x A7) ¢ *‘L
fA =i — evalm((f(i) ‘& * * A(7)) ‘& f(z))

> TA:=i->evalf(evalm(A(i+7)&*fA(i)-matrix([[1, 0], [0, 111)));

0 1
> TA(6) :=evalf (evalm(A(1)&*fA(6)-matrix([[1, 0], [0, 111)));
—2,117643809 3,02940135
,00084185491 —1,89704288911
> tA:=i->evalm((1/sqrt(det(TA(i)))*TA(i)));
TA(2)
det(TA(7))

TA =i — evalf(evalm((A(i + 7) ‘& x * fA(3)) — [ 10 ] )
TA(6) :=

tA :=1i — evalm(

)

> gn:=i->evalm(tA(i)&*f(i));
gn =1 — evalm(tA(i) &k f(Z))
> seq(gn(i),i=1..6);
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[ 1,30519163231378823  18,24254014722142036
—2,65734806004948985 —36,3753317866656576 |’

[ 3,564254866588378566  8,63285739312966546
—7,50914321359483494 —17,90707031246723679 |’

2,6699135969477654156  2,7305356886027884565
—7,3669854638977368355 —7,1597136133708091950

4,3360276281922591387  2,9235621249508812443
—16,628784593693632110 —10,981314905029976284

—7,9415802586331025749 —3,9839677361843206035 ]
—1,7759847068000922793 —1,0168587999938288971

—224,09881739179390049 —113,08076172730900839 ]
—17,4382782832793721488 —3,7578340841515254732
Respetando la notacion de Schmutz-Schaller:

> gnssA:=table([gn(1),gn(6),gn(5)"(-1),gn(4),gn(3)"(-1),gn(2)]1):
> gnssB:=table([gn(1)~(-1),gn(2),gn(3)"(-1),gn(4),gn(5)"(-1),gn(6)]):

Los generadores son entonces:

> gnssAl6:=seq(evalm(gnssA[i]),i=1..6);

1,30519163231378823  18,24254014722142036

gnssA16 := )
—2,65734806004948985 —36,3753317866656576

[ —224,09881739179390049 —113,08076172730900839 ]
—7,4382782832793721488 —3,7578340841515254732

—1,0168587999938288970  3,9839677361843206031
1,7759847068000922791  —7,9415802586331025741

4,3360276281922591387  2,9235621249508812443
—16,628784593693632110 —10,981314905029976284

—7,1597136133708091878 —2,7305356886027884538 ]
7,3669854638977368281  2,6699135969477654129

—7,50914321359483494 —17,90707031246723679
Los generadores son entonces:

[ 3,564254866588378566  8,63285739312966546 ]

> gnssA16:=seq(evalm(gnssA[i]),i=1..6):evalf(%,5);

1,3052 18,243 —224,10 —113,08 —1,0169  3,9840
—2.6573 —36,375 || —7.4383 —3,7578 | | 1,7760 —7,9416 |’

4,3360  2,9236 —7,1597 —2,7305 3,5643  8,6329
—16,629 —10,981 || 7,3670  2,6699 | | —7,5091 —17,907
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0, de otro modo:

> gnssB16:=seq(evalm(gnssB[i]),i=1..6):evalf(%,5);

—36,375 —18,243 3,5643  8,6329 —7,1597 —2,7305
26573  1,3052 || —7,5091 —17,907 | | 7,3670  2,6699 |’

4,3360  2,9236 —1,0169  3,9840 —224,10 —113,08

—16,629 —10,981 || 1,7760 —7,9416 | | —7,4383 —3,7578
Comprobaciones.
El producto de los seis generadores, en ese orden, tiene que ser igual al producto en el orden

contrario.

> gnssA6l:=seq(evalm(gnssA[7-1]),i=1..6);

—7,50914321359483494 —17,90707031246723679

[3,564254866588378566 8,63285739312966546 ]
gnssbl = )

—7,1597136133708091878 —2,7305356886027884538 ]
7,3669854638977368281  2,6699135969477654129

4,3360276281922591387  2,9235621249508812443
—16,628784593693632110 —10,981314905029976284

—1,0168587999938288970  3,9839677361843206031
1,7759847068000922791  —7,9415802586331025741

—224,09881739179390049 —113,08076172730900839 ]
—7,4382782832793721488 —3,7578340841515254732

[ 1,30519163231378823  18,24254014722142036
—2,65734806004948985 —36,3753317866656576

> gnssB61l:=seq(evalm(gnssB[7-1]),i=1..6);

nssB61 i— —224,09881739179390049 —113,08076172730900839
! T | —7,4382782832793721488 —3,7578340841515254732 |

—1,0168587999938288970  3,9839677361843206031
1,7759847068000922791  —7,9415802586331025741

4,3360276281922591387  2,9235621249508812443
—16,628784593693632110 —10,981314905029976284

—7,1597136133708091878 —2,7305356886027884538
7,3669854638977368281  2,6699135969477654129

[ 3,564254866588378566  8,63285739312966546
—7,50914321359483494 —17,90707031246723679 |’

2,6573480600494901104  1,3051916323137883579

[ —36,375331786665661165 18,242540147221422148]
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> evalm(&*(gnssA16))=evalm(&*(gnssA61));

—23,10559468499142129  —66,20697060671262121 |
47,03209070451229926  134,7228794274612041 |

—23,10488404475630928 —66,206923732343060
47,0307323837335093  134,723035440315369
> evalm(&*(gnssB16))=evalm(&*(gnssB61));

505,76152810819596292  255,00156538149125178
,2410447344461322576  ,1235103524864514206

,24437577690328672494 ,12518992105511394731

Para ver cémo actian las transformaciones gn(i):
simplify(evalf (evalm(A(8))=evalm(gn(1)&*A(1)&*gn(1)~(-1))));
simplify(evalf (evalm(A(7))=evalm(gn(1)&*A(2)&*gn(1)~(-1))));

[ 505,73468035490745251  254,98797588733548150 ]

Vv

\Y

—219,14794771314103030 —107,75162383952595400 |
445,71785812178016907  219,14794771314103030

—219,16054796875814923 —107,75801634076562400 |
445,74266877809408688  219,16054796875814923

—2150,9613199187382610 —1084,5150661850342270 |
4266,0869774612985423  2150,9613199187382610

—2151,0807057477593850 —1084,5750736808368540 ]
4266,3244941971920570  2151,0807057477593870
> simplify(evalf (evalm(A(9))=evalm(gn(2)&*A(2)&*gn(2)~(-1))));

> simplify(evalf (evalm(A(8))=evalm(gn(2)&*A(3)&*gn(2)~(-1))));

—30,068659479726779030 —13,281725893220749500 |
68,148092362706467214  30,068659479726779030

—30,068659489352930000 —13,281725897435660000 |
68,148092384696010000  30,068659489352940000

—219,14794771314103030 —107,75162383952595400 |
445,71785812178016907  219,14794771314103030

—219,14794777538545000 —107,75162386630184000 |
445,71785826406020000  219,14794777538545000

> simplify(_evalf(evalm(A(12))=evalm(gn(5)&*A(5)&*gn(5)“(——1))));
>  simplify(evalf(evalm(A(11))=evalm(gn(5)&*A(6)&*gn(5)~(-1))));
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3,2564883678312718611 —46,421153361146673852
,24998768125251351233  —3,2564883678312718611

3,2564883683074000000 —46,421153368044700000
,24998768128350000000 —3,2564883684074000000

—13,534501947523112370  —3,0851227377341384900 |
59,700296754734960239  13,534501947523112370 |

59,700296772789000000  13,534501894960000000
> simplify(evalf (evalm(A(1))=evalm(gn(6)&*A(6)&*gn(6)~(-1))));
>  simplify(evalf (evalm(A(12))=evalm(gn(6)&*A(7)&*gn(6)~(-1))));

l —13,534501494950000000 —3,0851228424400000000 ]

0 —60. | ,6982107°  —60,00204303
,016666666666666666667 0 | 01666739982  —,7014107°

[ 3,2564883678312718611 —46,421153361146673852 ]

3,25678725  —46,44
,24998768125251351233  —3,2564883678312718611

,2499886238 —3,2571

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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4.4. Una Region Fundamental de una superficie
de género cero con k componentes en el borde

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute+Worksheet. En este caso, pueden
existir variaciones respecto al original, que se corrigen ficilmente, obtieniéndose los mismos
resultados.

En cualquier caso,se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 3.0) y, sin necesidad de guardar-
la, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones.

Se considera que k = 5. Regién fundamental: poligono rectangulo de 16 lados. Son iguales
1-3, 5-7, 9-11, 13-15.

Elegimos 9 pardmetros: v; = A2, Y5 = A6 , V3 = A0, V4 = A14, ( C; = cosh();)), d1, d2, I3,
4, (0i =d(Nic1, Aig3)) y 7' =M

Los fundamentos para el desarrollo de la hoja se encuentran en la seccién 4.3 de la Memoria.

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros

libres.

> p:=16:C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:

> c(mu[1]):=sqrt((c(gammal[1])+c(deltal1]))/(c(gamma[1])-1));
¢(vy) +¢(61)

c(y) -1
> c(mu[2]) :=sqrt((c(gamma[2])+c(delta[2]))/(c(gamma[2])-1));

c(py) =

c(72) +c(02)
() — 1
> c(mu[3]) :=sqrt((c(gammal[3])+c(deltal3]))/(c(gammal[3])-1));

c(v3) +c(d3)
c(vs) — 1
>  c(mul4]) :=sqrt((c(gamma[4])+c(deltal4]))/(c(gamma[4])-1));

c(pg) =

c(pg) =

C(/L4) — C(74) +C(54)

c(ve) —1
> c(gamma[1]):=3.;c(gammal2]):=2.;c(gamma[3]):=3.5;c(gamma[4]) :=4.;
c(71) =3.
c(72) =2
c(vs) =35
c(v4) =4
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> c(deltal1]):=5.;c(deltal[2]):=2.5;c(deltal[3]):=1.5;c(deltal4]):=4.5;

c(61) :=5.
c(d2) =25
c(d3) =15
c(d4) =45

Valor del parametro dependiente y calculo de la region.
> C[1]:=simplify(c(mul1]));C[56] :=simplify(c(mul2]));C[9] :=simplify(c(mu
> [3]));C[13] :=simplify(c(mul4]));

Cq:=2.
Cs :=2,1213203435596425732
Cy :=1,4142135623730950488
C13 = 1,6832508230603463256
> C[3]:=C[1]:C[7]:=C[5]:C[11]:=C[9]:C[156]:=C[13]:
> S:=table([seq(sqrt((C[i]l)~2-1),i=1..16)]1):S[0]:=S[p]:
> C[2]:=c(gamma[1]);C[6] :=c(gamma[2]) ;C[10] :=c(gamma[3]);C[14] :=c(gamma[4]);

Cy =
Cs:=2
Cip:=3,5

Ciy =

> evalf(seq(C[i],i=1..16),3);
2., 3., 2., Cs, 2,12, 2., 2,12, Cs, 1,41, 3,5, 1,41, Cho, 1,68, 4., 1,68, C1g
> C4in:=solve({cep(p) [2],cep(p) [3],cep(p) [4],cep(p) [5]1});
Clin := {7,1403629810052309209 < C4}
> C[4]:

Il
(¢}

Cy = 8.
> C8in:=solve({cep(p) [6],cep(p) [7],cep(p) [8],cep(p)[9]1});
C8in := {188,80972768059793746 < Cs}
> minC8:=188.8;
minC8 := 188,8
> eta(12,16)=eta(16,12):C8:=so0lve(%);
C8 := 373,98558309762506773, 6,1841014476558166460
> if C8[1]1>minC8 then C8[1] else C8[2] fi:C[8]:=%;
Cg := 373,98558309762506773
> C12in:=solve({cep(p) [10],cep(p) [11]1});
C12in := {24,800205693634201506 < C12}
> minC12:=24.8;
minC12 := 24,8
> eta(8,16)=eta(16,8):C12:=s0lve(%);
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C12 :=2,7150353883562630752, 27,487669748284396065
> if C12[1]>minC12 then C12[1] else C12[2] fi:C[12]:=%;
Clo := 27,487669748284396065
> C[16]:=eta(1,15);
Ci6 = 20,56707064422657225

Una solucién.
> evalf(seq(C[i],i=1..16),5);

2., 3., 2., 8., 21213, 2., 2,1213, 373,99, 1,4142, 3.5, 1,4142, 27,488, 1,6833, 4., 1,6833,
20,567

> ParLibresl=[’c(gammal1])’=c(gammal1]),’c(gamma[2]) ’=c(gamma[2]),’c(
> gammal[3])’=c(gamma[3]),’c(gamma[4]) ’=c(gamma[4])];

ParLibresl = [c(y,) = 3., ¢(72) = 2., ¢(73) = 3,5, c(74) = 4.]
ParLibres2=[’c(deltal[1])’=c(deltal[1]),’c(deltal[2])’=c(deltal[2]),’c(
deltal3])’=c(deltal3]),’c(deltal4]) ’=c(deltal4])];

ParLibres2 = [c(d1) = 5., c(d2) = 2,5, ¢(d3) = 1,5, ¢(d4) = 4,5]

> ParDep=[’c(gamma"~(’1’))’=C[4]];

vV Vv

ParDep = [C(’y,l,) =38
evalf([’c(mul[1])’=C[1],’c(mul[2])’=C[5],’c(mu([3])’=C[9],’c(mul[4])’=C[1
3],’c(gamma~(’2°))’=C[8], ’c(gamma”(’3’))’=C[12],’c(gamma” (’4’)) *=C[16]
1,8);

VvV VvV Vv

e(pey) = 2., c(py) = 2,1213, c(ug) = 1,4142, ¢(u,) = 1,6833, c(y'2) = 373,99,
o(y'3) = 27,488, c(v4) = 20,567]
Representacion de la region fundamental.
> with(plots):
> XO:=matrix([[0,-2],[1/2,0]1]):N(16) :=matrix([[0,2], [1/2, 01]1):
> N(1):=evalm(-sqrt ((C[16]-1)/2)*X0-sqrt ((C[16]+1)/2) * (X0&*N(16))) ;

3,2838293686050872709 6,2557286776564362518
—1,5639321694141090630 —3,2838293686050872709
> A1) :=evalm(XO*sqrt ((C[16]1+1) /2) +X0&*N(16) *sqrt ((C[16]-1)/2));

[ —3,1278643388282181259 —6,5676587372101745418 ]
1,6419146843025436355  3,1278643388282181259

> display({seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..16)});
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Generadores del grupo.

> with(linalg):

Siendo el primer vértice y el vector normal al primer lado:

> [A(D),N(1)]:evalf(%,5);

[l

Definiendo:

—3,1279
1,6419

—6,5677
3,1279

|

|

3,2838
~1,5639

6,2557
—3,2838

|

> T:=i->evalm(N(4*i-2)*sqrt ((C[4*i-2]-1)/2)+matrix([[1, O], [O,
> 111)*sqrt ((C[4*i-2]+1)/2));

1 1
T :=1i— evalm(N(4i — 2) 5 Cii—o — =+ [

Los generadores del grupo discreto son:

> seq(T(i),i=1..4):evalf(%,5);

6,8318  7.3755 |
—3,8439 —4,0034 |’
> seq(N(4%i-2),
[ 54176 7,3755 |
—3,8439 —54176 |’
> N(16); _

=1..4):evalf(%,5);

11,834
~16,120

6,9509
—9,3840

15,003  9,8301

—22,797 —15,003

N = O

SN

10 1 1

2 0 1 ] g Cairz t3)
[ 924357 14,630 | [ —3,6058
_ 45616 27,357 —3,7536
[ 923127 13,085 | [ —4.2351
—40,800 23,127 ~3,0648
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Comprobaciones.
> seq(evalm(-N(4*i-3))=evalm(&*(T(i) ,N(4*i-1),T(i)"(-1))),i=1..4) :evalf
> (%,5);

~3,2838 —6,2557 | [ —3,2838 —6,2557 ~13,257 —9,6021 | [ —13257 —9,6021
1,5639 32838 | | 1,5639 3,2838 |’ | 18200 13,257 | | 18,200 13,257 |’

23,101 —12,294 | | 23,101 —12,294 7,2559 —7,3049 | | 7,2559 —7,3049
43,327 —23,101 | | 43,327 —23,101 | | 7,0703 —7,2559 | | 7,0703 —7,2559
Las reflexiones en las tres primeras componentes del borde pueden escribirse:

> evalm(N(4))=evalm(&*(T(1)"(-1),N(16),T(1)));

5,5830671052365878330  4,8553880193786729086
—6,2138470048446682274 —5,5830671052365878430

5,583067105236587873  4,855388019378672946
—6,213847004844668258 —5,583067105236587873

>  evalm(N(8))=evalm(&*x(T(2)~(-1),T(1)~(-1),N(16),T(1),T(2)));

,034111186360582430049  —,5508640643878775530 |
—1,8132176185335029410 —,034111186360582433951 |

,03411118636058313  —,550864064387877178
—1,81321761853350432 —,03411118636058322

o también:

>  evalm(N(8))=evalm(&*(T(3),T(4),N(16),T(4)"(-1),T(3)"(-1)));

,034111186360582430049  —,5508640643878775530
—1,8132176185335029410 —,034111186360582433951

,03411118636060247  —,55086406438788824
—1,8132176185334637 —,03411118636060336
> evalm(N(12))=evalm(&*(T(4),N(16),T(4)"(-1)));

—4,1659042762798549145  3,1003732899653606498
—9,2750933224913401635  4,1659042762798549055

—5,275093322491339907 4,165904276279854651
Algunas relaciones:
> seq(evalm(&*(T(i)"(-1),N(4*%i-2),T(i),N(4*i-2)))=matrix([[1, 0], [O,
> 111),i=1..4):evalf(%,5);

l —4,165904276279854651 3,100373289965360432]

321



1,0000 —2910716 | L0000 —a11070 ]
141016 10000 | | 132107 10000 |

1,0000 —,10810~14 1,0000 —2510-16
14 = "l —16 = %l
,227 10 1,0000 , 1510 1,0000

1. 0
%1'_l0 1.1

> [seq(evalm(N(4*i-2)&*N(4*i-2))=matrix([[1, 0], [O,
111),i=1..4) ,evalm(N(16)&*N(16))=matrix([[1, 0], [O,
> 1111 :evalf(%,5);

Vv

1,0000 —,2010-16 1,0000 —,3910715
[ —1 = 7l ~15 = %1,
,1610716 1,0000 9110 1,0000
1,0000 —,9910°15 1,0000 —,181016
Cin—1d = ’ —16 = %1, %1 = %]
,31010 1,0000 , 1110 1,0000

1. 0
%1'_[0 1.]

> evalm(&*(T(1),T(2),T(3),T(4),N(16),T(4)"(-1),T(3)"(-1),T(2)"(-1),T(1)
> ~(-1),N(16)))=matrix([[1, 0], [0, 111);

10

0 1

,99999999996457039550 —,70859290 10~ 10
,16942931000000000000 1071 1,000000000033885860
> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";
“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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4.5. Una Region Fundamental con cinco componentes
en el borde sujeta a una condicion.

Corte por las componentes 2¢ y 3¢

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute+Worksheet. En este caso, pueden
existir variaciones respecto al original, que se corrigen ficilmente, obtieniéndose los mismos
resultados.

En cualquier caso,se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 3.0) y, sin necesidad de
guardarla, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones.

Se considera que k=5. Regién fundamental: poligono rectangulo de 16 lados. Son iguales
1-3, 5-7, 9-11, 13-15.

Elegimos 9 pardmetros para su construccién (ver seccién 4.3 de la Memoria). Sean éstos:

Y1 =A2, Y2 = A6, V3 = A10s V4 = A4, ( Cs = cosh(N;)),
81, 02, 83, 8, (6; =d(Niz1, Mig3)) y 7P =M

Cortando por los lados 72 y 42, para que uno de los dos quede dividido por la mitad (2,
por ejemplo) tiene que cumplirse:

> S[8]*S[9]*sqrt((C[6]+1)/(C[6]-1)) = C[7]1*C[8]*S[9]-S[7]1*C[9];

Cs+1

Ss 39 Cs— 1

=C7C S5y — S7Cy

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros

libres.

> p:=16:C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:

> c(mul1]) :=sqrt((c(gammal1])+c(deltal1]))/(c(gammal[1])-1));
(1) +¢(01)

c(y) -1
>  c(mu[2]):=sqrt((c(gamma[2])+c(delta[2]))/(c(gamma[2])-1));

c(py) =

c(v2) +¢(d2)
c(y2) —1
> c(delta[3]) :=c(gamma[3])*s(mul[3]) "2-c(mu[3])"2;
c(d3) = c(v3) s(g)? — c(p3)?
>  c(mul4]) :=sqrt((c(gamma[4])+c(deltal4]))/(c(gammal[4])-1));

c(pg) ==
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c(vy) +c(d4)
c(vg) — 1
eqcond:=eta(7,10)*sqrt ((C[6]1+1)/(C[6]-1))=delta(10,7);

c(py) =

eqcond := Sg Sg =(C7Cg Sy — S7Cy

Ce—1
c(gamma[1]) :=3.;c(gamma[2]) :=2.6;c(gamma[3] ):=3.5;c(gamma[4]) :=4.;
c(yq1) :=3.
c(yq) = 2.
c(vys) =35
c(yy) :=4.
c(deltal1]):=5.;c(deltal2]):=2.5;c(deltal[4]):=4.5;
c(61) :==5.
c(d2) :==25
c(d4) =45

Valor de los parametros dependientes y calculo de la region.
> C[1):=simplify(c(mu[1]));C[5]:=simplify(c(mu[2]));C[13]:=simplify(c(mul4]));

Ch:=2.
Cs :=2,1213203435596425732
C13 = 1,6832508230603463256
C[3]:=C[1]:C[7]:=C[5]:C[11]:=C[9]:C[15]:=C[13]:
S:=table([seq(sqrt((C[i])"2-1),i=1..16)1):S[0]:=S[p]:
Cl[2]:=c(gamma[1]);C[6] :=c(gamma[2]);C[10] :=c(gamma[3]) ;C[14] :=c(gamma[4]) ;

Cy = 3.
Cs := 2.
Cip:=3,5
Chq = 4.

evalf (seq(C[i],i=1..16),3);
2., 3., 2., Cy, 2,12, 2., 2,12, Cy, Co, 3,5, Cy, C12, 1,68, 4., 1,68, Ci¢

eqcond;

1,7320508075688772935 1/Cs> — 1 /Cy> — 1 =

2,1213203435596425732 Cg /Co? — 1 — 1,8708286933869706928 Cy
with(plots):

cde:=implicitplot(eta(6,10)-1,C[8]=1..8,C[9]=1..5,numpoints=100,color=blue):
peqcd:=implicitplot(rhs(eqcond)-1lhs(eqcond),C[8]=1..8,C[9]=1..5,numpoints=100):
display ({cde,peqcd});
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C[9]:=5.;
Cg = 5.
C8:=solve(eqcond);
C8 :=1,0088266968212385181, 4,3917905518519783412
if eval(eta(6,10)>1,C[8]=C8[1]) then C8[1] else C8[2] fi:C[8]:=%;
Cg := 4,3917905518519783412
evalf(seq(C[i],i=1..16),3);
2., 3., 2., Oy, 2,12, 2., 2,12, 4,39, 5., 3,5, 5., Cho, 1,68, 4., 1,68, C1g
C4inl:=solve(
{cep(p) [2] ,cep(p) [3],cep(p) [4],cep(p) [5],cep(p) [6],cep(p) [7],cep(p)[8
1,cep(p)[91});

Clinl = {18,823305641989850222 < Cy}
minC4:=18.82;
minC4 = 18,82
eta(12,16)=eta(16,12) :C4:=so0lve(%);
C4 = 20,665214710011737034, 10,605362363956961413
if C4[1]1>minC4 then C4[1] else C4[2] fi:C[4]:=%;
Cy = 20,665214710011737034
C12in=solve ({cep(p) [10],cep(p) [111});
C12in = {2,6432538080919825778 < C12}
minC12:=2.64;
minC12 := 2,64
eta(4,16)=eta(16,4):C12:=solve(%);
C12 :=1,5276999749924905370, 2,9096469188939401699
if C12[1]>minC12 then C12[1] else C12[2] fi:C[12]:=%;
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Una

>
>

Ci2 1= 2,9096469188939401699
C[16] :=eta(1,15);
Che = 14,31256427183996065

solucién.
evalf (seq(C[i],i=1..16),5);

2., 3., 2., 20,665, 2,1213, 2., 2,1213, 4,3918, 5., 3,5, 5., 2,9096, 1,6833, 4., 1,6833,
14,313

s(gamma[4]) :=S[14]:
ParLibresl=[’c(gamma[1])’=c(gammal1]),’c(gamma[2])’=c(gamma[2]),’c(gam
ma[3]) ’=c(gamma[3]),’c(gamma[4]) ’=c(gamma[4])];

ParLibres! = [c(y1) = 3., c(v5) = 2., ¢(v3) = 3,5, c(v,) = 4.]
ParLibres2=[’c(deltal1l])’=c(deltal1]),’c(deltal2])’=c(deltal2]),’c(del
tal4]) ’=c(deltal4])];

ParLibres2 = [c(d1) = 5., ¢(d2) = 2,5, ¢(d4) = 4,5]
c(mu[3]):=C[9] ;s(mu[3]):=S[9]:
c(pg) == 5.
ParDep=[’c(delta[3]) ’=simplify(c(deltal3])),’c(gamma~’1’)’=C[4]];
ParDep = [c(55) = 59., c(y'}') = 20,665214710011737034]

evalf ([’c(mul[1])’=C[1],’c(mu[2])’=C[5],’c(mul3])’=C[9],’c(mul[4])’=C[13],
>c(gamma~ (’2°))’=C[8], ’c(gamma~(’3’))’=C[12],’c(gamma"~(’4’))’=C[16]],5);

(1) = 2., epp) = 2,1213, c(jzg) = 5., c(p) = 1,6833, c(y ) = 4,3918, c(y ) = 2,9096,
c(y¥) = 14,313]
Representacion de la regiéon fundamental con el corte.

>

>

>

pm:=4:
X0:=matrix([[0,-pm], [1/pm,0]]) :N(16) :=matrix([[0,pm], [1/pm, 0]]1):
N(1) :=evalm(-sqrt ((C[16]1-1)/2) *X0-sqrt ((C[16]1+1) /2) * (X0&*N(16))) ;

N(1) = 2,7669987596527722920  10,319908632091646828
T | —,64499428950572792673  —2,7669987596527722920

A(1) :=evalm(X0*sqrt ((C[16]+1)/2) +X0&*N(16) *sqrt ((C[16]1-1)/2));

A(1) = l2,5799771580229117069 —11,067995038611089168 ]
,69174968991319307300 2,5799771580229117069
with(linalg):
evalm(N(10)&*N(6)-N(6)&*N(10)) :N610:=evalf (evalm(1/sqrt(-det (%)) *%));
1,9844617385064541764 1,0788996331763354457
—2,7232267963111422281 —1,9844617385064541764 ]

P6:=evalm(N(6)&*N610) ;det (%) ;

N610 = l
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PG — —40,402818536370872934 —44,265240740853185807
T | 36,900008185777941826  40,402818536370872931

,9999999999999955
> P10:=evalf (evalm(N610&*N(10))) ;det (%) ;

—1,7593979310778351687 —1,1364203700014576113]

3,6038434262452670740  1,7593979310778351688
1,0000000000000002912

> d610:=-1/2*xtrace(P6&*P10) ;

d610 := 29,644823562709134034

P10 = l

Comprobacién:
> -1/2%trace(P6&*A(6))=-1/2*trace(P6&*A(7));

1,2247448713915867000 = 1,2247448713915890000
> G610:=eval (P,M=evalm(P6*cosh(t*arccosh(d610))+P6&*N610*sinh (t*arccosh
> (d610)))):

> g610:=[evalf(G610[1]),evalf(G610[2]),t=0..1]:
> display(
> {seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..16),plot(g610)});

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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4.6. Una Region Fundamental con cinco componentes
en el borde sujeta a una condicion.
Corte por las componentes 2¢ y 4¢

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute+Worksheet. En este caso, pueden
existir variaciones respecto al original, que se corrigen facilmente, obtieniéndose los mismos
resultados.

En cualquier caso,se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 3.0) y, sin necesidad de
guardarla, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones.
Se considera que k = 5. Regién fundamental: poligono rectangulo de 16 lados. Son iguales
1-3, 5-7, 9-11, 13-15.

Elegimos 9 pardmetros para su construccién (ver seccion 4.3 de la Memoria). Sean éstos

Y1 = A2, Y2 = A6, V3 = A10, V4 = A1, (( Ci = cosh(N\;)),
81, 02, 83, 84, (6; =d(Niz1, Mig3)) y 7 =M

Cortando por los lados 72 y 7%, para que uno de los dos quede dividido por la mitad (2,
por ejemplo) tiene que cumplirse:

> p:=16:C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:

> eta(14,5)*sqrt((C[6]+1)/(C[6]-1))=Delta(14,5);

[Ce + 1
((%3 Cs+ %2S3) Sy + (* %1 So + S15 S16 02)04) CG + T =
5 —

(%3 Cy + %2 S3) Ca + (— %1 S + Stz S16 Ca) Sa) Cs + (— %3 S5 — %2 Cs) S
%1 := S15 C16 C1 — Ci5 S1

%2 := =515 C16.51 + C15 C4

%3 := %1Cs — Si5 51692

Primeras relaciones. Asignacién de valores a los parametros

libres.
> c(mul1]) :=sqrt((c(gammal1])+c(deltal1]))/(c(gammal[1])-1));
c(v1) +c(01)

c(m)—1
> c(mu[2]) :=sqrt((c(gammal[2])+c(delta[2]))/(c(gamma[2])-1));

c(py) =

c(v2) +¢(02)
c(y2) =1
> c(delta[3]) :=c(gamma[3])*s(mul[3]) "2-c(mu[3])"2;
c(d3) = c(v3) s(us)? — c(p3)?
>  c(mul4]) :=sqrt((c(gamma[4])+c(deltal4]))/(c(gammal[4])-1));

c(pg) ==
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c(vy) +c(d4)
c(vg) — 1
> eqcond:=eta(14,5)*sqrt ((C[6]+1)/(C[6]-1))=Delta(14,5);

c(py) =

Ce+1
eqcond := ((%3 C3 + %2 S3) Sy + (— %152 + S15 S16 C2) Cy) \/ CG * 1=
5 —
(( %3 C3 + %2 Sg) Cy+ (— %1 S5 + Si5 S16 Cg) 54) Cs + (— %3 S35 — %2 Cg) S
%1 := S15 C16 C1 — C15 51
%2 = —515 016 Sl + 015 Cl

%3 := %1 Cy — Si5 S16 S2
> c(gamma[1]):=3.;c(gamma[2]):=2.;c(gamma[3]):=3.5;c(gamma[4]) :=4.;

c(71) = 3.
c(72) =2
c(vs) =35
c(vy) =4
> c(deltal1]):=5.;c(deltal[2]):=2.5;c(deltal4]):=4.5;
c(61) :=5.
c(d2) =25
c(d4) =45

Valor de los parametros dependientes y calculo de la region.
> C[1):=simplify(c(mul1]));C[5] :=simplify(c(mu[2]));C[13]:=simplify(c(mul4]));
Cp = 2.
Cs := 2,1213203435596425732
C13 := 1,6832508230603463256
> C[3]:=C[1]:C[7]:=C[5]:C[11]:=C[9]:C[15]:=C[13]:
> S:=table([seq(sqrt((C[i])"2-1),i=1..16)]):S[0]:=S[p]:
> C[2]:=c(gamma[1]);C[6] :=c(gamma[2]);C[10]:=c(gamma[3]);C[14]:=c(gamma[4]);

Cy = 3.
Cs:=2
Cip:=3,5
Ciy:=4

> evalf(seq(C[i],i=1..16),3);
2., 3., 2., Cy, 2,12, 2., 2,12, Cy, Co, 3,5, Cy, C12, 1,68, 4., 1,68, C¢

> eqcond;
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1,7320508075689(12,18605760695 C6 — 11,661903789691 —-7ﬁ594168620507€%1)\/€h2——1
+ 1,7320508075689(—7,659416862051 Cy6 + 8,2462112512353 + 4,062019202318 %1) Cy =
2,1213203435596(12,186057606954 C16 — 11,661903789691 — 7,6594168620507 %1) C,4
+2,1213203435596(—7,6594168620507 C16 + 8,2462112512353 + 4,062019202318 %1)

VO — 1 —17,549928774784 Ch6 + 15,745369689743 + 12,409673645991 %1
%1 =V 0162 —1
> C4in=solve({cep(p) [2],cep(p) [3],cep(p) [4],cep(p) [51});
Clin = {7,1403629810052309209 < Cy4}
> minC4:=7.14;
minCy = 7,14

> with(plots):
> cde:=implicitplot(eta(14,6)-1,C[4]=minC4..20,C[16]=1..10,numpoints=100,
> color=blue):
> peqcd:=implicitplot(rhs(eqcond)-1hs(eqcond),C[4]=minC4..20,C[16]=1..10,
> numpoints=100):
> display({cde,peqcd});
10
81
61
4-
-
2y
8 10 12 14 16 18 20

> C4:=solve(eval(eqcond,C[16]=8));
C4 :=13,929412812118523093, 2,0507696937845966725
> (C[16]:=8.;
Ci6 := 8.
> if C4[1]>minC4 then C4[1] else C4[2] fi:C[4]:=%;
Cy :=13,929412812118523093
> seq(C[i],i=1..16);

2., 3., 2., 13,92904128121185231, 2,12132034355964257, 2., 2,12132034355964257,

Cs, Cy, 3,5, Cy, C12, 1,68325082306034633, 4., 1,68325082306034633, 8.
> eta(8,12)=eta(12,8):C9:=solve(%);

C9 = —1,6801957161885294809, 1,6801957161885294809
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if C9[1]>1 then C9[1] else C9[2] fi:C[9]:=%;

Cy := 1,6801957161885294809
eta(7,12)=eta(12,7) :C8:=solve(%);

C8 = —2,2273521692104515248, 18,835790612913856803
C8in=solve ({cep(p) [6],cep(p) [7],cep(p) [8],cep(p) [9]1});
C8in = {15,316647263694025922 < Cs}
minC8:=15.3;
minC8 := 15,3

if C8[1]>minC8 then C8[1] else C8[2] fi:C[8]:=Y%;

Cg := 18,835790612913856803
C[12] :=eta(13,11);

Cho :=12,74960694024122318

Una solucion.

>

YAV,

evalf(seq(C[i],i=1..16),5);

2., 3., 2.,13,929, 2,1213, 2., 2,1213, 18,836, 1,6802, 3,5, 1,6802, 12,750, 1,6833, 4.,
1,6833, 8.

ParLibresl=[’c(gamma[1])’=c(gammal1]),’c(gamma[2]) ’=c(gamma[2]),’c(gam
ma[3])’=c(gamma[3]),’c(gamma[4]) *=c(gammal[4])];

ParLibresl = [c(y,) = 3., c(v4) = 2., ¢(v3) = 3,5, c(v,) = 4]
ParLibres2=[’c(deltal[1])’=c(deltal[1]),’c(deltal[2])’=c(deltal[2]),’c(del
tal[4])’=c(deltal4])];

ParLibres2 = [c(d1) = 5., c(02) = 2,5, ¢(ds) = 4,5]
c(mu[3]):=C[9];s(mul3]):=S[9]:
c(ug) := 1,6801957161885294809
ParDepl=[’c(deltal3])’=simplify(c(deltal[3])),’c(gamma”’1’)’=C[4]];

ParDepl = [c(53) = 3,5576441117457137708, ¢(v ! ) = 13,929412812118523093]
evalf ([’c(mu[1])’=C[1],’c(mu[2])’=C[5],’c(mu[3])’=C[9],’c(mul4])’=C[13],
’c(gamma~ (°2°))’=C[8],’c(gamma~(’3’))’=C[12],’c(gamma~(’4’))’=C[16]],5);
le(py) = 2., c(py) = 2,1213, c(us) = 1,6802, (i) = 1,6833, c(y %) = 18,836,
o(y3) = 12,750, c(v 4) = 8]

Representacion de la region fundamental con el corte.

>

>

>

pm:=4:
X0:=matrix([[0,-pm], [1/pm,0]1]) :N(16) :=matrix([[0,pm], [1/pm, 01]1):
N(1) :=evalm(-sqrt ((C[16]-1) /2) *X0-sqrt ((C[16]+1) /2) * (X0&*N(16))) ;

2,1213203435596425732  7,4833147735478827712 ]
—,46770717334674267320 —2,1213203435596425732
A(1) :=evalm(X0*sqrt ((C[16]+1)/2) +X0&*N(16) *sqrt ((C[16]-1)/2));

[ —1,8708286933869706928 —4&4852813742385702928_
,53033008588991064330  1,8708286933869706928
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> with(linalg):
>  evalm(N(14)&*N(6)-N(6)&*N(14)) ;N614:=evalf (evalm(1l/sqrt(-det (%)) *%));

—96,690972484663242996 —131,97814658742689347
—134,59835330849697273  96,690972484663242996

N61j = —,58721299325084035004 —,80151518295664851614
o —,81742793460323662943  ,58721299325084035004
> P6:=evalm(N(6)&*N614) ;det (%) ;
PG —10,919273021261943475 —5,5506960983785755146
o 21,660440633379243976 10,919273021261943474
,99999999999999948
> Pil4d:=evalf(evalm(N614&*xN(14))) ;det (%) ;
2,4003095146479085148 —4,8231859880512210699
1,4018712491825792710 —2,4003095146479085145
,9999999999999999985
> d614:=-1/2*trace(P6&*P14) ;

d614 = 82,336482441571721250
G614 :=eval (P,M=evalm(P6*cosh(t*arccosh(d614))+P6&*N614*sinh (t*arccosh
(d614)))) :g614:=[evalf (G614 [1]) ,evalf (G614[2]),t=0..1]:
display(
{seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..16),plot(g614)});

P1) = l

vV V. V V

Comprobacién:
> -1/2xtrace(P6&*A(6))=-1/2*trace(P6&*A(7));
1,2247448713915889800 = 1,2247448713915879250
> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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4.7. Una Region con cinco componentes en el borde

sujeta a una condicion: v = % 4 3

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute+Worksheet. En este caso, pueden
existir variaciones respecto al original, que se corrigen facilmente, obtieniéndose los mismos
resultados.

En cualquier caso, se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 3.0) y, sin necesidad de guardar-
la, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones.
Se considera que k=5. Regién fundamental: poligono rectangulo de 16 lados. Son iguales

1-3, 5-7, 9-11, 13-15.

Elegimos 9 pardmetros para su construccién (ver Seccién 4.3 de la Memoria). Sean éstos

Y1 = )\27 Yo = )\6 , V3 = )\10, V4 = )\147 ( C?, = COSh()\i))7
515 525 53; 54; ( 51 = d()\ifl, )\i+3)) vy L )\4

)

Para que 7' =2 +~3 se requiere que:
> C[12]=C[4]*C[8]-S[4]*S[8];
Ci2 = Cy Cg — 54 5%

Primeras relaciones. Asignacion de valores a los parametros

libres.

> p:=16:C[0]:=C[p]:S[0]:=S[p]:

> c(mu[1]):=sqrt((c(gamma[1])+c(deltal1]))/(c(gamma[1])-1));
c(vy) +¢(61)

c(y) -1
> c(mu[2]) :=sqrt((c(gamma[2])+c(delta[2]))/(c(gamma[2])-1));

c(py) =

c(v2) +c(d2)
() — 1
> c(deltal3]):=c(gamma[3])*s(mul[3]) " 2-c(mu[3])"2;
c(d3) = c(v3) s(us)? — c(u3)”
>  c(mu[4]) :=sqrt((c(gamma[4])+c(delta[4]))/(c(gamma[4])-1));

c(pg) =

c(v4) +c(da)
c(vg) — 1
> eqcond:=C[12]=C[4]*C[8]-S[4]1*S[8];
eqcond := C15 = C4 Cg — Sy Ss

c(py) =

333



> c(gamma[1]):=3.;c(gammal2]):=2.;c(gamma[3]):=3.5;c(gamma[4]) :=4.;

c(71) = 3.
c(72) =2
c(vs) =35
c(vy) =4
> c(deltal1]):=5.;c(deltal[2]):=2.5;c(deltal4]):=4.5;
c(61) :=5.
c(d2) :==25
c(d4) =45

Valor de los parametros dependientes y calculo de la region.
> C[1):=simplify(c(mul1]));C[5] :=simplify(c(mu[2]));C[13]:=simplify(c(mul4]));
Cp = 2.
Cs := 2,1213203435596425732
C13 = 1,6832508230603463256
> C[3]:=C[1]:C[7]:=C[5]:C[11]:=C[9]:C[15]:=C[13]:
> S:=table([seq(sqrt((C[i]l)~2-1),i=1..16)]1):S[0]:=S[p]:
> C[2]:=c(gamma[1]);C[6]:=c(gamma[2]);C[10] :=c(gamma[3]);C[14] :=c(gamma[4]);

Cy = 3.
Cs := 2.
Cip:=3,5
Ciy := 4.

> evalf(seq(C[i],i=1..16),3);
2. 3., 2., Cy, 2,12, 2., 2,12, Cs, Co, 3,5, Cy, Ca, 1,68, 4., 1,68, Cig
> Cdin=solve({cep(p) [2],cep(p) [3],cep(p) [4],cep(p) [B1});
C4in = {7,1403629810052309209 < C4}
> C[4]:=70.;
Cy = T70.
> solve({cep(p)[6],C[8]<C[4],C[8]>1});
{Cs < 70., 2,6558583080682910875 < Cs}
> minC8:=2.65;maxC8:=C[4];
minC8 := 2,65
mazC8 = T0.
> S[12]:=S[4]*C[8]-C[4]1*S[8];C[12]:=C[4]1*C[8]-S[4]1*S[8];
S12 := 69,992856778388464346 Cs — 70. Cs2—1
C1z := 70. Cs — 69,992856 778388464346 /Cs2 — 1
> evalf(seq(C[i],i=1..16),3);
2.,3.,2.,70., 2,12, 2., 2,12, Cs, Cy, 3,5, Cy, 70.Cs — 70,0 /Cs? — 1., 1,68, 4., 1,68, Ci¢
> eq89a:=eta(9,16)-eta(16,9);
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eq89a := 22,933327277130983290 Cq (70. Cs — 69,992856778388464346 /Cs? — 1)
— 168,35705295369572613 Cs + 150,62934960176102963 1/Cg? — 1
— 15,093458848123580452 1/Co” — 1

——17,589059099337860829(79(69,992856778388464346(78——70.\/Cg2 -1)
> eq89b:=eta(l1,16)-eta(16,11);

eq89b = —664,96628115717339792 Cg + 727,98412253916585889 /C? — 1—
3,3541019662496845446

(239,87322475456369206 Cs — 221,84346995589356612 \/Cs* — 1) Cy

+ 306,04482745330337206 1/Co? — 1
with(plots):
peq89a:=implicitplot(eq89a,C[8]=minC8..12,C[9]=1..4,color=red,labels=
[c8,c9]):
peq89b:=implicitplot(eq89b,C[8]=minC8..12,C[9]=1..4,color=green,labels=
[c8,c9]):
pcep7:=implicitplot(rhs(cep(p) [7]1)-1,C[8]=minC8..12,C[9]=1..4,color=blue,
labels=[c8,c9]):

vV V.V V V V V

Vv

display ({peq89a,peq89b,pcep7}) ;

4

4 6 g8 10 12

> C9:=solve(eq89b,C[9]) :p8_1:=eval(eq89a,C[9]=CI[1]) :p8_2:=eval(
> eq89a,C[9]=C9o[2]):

> plot(p8_1,C[8]=minC8..6,y=-1..1);
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-1

\Y

eval (p8_1,C[8]=4.3864546)=0;
,331760160235107° = 0
> (C81:=4.3864546;C91:=eval(C9[1],C[8]=C81);
C81 := 4,3864546
(91 := 3,1566442464289992062
eval(seq(cep(p) [i],i=6..11), [C[8]=C81,C[9]=C91]);

%

1 < 51,37939909326062438, 1 < 25,48459685852381642, 1 < 12,5089364701326221,
1 < 4,500000514499679550, 1 < 5,24404564756852967, 1 < 1,68325187635784208
plot(p8_2,C[8]=minC8..6);

Vv

3001
200
1

100 |

> eval(p8_2,C[8]=3.4616506)=0;
—,523035821082107° =0
> (82:=3.4616506;C92:=eval (C9[2],C[8]=C82) ;
82 := 3,4616506
C92 :=1,9317448394874324853
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>

eval (seq(cep(p) [i],i=6..11), [C[8]=C82,C[9]=C92]);

1 < 27,01080722809789021, 1 < —18,99509768098923045, 1 < 16,1677356912373582,
1 < 77,887362466335866200, 1 < 652,36470330383288884,1 < 758,47426837111142445

>

>

C[8]:=C81;C[9]:=C91;
Cg = 4,3864546
Cy = 3,1566442464289992062
C[16] :=eta(1,15);
Ch6 = 6,244807151333361866

Comprobacién:

>

alpha(1,9)=alpha(9,1);
176,9085371382431802 = 176,9086198092632635

Una solucién.

>

>
>

>
>

evalf (seq(C[i],i=1..16),5);

2., 3.,2.,70.,2,1213, 2., 2,1213, 4,3865, 3,1566, 3,5, 3,1566, 8,13, 1,6833, 4., 1,6833,

6,2448
ParLibresl=[’c(gamma[1])’=c(gammal[1]),’c(gammal[2])’=c(gammal2]),’c(gamma
[3]) ’=c(gamma[3]),’c(gamma[4]) ’=c(gamma[4])];

ParLibres1 = [c(y,) = 3., ¢(v4) = 2., c(73) = 3,5, ¢(74) = 4]
ParLibres2=[’c(deltal[1])’=c(deltal[1]),’c(deltal[2])’=c(deltal[2]),’c(delta
[4])’=c(deltal4])];

ParLibres2 = [c(d1) = 5., ¢(d2) = 2,5, ¢(d4) = 4,5]
c(mu[3]):=C[9];s(mul3]):=S[9]:
c(pg) := 3,1566442464289992062
ParDep=evalf ([’c(delta[3]) ’=simplify(c(deltal[3])),’c(gamma~’1’)’=C[4]],6);
ParDep = [c(53) = 21,4110, ¢(y 1) = 70.]

evalf ([’c(mul1])’=C[1],’c(mul[2])’=C[5],’c(mu[3])’=C[9],’c(mul4])’=C[13],
’c(gamma~ (°2))’=C[8],’c(gamma~(’3’))’=C[12],’c(gamma”(’4’))’=C[16]],5);

[e(pn) = 2., ¢pp) = 2,1213, c(jug) = 3,1566, c(p,) = 1,6833, c(y 2 ) = 4,3865, c(y ) = 8,13,

(v

) = 6,2448)

Representacién de la regiéon fundamental.

>

>

>

>

with(plots):

pm:=4:

X0:=matrix([[0,-pm], [1/pm,01]) :N(16) :=matrix([[0,pm], [1/pm, 011):
N(1) :=evalm(-sqrt ((C[16]-1) /2) *X0-sqrt ((C[16]+1) /2) * (X0&*N(16))) ;

N(1) = 1,9032612998920250554  6,4775348096839197864
T | —,40484592560524498665 —1,9032612998920250554

A(1) :=evalm(X0*sqrt ((C[16]+1)/2) +X0&*N(16) *sqrt ((C[16]-1)/2));
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—1,6193837024209799466 —7,6130451995681002216
,47581532497300626385  1,6193837024209799466

> display({seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..16)});

A1) =

Comprobacién:
> arcsinh(S[4])=arcsinh(S[8])+arcsinh(S[12]);
4,9415913982960751992 = 4,9415913982960752000
> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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4.8. Una Regién Fundamental con cinco componentes
en el borde. Corte y pegado

El documento se presenta desarrollado. Puede también ejecutarse cada una de las fases del
proceso o el documento completo, con Edit+Execute+Worksheet. En este caso, pueden
existir variaciones respecto al original, que se corrigen facilmente, obtieniéndose los mismos
resultados.

En cualquier caso,se requiere activar el hipervinculo siguiente:

ejecutar la pagina vinculada (hoja 3.0) y, sin necesidad de
guardarla, volver a este documento.

> Digits:=20:

Observaciones.
Se considera que k=5. Regién fundamental: poligono rectangulo de 16 lados. Son iguales
1-3, 5-7, 9-11, 13-15.

Elegimos 9 pardmetros (ver seccién 4.3 de la Memoria):

Y1 = )\27 Yo = )\6 , V3 = )\10, V4 = )\147 ( C?, — COSh()\i))7
515 525 53; 54; ( 51 = d()\ifl, )\i+3)) vy L )\4

Primeras relaciones. Asignacion de valores a los parametros

libres.
> p:=16:S:=table([seq(sqrt((C[i])"2-1),i=1..16)]1):S[0]:=S[p]l:
> c(mu[1]) :=sqrt((c(gammal[1])+c(deltal1]))/(c(gamma[1])-1));
c(v1) +c(é1)

c(m)—1
> c(mu[2]) :=sqrt((c(gammal[2])+c(delta[2]))/(c(gamma[2])-1));

c(72) +c(02)
() — 1
> c(mu[3]) :=sqrt((c(gammal[3])+c(deltal3]))/(c(gammal[3])-1));

c(py) =

c(ug) =

c(vs) +¢(ds)
c(ys) —1
>  c(mu[4]) :=sqrt((c(gamma[4])+c(delta[4]))/(c(gamma[4])-1));

c(7a) +¢(d4)

c(ps) =

c(y) == c(yq) — 1
> c(gamma[1]):=3.;c(gammal2]):=2.6;c(gamma[3]) :=2.9;c(gamma[4]) :=2.8;
c(yy) :=3.
c(yy) :=2,6
c(vs) =29
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C(’)/4) = 278
> c(deltal[1]):=13.;c(deltal[2]):=13.5;c(deltal[3]):=14.;c(deltal4]):=12.;

c(61) == 13.
c(82) == 13,5
c(d3) == 14.
c(dq) :=12.

Valor del parametro dependiente y calculo de la region.
> C[1):=simplify(c(mul1]));C[5]:=simplify(c(mu[2]));C[9] :=simplify(c(mul[3]));
> C[13] :=simplify(c(mul[4]));

Cy := 2,8284271247461900976
Cs := 3,1721443851123800950
Cy := 2,9824045403173029568
Ch3 1= 2,8674417556808755906
> C[3]:=C[1]:C[7]:=C[5]:C[11]:=C[9]:C[15]:=C[13]:
> C[2]:=c(gamma[1]);C[6]:=c(gamma[2]);C[10] :=c(gamma[3]);C[14] :=c(gamma[4]);

Cy := 3.
Cs == 2,6
Cip:=2,9
Ciy =28

> evalf(seq(C[i],i=1..16),3);
2.83, 3., 2,83, Cy, 3,17, 2.6, 3,17, Cs, 2,98, 2.9, 2.98, Cya, 2,87, 2.8, 2.87, Che
> C4in:=solve({cep(p) [2],cep(p) [3],cep(p) [4],cep(p) [B]1});
Clin := {1,8324991025426266708 < Cy4 }
> C[4]:=2.85;
Cy:=285
> C8in:=solve({cep(p) [6],cep(p) [7],cep(p) [8],cep(p)[9]1});
C8in := {2,1105827213455174421 < Cs}
> minC8:=2.11;
minC8 = 2,11
> eta(12,16)=eta(16,12):C8:=so0lve(%);
C8 :=1,6041182465891340169, 2,3718908111324250934
> if C8[1]1>minC8 then C8[1] else C8[2] £fi:C[8]:=%;
Cg := 2,3718908111324250934
> C12in:=solve({cep(p) [10],cep(p) [11]1});
C12in := {2,6500817721061161885 < C12}
> minC12:=2.65;
minC12 := 2,65
> eta(8,16)=eta(16,8):C12:=s0lve(%);
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>

C12 :=1,0906885155084259439, 2,9387239552638409699
if C12[1]1>minC12 then C12[1] else C12[2] fi:C[12]:=%;
Ci2 1= 2,9387239552638409699

> C[16] :=eta(1,15);

Ci6 1= 2,640865019327023616

Una solucion.

>

evalf(seq(C[i],i=1..16),5);

2,8284, 3., 2,8284, 2,85, 3,1721, 2,6, 3,1721, 2,3719, 2,9824, 2.9, 2,9824, 2,9387, 2,8674,
2,8, 2,8674, 2,6409

>
>

ParLibresl=[’c(gamma[1])’=c(gammal1]),’c(gamma[2])’=c(gamma[2]),’c(
gamma [3]) ’=c(gamma [3]) , ’c(gamma[4]) ’=c(gamma[4])] ;

ParLibres1 = [c(v,) = 3., c(v3) = 2,6, c(v3) = 2,9, c(v,) = 2,8]
ParLibres2=[’c(deltal1])’=c(deltal[1]),’c(deltal[2])’=c(deltal2]),’c(
deltal3])’=c(deltal3]),’c(deltal4]) ’=c(deltal4])];

ParLibres2 = [c(d1) = 13., c(d2) = 13,5, ¢(d3) = 14., c(d4) = 12]]
ParDep=[’c(gamma~(’1’))’=C[4]];

ParDep = [C('y,l’) = 2,85]
evalf ([’c(mu[1])’=C[1],’c(mu[2])’=C[5],’c(mu[3])’=C[9],’c(mul4])’=C[13],
’c(gamma~ (°2))’=C[8],’c(gamma~(’37))’=C[12],’c(gamma"(’4’))’=C[16]1],5);

[e(p) = 2,8284, ¢(py) = 3,1721, c(p1y) = 2,9824, c(py) = 2,.8674, ¢(y %) = 2,3719,
c(y?) =2,9387, c(v'*) = 2,6409]

Representacion de la region fundamental.

>

>

>

>

with(plots):

pm:=8:

X0:=matrix ([[0,-pm], [1/pm,0]]) :N(16) :=matrix([[0,pm], [1/pm, 01]):
N(1) :=evalm(-sqrt ((C[16]-1) /2) *X0-sqrt ((C[16]+1) /2) * (X0&*N(16))) :
A(1) :=evalm(XO0*sqrt ((C[16]+1)/2) +X0&*N(16) *sqrt ((C[16]-1)/2)):
display({seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..16)});
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>
>

poll:=seq(plot(gp(i) ,axes=none,scaling=constrained,style=POINT,symbol=
POINT,numpoints=30),i=6..11):

Corte y pegado.

Cortamos por py 3, perpendicular a v = Xg , 73 = A10, Y pegamos pz con pug’.

>

>

with(linalg):
evalm(N(10)&*N(6)-N(6)&*N(10)):Q[2,3] :=evalm(1/sqrt(-det (%)) *%);
Qs = ,13228710460350274417  —,33604964051152086309
»3 —2,9236755631105597247 —,13228710460350274417
B6:=evalm(N(6)&*Q[2,3]) ;B10:=evalm(Q[2,3]&*N(10));

BG — —2,6524036044841414233 —1,0885069203258975611
o 7,3818959999581110524  2,6524036044841414232

6,7203628494196550513 —1,7656023742381888855
cosh(arccosh(C[8])+arccosh(C[12])):C[12] :=%;

C12 :=12,913695746221999741
C[11]:=C[7];c[8]:=C[10];

Ch1 := 3,1721443851123800950

Cs =29

C[7]:=-1/2%trace(evalm(B6&*B10));C[9] :=C[7];

Cr :=10,601996827468203646

Cy :=10,601996827468203646
C[10] :=-1/2*trace(evalm(A(7)&*B6)) ;C[6] :=—1/2*trace(evalm(A(6)&*B6)) ;
Cho := 1,1523110369622178148
Cg :=1,6218735567459371198

B10 — l 1,7656023742381888856 —,61266807108057991351 ]
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> evalf(seq(C[i],i=1..16),5);

2,8284, 3., 2,8284, 2,85, 3,1721, 1,6219, 10,602, 2,9, 10,602, 1,1523, 3,1721, 12,914,
2,8674, 2,8, 2,8674, 2,6409
> display({seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..16)});

> display({poll,seq(plot(gp(i),axes=none,scaling=constrained),i=1..16)});

> "FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR";

“FIN DE LA HOJA. SIN GUARDAR, VOLVER A LA HOJA ANTERIOR O CERRAR”
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