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Introduccion

En esta memoria estudiaremos los fibrados, entre ellos los fibrados prin-
cipales, definiremos las conexiones de Ehresmann y las conexiones de Car-
tan. En las primeras buscaremos clases caracteristicas utilizando el algebra
gau(P). En las geometrias de Cartan, veremos qué similitudes hay con las
conexiones de Ehresmann. Veremos también qué relacion existe, en deter-
minadas circunstancias, entre las geometrias de Cartan y las conexiones de
Ehresmann y la relaciéon existente entre sus grupos y algebras de holonomia,
como se puede ver en el teorema 6.3.16. Debido a este estudio describiremos
las conexiones de Ehresmann que son reducibles a un subfibrado 6.4.4. Uti-
lizaremos los fibrados vectoriales, especialmente el fibrado cotangente, para
estudiar el problema de Hamilton-Jacobi. También utilizaremos el fibrado de
1-jets para estudiar el problema variacional y encontraremos nuevas leyes de
conservacion utilizando la forma de Poincaré-Cartan.

Sea m : P — X un fibrado principal sobre el grupo de estructura G con
algebra de Lie G, en el que tenemos una conexiéon de Ehresmann w con forma
de curvatura 2“. Un fibrado principal es una estructura que cumple que
localmente es isomorfo a U x GG donde U es un abierto de cualquier punto
u € P. En ellos se puede definir la conexiéon de Ehresmann que vendra dada
por una 1-forma w en P con valores en G cumpliendo

1. w(B}) = B paratodo B€Gyue€P.
2. (Ry)*'w = Ad(g7!) ow.

La conexién nos dira cuando un vector es horizontal o vertical. Con esto en
cuenta se puede definir el dlgebra gau(P) que son los campos de vectores que
son invariantes por la traslacion por G,(R,, D = D) y m-verticales(m, D = 0).
Utilizando este &dlgebra definiremos una clase caracteristica en P, que no
depende de la eleccion de la conexion.

La idea de las geometrias de cartan en una variedad X es considerar un
G/ H una geometria de Klein, es decir H es un subgrupo de Lie del grupo de
Lie G y ademés G/H es conexo de manera que en cada entorno de un punto
de X el espacio tangente en ese punto sea isomorfo a G/H y considerar una



conexion de manera que cuando dos entornos de los espacios tangentes de dos
puntos distintos de X se corten se peguen de manera correcta. La definicion
de una conexiéon de Cartan es la siguiente

Consideremos G un grupo de Lie y H un subgrupo de G. Consideremos
ahora 7 : P — X un fibrado principal con grupo estructural H. Una conexion
de Cartan es una 1-forma ¥ : TP — G que verifica:

1. Para cada p € P la aplicacién lineal W, : T,,(P) — G es un isomorfis-
mo.

2. RV = Ad(h™')¥, para todo h € H.

3. U(A*) = A para cada A € H donde A* es el vector fundamental
asociado a A.

Comparando la definiciéon de las conexiones de Ehresmann y de la cone-
xion de Cartan, la diferencia mas obvia es que en la definicion de la conexion
de Cartan en P no toma valores en el dlgebra de Lie H sino en el algebra
mayor G. La condiciéon de que sea un isomorfismo nos indica que G debe
tener la misma dimension que T'P, con lo cual la geometria de Klein G/H
debe tener la misma dimension que X, lo que nos indica que las conexiones
de Cartan tienen una relacion mas concreta a la base que las conexiones de
Ehresmann. Al ser un isomorfismo se puede considerar la aplicacion inversa,
la cual nos dara para cada elemento del algebra de G un campo de vectores de
P. Si esa aplicacion inversa a ¥ la restringimos al algebra H nos da campos
de vectores verticales en P, y si lo restringimos al complemento del algebra
G nos da campos de vectores en la variedad base X.

Veremos las similitudes, en cuanto a ecuaciones, que existen entre las dos
conexiones.

Vamos a exponer, brevemente, los contenidos por capitulos.

En el primer capitulo estudiaremos los grupos de Lie y se establecen las
relaciones que existen entre las subalgebras de Lie y los subgrupos de Lie,
los campos fundamentales y las actuaciones de un grupo de Lie sobre una
variedad diferenciable.

En el Capitulo 2 se construye la estructura de fibrado principal sobre un
grupo de Lie. Estudiaremos el fibrado asociado a un fibrado principal y los
fibrado Ad(P) y ad(P). Después asociaremos a cada fibrado principal una
conexion, que no es otra cosa que una regla para poder descomponer los
vectores en una parte horizontal y otra vertical. Introduciremos el fibrado
de conexiones C(P) y se vera la relacién existente entre las secciones de
este fibrado y las conexiones del fibrado principal. Se definiréa el transporte
paralelo y los grupos de holonomia.



En el capitulo 3 buscaremos como construir una forma en P con valores
en G cuya derivada covariante se anule. La construccion la haremos utilizando
)¢ y los elementos del algebra de gauge gau(P) y los polinomios de Weyl. La
manera de conseguir que entren en escena el algebra gau(P) para construir
la forma en P deseada, es definir una forma equivariante 7p : P — G como
sigue: Para cada p € P, 7p(p), es el tnico A € G tal que A} es igual a
D, € T,P. Tenemos que d“7p es una forma horizontal y asi para f € I"(G),
f(d“tp,..)..d“Tp) es una m-forma diferencial en P. Lo que ocurre es que
esta forma tiene clase de cohomologia trivial, como se puede ver en 3.2.6.

Sin embargo cuando el dlgebra de Lie G es nilpotente construiremos una
clase caracteristica en P, tomando sucesivas derivadas de Lie de Q“ con
respecto a cualquier vector en D € gau(P) tal que imrp = G. El teorema que
nos dice que la clase caracteristica definida de esta manera es independiente
de w es el 3.2.23. Para demostrar esto introduciremos el fibrado de 1-jets
JY(P), veremos la identificacion J'(P)/G = C'(P) y definiremos la conexion
canénica en el fibrado principal ¢ : J'(P) — C(P). Después definiremos las
conexiones de Yang-Mills y de Yang-Mills-Higgs considerando una métrica
en X, una forma B : G x G — R bilineal no degenerada e invariante por
adjuntos. Utilizando esas conexiones definiremos formas cerradas en P que
proyectan en formas cerradas en X, como se puede ver en 3.3.6.

En el capitulo 4 estudiaremos los campos de Higgs que son la base geo-
métrica de lo que los fisicos llaman rotura espontanea de la simetria, cuyo
substrato es la reduccién de un fibrado principal. El teorema principal seria
el 4.0.9, en el cual nos caracteriza las reducciones de P a un subgrupo H con
una funciéon automorfa que llamaremos campo de Higgs, en oposiciéon a lo
que normalmente se consideran los campos de Higgs que son las secciones de
P/H. De esta forma se parametrizan las reducciones de P por todos los con-
jugados de H. Definiremos el modulo C(P,G/H)/Gau(P) y cada elemento
de este moédulo nos dara una reducciéon distinta de P. Por tltimo obtendre-
mos la condiciéon sobre el campo de Higgs para que la forma de conexiéon w
del fibrado P — X reduzca a Pg(4.0.15).

En el Capitulo 5, definiremos las geometrias de Cartan y definiremos la
curvatura, la derivada covariante y veremos que cumplen ecuaciones similares
a las de las conexiones de Ehresmann. Las conexiones de Cartan podemos
considerarlas como un caso particular de las conexiones de Ehresmann, ya
que la 1-forma de la conexién verifica las mismas condiciones que las de Eh-
resmann pero incluyendo la que dice que ¥, : T,,(P) — G es un isomorfismo.
Ademas otra diferencia es que en la geometria de cartan la 1-forma toma va-
lores en G en vez de en H. La condiciéon de que sea un isomorfismo lo que
significa es que la variedad base X debe tener la misma dimension que G/ H.
Asi la geometria de Cartan hereda cualquier estructura que tenga los espa-



cios tangentes de la geometria de Klein G/H. Estudiaremos particularmente
el caso en el que el modelo geométrico es reductivo, es decir cuando existe
una descomposicion de H-modulos G = H @ 7 e introduciremos las cone-
xiones de Cartan-Yang-Mills y una caracterizacion de las mismas en funciéon
de la codiferencial covariante. Estudiaremos algunos ejemplos de modelos re-
ductivos y veremos una aplicaciéon de la geometria de Cartan a la teoria BF
gravitacional, en donde aplicando esta teoria utilizando conexiones de Cartan
obtenemos las ecuaciones de Macdowell-Mansouri.

En el Capitulo 6 introduciremos el desarrollo de una curva en las geo-
metrias de Cartan, lo que nos permitira definir la orientacion y los gru-
pos de holonomia en esta geometria. Veremos que existe una relacion, cum-
pliendo ciertas condiciones, entre las conexiones de Cartan en un fibrado
principal P y las conexiones de Ehresmann en el fibrado principal asociado
Q) = P x¢ G(teorema 6.3.13). Considerando esa relacion se demostrara que
el grupo de holonomia en la geometria de Cartan (P, V) es un subgrupo del
grupo de holonomia en el sentido de Ehresmann en el fibrado principal Q.
Y asi podemos identificar el algebra de Lie del grupo de holonomia segtn
Cartan con una subélgebra del algebra generada por las imagenes Q(u,v)
con u,v vectores horizontales en [(p, g)] € @ (teorema 6.3.16). En la altima
seccion del capitulo veremos una descripcion de las conexiones de Erhesmann
que son reducibles a un subfibrado. Este resultado es el teorema 6.4.4.

En el capitulo 7 utilizaremos el fibrado de 1-jets asociado a un fibrado
m: P — X, que sera el espacio de las configuraciones asociado a un problema
variacional con densidad lagrangiana Lw, y lo abordaremos desde un punto
de vista geométrico, definiendo formas diferenciales que permiten encontrar
nuevas simetrias y leyes de conservacion. El punto de partida sera la teoria
de campos de primer orden de [39] y [42]. Primero describiremos la estruc-
tura geométrica del fibrado de 1-jets. La diferencial vertical de una secciéon
es el concepto fundamental para construir otros elementos. En particular,
daremos una caracterizacion diferencial de la nocién de transformacion de
contacto y formularemos el problema variacional de primer orden como una
cuestion de invarianza de la accién definida por una densidad lagrangiana
con respecto al élgebra de las transformaciones infinitesimales de contacto
del fibrado P. Después, expresaremos la féormula de variacion de la densidad
lagrangiana en términos de la forma de Poincaré-Cartan y de su diferencial
exterior. Junto con esta forma definiremos otras y encontraremos sus expre-
siones explicitas e implicitas. Con todo esto estudiaremos las simetrias de
un problema lagrangiano desde este punto de vista. Probaremos el teorema
clasico de Noether y buscaremos nuevas leyes de conservacion a partir de las
simetrias infinitesimales de las formas diferenciales que previamente hemos
introducido (teoremas 7.7.5, 7.7.6 y 7.7.7).
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En el tltimo capitulo se completara el estudio de las fibraciones principa-
les de las que nos hemos ocupado en el capitulo 2 con otro tipo de fibraciones
igualmente importantes: las vectoriales. En concreto se trabaja sobre el fi-
brado cotangente a una variedad, donde beneficidndonos de su estructura
simpléctica natural, puede trasladarse el problema de Hamilton-Jacobi de la
mecanica analitica. En concreto, hemos abordado el estudio de sistemas de
ecuaciones de Hamilton-Jacobi involutivos como generadores de subvarieda-
des coisotropas en el fibrado cotangente.

Asi, se estudiara la reduccion y reconstruccion de un sistema de Hamilton-
Jacobi extendiendo trabajos previos en los que se trataba el tema para una
Unica ecuacion de Hamilton-Jacobi.



Capitulo 1

Grupos de Lie

Definiciéon 1.0.1. Un grupo de Lie es un grupo que tiene una estructura de
variedad diferenciable respecto de la cual la operacion de grupo y el paso al
wmverso son diferenciables:

GxG—G G — G

(o,7)—> o7 oot

Ejemplo 1.0.2. 1. La circunferencia unidad S' es un grupo de Lie con-
siderando la multiplicacion inducida por C*.

2. El producto de dos grupos de Lie G x H es un grupo de Lie con la
estructura de variedad del producto y la multiplicacion

(91, hl) ) (927 h2) = (91 g2, hi - h2)

3. De esta manera tenemos que el n-toro T" = S* x S'..... x S! es un
grupo de Lie

4. GL(n,K) = {A € GL(n,K)/det(A) # 0)} es un grupo de Lie siendo
K =R, C,H. Como det '(K\ {0}) = GL(n,K) tenemos que GL(n, K)
es un abierto al ser imagen inversa de un abierto mediante una fun-
cion diferenciable( ya que det es un polinomio y por tanto diferencia-

ble). Ademas el producto y la inversa son diferenciables ya que estas
__ AdjAt

. L -1
funciones son polinomios y A~" = det(A)

Denotaremos por L,(7) = o7 (resp. R,(7) = 70 la traslacion por la
izquierda(resp. derecha) con 7 € G

Definicion 1.0.3. Un campo vectorial D € X(G) es invariante por la iz-
quierda si verifica que D o L, = (L,).(D) 0 Dyy = (Ly)+(D,) para todo
0,9 €G.



Se cumple que todo campo invariante es diferenciable, ya que si f €
C*>(@G), se verifica que Df(0) = Dyf = (Ly)«(De)(f) = Do(f o L,) y consi-

derando un vector tangente

d

—)o = D,
dt)o

Vi(—€€e) — G Y(0)=e
y la aplicacion diferenciable

g:(—ee) — R g(t,o) = floy(t))
entonces

DS o Lo) = () (fo L) = (s oL, 0m), = D(0,g)

dt ot
Luego D f(o) es diferenciable para todo o € G.

Llamaremos algebra de Lie G de GG al conjunto de todos los campos inva-
riantes por la izquierda de GG con la suma y el producto por escalares usual y
el corchete de Lie. Se tiene que G es un espacio vectorial real y la aplicacion
a : G — T,G definida por a(D) = D(e) es un isomorfismo donde e es el
elemento neutro de G. De esta forma dim(G) = dim(T.G) = dim(G), y asi
G es una subalgebra del algebra de los campos tangentes de G.

Ejemplo 1.0.4. 1. Los campos invartantes por la izquierda del grupo de
Lie R con la adicion son simplemente los campos de vectores constantes
{AL) : X € R}. El corchete de Lie de dos campos de este conjunto es
siempre (.

2. Sea el conjunto GL(n, K) el espacio vectorial de todas las matrices nxn
de dimension n?,2n?,4n? si K = R, C, H, respectivamente.

Si tomamos [A, B] = AB — BA las matrices cuadradas son un dlgebra
de Lue.

Se cumple que el dlgebra de Lie de GL(n,K) es GL(n, K)

Para ver esto consideremos x;; una funcion coordenada global de GL(n, K)
que asigna a cada matriz su entrada 1j.

Sea G el dlgebra de Lie de GL(n,XK).Consideremos la aplicacion:
a:T(GL(n,K)) — GL(n, K)

la identificacion candnica del espacio tangente a GL(n,K) en la ma-
triz identidad I con GL(n,K). Asi si v € TI(GL(n,K)) se cumple que
a(v)ij = v(wy).



Definamos ahora la aplicacion:

B:G — GL(n,K)
B(D) = a(D(e))
Veamos que [ es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Es claro que [ es un isomorfismo de espacios vectoriales. falta ver que
B[D, D] = [B(D), B(D")] para todo D, D' € G.

Tenemos:

Sea D € G un campo invariante:

D(zi5)(0) = (Lo )« (DI(%')) = Di(wijo L,) =

Z%k DI xkg Z%k I)kj = ink(U)ﬁ(D E
k

Ahora tenemos:

B(ID, D')i; = [D, D'} (l’z‘j) = D(D'(y5)) — Dy(D(w5)) =
= ZDI ik ) B — D (i) B(D)x; =

— Z D)ixB(D")ij — B(D")ix) B(D)r; = [B(D), B(D)]i;

k

Por tanto es un isomorfismo de dlgebras de Lie. Con lo cual el dlgebra
de Lie de GL(n,K) la podemos identificar con GL(n, K)

Sea D € G y consideremos la curva integral v : (—¢,¢) — G de D que

pasa por el elemento neutro e € G. Se cumple que si [¢],[s| < § entonces

Yt +5) =7(t) - v(s).
Definiendo ahora

Se cumple que es un homomorfismo que coincide con v en el origen,
gp*(%w) =D,y p(t+s) =) ¢(s). A esta aplicacion la denotaremos por
expp(t).

La aplicacion 7(0) = gexpp(t) es un subgrupo uniparamétrico del campo
D definido para todo t € R.



Definicion 1.0.5. Se define la aplicacion exponencial
exp: G — G
mediante exp(D) = 11 (e).

Esta aplicacion es diferenciable y es un hecho notable que es un difeo-
morfismo local en el origen.

Ejemplo 1.0.6. En el caso en que K = {R, C},se tiene que la aplicacion
exp : GL(n,K) — Gl(n,K) es la exponencial de matrices clasica definida
por

AQ
et = [+ A+ 7 +..VA€Gln K)

Esta definicion tiene sentido ya que el lado derecho converge. Para ver
esto, consideremos la norma euclidea definida por

n

ij=1
donde
air +ibu .. a, +ibiy
A= ) ) .
an1 + anl o Qpp + 'Lbnn

A (A2)i

Tenemos que e converge si para todo i, j se tiene que I;;+(A);;+ TN
..... es convergente. Pero se cumple que |(A");;| <A™ < |A]", con lo cual
2). . 2
Li + (A)i; + % + ... < I+ A+ % + ..o = el y vemos que es
convergente.

Por otro lado se tiene que

A? A?

Be'B'=B(I+ A+ o T )B' =1+ BAB™' + BaB—1 +..=
BAB™1)?
(BABY |

2!

Asi para cada A € GL(n,C), por la forma candnica de Jordan existe
B tal que BAB™! es triangular superior, es decir todas las entradas son
cero menos las de debajo de la diagonal. Sean Ay, As........ An la diagonal de
BAB™, entonces eBAB™" tiene la diagonal e, e, ... ey es triangular

Y

— ]+ BAB '+ . = BAB™

9



superior. En particular det(eBAB*l) # 0 por tanto et € Gl(n,K) para todo
A € Gl(n,K). Usando esto se obtiene que det(e?) = e!re=e4,

En el caso en que A € GL(n,R) no sea diagonalizable podemos demostrar
que det(e?) = el™#a4 de la siguiente manera. Sea f(t) = dete!, vamos a
encontrar una ecuacion diferencial para f(t). Ahora si |0t/t] < 1, entonces

det (D) = det(eAte®t) = det(e?t)det (%) = det(e™t)det(I+ Adt) (1.1)

después de expandirse a orden lineal. Ahora bien

1+ Aot Aot .. Ayt
Agdt 14 Agdt ... Ay,dt
det(I + Adt) = det - y . .
A0t Apdt . 14 Appdt

= (1 4+ A;10t) (1 + Apbt)...(1 + A,ndt) + O((61)?) =
1+ 0t(Ay + A + .. Ay + O((61)%) = 1 + dttraza(A) + O((6t)?)
Asi, escribiendo este resultado en la ecuacion (1.1), se tiene
det(eAU+90)) — det(e?)
ot

Tomando limites cuando ot — 0 se llega a la ecuacion diferencial

= traza(A)det(e*) + O(6t)

d
%det(e“”) = traza(A)det(e)

La solucion de esta ecuacion es

In(det(e)) = t(traza(A))

donde la constante de integracion ha sido determinada teniendo en cuenta que
(det(e?))ji=o = detI = 1. Tomando ezponenciales obtenemos que det(e') =

exp(t - traza(A)), y considerando t = 1 obtenemos de nuevo que se cumple
d€t<€A) — 6traza(A)‘

Vamos a probar ahora que A8 = e . B si AB = BA. Se tiene que
1 B o0 i i Asz k
€ e :(ZZI Z ZZ;{;M_
i=0 i=0
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1 k pi—k (A+B) 4
SN PRRTEE o
=0 = =0

donde hemos utilizado que AB = BA

Consideremos la aplicacion

R — Gl(n,K)
t o et4

la cual, es diferenciable ya que las componentes reales e imaginarias de cada
entrada son series de potencias con radio de convergencia infinito. El vector
tangente en 0 es A( derivando término a término la serie) y es un homo-
morfismo por la igualdad e8P = e? . eP si AB = BA.

Asit — et es el dinico grupo uniparamétrico de Gl(n,XK) cuyo vector
tangente en 0 es A. Asi la aplicacion exponencial en Gl(n,K) es la exponen-
ciacion de matrices:

exp(A) = e AcGl(n K)

Definicion 1.0.7. Un morfismo entre grupos de Lie es un homomorfismo
diferenciable ¢ : G — H entre dos grupos de Lie.

Todo morfismo de grupos de Lie induce una aplicacion lineal entre las
correspondientes algebras de Lie ¢, : ¢ — H, de la siguiente manera:
(D) es el tnico campo invariante en H cuyo valor en el elemento neutro
es ¢.(D,), donde esta ultima ¢, designa la aplicacion lineal entre espacios
tangentes ¢, : T.(G) — T.(H). Ademas ¢, es un morfismo de algebras de
Lie.

Definiciéon 1.0.8. Se llama subgrupo de Lie de un grupo de Lie G al par
formado por otro grupo de Lie H y un morfismo inyectivo ¢ : H — G, que
es una mmersion de variedades, es decir que p, es inyectiva.

Ademas se tiene que

Proposicion 1.0.9. Sea ¢ : G — H un morfismo de grupos de Lie. Se
verifica la conmutatividad del diagrama:
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Por la definicién de subgrupo de Lie se tiene que un campo de vectores
invariante en H determina un campo de vectores invariante en G, es decir
que H es una subalgebra de G. La inversa la tenemos en el siguiente teorema.

Teorema 1.0.10. Dada una distribucion diferenciable c-dimensional en M,
se tiene que D es involutiva si y solo si para todo punto de M pasa una
variedad integral de D.

Demostracion. Se puede consultar en [7], O

Teorema 1.0.11. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie G y sea H C G
una subdlgebra. Entonces existe un tnico subgrupo de Lie conexo (H, ) de
G tal que p.(H) = H.

Demostracion. Para demostrarlo consideramos la distribucién
D(o) ={X(0): X € H}

para todo o € G.

Esta distribucion es involutiva e invariante bajo traslaciones, por lo que
por el teorema anterior existe una variedad integral maximal conexa (H, )
de D en e. Se prueba que ¢(H) es un subgrupo de Lie y su algebra de Lie es
H y cumple que p.(H) = D(e) = H. O

Asi tenemos que existe una relacion 1:1 entre las subélgebras de Lie de
un grupo de Lie conexo y los subgrupos de Lie.

Teorema 1.0.12. Si A es un subgrupo de un grupo de Lie G que tiene es-
tructura de variedad diferenciable la cual hace que (A, 1) sea una subvariedad
de G, donde i es la inclusion, entonces tiene una estructura de variedad unica
y con esa estructura A es un grupo de Lie.

Demostracion. Se demuestra de forma parecida salvo alguna cuestion técni-
ca. Se considera la distribucion D en G determinada por las traslaciones del
espacio tangente a A en la identidad. Se demuestra que A es una variedad
integral de D a través de la identidad e € GG, con lo cual D es una distribu-
cion involutiva. El cuidado que hay que tener en este prueba, es que hay que
demostrar que no hay elementos de D(0) que no son tangentes a A. Una vez
demostrado esto se continua igual que en el teorema anterior. 0

El siguiente teorema nos indica en que situaciones la estructura de va-
riedad diferenciable del grupo de Lie es la topologia relativa y esto ocurre
cuando el subgrupo es cerrado.
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Teorema 1.0.13. Sea (H,p) un subgrupo de Lie de G. Entonces ¢ es un
embebimiento( esto es, ¢ es un homeomorfismo de H con p(H) en la topologia
relativa) si y solo si (H,p) es un subgrupo cerrado de G(es decir ¢(H) es
cerrado en G)

Demostracion. 7 <"

La idea es encontrar un conjunto abierto no vacio V- C H de manera que
¢y sea un homeomorfismo de V' en ¢(H) con la topologia relativa. Como ¢
conmuta con las traslaciones por la izquierda entonces ¢ es un embebimiento
en todo H. El conjunto abierto serda V = ¢71(S;) donde Sj es una rebanada
aislada del conjunto ¢(H) N U que consiste en la union de rebanadas de la
forma 7; = cte donde (U, 7;) es un sistema de coordenadas cubico centrado
enec(G.

” = 7 Se demuestra viendo que cualquier sucesion de puntos en p(H)
converge a un punto o € p(H).

O

Teorema 1.0.14. Sea H un subgrupo de un grupo de Lie G y sea H un
subespacio del dlgebra de Lie G. Sea U un entorno de 0 en G difeomorfo bajo
la aplicacion exponencial con un entorno V de la identidad en G. Supongamos
que exp(UNH) = HNV. Entonces H con la topologia relativa es un subgrupo
de Lie de G, H es una subdlgebra de Lie de G y H es el dlgebra de Lie de H.

Demostracion. Para demostrar este teorema utilizamos el teorema 1.0.12.
Luego solo nos hace falta demostrar que el subgrupo H tiene una estructura
diferenciable tal que (H, i) es una subvariedad de G.

La estructura diferenciable en H es la coleccion maximal de sistemas de
coordenadas diferenciables superpuestos conteniendo la coleccion

{(HNhV,¢ oly1):he H}
donde ¢ = expyry :UNH - HNV n

Este teorema nos permite identificar quienes son las algebras de Lie de
algunos subgrupos de las matrices.

Ejemplo 1.0.15. Sea el subgrupo unitario U(n) = {A € Gl(n,K) : A~! =
At} de Gl(n, K):

Sl(n,K) ={A € GI(n,K) : det(A) = 1} grupo lineal especial

O(n,K)={A € Gl(n,K) : A= = A'} grupo ortogonal

Vamos a ver que su dlgebra de Lie esU(n) = {A € Gl(n,K) : A+ A = 0}
matrices antihermitanias.

sl(n,K) ={A € Gi(n,K) : traza(A) = 0} matrices de traza 0
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O(n,K) ={A € Gl(n,K) : A+ A" = 0} matrices antisimétricas.

Al congunto U(n) y su dlgebra de Lie U(n) se le designa cuando H = K
como Sp(n) y sp(n) y se le llama grupo simpléctico de orden n.

Podemos considerar una entorno W de cero en Gl(n,K) suficientemente
pequerio de manera que si A € W entonces A, At, —A € W y que |traza(A)| <
21 y que cumpla que exp(W N Gl(n,K)) = Gli(n,K) NV, donde V es un
entorno de la identidad en Gl(n,K).

Para ver que U(n) es un subgrupo de Lie cerrado de Gl(n,KK) con dlge-
bra de Lie u(n) vamos a utilizar el teorema 1.0.14. Para ello tenemos que
comprobar que W Nu(n) =U(n)NV.

ft

Para ver esto, si A € W Nu(n) , entonces (e4) ) = e 4; como
@te“‘ =e et =€ =1, conlo que e € Uln)NV. Reczproca,mente s1
AeW yet e U(n)NV entonces e = (eA)_ (eA)t = — et o que implica
que —A = A

De manera similar lo podemos hacer con O(n,K) y obtenemos que es un
subgrupo de Lie cerrado de Gl(n,IK) con dlgebra de Lie o(n,K) y tenemos
de la misma manera que Sp(n) es un subgrupo de Lie cerrado con dlgebra de
Lie sp(n).

También se cumple que si A € sl(n,K) entonces det(e?) = 1; y ast

A € Sl(n,K). Reciprocamente si det(e?) = 1, entonces traza(A) = (2mi)j
para algin entero j. Como A € W por la condicion impuesta anteriormente
para W se tiene que j = 0 y por tanto traza(A) = 0. Asi tenemos que
Sl(n,K) es un subgrupo de Lie cerrado con dlgebra de Lie sl(n,K).

Se sigue entones que SU(n) = U(n) N Sl(n,K), es un subgrupo cerrado
de Gl(n,K) con dlgebra su(n) = U(n) N sl(n,K) la subdlgebra de Gl(n,K)
consistentes en las matrices de traza 0 antihermitanias. El grupo especial
lineal real, que por definicion es Sl(n,C) N Gl(n,R) es un subgrupo de Lie
cerrado de Gl(n,R) con dlgebra de Lie sl(n,R) = sl(n,C) N Gl(n,R) las
matrices reales de traza 0. El grupo ortogonal O(n), que por definicion es
U(n) N Gl(n,R) es un subgrupo de Lie cerrado de Gl(n,R) con dlgebra de
Lie o(n) = U(n) N Gl(n,R) las matrices antisimétricas reales.

Cada uno de estos ejemplos son subgrupos cerrados , y por los teoremas
1.0.12 y 1.0.13 son subgrupos de Lie con la topologia relativa.

Las dimensiones de los grupos de Lie son fdciles calculando las de sus
dlgebras. Asi Sp(n) tiene dimension n(2n + 1), U(n,C) tiene dimension

n(n—1)

5— Y la dimension de

n?,Sl(n,C) dimension n®> — 1, O(n) dimension

O(n,C) es n(n-1).

Si G es un grupo de Lie, cada elemento o € G, define una operacion
diferenciable por conjugacion a, : G — G definida por a,(z) = cxo™!, que
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induce pasando a algebras de Lie una aplicacion (a,). : G — G. Escribiendo
Ad(o) = (a,)«, se obtiene un morfismo de grupos de Lie

Ad : G — Aut(G)

que recibe el nombre de representacion adjunta.

Llamando ahora Ad, = ad la aplicacion entre algebras de Lie se tie-
ne,simplemente utilizando la proposicion 1.0.9, que el diagrama siguiente es
conmutativo, .

G — End(G)
expl le:z:p
Utilizando de nuevo la proposicion 1.0.9 vemos que se cumple que
exp(tAd, (D)) = cexp(tD)o™!

por la conmutatividad de

Ejemplo 1.0.16. Se verifica que en el caso de las matrices si B € Gl(n,K)
y C € Gl(n,K) entonces Adg(C') = BCB™.

FEsto se demuestra de la siguiente manera: sea la curva y(t) = exp(tC) en
Gl(n,K) se cumple que C' = 7.(L)|i=o y (ap 0 7)(t) = Be!® B! = BB
luego

)

Adp(C) = (ap)s(C) = (ap o 7)*(%)“0 _ expBCBl(%)h:O _ BOB!

Se tiene que si D, D' € G entonces adp(D') = [D, D’
Puesto que Ad, (D) es el vector tangente en t=0 a la curvat — Ad(exp(tD)) =
(Geapepy), s€ tiene que:

contD ) DL — D!
(adp(D')). = Ad,(D)(D.) = lim (Geaptp )+ D, e _
t—0 t
— lm Remp(—tD)*Leg;p(tD)*Dé — ‘D,e
t—0 t
Ahora, puesto que el grupo uniparamétrico de D es 7(z) = Regpen)(T),

tendremos
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(T—t)*Lexp(tD)*Dé - Dé (T_t)*Df"t(e) B Dé

lim = lim =
t—0 t t—0 t
7). D’ — D) D! — (7). D!
_ yﬂé ( t) T,tl(fe) _ 11/1% ( t) () _ [D,D/]e
= — =

Definicion 1.0.17. Una p-formaw € N\’ T*(G) es invariante por la izquier-
da si (Ly,)*w = w para todo o € G.

Definiciéon 1.0.18. Llamaremos constantes de estructura de una base (D, ....D,,)
de G a los numeros reales cé-k que verifican

[D;, Dy =Y iy D;

(2

Proposicion 1.0.19. Sea wy,...,w,, la base dual de D,....D,. Se cumple
que

1 .
dw; = —3 Z c;-kwj A W,
j<k

Demostracion. Se tiene:

doi(Dy, Dg) = ${D,(i(Dy)) ~ Dy(w(Dy) — 1Dy, Dil)} = —5h

J
Teniendo en cuenta que {w; Awy : j < k} es una base de A" T*(GQ) y dw; =
> ek Awi(Dj, Dy )w; A wy se infiere que dw; = — 37, i A W O

Proposicion 1.0.20. Dado un grupo de Lie G existe una tunica 1-forma
wg sobre G con walores en G tal que wg(D) = D para todo campo invariante
D € G.A esta 1-forma se le denomina 1-forma canonica o de Maurer-Cartan.

Demostracion. Sea (Dy, ....., D,) una base de G y sea (w!,....,w"), su base

dual, tomando

n
w = g w'D;
i=1

es claro que w(D;) = D;, para 1 <1i < n, con lo que se concluye. O

Teorema 1.0.21. Sea wg la 1-forma candnica de un grupo de Lie. Se verifica

1
dwg + 5[&1@,&)@] =0

donde [wg,wqg] es la 2-forma sobre G con valores en G, definida como sigue:
slwe, wa] (D1, D2) = [wa(Dy), wa(Ds)]
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Demostracion. Se tiene que
dwa (D1, D) = Di(wa(D2)) + Dao(w(D1)) — we([D1, D2))

Vamos a considerar Dy, Dy dos campos invariantes por la izquierda, de
manera que wg(D;) son constantes. Asi los dos primeros términos de la igual-
dad anterior se anulan. Al ser G un algebra de Lie el corchete de Lie de
dos campos invariantes es invariante con lo que se cumple wg([D1, Ds]) =
[Dy, Ds]..Asi tenemos que [Dy, D). = [D1,, Ds,], donde por definicion, el
corchete ultimo es el corchete de Lie de G. Obtenemos que dwg (D1, D) =
—[wa(D1),wa(D3)] con lo que se ve que

1
dwg (D1, Do) + §[WG7WG](D1a Dy) =0

]

Ejemplo 1.0.22. Vamos a encontrar la expresion de la 1-forma de Maurer-
Cartan. para GL(n,R) que es una subvariedad abierta de R™. Como antes
denotaremos por x;; las funciones coordenadas estandar R"Q, de manera que
si g € GL(n,R) entonces x;;(g) = ¢i; es la entrada ij de g. Sea ahora A €
Gl(n,R) esta matriz da lugar a un campo invariante por la izquierda D en
GL(n,R) satisfaciendo que D(Id) = ZZ Aij%ij\id y se cumple que

n n a
=D wul9) A .

ij k=1

FEsta expresion la podemos abreviar como que D(g) = gA.
Vamos a construir wg. Consideremos la base {3‘9 |ia}ij=1..n para Gl(n,R).

La base dual correspondiente es {dx;;(id)}; j—1. n- Debemos encontmr 1-formas
R-valuadas invariantes por la izquierda {w@}i j=1. . tal que wg = dw;;(id) y
segun se ha visto en la demostracion de la proposzcwn 1.0.20 tendremos que

— \\n ij_0
wae = Z’L] e Oxyj

La invariancia por la izquierda requiere que wi(g) = (Lg-1)"(wg(id)), y
ast para cadav € T,(GL(n, R)) se tiene que wi (g)(v) = wi (i d)((Lgfl)*g('U)) =
Aoy (i) ((Ly 1)y ().

Consideremos ahora o : (—¢,€) — GL(n,R) con a(t) = ay;(t) una curva
diferenciable con o/ (0) = v. Entonces wi(g)(v) = dw;(id)((Ly-1)+(e/(0))) =
dz;;(id)(((Lg-1) 0 @)/ (0)) = day; (id) (g (97" @) le=o)-

Ahora g~ ra(t) = Y0, gt aui(t) y asi

jt(g L) |imo = Z(%(;(g_l)ikam(t})ho)i _

2,7=1
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3,7=1 k=1 i
donde v =73, dzam
Ast
“9)(0) = > (9 v chm (A (@)()
k=1
con lo que

szk )(di;(9))

Asi tenemos que la 1-forma canonica serd

0
vo= 3 u a% = e Do (9)5,-

4,7=1 i,j=1 k=1

La matriz de los coeficientes en estd ultima expresion es una matriz de
I-formas R-valuadas en GL(n,R) que es usualmente identificada con wg.
Hay que tener en cuenta que es le producto de la matriz g=' con la matriz de
las coordenadas diferenciables dx;;, con lo que podemos abreviar la anterior
expresion por

wa(g) = g~ 'dx(g)

donde dx(g) es la matriz de orden n X n dada por

dl‘ll R dIln

dr,1 . . . dTp,

El resultado es una matriz de 1-formas, la cual evaluada en cualquier
v e T,(GL(n,R) nos da una matriz en Gl(n,R).

Tenemos que si H es un subgrupo de Lie de G e : H — G es la inclusion
se tiene que wy = *wg. Utilizando esto vamos a obtener la 1-forma candnica

para SO(2). Vamos a considerar G = GL(2,R) y H = SO(2) e : SO(2) —
GL(2,R) la inclusion. Para cada g = ( CCL Z ) € GL(2,R) wg estd dado

por la matriz
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(JJG(g) _ gildl’ _ 1 d —b dl’ll dZL’lQ _
ad —bc \ —¢ a dry  drag
1 ddl'll — bdl’Ql ddfﬂlz — bd$22
ad — be —Cdl’ll + adle —Cdﬂ?lg + adx22

Si ahora g € SO(2) entonces d = a, c = —b y a®> +b* =1 con lo que la
matriz se reduce a

adxu — bdl’Ql CLdZL’lg — bde’QQ
bdxi, + adzre; bdxiy + adzes

Esta expresion se puede reducir mds si nos restringimos a T,(SO(2)) y
consideramos que wy = we o L. Cualquier elemento de T,(SO(2)) puede ser
escrito como o(0) donde o es una curva en SO(2) con a(0) = g. Ahora
tenemos que t.,(a/(0)) = (toa)'(0) e Lo a es una curva en GL(2,R) con lo
que podemos escribirla en términos de sus coordenadas

LOCY

= (il el ) < (10 1)

Pero a(t)? + b(t)*> = 1 y derivando esta expresion en t = 0 obtenemos
que a(0)a’(0) + b(0)'(0) = 0, es decir, aa’(0) + bb'(0) = 0 Observemos

que a'(0) = d11 (249 (e/(0))) = dwa(149(’(0))) y '(0) = dw1s(129(’(0))) =
—dx91(Lsg((0))).As? adxyy — bdzay y bdzis + adzay se anulan en 1.y(a’(0))
y por lo tanto en todo T,(SO(2)). Tenemos también que bdx1(t.y(c’(0))) +
adxo1(14g(/(0))) = bdxaa(tsy(a’(0))) — adzi2(tey(a/(0))). Teniendo todo es-
to en cuenta la 1-forma de Maurer-Cartan. para SO(2) es, en cada g =

< _ab z ) € SO(2) la restriccion a T,(SO(2)) de
0 (Id.iElg — bd.ﬁlﬁgg
—adxqs + bdxyy 0

Finalmente considerando que a = x9(g) y b = x12(g) llegamos a la
I-forma de Cartan en SO(2) representada por la matriz de 1-formas R-
valuadas siguiente

. ( 0 T92dT 19 — T12dT2o )
WH =

—X92dT19 + T12dTo9 0
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1.1. Actuaciones de un grupo de Lie

Definicion 1.1.1. Una operacion o una accion por la derecha de un grupo
de Lie G sobre una variedad diferenciable X es una aplicacion diferenciable
G x X — X que verifica que (o, u(t,z)) = plor,x) y que pu(l,z) = x.
Se escribird p(o,z) = ox. Se dice que p es efectiva si ox = x para todo
x € X entonces 0 = 1, y se dice que es libre st ox = x para algin v € X
entonces o = 1.

Definicion 1.1.2. Sea G un grupo de Lie operando por la derecha en una
variedad X. Un elemento del dlgebra de Lie A € G define un grupo unipara-
métrico sobre X de la siguiente forma 1(x) = xexp(tA) x € X. El generador
infinitesimal de 7y se designa por A* y recibe el nombre de campo fundamental
asociado al campo invariante A € G.

Proposicion 1.1.3. La aplicacion
G — T(X)
A— A"
es R lineal y verifica:
1. Es un homomorfismo de dlgebras de Lie [A, B]* = [A*, B¥|
2. Si G opera efectivamente es inyectiva.

3. Si G opera libremente y A% = 0 para algin x € X lo que implica que
A=0

4. St X/G existe entonces A* es tangente a las orbitas, es decir A* es
vertical para la proyeccion canonica X — %

Demostracion. 1. Definamos p, : G — X, pu.(0) = zo, y sea y(t) =
exp(tA). Veamos que (uz)« @ T.(G) — T,(X) cumple que A} =
(112)«(Ae). En efecto si f es una funcion diferenciable definida en un
entorno de x € X, entonces

1) = i LI g Je) ()
2 O — f(pz ©0v)(0 d
_ 1&% f(pz 0 y)(t) t f(pz ©7)(0) __ %f(,uzo’)/)(t)u:o _



ya que 7*(%#:0) = A,.
De esta forma se tiene que (A+ B): = (uz)(A+ B) = A% + B}

Por otra parte

* * z 1 * *
(A% B =ty 5 (B — (ReayaB'))

pero
(RerptAB*)m - (RemptA)* :exp(ftA) - (Re:cp(tA) o Mxea:p(—tA))*(Be> -

= (,ul‘ o aezp(—tA))*Be

con lo que tendremos

x N .1
[A 7B ] = hm_<ng_<,u:voaea:p(—tA))*Be) = (Mm)*(hm_(Be_aea:p(—tA))*Be)

t—0 t t—0 ¢

.1 1
(,ux)*q&g% Z(aexp(tA)*Be - Be) == (,ux)*qg% Z(Adexp(tA)Be - Be)) =

= (MI)*(adA(B)e> = (,u:r)*[Av B]e = [Aa B];

. Se cumple que A* = 0 si y solo si zexp(tA) = x por tanto exp(tA) = e
con lo cual A=0.

. Ahora si A% = 0 si y solo si zexp(tA) = x y como G opera libremente
exp(tA) = e, lo que implica que A = 0.

. Si X/G existe, entonces la curva integral de A* que pasa por x € X
es y(t) = zexp(tA), con lo que este campo es tangente a las érbitas ya

que (t) pertenece a la érbita de x.
[
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Capitulo 2

Fibrados principales y conexiones
de Ehresmann

2.1. Fibrados principales

2.1.1. La estructura de fibrado principal

Definicion 2.1.1. Se llama fibrado principal de grupo de Lie G a toda ope-
racion libre de G por la derecha sobre una variedad P para la cual la variedad
cociente

mg: P — P/G =X

exista. Se dice que P es el espacio total, X la variedad base y G el grupo
estructural de la fibracion.

Que el espacio cociente exista implica que wg es reqular.

Se tiene también que las fibras 75" (v) = {u' € P/rg(v') = x = [u]} con
r € X yrmg(u) =x = [u] son subvariedades cerradas difeomorfas a G ya que
si definimos

f:G— 75l (x)
g ug

se tiene que es un difeomorfismo, donde hay que tener en cuenta para de-

mostrarlo que la accion es libre.

Definicién 2.1.2. Un morfismo entre dos fibrados principales F' : (P',G") —
(P,G) es un par F' = (f, f') formado por una aplicacion diferenciable f :
P' — P y un homomorfismo de grupos de Lie f' : G' — G que verifican
que

fl'g) = fu)f'(g)
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para todo v’ € P, ¢ € G

Se tiene que si f es un morfismo de fibrados principales entonces aplica la
fibra (7')~!(2’) de un punto 2’ € X’ = P'/G’ en la fibra de algiin otro punto
r € X = P/G ya que si

uy,u' € (') H(2') con lo cual 7'(v') = 2/,7'(u}) = 2’ lo que implica
u) = u'¢’ para algin ¢’ € G', por tanto

uy = f(uy) = fu'g") = f(u) f'(g") = uf'(g)

y asf u; y u estan en la misma fibra.
Asi podemos definir una tnica aplicacion diferenciable ¢ : X’ — X que
hace conmutativo el diagrama

p—t.p

¥t

X/T“X

a esta aplicacion la llamaremos aplicacion inducida en la base.

La unicidad de ¢ se debe a la epiyectividad de 7. Que es diferenciable es
debido a la propiedad caracteristica de las submersiones epiyectivas que dice
que una aplicacion continua f es diferenciable si y solo si f ox lo es, y como
pon’ = mo fy esta tltima es diferenciable obtenemos que ¢ es diferenciable.

Fijados la base X y el grupo de Lie G se cumple que la composicion de
morfismos de fibrados es otro morfismo y podemos hablar de la categoria de
fibrados principales.

Definiciéon 2.1.3. Se llama automorfismo de un fibrado principal (P,G) a
un morfismo F = (f, f') tal que f sea un difeomorfismo y f' sea la identidad,
entonces para cualquier u € P y g € G se cumple:

fug) = f(u)g

El conjunto de los automorfismos de P es un grupo bajo la composicion
de aplicaciones y se denotard por Aut(P).

Definiciéon 2.1.4. Diremos que f € Aut(P) es una transformacion gauge
del fibrado si estabiliza cada orbita por G en P, es decir si para cada u € P,
los puntos u y f(u) estin en la misma drbita por G. El conjunto de todas
las transformaciones gauge es un subgrupo de Aut(P) que se denotard por
Gau(P) llamado grupo de gauge del fibrado dado.
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Proposicion 2.1.5. f € Gau(P) si y y solo si ¢ = Idx, donde ¢ es la
aplicacion inducida en la base.

Demostracion. f € Gau(P) siy solo si uy f(u) estdn en la misma orbita, y
esto se cumple si y solo si w(u) = 7(f(u)) = (7o f)(u) que es equivalente a
mo f=m, luego ¢ = Idx. O

Definicion 2.1.6. Un subfibrado principal es un morfismo F : (P',G') —
(P, G) de fibrados tales que f : P' — P es una subvariedad y f': G' — G
es un subgrupo de Lie.

Una reduccion de un fibrado principal (P,G) es un subfibrado F : (P',G") —
(P,G) de manera que X=Xy ¢ = Idx.

Definiciéon 2.1.7. El fibrado trivial sobre X de grupo estructural G viene
dado por la operacion de G sobre el producto X x G definida por (x,q1) g2 =
(33,91 '92), con g1, € Gyx e X.

Enunciamos siguiente resultado cuya demostracion se puede ver en [3].

Lema 2.1.8. Sean Z e Y dos variedades diferenciables, W una subvariedad
de Y. Sea f : Z — Y wuna aplicacion diferenciable de manera que para
todo v € Z Ty)Y = (fo)e(T22) + Tyy)W, es decir, f es transversal a W,
entonces f~1(W) es una subvariedad de Z.

Proposicion 2.1.9. Sea ¢ : X' — X wuna aplicacion diferenciable y sea
m: P — X un fibrado principal de grupo G, el subconjunto

" P ={(z',u) € X' x P/p(a') = m(u)}

es una subvariedad de X' x P, y la proyeccion sobre el primer factor pry :
©*P — X' junto con la operacion de G sobre ¢*P definida por (z',u) - g =
(2',u - g) dotan a ¢*P de estructura de fibrado principal con grupo G sobre
X'. Ademds la proyeccion sobre el sequndo factor pro : o*P — P es un
morfismo de G-fibrados principales tal que la aplicacion inducida en las bases

es .

Demostracion. Usaremos el lema anterior con Z = X' x P.Y = X x X,
f=exmy W ={(x,z)/x € X}. Veamos que se cumple la condicion de
transversalidad.

(SDXW)*(I/vu)(T(I’,U))(X/XP) = (00) o (T X )B(m2)u(TuP) = (pu) e (T X' )BT, X

donde en la ultima igualdad hemos utilizado que 7 es una submersion. Asi
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(& X 7)) (L) X' X P) 4 ToayW = (4)or (T X') © To X) + Tay W
que es igual al espacio total T(, (X x X), ya que si
(A, B) e, XpT, X = T(w,:c) (X X X)

podemos escribir

con lo cual ¢ es transversal a W. Y como ¢*P = (¢ x 7)~ (W) podemos
asegurar por el lema anterior que ¢*P es una subvariedad de X’ x P.

Demostraremos que pri : ¢*P — X' es un G-fibrado principal con la
operacion indicada en el enunciado. Veamos primero que pry es suprayectiva.
En efecto si ' € X', tomo v € P tal que m(u) = p(z’) y se tiene que
pri(x’,u) = 2.

Demostremos que la proyeccion pry es una submersion. Sea (z(,ug) €
©*P cualquiera y o = ¢(zf). Como 7 es submersion existe una seccién
local alrededor de x, es decir, existe una entorno U de xq y una aplicacion
diferenciable s : U — P tal que mo s = Idy y s(xg) = ug. Llamemos ahora
U=pU)ys:U — ¢*P C X' x P definida por §'(z') = (2/, s(p(z))).
Se verifica que s es una seccién de pry en torno al punto z{, con s'(xj) =
(xp, up), por tanto existe una seccion local para cada punto, luego pry es una
submersion.

Por 1ltimo la acciéon de G es libre y las fibras coinciden con las érbitas
como se comprueba facilmente. O

Ejemplo 2.1.10. Consideremos i : U — X la inclusion donde X es la va-
riedad base del fibrado principal m : P — X con grupo G. En este caso, a la
construccion de la proposicion anterior i* P = Py se le denomina restriccion
de P al abierto U.

Proposicion 2.1.11. Todo fibrado principal es localmente trivial.

Demostracion. Como 7 : P — P/G = X es una proyeccion regular, cada
xo € X existe U C X abierto tal que s : U — P es una secciéon. Definimos

f:UxG—7'U)=Py;CP

(x,9) — s(x) - g
es diferenciable porque s es diferenciable y la accion también. Es un morfismo
ya que
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f((z,9)7) = f(x,97) = s(z)gT = f(z,9) - T

Es biyectiva ya que la funcion r(u) = (7(u), g) es la inversa de f, donde ¢
es el tnico elemento de G que cumple que s(m(u))g = u, el cudl existe porque
las fibras coinciden con las érbitas.Veamoslo:

for(u)= f(r(u),g) = s(m(u))-g=mu
ro f(z,g) =r(s(z) - g) = (n(s(z))g,9) = (7(s(2)),9)) = (z,9)

Por tanto es biyectiva y es un isomorfismo.

]

Proposicion 2.1.12. La condicion necesaria y suficiente para que un fibrado
principal sea trivial es que admita una seccion global.

Demostracion. La demostracion es igual que la proposicion anterior. Par-
tiendo de una seccion global s : X — P, se define f : X x G — P por
la misma férmula, sustituyendo el abierto U por la variedad X en toda la
demostracion.

]

Dado ng : P — X un fibrado principal, tomamos un recubrimiento
abierto {U, } de X sobre el que el fibrado trivializa. Tenemos que para todo UL,
existe f, : Py, — U, x G definida por f,(u) = (7g(u), (¢o(u))) para cierta
funcion ¢, : Py, — G que verifica ¢, (ug) = ¢a(u)g. Si fs : Py, — Us x G
es la trivializacién correspondiente a otro abierto Ug, entonces sobre Py, v,
se tiene:

O5(ug)Palug) ™" = ds(u)g(dalu)g) ™" = ¢a(u)da(u)™

con lo cual el valor de ¢g(u)pq(u)~! no depende del representante de la fibra
elegido y por tanto podemos definir una aplicaciéon

’lvbﬁa . Ua N U,B — G7 wﬁa(m) = ¢,3(u)¢a(u)_l
donde = = 7g(u).

Las funciones {1, } verifican la condicion

77Z}'yoc = ¢76 wﬁa

sobre U, N Uz N U,. Esta condiciéon recibe el nombre de condicién de coci-
clo. Las funciones {14} reciben el nombre de funciones de transicion de la
trivializacion {U,, fa}
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Tenemos también que para cada U, existe una seccion s, : U, — P
del fibrado dado por s (z) = f;'(x,e) = u donde 7g(u) = z vy ¢o(u) =
Si z € U, N Up entonces tenemos que sg(r) = u,5,(z) = v y mg(u) =
mo(u') = x por tanto u y u' estdn en la misma fibra luego u = ' - g. Por
tanto sz(z) = so(x)-g. Se tiene también que ¢, (s.(x)) = e, ya que se cumple

(7, Pa(54(2))) = falsa(z)) = (z,¢€)
Por otro lado ¢n(s4(2)) = ¢a(u') = e = ¢p(u) = ¢5((ss(x))) vy entonces
Vpa(7) = 35(55(2))da(55(2)) ™ = ba(s5(2)) " = Ga(sa(2)g) " =eg™ =g~

y por tanto tenemos que sz(z) = so(x) - g con lo cual sg(x) = s4(2) - Yas().
Veamos ahora un teorema que es lo inverso a este ultimo comentario que
hemos hecho.

€.

Teorema 2.1.13. Sea X una variedad diferenciable y g, : Uy N Ug —
G funciones diferenciables definidas sobre las intersecciones binarias de un
recubrimiento abierto {U,} de X wverificando la condicion de cociclo. Existe
un fibrado principal m: P — X de grupo estructural G que trivializa sobre
{Us} y que admite de funciones de transicion las funciones g,

Demostracion. Vamos a llamar V' = (JU, x G, provisto con la topologia
de suma directa. V es una variedad diferenciable y definimos la relacion de
equivalencia (o, z,0)R(B,y,7)siysolosiz =y € U, NUg y T = Yga(z)0.

Para demostrar que V/R es una variedad diferenciable vamos a probar
que R es una subvariedad cerrada de V' x V y que p : R — V es regular
con lo que tendremos que V/R existe y que la proyeccion p : V. — V/R es
regular.

Para ver que es una subvariedad cerrada se utiliza que R es el grafo de
una aplicaciéon continua. Sea U, C U, N Upg y definimos

g: Uy xG—UsxG

(a7 :C/’ a/) '—> (ﬁ? ./L'/’ wﬁa(x/)o-l)

y asi tenemos que R = grafo(g). Para demostrar que la funcion g es continua
se demuestra que lim(g(ay, T,, 0,)) = g(lim(ay,, x,,0,)) para una sucesion
convergente (a,, Tp,0,) € Uy, X G
Sea [z, 0] la clase de equivalencia de (z,0) € U, x GmodR.Definimos la
accion [z, 0|7 = [z, o7|. Esta accion no depende del representante y es libre.
Sea 7' : V. — X definida por 7'(«, z0) = x, claramente 7’ es regular y
toma valores constantes sobre las clases de equivalencia, luego 7’ factoriza a
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través de p. Y asi existe una aplicacion 7 : P =V/R — X con 7([a, x,0)] =
x. Como 7" y p son regulares y diferenciables entonces m también es regular
y diferenciable. Tenemos que 7~ (z) = {[z,0]} = [r,¢] - 0 con 0 € G que es
la 6rbita de G en P, luego X=P/G.

Para finalizar se puede ver que P trivializa sobre {U,} con funciones de
transicion {¢sa }-

Sea f, : 71 (U,) — U, x G definida del siguiente modo: si u € 7~1(U,)
entonces admite un tnico representante de la forma u = [, z, 0] y definimos
fa(u) = (7(u), po(u)) = (x,0), donde ¢,([a, x,0]) = o. Claramente f, es
biyectiva y diferenciable, y ademas las funciones de transiciéon que estéan
definidas por ¢, () = ¢g(u)da(u) " coinciden con Ygq () en Uy N Us.

[

2.1.2. Ejemplos de fibrados principales
Veamos unos ejemplos de fibrados principales.
Ejemplo 2.1.14. Fibrado de las referencias lineales de un fibrado vectorial

Definicion 2.1.15. Llamaremos fibrado vectorial a una proyeccion requ-
lar p : E — X tal que E, = p~'(x) es un espacio vectorial real de m-
dimensional y de tal forma que eziste un recubrimiento abierto {U,} de X,
y una familia de difeomorfismos

., :p_l(Ua) — Uy, x R™

e— (p(e), 0a(€))

tal que si U,NUg # 0 entonces se cumple 0, = 05 gap para cierta aplicacion
diferenciable gop5 : Uy NUg — R™.

Un ejemplo de fibrado vectorial lo tenemos en el fibrado tangente de la
variedad X, que denotaremos por TX = {(z,v),x € X,v € T, X}.

Se tiene que la aplicacion canonica © : TX — X, que es trivialmente
epiyectiva y 7 1(x) es isomorfo a T,X. Por otra parte si, (U, ¢) es una
carta sobre X con coordenadas {z;}, los vectores v € T, X pueden escribirse
v=> ai(:c)(a%i)x. FEste hecho permite definir una aplicacion biyectiva

v 1 (U) — U x R"

por&y(z,v) = (x,a,(x)). TX tiene una estructura de variedad 2m-dimensional
de la siguiente manera: Para cada carta (U,¢) de X, definimos la carta

(r=Y(U), ¢) definida por d(p,v) = (;(p), ai(p)) € R*".
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Si consideramos otra carta (V,1) se puede construir otra trivializacion
&y Y (V) — V x R™ con & (z,v) = (z,b;(x)) donde v = Zbi(x)(a%i)m;
donde {y;} son las coordenadas de la carta 1p. Ademds escribiendo sy (x,v) =

(bi(x)) y su(z,v) = (a;(x)) se tiene

sv(z,v) = gvu(z)su(z,v)

donde gyy(z) = (gg?) es la matriz Jacobiana de la transformacion. Y por

tanto TX es un fibrado vectorial.

Proposicion 2.1.16. Seap: E — X un fibrado vectorial de rango m sobre
una variedad y R(E) el subespacio de E® ..... ® E formado por los sistemas
de vectores (ey, ....,e,) que son base de la fibra E,. La proyeccion candnica
7w R(E) — X posee estructura de fibrado principal con grupo estructural
GL(n,R). A este fibrado lo llamaremos fibrado de las referencias lineales del
fibrado vectorial E. A su vez se denomina fibrado de las referencias lineales
de una variedad diferenciable X al fibrado de las referencias de su fibrado

tangente: R(X)=R(TX).

Demostracion. El grupo GL(n,R) actiia en R(E) por la férmula (ey, ..., e,) A =
(€], ep,) donde e; = > | ajie;, A = (a;;). Esta operacion es libre y dadas
dos referencias u, v de E, existe una tnica matriz A tal que v=u-A. Y por
tanto las fibras de 7 coinciden con las érbitas de GL(n,R), con lo cual es un

fibrado principal. O

Ejemplo 2.1.17. Fibracion de Hopf

Consideremos K = C,H. Tanto S* — R? = C como S® — R* = H son
grupos de Lie, ya que |xy| = |z||ly| y por tanto |z7'| = |z|™'. Definimos la
aplicacion diferenciable:

fTKxK-—KxR

por la formula f(x,y) = (2xy, |z|*> — |y|*). Este morfismo aplica ST en S*
en el caso de IK = H o0 S? en S? en el caso de K = C, ya que si (x,y) € S7, 5>
por tanto |x|? + |y|*> = 1:

(@) = 12271 + (|2 = [y*)* = (= + [y[*)* = 1
Asi f define un morfismo w : ST — S* o w : S — S? dependiendo del
cuerpo elegido. Veamos que es un fibrado principal de grupo estructural S® y
S respectivamente La prueba es idéntica en los dos casos. La operacion de
S3 sobre S” o de S* sobre S® viene dado por la formula:

(z,9)2 = (vz,y2)
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y las fibras de 7 coinciden con las orbitas de S® o de S', ya que

flaz,yz) = (2zzzy, (Jof* = [y|")|=l*) = (227, |2 = |y[*) = |f(z,y)|

ya que [z/=1.
Reciprocamente si f(x,y) = f(2',y), se tiene xj = 2’y y |z|* — |y|* =
@[> = |y [*. Luego se tiene que |z[ly| = |2'|ly'|, [« + [y = |2’ + |y']* y

por tanto podemos suponer que x # 0, con lo que z = v~ 'a’es un elemento
de S o de S que verifica: ¥’ = xz y de xij = 2"y se sigue §j = zy', tomando
conjugados tenemos que y = y'z. Luego y' = yz~! = yz ya que si z € S, S1
entonces z7+ = z, es decir (2',y') = (z,y) - 2.

Veamos que 7 es proyeccion reqular. Sea Uy el abierto complementario
de eg = (0,0,0,0,1) en S* y Uy el complementario de —eqy. La aplicacion
admite como secciones las aplicaciones

s1: U — S s1(2,t) = (\/ﬁ,\/ 1;t),(z,t) cStht#1

1+1¢ z

2 3/%1+ﬂ%<

. Las mismas aplicaciones se consideran en el caso de S*

Como 7 trivializa sobre Uy y Us, porque admite secciones sobre Uy y
Us) tal fibrado estd descrito por una unica funcion de transicion ey : Uy N
Uy, — 83 que pasamos calcular. Segiin hemos visto se tiene que si(z,t) =
So(2,t)191(2,t). Por tanto se obtiene que o (z,t) = T = g Ye que
22+t = 1.

Si consideramos el caso de S* obtenemos el fibrado del monopolo mag-
nético, mientras que si consideramos S* se obtiene el fibrado del instanton.
Estos ejemplos aparecen a veces utilizando los grupos de Lie U(1) = S* o

SU2) = S°

sy Uy — ST sy(2,1) = ( zt)e Sht#£1

Ejemplo 2.1.18. Grupos homogéneos
Para este ejemplo usaremos el resultado siguiente cuya demostracion se
puede ver en [7]

Teorema 2.1.19. Sea G un grupo de Lie y H C G un subgrupo cerrado de
Lie, entonces existe una unica estructura de variedad diferenciable en G/H
tal que m: G — G/H es una submersion.

Teorema 2.1.20. 7 : G — G/H con ©(g) = gH es un fibrado principal
con la accion g - h = gh la operacion del grupo G.
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Demostracion. La accion es libre claramente y las fibras de 7 coinciden con

las orbitas de H. Con lo cual es un fibrado principal por el teorema anterior.
]

Se tiene que S™!

— O gm-1 _ U(n)l) Gin—1 — SPM)_r tanto:

— O(n—-1)’ U(n— ~ Sp(n-1)

7:0(n) — ™!

7:U(n) — S*1
7 Sp(n) — St

son fibrados principales.
La variedad de Grassmann G(k,n,JK) es el espacio de todos los k-planos
que contienen a 0 en IK™. Se tiene que

_ O(n)
Gk R) = i< om =5
U(n)
Gk, C) = Z < U =1
Sp(n)
Gk ) = o Sp—h)

Por tanto
7:0(n) — G(k,n,R)

m:U(n) — G(k,n,C)
7 : Sp(n) — G(k,n,H)

son fibrados principales.

2.1.3. Campos G-invariantes

De la misma forma a como se definieron los campos invariantes de un
grupo de Lie tenemos la siguiente definicion:

Definicion 2.1.21. Si tenemos m : P — X wun fibrado principal, se dice
que un campo D € X(P) es G-invariante si (R,).(D) = D para todo g € G.
Al conjunto de campos G-invariantes se le denotara por aut(P).

De la misma forma a como se hizo para los grupos de Lie se tiene que
aut(P) es un subalgebra de Lie de X(P).

Proposicién 2.1.22. Se tiene que D es G-invariante si y solo si ¢ 0 Ry =
R, 0 ¢y ( es decir ¢, € Aut(P)) donde ¢, es el flujo del campo D.
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Demostracion. Se tiene que

(By).D)a(F) = Dy (foR,) = litm + (6 (FoR,) By (2))~(FoR,) (B (1))

g(x) 0t

— iy (o Ry o000 R, (o) — F(a)) =i (Ry 0000 B, ) (1) (&) — ()

t—0

De donde se obtiene el resultado.
O]

Definicion 2.1.23. Se dice que un campo es w- proyectable si verifica que
Dyy(f o) = Du(f om) para toda f € C®(X) que es equivalente a que
7.(Dag) = 7.(D,).

Proposicion 2.1.24. Si D es G-invariante entonces es w-proyectable.

Demostracion. (Ry).(D,) = Dy, por lo tanto m,(Dyg) = m.((Ry)s)(Dy) =
(70 Ry)(Du) = me(Du)
[l

Asi tiene sentido hablar de 7, D € X(P) para todo D € aut(P).

Definicion 2.1.25. Al subfibrado VP = {D € TP/n.D = 0} de vectores
tangentes a la fibra de P se le llama fibrado vertical de P.

Para cada u € 77!(x) con x € X, se tiene la sucesion exacta de espacios
vectoriales:

0— Ty(r*(z)) = Vu(P) = T,P - T,X =0

Definicion 2.1.26. Un campo D € X(P) es un campo gauge si es un campo
G-invariante que es m-vertical, es decir m,D = 0. Al conjunto de campos
gauge se le denota por gau(P).

Proposicion 2.1.27. Se tiene que gau(P) es un ideal de aut(P).

Demostracion. El resultado se obtiene de la conmutatividad de m, y el cor-
chete de Lie.
O
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Si los campos G-invariantes son los generadores infinitesimales de los au-
tomorfismos(podemos considerarlos como el dlgebra de Lie de Aut(P)), los
campos gauge se consideran los generadores infinitesimales de los automor-
fismos verticales, es decir, de Gau(P).

El siguiente resultado geométrico es esencial en la teoria de fibrados prin-
cipales:

Proposicion 2.1.28. Sea B € G y B* € X(P) su campo fundamental que
definimos en 1.1.2 entonces se tiene que:

1. B* es w-vertical

2.
G — X(P)

B — B*
es un monomorfismo de dlgebras de Lie.
8. (Ry)«B;, = (Ady-1B);, , para todou € P y g € G.
4. Para cada u € P se tiene que
.G —V,P

B — B

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Asi el fibrado V P es isomor-
fo a P x G mediante la aplicacion (u, B) — B;.

2.1.4. Fibrado asociado a un fibrado principal

Proposicion 2.1.29. Sea w: P — X un fibrado principal de grupo G y sea
F una variedad diferenciable sobre la cual G actia por la izquierda. El grupo
G opera sobre el producto P x F mediante la formula (u,y) - g = (ug, g 'y)
y se verifica:

1. La variedad PéF existe y se designa por P xg F

2. La aplicacion g : P xg F — X definida por wp([(u,y)] = 7(u) es
una fibracion de fibra F.
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3. Sis:U — 71 (U) es una seccion de w sobre un abierto U C X la
aplicacion

f:UxF— 7' (U)
(@,y) = [(s(z), y)]

es un isomorfismo de variedades sobre U.

La fibracion wr recibe el nombre de fibrado asociado al fibrado principal y a
la accion de G por F.

Demostracion. Sea R C (P x F') x (P x F') la relacion de equivalencia in-
ducida por G en P x F. Probaremos que R es una subvariedad cerrada,
ello implicara la existencia de la variedad cociente. R esta formada por los
puntos ((u,y), (v/,y')) tales que: v’ = ug,y = g~ 'y para algtin g € G. Sea
p: Pxx P — G laaplicacion definida del siguiente modo: p(u, u’) es el tinico
punto de G tal que v’ = up(u,u). Sea T : PXPXFXF — (PxF)x(PxF)
el difeomorfismo obtenido permutando los factores. Se tiene que R es la
composicion de 7 con la gréfica de la aplicacion h : (P xx P) x F' — F
h(u, ' y) = p(u,u’)~! - y. Es decir:

R=1Im[(Pxx P)x F =" (P xx P)x Fx F =7 (P x F) x (P x F)]

Como la grafica de un morfismo es una inmersiéon cerrada y 7 es un difeo-
morfismo se concluye que R es una subvariedad cerrada.

Para demostrar 3) como la cuestion es local podemos suponer que P
es trivial, es decir P = X x G. Sea ¢ : P — G la aplicacion g(u) =
p(u, s(mu)) y ¢ : Px F — X x F' el morfismo sobre X definido por ¢(u,y) =
(m(u), g(u)~'y). Tal aplicacion es invariante frente a la accion de G en P x F'.
En efecto

o(ug, g 'y) = (m(ug), q(ug) g 'y) = (7(u), ¢(v)"'y) = d(u,y)

Por tanto ¢ factoriza dando lugar a una aplicaciéon diferenciable ¢ : P x¢
F — X x F que es la inversa de f. En efecto:

(fod)u,y] = folu,y) = f(m(u),qu)™" - y) =
(u), q(u) ™" y] = sm(w)°(u) ™', y] = [u, yl;
(@0 f)(x,y) = dls(x),y] = d(s(x

= [sm(u),

) = (ws(2), q(s(2)) " - y) = ()

~—
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Proposicion 2.1.30. Cada punto u € P le podemos poner en corresponden-
cia una aplicacion u : ' — P X¢g F definida por u(y) = [(u,y)]. Se tiene
que si x = 7(u) entonces u: F — 7' () es un difeomorfismo.

Este resultado nos dice que las fibras tipo de P xg F son F.

Definicion 2.1.31. Una aplicacionn : P — F es G-equivariante si verifica
que n(u - g) = g~ 'n(u)

Si tenemos 1 : P — F G-equivariante y ¢ = 7(u) podemos definir
s : X — P Xg F mediante s(z) = [(u,n(u))]. Se tiene que g o s(z) =
7r([(u,n(w))]) = 7(u) = z, la cual es una seccion de 7p : P xg FF — X y
asi tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.32. Las secciones s de un fibrado asociado wp : P Xg
F — X estdn en correspondencia biunivoca con el conjunto de aplicaciones
n: P — F que son G-equivariantes.

Observacion 2.1.33. En el caso de que sea un grupo de Lie y la accion
por la izquierda de G sobre F es por automorfismos, entonces las fibras del
fibrado 7p : P x¢ F — X poseen estructura de grupo de Lie isomorfo a F
con la operacion dada por ([u,y]) - ([u,y")] = [(u,yy")] de modo que wp es un
fibrado de grupos de Lie.

2.1.5. Fibrados AdP y adP

Definiciéon 2.1.34. Si consideramos la accion de G sobre si mismo a través
de la conjugacion ¢, : G — G, ¢,(h) = ghg™" el fibrado asociado 7g : P X
G — X se le denota por AdP. Por la observacion anterior el fibrado g :
AdP — X es un fibrado de grupos de Lie y como consecuencia el conjunto
de secciones de wg ,que lo denotaremos por I'(X, AdP), tiene estructura de
grupo con la operacion

(s-8')(x) =s(x)-s(x)Ve € X

Proposicion 2.1.35. El conjunto Gau(P) de transformaciones gauge estd
en biyeccion natural con el conjunto I'(X, AdP). Con la estructura de grupo
definida antes para I'(X, AdP) y la estructura de grupo de Gau(P) como
grupo de transformaciones, se tiene que dicha biyeccion es un isomorfismo
de grupos.

Demostracion. Por la proposicion 2.1.32 el conjunto I'(X, AdP) se corres-
ponde biunivocamente con el de funciones G-equivariantes ¢ : P — G.
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Dada una ¢ G-equivariante se define

v P— P
u — up(u)

Se puede comprobar facilmente que ¢ € Gau(P).
Reciprocamente: Sea ¢ € Gau(P). Definimos ¢ : P — G que verifique
¥(u) = ug(u).
Se ve de forma similar que ¢ es G-equivariante, y por tanto existe una
seccion del fibrado AdP.
m

Definicion 2.1.36. Si consideramos la accion de G sobre su dlgebra de Lie
G a través de la aplicacion adjunta Ady, : G — G el fibrado vectorial sobre X
asociado a g : P X G — X se llama adjunto y se denota por adP = PTXQ
donde la accion de G sobre P x G viene dada por

(u, D) - g = (ug, Ady-1(D))

para todouw € P, D€ G, g€ G
Denotaremos las clases por (u, D)gq conu € Py D €G.

Proposicion 2.1.37. El conjunto gau(P) de campos gauge estd en biyeccion
natural con el conjunto I'(X, adP) de las secciones del fibrado adP.

Demostracion. El conjunto I'(X, adP) en virtud de la proposicion 2.1.32 esta
en biyeccién con el conjunto de funciones ¢ : P — G G-equivariantes.
Dada ¢ G-equivariante se define el campo D como D,, = (¢(u))%. Es claro
que el campo es vertical y se verifica que es G-invariante, luego D € gau(P).
Si D € gau(P) entonces D € VP. Por la biyeccion de la proposicion
2.1.28 apartado 4, se tiene que existe una tnica aplicacion ¢ : P — G que
verifica que (¢(u))*)u = D, y esta aplicacion es G-equivariante, con lo que
se acaba la demostracion.
O

Consideremos el fibrado tangente , T'P, y sobre él vamos a hacer actuar
G de la siguiente manera:

TPxG— TP
(Du, G) = (Rg) Dy
y llamamos Tg(P) = ZZ. Un punto de T(P) es un campo de vectores

definido a lo largo de la fibra u = 771(x) y que es G-invariante. La clase de
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equivalencia la denotaremos por {D,}. Veamos que T(P) tiene estructura
de fibrado vectorial sobre X.

Sea xg € X y sea U un entorno de xq suficientemente pequenio de manera
que exista una seccion s : U — P. Sea TP la restriccion de TP a s(U).
Definimos

¢s: TaU) — TPy
{Du} — Ds(x)

Esta correspondencia es biyectiva. Veamos que la estructura de fibrado vec-
torial de TP, induce una estructura de fibrado vectorial en T(U). Si TX|,
denota al fibrado tangente en s(U) y consideramos como proyeccion la com-
posicion

To(U) =~ TX|, == U

{Dy} —— (D) —m(u)

Se demuestra que si (U,§) es una trivializacién local de TP entonces el
par (U,& o ¢5) es una trivializacion local en T (U) en donde se utiliza que
s : U — s(U) es un homeomorfismo. Faltarfa ver que esta estructura es
independiente de s.

Sean sy s’ dos secciones de P sobre U, tenemos que existe 9,5 : U = G
cumpliendo s(z) - ¥ap = §'(z). Asi esta aplicacion induce un isomorfismo de
fibrados vectoriales 1,4 TP, — TPy que hace que el siguiente diagrama
sea conmutativo

To(U)-2~TDP,
d)S’ jwaﬁ
TP,

con lo cual la estructura de fibrado vectorial de T (P) sobre X esta bien
definida.

Sea V P el subfibrado vertical de TP. G también opera sobre VP y se
define Vo (P) = Y£. Si consideramos la aplicacion ¢, pero restringida a Vi (U)
se tiene que ¢; : Vg(U) — V P,. Como VP, es un subfibrado de TP
entonces Vi(P) es un subfibrado de T (P).

Por otro lado tenemos que la proyeccion « : P — X induce una aplica-
cion mg : T(P) — TX definida por 7g({ Dy, }) = m(D,).De la definicion de
fibrado vectorial de T (P) se tiene que mg es un homomorfismo de fibrados
vectoriales.

Se tiene que TH, = VP, ® T'X|, y tendremos que el diagrama siguiente
es conmutativo:
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Lo | os 1 95
0— VP, =-TP, —TX, =0

y de aqui se deduce que
0—Ve(P)—=Te(P) - TX —0

es una sucesion exacta de fibrados vectoriales sobre X.
Con esto hemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 2.1.38. Se tiene que la siguiente sucesion exacta de fibrados vec-
toriales sobre X

0— Ve(P)—=Tc(P)—>TX —0

Proposicion 2.1.39. La aplicacion & : adP — Vg (P) definida por £((u, B)aa) =
{B:} es un isomorfismo de fibrados vectoriales.

Demostracion. Esta bien definida ya que si (u, B),(v/,B’) € P x G con
(4, B)ag = (U, B")4q entonces existe un g € G tal que v/ = ugy B =
Adg-1 B.Por tanto (B')}, = (Ady-1B);, = (Ry).B;; por lo que { B} = {B},}.
La aplicacién es biyectiva porque la aplicacion * : G — V,, P es biyectiva por
la proposiciéon 2.1.28. O

Proposicion 2.1.40. Las secciones globales del fibrado To(P) — X se
corresponden biunivocamente con los campos G-invariantes de P. FEsto es

['(X,T6(P)) = aut(P). Andlogamente I'(X, Va(P)) = gau(P).

Demostracion. Una clase {D,} € T;(P) son campos G-invariantes a lo largo
de la fibra 7 !(z) con 7(u) = .

Si tenemos s : X — Tg(P) definida por s(z) = {D,}, tomando ese
campo D es G-invariante en todo P.

Si D es G-invariante y restringimos D a 7~!(z) € X, se tiene que determi-
na una clase de equivalencia {D,} € (T(P)), y que la aplicacion x +— {D,}
es una seccion de Tg(P).

La igualdad I'(X, V(P)) = gau(P) se obtiene restringiendo el resultado
anterior a vectores verticales, o utilizando las proposiciones 2.1.35 y 2.1.39.

[

Observacion 2.1.41. Si tomamos secciones globales de fibrados sobre X
en la sucesion del teorema anterior se obtiene una sucesion exacta de C™-
modulos y dlgebras de Lie

0 — gau(P) — aut(P) — X(X) = 0
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2.2. Conexiones de Ehresmann

2.2.1. Conexiones en un fibrado principal

Veamos tres definiciones de una conexion en un fibrado principal que son
equivalentes:

Definiciéon 2.2.1. Una conexion en un fibrado principal m: P — X es un
homomorfismo de fibrados vectoriales I' : TP — V P tal que:

1. T' es un retracto de la inclusion, es decir ,I'yyp = Idyp.
2. o (Ry)s = (Ry)sol.

Definicion 2.2.2. Una conexion en un fibrado principal m: P — X es una
distribucion diferenciable H (llamada parte horizontal) que cumple:

1. T,P=V,(P)® H, para cada u € P.

2. (Ry)+Hy = Hyy para cadau € P y g € G.

Las componentes de un vector tangente D,, € T,,(P) con respecto a los subes-
pacios Vo, (P) y H,, serdn llamadas componentes vertical y horizontal y es-
cribiremos D,, = D! + D",

Esta definicién lo que nos muestra es que una conexién es una regla para
descomponer un vector en su parte vertical y horizontal.

Definicion 2.2.3. Una conexion en un fibrado principal m : P — X es
equivalente a dar una I1-forma w en P con valores en G que verifique:

1. w(B}) = B para todo B€ G yu € P.
2. (Ryg)*'w = Ady-1ow.
Veamos que son equivalentes:

Demostracion. Definicion 2 — Definicién 1

Definimos I, : T,P = V,P® H, — V, P por I'(D,,) = T'(D?+D") = Dt.
Las condiciones 1 y 2 son faciles de demostrar.

Definicién 1 — Definicién 2

Tomamos H, = kerl', entonces se cumple que T, P = V,(P) & H,. De
forma sencilla se ve que H,;, = (Ry).(Hy).

Definiciéon 3 — Definicién 2
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Definimos H,, = {D,, € T,,(P) : w(D,) = 0} por la condicion 1 es claro que
T.(P) = V,(P) & H, y haciendo un sencillo céalculo se tiene que (R,).H, =
H,g.

Definicion 2 — Definicién 3

Tenemos que la aplicacion * : G — V, P es un isomorfismo lineal, asi
podemos definir una 1-forma w sobre P con valores en el algebra de Lie G de
la siguiente manera: Dado D, € T, P existe un tnico campo A € G tal que
la componente vertical de D, es A*. Asi definimos w(D,,) = A. Es claro que
w(D,) = 0 si y solo si D, es horizontal.

La condicion 1 se verifica por la definiciéon. La condiciéon 2 basta probarla
en los casos en que D, sea horizontal o vertical debido a la linealidad de las
1-formas y se comprueba facilmente en ambos casos.

*

]

2.2.2. Forma de curvatura

Definicion 2.2.4. Llamaremos forma de curvatura de una conexion H a la
2-forma sobre P con valores en G definida por

Q(Dy, Dy) = dw(D}, DY)
donde w es la forma de la conexion H de la definicion 3.

Lema 2.2.5. Si D es horizontal, [D,A*] también es horizontal para todo
Aeg

Demostracion. Se tiene que:

* . 1
[D, A*] = lfm ;(Rexp(tA)*D - D)

pero si D es horizontal entonces (R, ).(D) también lo es ya que los campos ho-
rizontales son invariantes por traslaciones por la derecha. Luego Regpia), D —
D también es horizontal y por paso al limite se concluye. O]

Teorema 2.2.6. (Ecuacion de estructura) Se verifica:

dw(Dy, Dy) = —[w(Dy),w(Ds)] + Q(Dy, D)

Demostracion. Vamos a probar la igualdad en 3 casos y el resultado se ob-
tendréa debido a la linealidad y antisimetria de €:

1. Si Dy y Dy son horizontales. En esta situacion w(D;) = w(D2) =0y
como

dw(Dy, Dy) = dw(D?, DI = Q(Dy, D,)

se deduce el resultado
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2. Si Dy y D, son verticales. podemos escribir Dy = A} y Dy = Aj con

Aq, Ay € G. Tenemos entonces:

dw(Dy, Dy) = Dyw(D3y) — Dow(D1) — w([Dy, Dy]) =
— A(A3) — Ajw(A]) — wlA], A7) = A4, — A3A, — w(]Ay, A))
= (A, AsJ) = (A, A = —[w( A7), w(A3)] = —[w(Dy), (D)
y como (D1, Dy) = dw(Dh, D) = 0 se sigue el resultado.

3. Si Dj es horizontal y Dy es vertical. Tomamos Dy = A* y tenemos que

dCL)(Dl, Dg) = Dl(.U(Dg) — DQUJ(Dl) — (,U([Dl, DQ]) =
esta ultima igualdad es debida al lema 2.2.5. Por otro lado —[w( D), w(D2)]+

Q(Dl, DQ) = —[O,W(Dg)] + dW(Dl, 0) =0
[

Corolario 2.2.7. (Identidad de Bianchi para una conezion de un fibrado
principal). Se verifica:
(DY, Dy, D5) =0
para cualquier sistema de campos vectoriales Dy, Do, D3 sobre P .

,A;) una base de G. La forma de conexién

Demostracion. Sea (Ajp, A, ...
..wy. La

se expresard w = y . .w; ® A; para ciertas 1-formas ordinarias wy, .
2-forma w se puede escribir como w =Y. Q; ® A;
Asi la ecuacion de estructura se escribe:

dw:zdwk®Ak:_Z[Wi®Ai7wj®Aj]+ZQk®Ak:
k k

0]

:—QZwi/\OJj(@[Ai,Aj]‘i‘ZQk@Ak:
k

1<J

= _QZ(Zcﬁjwiij)@)Ak—i—ZQx@Ak
k k

i<j

Esto es
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dwk = —2(2 ijwi A Wj) + Qk
1<j

Diferenciando:

0= d*w, = —2(2 cfjdwi A wj) + S(Z cfjwi A dwj) + d€,
i<j 1<j
Como w; se anula sobre campos horizontales si aplicamos la igualdad anterior
a DI DI D se concluye. O

2.2.3. El fibrado de conexiones

Proposicion 2.2.8. Un campo horizontal es wg-proyectable si y solo si es G
mvariante.

Demostracion. Si D es m-proyectable sabemos que m,(D.,,) = m.(D,) y co-
mo mo Ry1 = 7 tenemos que my(Dyy) = M (Ry-1).Dyg = m(D,), luego
(Ry-1)+Dyg — D, es horizontal al ser suma de vectores horizontales y ademas
es vertical, por tanto (Ry,-1).Dyy — Dy, = 0y (Ry-1)«Dyy = D, y asi D es
G-invariante.

[

Proposicién 2.2.9. Dada una conexion H sobre my : P — X para cada
campo D € X(X) existe un unico campo horizontal G-invariante D* € X(P)
denominado levantamiento horizontal de D tal que (mg).D* = D.

Demostracion. Probaremos primero que existe un campo mg-proyectable D
sobre P cuya proyeccion es D. Es claro que si P es trivial la afirmacion
se verifica. Consideremos {U;} un recubrimiento abierto de X trivializante
para P. Sea D; un campo de 71 (U;) proyectable sobre U; y cuya proyeccion
sea D, . Si {¢;} es una particion de X subordinada a {U;}, el campo D =
> (¢ o) D;, esta globalmente definido, ya que sop(¢; o) C 7= H(U;), es m-
proyectable ya que es suma localmente finita de campos m-proyectables, y su
proyeccion es D. Por tanto basta definir D* = D" para obtener el resultado.

]

Proposicion 2.2.10. Existe una correspondencia biunivoca entre las seccio-
nes o : T(X) — Ta(P) de la proyeccion de la sucesion exacta del teorema
2.1.38 y el conjunto de conexiones de un fibrado principal.

Demostracion. Sea H una conexiéon del fibrado principal 7 : P — X y
consideremos la elevacion horizontal de vectores definida antes. SiY € T, (X)
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el campo Y,* con u € 7 !(z) es G-invariante a lo largo de la fibra de x y
determina la clase {Y*} € (T P),. Asi podemos definir o : TX — T(P)
mediante (YY) = {Y*} y se cumple m,0o0(Y) =1, (Y*) =Y

Reciprocamente si o es una secciéon de 7, definimos la conexion sobre P
siguiente: H,, = {(¢D),, : D € T, X}. Tenemos que H, NV, (P) = 0 ya que si
D' e H,NV,(P) entonces D' =D y m,D' =0 con lo cual m, D' =D =0y
por tanto D" = 0.

Falta ver que si ¢ € G se cumple que (R,).H, = H,,. Basta ver que
(Ry)«H, C Hyy. Si (¢D), € H, entonces oD es G-invariante y por tanto
(Rg)+(0D)u = (0D)ug € Hug 0

Proposicion 2.2.11. Dado un fibrado principal 7 : P — X, existe un
fibrado afin C(P) — X modelado sobre el fibrado T*(X) ® adP cuyas sec-

ciones globales se corresponden de modo natural con las conexiones de P.

Demostracion. Sea m, : T;(P) — T(X) la proyeccion canonica. La compo-
sicién con m, da lugar a una aplicacion diferenciable

q: Hom(T(X),T(P)) — Hom(T(X),T¢(P))

definida por ¢(p) = . 0, que resulta ser una proyeccion regular entre varie-
dades. Para probar esto basta ver que ¢ admite secciones locales. Como el pro-
blema es local podemos suponer que P = X X G. En este caso si denotamos E
al espacio vectorial de los campos de G-invariantes por la derecha, se tiene que
Hom(T(X),Tg(P)) = Hom(T(X),T(X))® Hom(T(X), X x E), y entonces
q consiste en proyectar en el primer factor con lo que probamos que es una
proyeccion regular. Sea I la subvariedad cerrada de Hom/(T'(X),T(X)) defi-
nida por la seccion identidad. Entonces definimos C(P) = ¢~ *(I). Como q es
proyeccion regular C(P) es una subvariedad cerrada de Hom(T'(X), T (P)).
De esta forma, una aplicacion lineal o, : T,,(X) — T¢(P). pertenece a C(P)
si y solo si q(0,) = T, 0 0, es la identidad en 7,(X). Sea ¢ : C(P) — X la
restriccion a la subvariedad C'(P).

Veamos por tltimo que C(P) es un fibrado afin modelado sobre 7*(X) ®
adP = Hom(T(X), adP). Sean o, y o.. dos puntos de C(P),. Por definicion
T. © 0, = T, 0 0, es la identidad de T,(X) luego m.(o,, — 0,) = 0. Por
tanto el homomorfismo o/, — o, valora en el Kerm, = Vg(P) = adP, con
lo que ¢, — o, € Hom(T,(X), (adP),) = T*(X) ® adP. Reciprocamente, si
e € T*(X)®adP = Hom(T,(X), (adP),) el homomorfismo suma o/, = e+o,,
verifica m,0!, = m.e+ w0, que es la identidad sobre T, (X), luego o’ € C(P),
y se concluye.

[

Ahora veamos la existencia de conexiones en un fibrado principal.
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Definicion 2.2.12. Una seccion o : Z — Y de una proyeccion reqular
p:Y — X definida sobre un subespacio Z de X se dice que es diferenciable
st para todo z € Z existen o, : U, — Y secciones diferenciables de p
definidas en un entorno de Z tales que 0 = o, en Z NU,

Proposicion 2.2.13. Toda conexion de un fibrado principal m : P — X
definidas sobre un cerrado Z de X puede extenderse a una conexion global.
En particular, todo fibrado principal admite una conexion.

Demostracion. Por hipotesis existe un recubrimiento de abiertos {U;} de Z
y conexiones o; : U; — C(P) tales que 0 = o; en Z N U;. Sea {U/} un
recubrimiento de abiertos de X-Z trivializante para C(P) y o} : U] — C(P)
secciones arbitrarias. Dada una particion de la unidad {¢;, ¢;} asociada al
recubrimiento {U;, U/} se puede definir una seccion

g: X — Hom(T(X),Tg(P))

por la formula @ = ) pi0;+ 3 0. Como ¢)(z) = 0si 2 € Z es claro que
@ prolonga a 0. por otra parte m, 0o, =, ¢;(2)(m. 0 03(x) + 3, () (m. 0
oi(x) = (32 pilw) + 32, () Ir,(x) = Ir,(x)- Luego T es un elemento de
C(P) y se concluye.

O]

2.2.4. Ejemplo de conexién

Ejemplo 2.2.14. Veamos ahora un ejemplo de una conexion el fibrado de
Hopf que vimos anteriormente (S3,S*, S?), pero vamos a verlo desde un pun-
to de vista distinto a como lo vimos en aquel ejemplo. Como S* = SU(2),
podemos considerar los puntos de este fibrado como matrices A € SU(2).
Una matriz de este tipo mediante la parametrizacion de dangulos de euler

{&} = {x, ¢, v} se puede escribir

A, 0) = eap(E) - erp(TEY) - eap(2Y)
B e'¥ 0 o cos(3) sen(3) e% 0 ) _
_’( 0 e ) (-—&%ﬂ%) aw(%)) ( 0 e% >'_
_( cos(X)explitht]  sen(¥)expli£5Y] _ z W
B ( —sen(X)expli®52] cos(¥)exp[—iZtY] ) ( —w Zz > €5U2)

donde hemos utilizado que las T; son las matrices de Pauli, es decir

(01 (0 =i /1 0
=11 0 2705 0 =0 -1
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Por otro lado el grupo de estructura S* = U(1) = {e*: 0 < a < 27}, y
la accion vendrd dada por

e 0

Awmw:A@m:Ammm@:A-<o em)esmm

Se cumple claramente que A(x, ¢, v) - a(a) = A(x, ¢, ¥ + 2a).
Se wverifica la siguiente propiedad: Si A € SU(2), entonces se cumple que

ATgE = (7'1,7'2,7'3) . 7

con U €S2, es decir | V| = 1. Veamos quien es 7.
SeaAz( : ?)entoncesﬁz(z _w>yasz’
w Z 2

w
12|? — |w|* —2zw >

At
AT?’A—( owzr |wf?— |2

Si tomamos ahora V = (Re(—22w), Im(—2w%), |2|> — |w|?) obtenemos que
(7 g (PP 22 N Ty ademas [T =1
1, T2, T3) = CowE |- o2 ) T 73 At y ademds |V |* =
Con esto podemos definir la proyeccion del fibrado = : S — S% por la
formula w(A) = V. Esta definicion coincide con la que dimos en el ejemplo
del fibrado de Hopf. Si parametrizamos 7 con los angulos de Euler obtenemos
V= (—senxcosp, —senxseny, cosy).
Se cumple que la fibra coincide con la orbita ya que

AeoTry((Aeiam)t) = Ary At

y por tanto w(A) = (A - €")
Vamos a ver ahora que aspecto tienen los campos vectoriales fundamenta-
les en el fibrado de Hopf. Sea X un campo vectorial en U(1), correspondiente

con el subgrupo uniparamétrico a; = €. Se cumple que Xa(ag) = %la:ao' En
particular, X, = %mzo € T.(U(1)) ~ u(1). El respectivo elemento del dlgebra

de Lie u(l) es A=1. Para hallar el campo fundamental A* correspondiente a

A=1, introduzcamos una funcion f(B(x,e,¥)) = f(x, ¢, %) en el fibrado y
calculemos A* f. Por definicion

d
A*f(X> %@D) = A*f(B(Xa %w)) = %f(B(Xa SO,QM ' at)|t:0 =

=SB +20) = 25Tl

: * _ o0
es decir, A* = 2%.
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Asi la forma de conexion(en coordenadas de los dngulos de Euler) se
puede escribir como w = ady + bdy + cdx. La forma de conexion satisface
que w(A*) = A, lo que implica que a = % Los coeficientes b y ¢ dependen de
la eleccion del subespacio horizontal T, (S®). Vamos a considerar dos casos:

: : : : o , 0
» Si elegimos el subespacio horizontal generado por los vectores X Yas—

cosx%, como la forma de conexion se anula sobre estos vectores se
tiene:

1
w= §(d1/) + cosxdyp)

= Si tomamos el subespacio generado por los vectores % — cosgp% Y % —
%, entonces:
1
w= §(d¢) + dx + cosxdyp)
Como el grupo estructural es abeliano se tiene que ) = dw, y asi se

obtiene que la forma de curvatura en los dos casos es

1
Q= isenxdw A dy

2.2.5. Conexiones inducidas

Proposicion 2.2.15. Sea f : P' — P un morfismo de G- fibrados principales
que verifique f(u'g') = f(u')g', y sea H una conexion en P con forma de
conexion w y curvatura ), entonces existe una unica conexion H' en P’
tal que f, aplica subespacios horizontales H' en subespacios horizontales de
H.Ademas se verifica ffw=w"y f*Q = .

Demostracion. Definamos la forma de conexion de H' como w’ = f*w. Vea-
mos que w’ es una forma de conexion.

Dado D' € Ty P'y ¢ € Gy sea D = f,(D’). Se verifica w'((Ry).D’') =
F(@((By). D) = w(£(By).D') = w((Ry).D') = Ady1 (w(D)) = Ady-1(u (D))
Sea A" € G ysea A= f,(A"). Sea ahora A* y A™ los campos de vectores
fundamentales, entonces w'(A*) = f*(w(A*)) = w(f.(4")) =w(A*) = A Y
lleva campos horizontales a campos horizontales ya que si H’ es horizontal
entonces

w(fu(H') = fH(w(H) = w'(H') = 0
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Proposicion 2.2.16. Sea f : P' — P un morfismo de G-fibrados principa-
les y supongamos que la aplicacion f inducida en la base es un difeomorfismo.
Dada una conexion H' en P’ con formas de conexion y curvatura ' y SV res-
pectivamente, existe una unica conexion H en P tales que los subespacios
horizontales de H' son aplicados por f. en subespacios horizontales de H.
Ademds verifica f*w =w' y f*Q = Q. Se dice que H es la imagen de H' por
f.

Demostracion. Dado u € P elegimos v € P’y g € G tal que u = f(u') - g.
Definimos el subespacio horizontal H, de T;, P por H, = (R,).o f.(H,) donde
H, es el subespacio horizontal de T,/ P’ con respecto a H'. Se demuestra sin
mucha dificultad que H, es independiente de la eleccion de ' y o.

Veamos que es una conexion en P. Facilmente se ve que H,, = (R,).(f(Hy))
y asi es invariante.

Falta probar que T,(P) = H, @ V,,. Para ello veremos que =, : H, —
T.(X) con m(u) = x es un isomorfismo lineal. Pero en el siguiente diagrama
conmutativo

Hy —F

w, lﬂ'

LX) ——T,(X)

las aplicaciones 7, y f, son isomorfismos por tanto m, también lo es y se
concluye.

Para demostrar que f*w = w’ se demuestra de forma sencilla en dos casos,

si D es horizontal y vertical, y trivialmente se ve que (D, D") = f*Q(D, D’).

O

Definicion 2.2.17. Una conexion ‘H sobre P se dice que es reducible a una
reduccion i : (P',G") — (P,G) si existe una conexion H' sobre P’ tal que
H es la imagen de H' por la inmersion i.

Ahora vamos a probar que la forma de conexion se puede expresar en
funcién de una familia de 1-formas definidas en ciertos entornos.

Sea mg : P — X un fibrado principal y {u,, fo} una trivializacion,
es decir, existen isomorfismos f, : Wél(Ua) — U, X G, con funciones de
transicion {1,s}. Supongamos a su vez definidas las secciones s, : U, — P
verificando sg = s,9ap en U, N Ug. Sea w la forma de conexién de una
conexion H sobre el fibrado P, para cada « definimos una 1-forma w, sobre
U, con valores en G por la formula w, = s¥(w). Podemos escribir la relacion

47



S8 = SaWap COMO Sg = P O (Su, Yap), donde p: P x G — P es la operacion
en G. De esta forma si D, € T,(X) se tiene

(58)+(Dz) = p(=, 9)+((s0)+(Da)) + p(u, =)+ ((Yap)« D)

donde g = Y,5(2), u = s4(x). Se tiene que p(—,g) = R, y llamando yu, =
p(u, —) se escribe

(85)*(D$) = (Rg)*((sa)*Dz> + (Mu)*«waﬁ)*Dl‘)

y aplicando w a ambos lados

wp(Da) = (Bgw)((sa)sDz) + w[(p1u)«(Yap)« D]

Ahora si ¢Y.3D, = A, para un cierto campo A sobre G, invariante por la
izquierda, entonces (fty)+(Yas)«De = Aj,. Sea ahora © la 1-forma canonica
y escribiendo ©.5 = ¥75(0) se cumple que

wp = Ady,, 0 wa + Oqgp

va que ¥5(Dz) = O((Yap)«(Dz) = O(Ay) = Ay En esta expresion podemos
sustituir On5 = 1}4(0) = Vs dbag

El reciproco también se puede obtener siguiendo un argumento contrario
y obtener {w,} a partir de w.

Teorema 2.2.18. Sea 7 : P — X un fibrado principal, {U,} un recubri-
miento trivializante con funciones de transicion {1as} y wa 1-formas sobre
U, con valores en G. Fxiste una forma de conexion w sobre P wverificando
Wa = Shw sty solo si se verifica la relacion anterior. Ademds en este caso la
forma de conexion es unica.

Estas 1-formas w, corresponden fisicamente a lo que se llaman potenciales
gauge.

Consideremos ahora €2, = s3£). Tenemos que w, = s}w, ohdw = dow 'y
gi(ENn) =0o(&) Aol(n). Por tanto utilizando la ecuacion de estructura se
cumple:

Qy =00 (dw+wAw) =dojw+ ohw A ohw = dwy + we A wy

Encontremos la expresion de €2, en la carta U, cuyas coordenadas son
x#. Asi podemos poner w, = ) wq,dx", y también Q, = % > Qq,, daet Ndx?
y por un calculo directo

Q

oy a,uwal, - auwaH + [waua wal,]
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2, se corresponde en fisica con el campo de fuerza de Yang-Mills.
Como wy, y {1y, son G-valoradas, se pueden poner en términos de una

base {T;} de G mediante

T SET IR ol re
Esta base satisface [T}, T;] = f;;T r v encontramos la expresion
FZV = 0,A! — &,AL + f;kAiAlj

Teorema 2.2.19. Si U, y Ug son cartas de X y consideremos €2, y €lg, sus
campos de fuerza, entonces se verifica en U, N Ug la condicion

Qo = Adw;& Qg
Demostracion. Sea w, y wg entonces por lo visto anteriormente

Qy = dwy +wa Nwe 25 = dws + wp A wg
Sustituyendo ahora wg = Ady,, wa + w;ﬁld¢a5 y obtendremos

Qﬁ = d(Ad¢ﬁawa+¢;1d¢aﬂ>+(Add;ﬁawa"i_l/};ldwa,@’)A(Ad¢gawa+¢;ﬁld¢aﬂ) =

= d(VsWatlap TV dap) +(VasWallas TV dap) AV sWatap+ s dias) =
= [d(¥35) N (Watap) + Uos N d(watbap) + d(¥35) N dibap + U3 5d%Yas]+
HmsWaVas A Yasatbap + VagWallas A Yazdbas + Vagdibas A Ugswatbas+
g dbap AN dibap] = [—¥5gdbaptys Awatast¥as Adwathap =t s AwadiPas—
~ Vg ap¥s ANdap)+ U5 5w Awatap+ 55 ANwadias g dbaptys Awatbas+

+¢;1d¢a5w(;ﬁl/\dwaﬂ] = w;@l’/\dwawaﬁ—i_wgﬁlwa/\wawaﬁ = ¢;51 (dwa—i_wa/\wa)waﬁ =
= Ady, ;0
donde hemos utilizado que d(z/);ﬁl) = —wgldwagw;ﬂl
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2.2.6. Transporte paralelo y grupo de holonomia

Proposicion 2.2.20. Sea w una forma de conexion sobre un fibrado principal
g : P — X, ysea:[0,1] — X una curva diferenciable. Dado un punto
u € P en la fibra de z=v(0), existe una unica curva 7 : [0,1] — P tal que
~ es un levantamiento de vy, es decir m o~ = =, el vector tangente a 7 es
horizontal respecto de la conexion y 7(0) = u. Con estas condiciones § serd
llamada el levantamiento horizontal de v con respecto a la conexion w.

Demostracion. Extenderemos diferenciablemente v a un intervalo abierto I.
Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

Ixy P2 sp

| l

Consideremos  : I — [ xx P una curva integral que pasa a través de
(0,u) € I xx P del levantamiento horizontal del campo vectorial % de L
Definimos asi 7 = pyo 3, y claramente w(y(t)) = mopyo 5(t) = yop, 0 5(t) =
v(t) Ademas

wi(t) (Ve (t)) = W) (P2 © B)x) = Wi ((p2)+(Bx)) = (p3w) ) (Bs) = 0

ya que 3, es horizontal, por tanto 7 es horizontal.
La unicidad se deduce de la unicidad de 5.

U

Definicion 2.2.21. Dada una curva 7y : [0,1] — X con v(0) =z y y(1) =
y, para cada punto u € 75 (z), existe un levantamiento 7 tal que 7(0) = u,
entonces Y(1) € 75" (y) y se puede establecer una aplicacion
7, 75 (2) = 75 (y)
ur— (1)

Se dice que T, es el traslado paralelo a lo largo de la curva v segin la conexion
w.

El siguiente resultado prueba que el traslado paralelo es un isomorfismo
T, w5t (@) — 75 (v).

Proposicion 2.2.22. Fl traslado paralelo verifica las siguientes propiedades:

1. Conmuta con la accion del grupo 7,0 Ry = Ry 0T,
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_ -1
2. 7'7—1 = (Ty)
.y .
3. Si Y eSS una curva que une Yy con z, entonces Tyvy! = Ty O Ty

Definicion 2.2.23. Para cada x € X, denotaremos con C(z) el espacio de
lazos en z. Para cada v € C(x), 7, es un isomorfismo de la fibra 7' (z)
en st misma. El conjunto de todos esos isomorfismos forma un grupo ®(x),
que denotaremos por grupo de holonomia de la conexion dada con respecto
a z. Denotaremos por Cy(z) C C(z) al subconjunto formado por los lazos
homotdpicos a cero y por ®o(x) C P(x) el subgrupo definido por €l, y lo
denotaremos por grupo de holonomia restringido.

St dos puntos u,v € P pueden ser unidos por una curva horizontal escri-
biremos u ~ v, claramente es una relacion de equivalencia.

Ahora, dado u € w;'(x) denotaremos por ®(u) al siguiente subconjunto

de G

O(u)={g€G:u~ug}

eziste un isomorfismo ®(x) — ®(u) que a cada T, le hace corresponder el
elemento g € G que cumple que u = g7(1).

Proposicién 2.2.24. 1. Se cumple ®(ug) = g '®(u)g.

2. Siu y v pueden ser unidos por una curva horizontal entonces ®(u) =
d(v).

Demostracion. 1. Si ¢ € ®(ug) entonces ug ~ ugg’ luego existe a : [ — P
con a(0) = ug y a(l) = ugg’. Ahora definiendo g : I — P por [(t) =
a(t)g™t se cumple que 8(0) = vy B(1) = ugg’g™* = ug”. Con lo cual ¢g" €

-1

®(u) y por tanto ¢ = g~ '¢"g € g~ '®(u)g. Reciprocamente, si ¢ € g~ 1®(u)g
entonces existe ¢’ € ®(u) tal que ¢ = ¢7'¢”g y una curva o : [ — P con
a(0) =uy a(l) = ug”. Definiendo §: I — P por B(t) = «(t)g se cumple
que 3(0) =ug y B(1) = ug"g = ugg'g~"'g = ugg’ con lo cual ¢’ € ®(ug).

2. Si u ~ v entonces ub ~ vb y por la transitividad u ~ ub si y solo si
v ~ vb y esto es lo mismo que decir que b € ®(u) siy solo si b € ®(v), con lo

que se obtiene que ®(u) = ®(v). O

Corolario 2.2.25. Si X es conexo todos los grupos de holonomia son conju-
gados.

Demostracion. Si X es conexo entonces para todo u,v € P existe un g € GG
que cumple que v ~ ug, y por la proposicién anterior se concluye. O

Teorema 2.2.26. Para cada punto u € P el subgrupo ®o(u) C G es arcoco-
nexo.
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Demostracion. Sea g € ®y(u), esto es, existe una curva cerrada 7y : [0,1] — X
con un punto base z = m(u) homotopa a cero cumpliendo que 7, (u) = ug.Por
lo tanto existe una homotopia & : [0, 1] x [0, 1] — X uniendo v con la el cero,
es decir, que cumplira:

1. hg:t— h(s,t) es un lazo con base x para todo 0 < s <1
2. h(0,t) = ~(t) para todo 0 <t <1

3. h(1,t) =x paratodo 0 <t <1

Entonces existe una tnica aplicacion h : [0,1] x [0, 1] — P verificando las
siguientes condiciones

1. toh=h

2. Para cada 0 < s <1 la curva hy(t

s(t) = h(s,t) es horizontal respecto de
la conexion dada. En particular h(0,¢) =

ho(t) = (1)

3. h(s,0)=u, 0<t<1

De hecho, h induce un fibrado principal h*(P) — [0, 1] x [0,1] y una co-
nexion sobre dicho fibrado. Fijado s el camino t — (s, t) puede ser levantado
a h*(P) de modo horizontal. Tal levantamiento depende diferecialmente de
s, en virtud del teorema de dependencia diferenciable de los pardmetros para
los sistemas diferenciables ordinarios, de donde se deduce la existencia del
levantamiento h.

Sea ahora (3 : [0,1] — G la curva definida de la siguiente manera. 3(s) es
el tinico elemento de G que verifica uS3(s) = h(s, 1).

La funcion 3 es diferenciable, y se cumple que 3(1) = e, ya que h(1,1)
es un punto de la fibra de h(1,1) y la curva h(1,t) es constante y 5(0) = g.
Claramente [ valora en ®g(u). O

Lema 2.2.27. Sea G un subgrupo de Lie y H un subgrupo con la siguiente
propiedad: todo elemento de H puede unirse con la identidad por una curva
diferenciable que valora en H. En estas condiciones, H es la imagen de un
subgrupo de Lie de G.

Demostracion. Sea S el subconjunto de los campos D € G tales que D, es el
vector tangente en el elemento neutro de G, a una de las curvas del enunciado.
Probaremos que S es una subalgebra de Lie de G. Sea v : [0,1] — G una
curva diferenciable con valores en H tal que (0) = e. Pongamos D, = 7,(%),
y 7/ (t) = y(rt), donde r es un nimero real. Entonces 7Dy = 7.(4£),, con lo
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cual 7D; € S. Pongamos ahora «(t) = «(t)5(t) y designamos por D) y D}
los vectores tangentes a av y . Como se puede ver en [19] Dy = Dj + Dj.
Con lo cual hemos probado que S es un espacio vectorial. Por otra parte se
tiene que si 0(t) = a(t)B(t)a(t) "' 8(t)~" entonces 8,(4)y = [DL, D!], lo cual
se puede ver en [19]. Con lo cual si D, D’ € S entonces [D, D] € S, con lo
que es una subélgebra de G.

Por el teorema 1.0.11, sea i : K — G el subgrupo conexo asociado a la
subalgebra S . Vamos a ver que H = K con lo que concluiriamos la prueba.
Primero veamos que H C K, para ello hemos de comprobar que las curvas
en H tienen su vector tangente en S. Sea 7y : [0,1] — H una de esas curvas.
Tenemos que probar que para cada vector tangente a esta curva en un punto
to € [0,1], esto es, 7.(4),—y, existe un campo invariante D € G tal que D, es
el vector tangente a una curva g(t) en H y tal que

d
(L'Y(to))*De = 7*(%)7&:150

Si tomamos ¢(t) = L;éo) 07y 0 Ly (t), es una curva del enunciado verifi-
cando que ¢g(1) = e y tomando D, = g*(%)tzl se concluye.

Para la otra inclusién consideremos Dy, ....D,, una base de S 'y v1,...Ym
curvas diferenciables con valores en H tales que v;(0) = €, (7;)«(%)o = (D;)e.
Definimos ahora f : (—=1,1)™ — K por f(t1,....tm) = Y1(t1) = = = Y (tm)-

La diferenciabilidad de f se deduce de la propiedad universal de las in-
mersiones integrables pues f valora en K. Tenemos que f, es no singular ya
que (7;)«(0) forman una base de S. Luego f establece un difeomorfismo entre
un entorno abierto U del origen de R™ y un entorno abierto del neutro de
K. Ahora bien como K es conexo f(U) genera K,y como [ valora en H se
tiene que K C H. O

Teorema 2.2.28. Dada una conexion en un fibrado principal 7g : P — X,
para cada u € P, el grupo de holonomia restringido ®o(u) es un subgrupo de

Lie de G.
Demostracion. Se tiene del lema 2.2.27 y del teorema 2.2.26.

Proposicion 2.2.29. ®y(u) es un subgrupo normal de ®(u).

Demostracion. Sean oy [ dos lazos. Supongamos que 3 es homotdpica a
cero entonces la composicién B * a * 37! es también homotodpica a cero y por
tanto ®o(u) es un subgrupo normal de ®(u). O

Proposicion 2.2.30. Existe un epimorfismo candnico

h:m(X,x) = ®(u)/Po(u)
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Demostracion. Se puede demostrar que todo arco continuo es hométopo a
uno diferenciable como aparece en [4]. Asi pues, podemos definir A como
sigue: h([y]) = [r,]. La epiyectividad se deduce directamente de la definicion
de grupo de holonomia.

[l
Corolario 2.2.31. ®(u) es un grupo de Lie.

Demostracion. Por ser m (X, z) numerable, por el teorema anterior tenemos
que P(u)/Po(u) es numerable y asi la estructura de ®o(u) se puede trasladar
a una base numerable de abiertos de ®(u). O

Teorema 2.2.32. Sea w : P — X un fibrado principal con conexion H.
Sea ug € P. Denotaremos por P(ug) al conjunto de puntos de P que pueden
ser unidos con ug por una curva horizontal. Entonces se tiene que P(ug) es
un fibrado con grupo estructural ®(ug) y la conexion H es reducible a una
conexion en P(ug).

Demostracion. Denotaremos por P’ = P(ug) al conjunto de puntos de P que
pueden ser unidos con w por una curva horizontal. Tenemos que (P’, ®(u))
cumple las siguientes condiciones

1. Ry(P')=P'sige d(u)

2. Si u,v € P’ pertenecen a la misma fibra en 7y, entonces existe un
g € ®(u) tal que u = vg

3. Cada punto x € X tienen un entorno U y una secciéon o : U — P tal
que o(u) C P

Veamos la condicion 3, las otras dos son faciles de ver. Consideremos una
sistema de coordenadas alrededor de x de manera que x sea el origen (0,....0)
con respecto al sistema de coordenadas. Sea U el entorno coordenado. Dado
cualquier y € U, consideramos 7, el segmento que une x e y con respecto al
sistema de coordenadas. Fijemos v € P’ tal que 7(v) = . Sea o(y) el punto
de P obtenido por el transporte paralelo de v a lo largo de 7,. Entonces
o : U — P es una seccion tal que o(U) C P'.

Utilizando estas secciones podemos trasladar la estructura diferenciable
de U x ®(u) a 5" (U) N P'. Claramente P’ es un fibrado principal de X con
grupo estructural ®(u) y P’ es una subvariedad de P.

Con lo que trasladamos la estructura diferenciable de U x ®(u) a 7' (U)N
P’. Claramente P’ es un fibrado principal de X con grupo estructural ®(u)
y P’ es una subvariedad de P.
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Para ver que la restriccion de I' a ®(u) es una conexion en P’, solo tenemos
que darnos cuenta que el espacio horizontal de I' en un punto p € P’ es
tangente a P’ ya que cualquier vector horizontal se puede ver como un vector
tangente a una curva horizontal.

]

Teorema 2.2.33. Sea m : P — X un fibrado principal con P conexo,
entonces existe una conexion en P tal que todos los fibrados P(u),u € P
coinciden con P.

Demostracion. Se puede ver en [4] La idea de la demostracion es construir
una conexion I en By = 7 !(U) donde U es un entorno de uy donde P
trivializa, de manera que el grupo de holonomia del fibrado Py coincida con
la componente de la identidad, donde V' C U es entorno de wug. Después se
extiende I a una conexion I en P, de manera que I" coincide con I en Py.
Como el grupo de holonomia ®(ug) de I' contiene a la componente identidad
de G, el fibrado P(ug) tiene la misma dimensiéon que P y por tanto es un
abierto en P. Como P es union disjunta de fibrados de holonomia los cuales
son abiertos se sigue, por ser P conexo, que P = P(uy). ]

En el subfibrado que resulta de la reduccion al grupo de holonomia, con-
siderando u € P y el espacio E, generado por los vectores horizontales junto
con los vectores de la forma (v, w) donde v y w son vectores horizontales,
se prueba que E es una distribuciéon involutiva, con lo que por el teorema
1.0.10 existe , para cada p € P, una variedad integral maximal M (p) que
coincide con P y con el siguiente argumento dimensional

dimX + dimG = dimX + dimG = dimP = dimM (p) = dimE = n + dimX

se ve que G esta generado por los vectores de la forma (v, w) donde
v y w son vectores horizontales. Obtenemos asi el conocido resultado de
Ambrose-Singer.

Teorema 2.2.34. Sea H una conexion sobre un fibrado principal m: P —»
X, sea Q su forma de curvatura y ®(u) el grupo de holonomia con respecto a
un punto uw € P. Entonces el dlgebra de Lie de ®(u) es igual al subespacio de
G generado por los elementos de la forma Q(v,w) donde v e w son vectores
horizontales.
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Capitulo 3

Algebra gauge y clases
caracteristicas

La Topologia Algebraica es una rama de las matematicas, donde la idea
fundamental es asociar objetos algebraicos a los espacios topolégicos o varie-
dades, de manera que la estructura asociada sea un invariante, en ese sentido
estudiando las propiedades algebraicas del objeto asociado podemos extraer
consecuencias sobre la geometria y la topologia del espacio.

La cohomologia de Rham y la cohomologia con soporte compacto, son los
dos principales invariantes topolégicos de una variedad C*°, en ambos casos
son herramientas algebraicas, que se trata de cierta estructura algebraica
extraida de una variedad diferenciable, permitira distinguir si dos variedades
son 0 no homeomorfas.

Con el proposito de seguir buscando mas objetos algebraicos que per-
mitan proporcionar mas informacién geométrica y/o topologica del espacio
se empieza estudiar la variedad producto, cuya generalizacién conduce a la
teoria de fibrados.

Con todo esto obtenemos las llamadas clases caracteristicas que se inicia-
ron en 1935 con Whitney y en 1942 por Shing-Shen Chern, éstas son inva-
riantes que miden en cierta manera como se aparta esa estructura producto
local de una estructura producto.

Si tenemos el fibrado 7 : P — X con grupo G se define,como veremos en
la siguiente seccion, la diferencial covariante d“ sobre formas en P con valores
en G, que verifica d“Q) =0

Un polinomio de Weil de grado m es una aplicaciéon multilineal y simétrica
f:Gx ... x G — R tal que f(ad(g)As,....ad(g)An) = f(A1, ..., An)
para todo g € Gy Ay, ...A, € G. Denotaremos por I™(G) al conjunto de
polinomios de Weil de grado m.
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Usando esto podemos definir la 2m-forma diferencial en P por

1

£ (X, Xom) = = Y e fQUXo(), Xo@), oo UXo@m—1), Xo(2m)))

2m =
con f € I"™(G), o € Sy, las permutaciones, ¢, el signo de la permutacion y
Xy, .. Xopm € TP.

Esta forma diferencial es una forma diferencial cerrada, lo que implica
que define una clase caracteristica la cual es independiente de la eleccion de
la conexién w. Se puede ver que es cerrada en 3.2.3 ,en donde se utilizan los
lemas 3.2.1y 3.2.2. Para ver que es independiente de la conexion se consideran
dos conexiones wy y w; y la familia de conexiones w; = wg + t(w; — wp).
Esta familia verifica que %Qt = d“(w; — wp) ademés podemos definir & =
k fol flwr — wo, 2, ..., Q)dt verificando que ® proyecta a una forma en X y
ademéas d® = f(Qq,....0) — f(Qs,....022) con lo que se ve que f(€2,....Q) es
independiente de la conexiéon escogida.

De la misma forma, pretendemos construir clases caracteristicas utilizan-
do los polinomios de Weil, la cruvatura y elementos del algebra gau(P).

3.1. Diferencial covariante

Definiciéon 3.1.1. Sea 7 : P_T> X un fibrado principal con grupo de es-
tructura G. Denotaremos por \ (P,G) al conjunto de r-formas sobre P con
valores en G que satisfacen:

1. Para todo g € G se tiene que (Ry)*¢ = Ad(g~1)¢.

2. Si D € T(P) es m-vertical entonces ipp = 0.

—1
Si w es una forma de conexion entonces w ¢ A (P, G) ya que por ejemplo
iprw = A para cualquier A € G. En cambio, la 2-forma de curvatura €2 si

—2
pertenece a /\ (P,G), ya que claramente ip{) = 0 si D es vertical y ademas
teneiendo en cuenta que d o R} = R} o d se verifica que (R,)*Q = Ad(g~")Q.

Ademas KO(P, G) son las aplicaciones que verifica que 1(pg) = Ad(g~ 1) (p).

Definicion 3.1.2. Dada una conexion w de P se define la diferencial cova-
riante

&N (PG — N (PO
por (d“v¢)(Xy, ... X,) = (d)(X], .. X]")

r
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Teorema 3.1.3. (Ecuacion de estructura) Se verifica

d*y = dip + [w, )]

Demostracion. Veamos los siguientes casos:

Si son todos los X; € T,,P horizontales tenemos que [w, ¥](X;....X,11) =
0, y por definicion d“¢ (X7, ... X, 11) = d(Xq, ... Xoq1).

Si dos de los campos son verticales tenemos que d*i(Xq,...X,11) = 0,
[w, ¥](X1,...X;4+1) = 0, y por ultimo

d¢(X17 “‘XT+1) = w([X]a Xk]7X17 "7Xj—17 Xj+17 "7Xk—l7Xk’+1a ""Xr+1) =0

donde los dos campos verticales son X; y X} v se verifica que [X;, X es
vertical.

Por ultimo veremos si se verifica la ecuacidon de estructura si solo hay
un campo vertical que sera X; = A* para algin A € G. Tomaremos X;
horizontales y los extendemos a un campo G-invariante horizontal (7, X; se
extiende en X y se levanta a P) y asi tenderemos que [X;, A*] = 0. Por un
lado se cumple que d“y = 0 y por otro tenemos que

dp(Xy, o Xpg1) = AT (O(X1, 0 Xjon, Xjgrs oo, X))+ (X, A, X0, X)) =
= A (X1, 0y X1, Xyt ooy Xot1)

y se tiene también que

[W,ZZJ] = [(.U(A*),T/J(Xl, ..... Xj—lan+1>---Xr+1)

Para comprobar la ecuacion de estructura falta ver que
[W(A*), @Z)(Xl, ..... Xj—la Xj+1, --~X7°+1) + A*(¢<X1, .y Xj—la Xj+1, ceey XT,+1) =0

Sea a; el subgrupo uniparamétrico de G generado por A.

Ay ((Xy, o Xora)) = limt_m%(z/)uat (X1, Xos1) — Gu(X1s o Xoi1) =

= limu o (R )u(X, - Xri1) = (X, - X)) =

= l'l'mtg)()%(Ad(CLtl)’l/Ju(Xb ...X,url)—wu(Xl, ---XrJrl)) = —[A7 Q/JU<X1, ...XTJrl)]

va que {X;} son invariantes por R,,.

[]
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Corolario 3.1.4. (Identidad de Bianchi) Se cumple que d“$2 = 0.

Demostracion. Si algin campo es vertical claramente se cumple.
Si los tres campos son horizontales tenemos que

de(X17X27X3) = dQ<X17X27X3) + [wyg](XlaX%XZS) =0

ya que d€) = d’w = 0 y w se anula en los campos horizontales.

3.2. C(Clases caracteristicas

Lema 3.2.1. Una r-forma ¢ en P proyecta a una (unica) r-forma en X, la
denotaremos por @, si:

1. p(Xy,...X,) =0 si algin X; es vertical.
2. p((Ry)X1,...(Ry)X,) = ¢(X1,...X;) para todo g € G.

Demostracion. Sea Vi, .., V, campos de vectores de X, y definamos la r-forma
@ como p(V1,..,V;) = ¢(Xy,..,X,) donde X;i,.., X, € T, P son campos de
vectores que cumplen m,(X;) = V; para todo i con 1 < i < r. Veamos que
®(X1, .., X,) esta bien definida y no depende de X, ...X,. Sea Y7, .., Y, € T, P
con 7,(Y;) = V;. Por la condiciéon 2 podemos asumir que u = v y asi X; —Y;
son verticales y por tanto, por 1 se tiene

(X1, ., X)) =p(Y1, Xo, ., X)) = . = (Y7, .., Y,)

]

Lema 3.2.2. Si una r-forma ¢ en P proyecta sobre una r-forma @ en X, es
decir ¢ = (), entonces dp = d“p.

Demostracion. Sea Xy, .., X1 campos de vectores de P. Se cumple

do(Xy, .., Xop1) = (dr@)( Xy, ., Xp1) = 7°(dp( X1, ., Xpq1)) =

= d@(ﬂ—*Xla ) W*XT-&-I) = (@)(W*Xﬁv "77T*X:L+1) = W*(W)(Xilv 23 X:L+1> -
= d(ﬂ'*@)(X{L, 3] th+1> = (d90>(X{L7 8] X;L+1> = dwgp(Xh "7X7‘+1)
]

Proposicién 3.2.3. f(Q....Q) es cerrada, es decir df (..™..Q) = 0.
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Demostracion. La forma f(..™..Q) es una forma que verifica la condicion
1 del lema 3.2.1 . Como R}(€2) = ad(g~")Q para todo g € G'y como f es
invariante por G, entonces

FOL™ ) (Ry(X1), .. Ry(Xom)) = F(Q..™..Q) (X1, ... Xom)

que es la condicién 2 del lema. Asi tenemos que f(€..™..Q) proyecta sobre
una r-forma en X, que la denotaremos por f(£2..™..Q), y por el lema 3.2.2
se cumple que df(Q.™..Q) = d“f(£.™..Q). Ahora bien, como d* actia
como una diferenciacion exterior y d“(2) = 0 por la identidad de Bianchi
obtenemos

d(F(Q..Q)) = F(d* Q. Q) F(Q7d°Q) = 3 F(Q, ., d°Q, .., Q) =0

y por tanto f(€..™..Q) es cerrada.
O

Proposicion 3.2.4. Dado f € I'(G) para cada D € gau(P) existe una
1-forma exacta £p en P la cual proyecta en una 1-forma exacta £p en X.

Demostracion. Sea D € gau(P), podemos definir la funcion 7p(p) = A,
donde A € G es el tnico campo que cumple A7 = D,. Se tiene que 7p €
KO(P, G), esto es debido a que 7p(pg) = A,y = (R,)A, = ad(g")A, ya que
el campo (R,).A* es el campo vectorial fundamental de ad(g~!)A.

De esta forma tenemos que d“7p € Kl(P, G). Sea f € I'(G) y definimos
la 1-forma &p = f(d“7p). Definimos ahora &p(m.Y) = &p(Y) para todo
Y € T, P horizontal y con 7(p) = x, si vemos que esta definiciéon no depende
de p € 77 !(z), tendremos que £p proyecta sobre X. Sean pi,p; € 7 '(z),

entonces p; = pog para algin g € G. Se tiene entonces

§_D<7T*Xp1) = §_D(7T*Xp2g) = fD(Xmg) = f(dwTD)(szg) =
= f(d“1p)((Ry)+ Xp,) = f((Ry)*d“7mp(X},)) = f(ad(g_l)dwTD(sz)) =
= f(dwTD(sz)) - §D<Xp2) - g_D(ﬂ-*Xm)

Por otro lado &p se anula en los campos verticales por tanto £p = 7*€p.

De forma similar podemos ver que la aplicacion diferenciable f(7p) pro-
yecta en la funcion f(7p)(x) = f(7p)(p) con 7(p) = x. Esta funcién no
depende del representante de la fibra ya que

f(rp(p)) = f(A) = f(ad(g~")A) = f(7p(pg))
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donde A € G es el tinico campo que cumple que A7 = D,,. Por tanto por el
lema 3.2.2 se tiene que d“(f(7p)) = d(f(7p)). Y asi podemos escribir

Ep = f(d“tp) = d*(f(rp)) = d(f(7p))
Por tanto £p es una 1-forma exacta y no depende de w. O

Pretendemos construir, a partir del algebra gauge gau(P) 2-formas Ay €
—2
/\ (P,G) que sea cerrada. La siguiente proposicion nos permite calcular ca-
—2
nonicamente una 2-forma de A (P, G).

Proposicion 3.2.5. Sea D € gau(P), se verifica que d*(d”(p)) € KQ(P, g),
y ademds [, 7p] = d“(d“(1p)).

Demostracion.
d*(d*(rp)) = d(d“7p) + [w,d*1p] = d(7p + [w, Tp]) + [w,dTD + [w, D] =

= d*1p + [dw, Tp] — [w, d7p] + [w, dTp] + [w, [w, Tp]] =

1
= ldw 7p] + 5[], 7] = [0, 7]
donde hemos utilizado la identidad de Jacobi 2w, [w, 7p]] = [[w,w], D]
Claramente se verifica que esta 2-forma verifica las dos condiciones de
K2(P .G), ya que Q¥ las verifica. 0

Proposicion 3.2.6. Dado D € gau(P), las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. 7p : P — G es constante
2. mp wvalora en el centro de G, lo denotaremos por C(G).
3. Para toda conexion w en P, d*tp = drp + [w,7p] =0
4. d*([Q,7p]) = 0

Demostracion. 1) = 2) Si 7p es constante, se tiene

0= LA*TD = —[A,TD]

lo que implica que 7p valora en C(G).

2) = 1) Para ver que 7p es constante basta ver que drp = 0, y para
esto solo tenemos que probar que X (7p) = 0 para cualquier campo X. Sea
{X;} una base local de vectores G-invariantes horizontales para una conexién
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determinada. Sea también Aj,...A, una base de G. Tenemos que Af(7p) =
—[A, 7p] = 0. Solo nos falta ver que X;7p = 0. Se cumple que Lpw = d“1p.
Tenemos lo siguiente:

Xitp = d*7p(Xi) = (Lpw)(Xi) = D(w(Xi)) — w([D, Xi]) = —w([D, Xi]) = 0

donde la tltima igualdad se debe al lema 2.2.5.
1) y 2) = 3) Claramente se cumple que d“mp = drp + [w, 7p] = 0.
1) < 4) Se tiene que

(9%, 7p) = [, d“7p]

y con esto se comprueba facilmente.

3) = 1) Podemos elegir por el teorema 2.2.33 una conexion w en P
para la cual el subfibrado de holonomia coincide con P. De esta forma como
dtp + |w, 7p] = 0, tomando diferencial exterior en esta igualdad se obtiene

[dw,TD] — [w,dTD] =0

y entonces se cumple

[dw, Tp] — [w, [w,7p]] =0

La identidad de Jacobi nos proporciona la igualdad 2|w, [w, 7p]] = —[[w, w], Tp]
y asi se tiene

o + %[w,w],@] (0%, 7p] = 0

Por el teorema 2.2.33 la imagen de la curvatura coincide con el algebra de
Lie G y asi se sigue que 7p € C(G).
O

Al conjunto de elementos D € gau(P) que verifican las condiciones del
teorema anterior lo denotaremos por gaug(P).

Ejemplo 3.2.7. El conjunto gaug(P) es no vacio, ya que si consideramos
A € C(G), tenemos que se verifica que ad(g ')A = A, y definiendo D = A*,
se tiene que D € gau(P) y 1p : P — G definida por tp(p) = A. Trivialmente
se cumple [Q¥, Tp] = 0.

Vamos a utilizar gauo(P) para construir clases caracteristicas.
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Proposicion 3.2.8. Sea f € I*(P) y D € gaug(P), la 2j-forma

F(1p, Q%) = f(rp, . .5, Q% .9 Q%)

coni+j =k, >1 es cerrada y su clase de cohomologia no depende de la
CONETION W.

Aun mas si el fibrado principal 7 : P — X es trivial entonces F(tp, Q%)
tiene una primitiva de Chern-Simons TP(tp,w) en P tal que

d(TP(tp,w)) = F(1p, Q)

Demostracion. Como F(7p, ) es una forma horizontal la diferencial cova-
riante y la diferenciacion exterior coinciden y asi

dF (1p, Q) = d“F(1p, Q") =

= if(dtp,. 0. mp, QD Q) + i f(rp, . p, d¥Q¥, D Q¥) =0
debido a que d*¥ actia como una antiderivacion en el dlgebra de las formas
de P y de que d*Q“ =0y d“mp = 0.

Como en el caso clasico, consideramos dos conexiones wy y w; y definimos
la familia de conexiones w; = wp+t(w; —wyp). Esta familia verifica que %Qt =
d“*(w; — wp) considerando €, la curvatura de w; ademés podemos definir
b= fol f(rp, .01, w1 — wo, Q, .77V, Q,)dt verificando que ® proyecta a
una forma en X por el lema 3.2.1 y utilizando el lema 3.2.2 se cumple

jdf (tp, .0 mp, wi—wo, O, IV Q) = jd f (o, D Tp, wi—wy, Q, ATV Q) =

= jf(TD, ..i)..TD, d““(wl — wo), Qt, ..jil).., Qt) =
d

= jf(mp, .0, Eﬂt,ﬂt, IV Q) =

d

= = (f(70,-D 70,y D W)

Por tanto
1 . .
dd = j/ df (7p, .0 mp, wi — wo, Qp, A7V, Q) dt =
0

1

. d i j

:J/ E(f(TDa--)"TDagta"])“?Qt))dt
0

:F(TD,Ql)—F(TD,Qg)

con lo que se ve que F(7p, 2*) es independiente de la conexiéon escogida.
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Para ver el segundo resultado, podemos suponer sin perdida de generali-
dad que f € I3(G) y asi considerar la 4-forma F(rp, Q%) = f(rp, ¥, Q%)
Definimos ¢; = tdw + %[w, w] y sea

1
TP(1p,w) = 2/ f(mp,w, ¢y)dt
0
El objetivo es probar que dT'P(7p,w) = f(7p, ¥, Q)
Sea h(t) = f(7p, ¢, d¢). Se tiene que
1
flrp, Q¥ Q%) = / h'(t)dt
0

Es suficiente con ver que h'(t) = 2df (1p, w, ¢)
Por la invarianza de f se tiene que

f(rp,w],w, ¢) — f(7p, [w,w], &) — f(7p,w, [¢r,w]) = 0

Como [7p,w] = 0 tenemos que

_f(TD7 [W’WL ¢t) = f(TD7w7 [¢t7w])
Ahora

%h/(t) = f(TDv dw + t[(.d,(.d], ¢t) = f(TDv dwa gbt) + f(TDa t[u),&)], ¢t) -
= f(dTD7w7 ¢t) + f(TD? dw, (bt) - f(TDvwvt[¢t7w]) =
- f(dTD7w7 §Z5t) + f(TDv dw, ¢t> - f(TDawa dd)t) = df(TDvwv gbt)

donde la primera igualdad se debe a la relacion anterior y a que drp =0
ya que D € gaug(P).
O

La proposicion 3.2.3 nos dice que no podemos construir una clase de
cohomologia no nula de la forma f([Q2“, 7p]), con lo que vamos a buscar otra

manera de construir una 3-forma cerrada A € K (P,G).
Definicion 3.2.9. Sea el dlgebra de Lie G de G. Definimos recursivamente

gO - g, gl = [gag}a ""7g7,'+1 = [gagl]7

La serie decreciente Go O Gy D .... es llamada la serie central de G. Diremos
que G es nilpotente si Gy, = 0 para algin h.
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Un algebra nilpotente G tiene un centro distinto de cero, y coincide con
el altimo G; que sea distinto de cero.

Proposicion 3.2.10. Sea D € gau(P) se verifica que Lp(2¥) = [tp, Q¥]

Demostracion. Se tiene que ¢y(p) = pexp(ttp(p)) es el flujo del campo D,
y por la definicion de derivada de Lie y que [X,Y] = lim,;_,o %(Y — (1)+Y)
obtenemos la igualdad. O

Definicion 3.2.11. Sea G un dlgebra de Lie nilpotente de un grupo de Lie
G. Consideremos D € gau(P) \ gaug(P) tal que Imtp = G. Definimos la
2-forma:

Q% =Lp.) . . Lp(Q) = [rp, .0, [tp, [rp, Q]

Como G es nilpotente existe un indice 7 tal que 2% toma valores en C'(G)
y lo mismo ocurre con df2%,. Por tanto se cumple

40 = dQ%) + [w, Q) = d2

d*(d“Qp) = d*QY + [w,dQp] =0
Se tiene que A = d“Q¥, € K?’(P, G) v ademés d“A = 0.

Teorema 3.2.12. Para cada f € I¥(G), la 2i+3j-forma f(Q°,.D., Q¥ A, .7\)
,con i+ 7 =k, es cerrada.

Demostracion. Se tiene que
df(Qe, .0 Q9 A I AN =df(Q°,.0., 0% A, .0 A) =

= f(d*Q*, .., d° 0% d°A, D d°N) =0

debido a que d¥ actia como una antiderivacion del algebra de las formas
tensoriales de P.
O

Podemos proyectar A en X. La denotaremos de la misma manera A. La
clase caracteristica formada por f(2“,..9..,Q“ A,.7)..A) es independiente de
la conexion elegida. Para poder demostrar esto debemos introducir el fibrado
de 1-jets y trabajar en el fibrado de conexiones C(P).
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3.2.1. Fibrado de 1-jets

Definicion 3.2.13. Dos secciones locales s, s’ de un fibrado m : P — X
definidas sobre un entorno de un punto v € X tienen el mismo I-jet, se
denotara por jls = jls', si s(x) = §'(x) y s.X = s,.X para todo X € T, X.
Al espacio de clases de equivalencia lo denotaremos por JP.

Proposicion 3.2.14. La aplicacion
7o : JIP — P

I 8(@)
es un fibrado.
Demostracion. La funcidon mg es suprayectiva ya que si u € P existe una
seccion local que verifica s(m(u)) = w y entonces ’/Tlo(j}T(u)S) = s(m(u)) = u.

Que sea submersion se ve de la misma manera. Que sea diferenciable se puede
ver en [1]. O

Considerando 7, = momyg : J'P — X se ve que también es un fibrado.

Definicion 3.2.15. Consideremos el fibrado de 1-jets de un G-fibrado prin-
cipal ™ : P — X. Definimos la accion por la derecha de G en J'P como
jls-g=jL(R, o) para toda s seccion local y x € X. Definimos

J'P
— = X
LN

Jes - G = m(jys)
Proposicion 3.2.16. Esta accion esta bien definida y es libre.

Demostracion. Esta bien definida ya que si jls = jls' vy a € G tenemos

(Rqo0s)(z) = Ra(s(x)) = Ra(8'(z)) = (Ra 0 5')(2)
(Ra0s)u(w) = (Ra*)5(1)3*<x) = (Ra*)S’(x)S/*(x) = (Ry 05 ).(2)
Por tanto j!(R, 0s) = j1(R, 0 &)
G es libre ya que tenemos que si jls-a = jls, entonces jL(R, 0 s) = jls,
por tanto (R, o s)(x) = s(x), con lo cual s(x)a = s(z), y esto implica que

a = e.

O
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Se verifica que
~J'P

tiene estructura de fibrado (se puede ver en [39]).

— X

Proposicién 3.2.17. 7: J'P — JITP es un G-fibrado principal.

Demostracion. Tenemos que la accion es libre. Faltaria ver que 7 es una

aplicacion diferenciable ([39]) y que es localmente trivial.

Sea p~}(U) = (%) para cualquier entorno U. Sea zyp € X y U un

entorno tal que exista una seccion sobre U, ¢ : U — P. Existe un tnico
g : Py — G que verifica ug(u) = o(m(u)). Definimos entonces

J'P
@2 (JlP)U — (T)U x G

Jas = (@(5as,9(s(2)) ™))

es un difeomorfismo y ademaés

Pdas - a) = (W(jzsa), g(s(x)a) ™) = (F(jpsa), g(s(x))"'a) = B(jzs) - a

Por tanto es un isomorfismo de fibrados principales y 7™ es un G-fibrado
principal.
O

Proposicion 3.2.18. J'P es isomorfo al fibrado inducido por p, p*(P) =

Jép X x P del fibrado principal m : P — X. Ademds myy coincide con el
JLp

morfismo candnico pg : p*(P) = 5 Xx P :— P.

Demostracion. Definiendo

JLp
f:J'P—p*(P) = 5 Xx P
Jus = (a5 - G 5(w))
Esta bien definida y ademas p(jls - G) = 7(s(z)), luego (jls - G,s(x)) €
% Xx P.
La aplicaciéon f es biyectiva y es un isomorfismo de fibrados principales

ya que
f(iks - a) = F(j2(Ru 0 s)) = (ji(Ra 0 5) - G, Ry o s)(x)) = (jis - Ga, s(x)a) =
— (jis - G.s(a)-a = f(j}s) -a

Claramente se tiene que o = pg. por tanto J'P & ‘ﬂTP Xx P =p*(P)

[]
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Definicion 3.2.19. Definimos para todo D € Ty P la diferencial vertical
d's(D) = B con B € G cumpliendo que B* = D —s,m,D. d's es una 1-forma
con valores en G.

Proposicion 3.2.20. d”s es una 1-forma de conexion.

Demostracion. Se verifica d’s(D*) = D para todo D € G ya que D* =
D* — s,m.D* ya que 7, (D*) = 0.

Sea u = s(x). Falta ver que (R,)*d"s(D,) = Ad,~1(d2(Dy,)).

Sea B = d's((Ry)«Dy,) cumpliendo B* = (R,).Dy — s.m(Ry)«Dy =
(Rg)«Dy — sy D, ya que (m o R,) = m. Por otro lado (Ad,-1d"s(D,))* =
(Ry).((d"5)") = (). Dy — (Ry).(5:7.(Dy)) = (Ry).Dy — 5.7.D, — B* Esta
tltima igualdad es debida a que Ry0s = s. Asi tenemos que B = (Ad,-1d"s(D,)).
Con lo cual d’s es una 1-forma de conexion.

O

De esta forma podemos definir
q:J'P— C(P)

q(jps) = d's

Si definimos ahora
o:J'P— C(P) xx P=h*(P)

j;s — (d’s, s(x))

donde h : C(P) — X es el fibrado afin de la proposicion 2.2.11. La
aplicacion ¢ es un isomorfismo de G fibrados y ademas la proyeccion ca-
nonica C(P) — C(P) xx P coincide con myy. Por tanto tenemos que
C(P)xx P = ‘ﬂTP X x P lo que implica que C(P) = %.

De esta forma podemos considerar el siguiente diagrama:

p*(P)=J'P-"%pP

|

~ 1

q

-

Definicion 3.2.21. Definimos la 1-forma 6 en J'P con valores en G de la
siguiente manera. Para cadaY € Tji(J'P) tenemos que existe un B € G tal

que (q(718)((m10):Y))* = B}, Ast definimos 0(Y) = B = q(71s)((m10).Y).

Proposicion 3.2.22. Se tiene que 0 es una 1-forma de conexion del fibrado
principal ¢ : J'P — C(P), que llamaremos conexion candnica.
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Demostracion. Claramente si B € G tenemos que §(B*) = d"s((m,)B*)) =
B. Veamos ahora que (Ry)*0 = Ad,-1(0). Se verifica

(Rg)"0(Y) = 0((Ry).Y) = d’s(((m10)s 0 (Ry).Y) = d’s((Ry) o (m10):Y) =
= Ad, 1d’s(m10),Y = Ady1 (0)(Y)

Donde hemos considerado R, : J'P — J'Py R, : P — P la traslacion

por la derecha en J'P y en P,y se cumple que 790 R, = R; 0 1.
m

Vimos en la proposicion 2.2.10 que las conexiones de P se podian iden-
tificar con las secciones globales de p : C(P) — X. Denotaremos ahora
por or : X — C(P) la seccion del fibrado de conexiones inducida por la
conexion I'.

Ya estamos en disposiciéon de enunciar y demostrar el siguiente teorema

Teorema 3.2.23. Sea la forma A = d“Q), = d“[rp, ..., [Tp, [Tp, W]]], y sea
f € I*(G). Entonces la clase de cohomologia f(Q¥,..., Q% A, .7 A) no
depende de w.

Demostracion. Sea Tp = Tp(myo,). Se cumple que Tp(jls) = 7p(s(x)) = A,
que cumple que A;(x) = D. De esta manera podemos definir la forma QY =
[mp,. 0., [mp, [tp, Q%] vy A = d?QP. Asi la forma f(Q°,.9.., Q% A, .9 A) en
J'P que es proyectable a C(P) y que define una clase de cohomologfa en
H?:(C(P)). Ahora bien p* : H?**(X) — H?**(C(P)) es un isomorfismo,
y el pullback de cualquier secciéon de p coincide con p* ', es decir op =

*

P 71, para toda conexion I' de P. De esta forma la clase de cohomologia
orf(Q0,.0.. Q% A, .9 . A) en H*(X) no depende de T' y coincide con la
clase de f(Q,.0.., Q% A,.7)..A) por la conmutatividad del diagrama

J'p s P

3.3. Conexiones de Yang-Mills

3.3.1. Introduccién

La teoria de Yang-Mills se introdujo para describir la interaccion débil
y fuerte entre particulas, siendo fundamental en el estudio de las particulas
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elementales y fisica nuclear. Esta teoria es una generalizacion de la teoria
de Maxwell electromagnética. La interaccion electromagnética se introduce
aplicando el principio de simetria gauge al grupo U(1). Yang y Mills gene-
ralizaron este principio al grupo SU(2), obteniendo la generalizacion de las
ecuaciones de Maxwell que describe todas las interacciones fundamentales
entre particulas elementales. En general la idea basica del principio de sime-
tria gauge es que un sistema es invariante bajo la accion de un grupo de Lie
(G, entonces es invariante en las fibras del G-fibrado principal 7 : P — X.

Para obtener las ecuaciones de Yang-Mills se aplica el principio de minima
accion en donde se considera el funcional de Yang-Mills definido por S(w) =
[ tr(Q¥ A%Q¥)dp, donde utilizamos la forma de Killing y * se definira en
esta seccion para lo que necesitaremos que X tenga una métrica. Lo que
intentamos es encontrar los puntos criticos de este funcional, para ello se
considera la conexion w; = w + t entonces

O = Q+t(d“B) + 2[5, ]
de manera que

asyy
bt 2 Y
dt |t=0 b

Con lo cual q .

y evaluando en ¢ = 0 obtenemos que

d

aS(wt)tzo =2 /X tr(d“B AN*Q¥) = 2/Xtr(5 A d¥*€Y)

Con lo que para que se anule tiene que ocurrir que d**{2 = 0 y junto con
la identidad de Bianchi, d“€2* = 0, constituyen las ecuaciones de Yang-Mills.
Cuando una conexién w verifica estas dos condiciones se dice que es una
conexion de Yang-Mills.

Si consideramos el grupo U(1) vamos a ver que las ecuaciones de Maxwell
en el vacio se obtienen de las ecuaciones de Yang-Mills d€2¥ = 0 y dxQ2¥ = 0.
En este caso d y d“ coinciden al ser un U(1) un grupo abeliano cuya algebra
de Lie es R.

Considerando P = R* podemos definir el potencial electromagnético co-
mo w =), wjda? que es la 1-forma de conexion. Debemos ahora calcular
Q) =dw.

Haciendo un calculo sencillo se obtiene que
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0AY  9A! 0AY  9A? 0AY 943

_ _ Lp 7.0 _ 24 7.0 _ 3 A 7.0
Q= (8x1 aIo)alaz: Ndx +(8x2 axo)dac Ndx +<8x3 8x0)dx Ndz’+
OA 9A% g DAY QAR o 0AT QAL L
+( 92 — 923 )dl’ A dx® + (w — %)dl’ ANdx + (% — w)dx A dzx

Escribiendo en términos del campo eléctrico y magnético se sigue que

QO=EANd"+ B

donde las componentes de los campos son

0AY QAT
E; = - — !
i = oxrt  0xV )du
0AT QAT . :
— . (—— t J
By = €54( ot D2 Ydz' A dx
A la curvatura () también se le conoce como la intensidad del campo de

Yang-Mills.
De la ecuacion d€2 = 0 aplicando la diferencial a €) llegamos a dos ecua-

ciones

d 0A%  0DA? o 0AY QA3 d 0A* 0A!

_ _ _ 1 2 3
{8$1 ( ox?  Ox3 )+ 0x? ( ox3  Ox! )+ ox3 ( oxl  Ox? )ydz" Adz” A dx

Esta expresiéon en forma vectorial es V - B = 0 que corresponde con una
de las ecuaciones de Maxwell.
La otra ecuacion es

{ 0 (_8AO _8A3)_ 0 (_8/10 _8A2)+ 0 (8A3 _8A2)
or?: 0x3 0207 Ox3° 0x2 0207 O0x3 022 02
0 , 0AY 9A3 0 , 0AY QA! 0 0A' 0A3
_{8.9:1 (= Ox® a0 )_8:U3 (- Ozl Ox" )+8.2E0 ( or® Ol )
0  0AY QA? 0 ~ 0AY QA! 0 0A? QA!
ox! (- or2 920 )_8x2 (- ozt 920 )+8x0 ( oxt 912 )

que en forma vectorial es la ley de Faraday de las ecuaciones de Maxwell

Y Adx® Ndx®—

Y Ada® Adxt+

Yda®Adz' Adz® =0

+

. 9B
E+=—=0
V X +8t
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Para obtener las dos ecuaciones que faltan hay que aplicar el operador
estrella de Hodge a 2, el cual intercambia el papel de E'y B y derivar,
obteniendo después de varios calculos

{ 0 (_8A0 B (9A1) N 0 (8A0 B 0A2) N 0 (_8A0 B (9A3)} 0
oxl" Ozt 00 0x? " 0x? 00 ox3" Ox3 ox0 7t

(L0 0N Ao oA oAl o oAl oA
Ox0" Ozt 90 0x2 0zt Ox? ox3 0x3 Ozl

(- 0 (_0A0 B 8A2) B 0 <3A2 B 8A1) N 0 <8A3 B 8A2)}
0x0" 022 020 Oxl 0zl  Ox? ox3 0x2  Ox3

- 0 (_8A0 B 6A3)+ 0 (8A1 B 8A3) B 0 <(‘9A3 B 8A2)} _0
ox0" 0x3 020 Oxl ' 0x3  Oxt ox2 0x2  Ox3’?

La primera ecuaciéon nos d@ V-E=0 y las otras tres juntas nos propor-
cionan la ecuacién V x B — %—]f =0.

Cuando consideramos el grupo de estructura el grupo SU(2) obtenemos
la descripcion de la interaccion débil y fuerte entre particulas, tal y como
hicieron Yang-Mills. En aquella época se estaba estudiando la relaciéon que
existe entre los protones, neutrones y mesones. Lo curioso es que los mesones
eran capaces de convertir un proton en un neutrén o que un neutrén se
convirtiese en un protéon. Existen tres tipos distintos de mesones que son 7,
7~ y 7 segin la carga sea positiva, negativa o neutra.

Desde el punto de vista de las fuerzas nucleares el protéon y el neutréon
se comportan de la misma manera, por lo tanto podemos pensar que son
estados distintos de una misma particula llamada nucleén. Asi el nucleén se

puede escribir como ¢ = ( zﬁp )

El campo del nucleén es una seccién de un C2-fibrado vectorial con grupo
SU(2). En este fibrado la derivada covariante viene dada localmente por

0
Vj = % + Wy
donde w; = w(9/027) y w es una l-forma de conexién con valores en

su(2), el algebra de Lie de SU(2), formada por las matrices antihermitianas
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con traza cero. Una base de este algebra viene dada por {ic;} donde las
matrices de Pauli son:

(01 (0 — (1 0
1=\ 10)2 i 0o )"0 <1
Asi, para cada j = 1, 2, 3, se tiene

wj = —iqo A} = —igo - Aj = _iQ(UlAal + 02‘4? - 03’4?)

De esta manera hemos introducido tres campos de vectores covariantes
Al A2 A3 llamados los campos de Yang-Mills, para mediar en las fuerzas
entre nucleones.

La derivada covariante es

N .
Vi = o o A
Consideramos la curvatura ¥ se tiene localmente que

Q;"k = 0; A — OLA; —ig[A;, Akl

y es de nuevo una matriz 2x2 antihermitiana de traza nula, que es el
campo de fuerza de los campos de Yang-Mills.

Después de la segunda cuantizacion los campos A!, A%, A® producen tres
particulas, que median en la fuerza nuclear fuerte que son los mesones.

Este modelo ahora mismo esta obsoleto debido a que los nucleones no son
particulas elementales, estan formadas por los quarks. Cada quark aparece en
tres estados de diferentes colores 1 = (Yg, Vg, ¢)" igual que anteriormente
el nucleon (1, ¥,)". En este caso el grupo es SU(3). Su algebra de Lie son
las matrices antihermitanias con traza nula, cuya base esta dada por {i\,}
donde tenemos

010 0 — 0 1 0 0 0 0 1
)\1 = 1 00 )\2 = 2 0 0 )\3 = 0 -1 0 )\1 = 000
0 0O 0O 0 O 0O 0 O 1 00
0 0 —i 0 0O 00 O 1 1 0 0
0 0 010 0 ¢« 0 V3 00 -2
La conexion es de la forma w; = —igsx\aA?, donde ahora tenemos ocho

campos de vectores covariantes A!,...A® y g, es una constante llamada cons-
tante de acoplamiento fuerte. Asi tenemos ocho campos gauge, que son los
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gluones, los cuales producen las fuerzas entre quarks y son los responsables
de que los constituyentes de un protéon o de un neutréon estén juntos formando
una sola unidad.

Los tres campos vistos anteriormente en el caso de SU(2) y el tnico
campo de U(1) se combinan para dar los campos de la interaccion débil y el
foton del elerctromagnetismo. De esta forma considerando el grupo SU(3) x
SU(2) x U(1) obtenemos el modelo estandar que engloba el estudio de las
tres interacciones fundamentales, la electromagnética, la débil y la fuerte. El
modelo estandar es un gran logro de la fisica moderna y es ciertamente la
base para comprender las interacciones entre las particulas elementales. No
obstante hay grandes problemas que todavia no se comprenden, como son el
por qué hay campos gauge que tienen masa, o por qué los quarks no pueden
estar libres y estan siempre agrupados formando neutrones, protones, etc.

En este capitulo vamos a escribir los detalles matematicos que nos han
permitido anteriormente obtener las ecuaciones de Yang-Mills y también,utilizando
las conexiones de Yang-Mills, encontraremos formas cerradas en X.

3.3.2. Conexiones de Yang-Mills

Consideremos que G es semisimple, es decir que la forma Killing

B :GxG — Rdadapor B(Y,Z) = —tr(ad(Y),ad(Z)) es definida positiva
o que G es un grupo de Lie dotado con una métrica bi-invariante que induce
un ad-invariante producto interno en G, el cual también denotaremos por B
cumpliendo

B(ad(9)Y, ad(9)Z) = B(Y, Z)

para todo g € GytodoY.,Z € G
Vamos a considerar ahora que X tiene una métrica g y dim(X) = n.
Supongamos que X estd orientada por un elemento de volumen p € A(X)
relativo a g. Sea (x1,...z,) una base de un sistema de coordenadas local
a0

definido en un entorno U de z € X. Consideremos Jar - Fe, UNA base de
n
0 0

22, 22-) y consideremos g*/ la entrada 1, j
i J

de la inversa de la matriz (g;;). Tenemos que en U C X una k-forma w €

A(TU, adP) esta definida por unas funciones {wﬁ%} con 1 < <nde

manera que

los campos. Sea también g;; = g(

w= Zwiﬁlmikdm“...dﬂk ® [uz, Agl
donde Ag es una base de G y 7(u,) = .

Definicion 3.3.1. En la situacion anterior si tomamos otra k-forma v €
N (TU, adP) con {v° .} definimos

i1...1
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Glu,v) =Y gMgtrel ol

Teorema 3.3.2. Sea g una métrica en X y sea p un elemento de volumen
relativo a g. Existe un unico isomorfismo lineal

«: \*(TU,adP) — J\""*(TU,adP)

que verifica
uN*xv = g(u,v)u

para cualquier u,v € /\k(TU, adP)

Demostracion. Sea v € N'"(TU,adP), Definimos ¢, : A*(TU,adP) — R
de manera que se cumple que ¥, (u)p = u A y.Definimos entonces la fun-
cion N *(TU,adP) — Hom(N*(TU,adP),R) que le asigna a cada v €
A" ¥(TU, adP) la aplicacion .. Esta funcién es un isomorfismo. Es fécil
ver que es inyectiva ya que si ¢, (u) = 0 entonces u A v = 0, para cualquier
u e N'(TU, adP) luego v = 0.

Tenemos ademas que

dim )\ ""M(TU,adP) = dim /\ *(TU,adP) = dim(Hom(/\ *(TU, adP),R))

Con lo cual es sobreyectiva y es un isomorfismo.

De esta manera, para cada v € N\*(TU,adP) se verifica que §(—,v) €
Hom(A\"(TU, adP),R), luego existe un y € A" *(TU,adP) tal que 1), =
d(—,v), con lo que ¥, (u) = §(u,v) para todo u € A*(TU,adP). De esta
manera eligiendo *v ese v tenemos que

wAww=uny =V (wp = Glu,v)p

De esta ecuacion claramente la aplicacion * es inyectiva y por tanto un

isomorfismo. ]

Proposicion 3.3.3. Eziste un isomorfismo € : N\ (P,G) — N (T'X,adP),
para cada r > 0.

Demostracion. Sea un elemento ¢ € KT(P, G), si la imagen por ® de { X} €
T,P (p € P) es A € G entonces se tiene que la imagen de {(R,).X;}] € TP
(9 € G) es ad(g~1)A. De esta manera asignando {m.X;} — (p,A) € P x
G se tiene que se define un elemento ¢ € A" (TX,adP). Esta asignacion
es un isomorfismo & entre A (P,G) y N (TX,adP). Es suprayectiva por
construccion.
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Es inyectiva ya que si {(®1) = £(P3) tenemos para {X;}] € T,P que
[(p, A1)] = p1(m X1, .. X,) = @o(m Xy, .. 1 X)) = [(p, A2)]

donde A; = (X, .., X,) v Ay = &(X4,.., X,). Asi se tiene que A; = Ay
y por tanto ®; = ®,, con lo £ es inyectiva.

[
De esta manera podemos definir un isomorfismo % : A (P,G) — A" (P,G).

Definicion 3.3.4. Para una conexion w en Py una funcion automorfa ¥ €
—1

KO(P, G), le asociamos al par (w, V) la 1-forma J*(V) € A\ (P,G) definida

por

JY(V) = [V, d“ V]
donde [,] es el corchete de Lie en el dlgebra de Lie G de G

Definiciéon 3.3.5. Una conexion w en P es llamada una conexion de Yang-

Mills si su curvatura verifica que es covariantemente cerrada, d“Q)* = 0

(identidad de Bianchi) y covariantemente cocerrada, esto es que la forma
—n—2

¥ e N (PG) verifica d*(¥Q¥) = 0. De la misma manera, se dice que el

par (w, V) es un par de Yang-Mills-Higgs si se cumple que

& (%) = £%J%(T)

Teorema 3.3.6. Sea f € I*(G) y sea w una forma de conexion de Yang-
Mills del fibrado principal m : P — X con grupo estructural G. Entonces la
forma

F=f(Q°,. 0.0 %0, 9 %0, i+j=k

es una 2i+(n-2)j-forma cerrada en P que proyecta a una forma cerrada en
X.

Por otro lado. si h € IY(GQ) y (w, V) es una par de Yang-Mills-Higgs
entonces

L = h(xJ*(¥))
proyecta a una (n-1)-forma cerrada en X.

Demostracion. La demostracion de que F' 'y L proyectan a X, se obtiene
facilmente viendo que se cumplen las dos condiciones del lema 3.2.1. Que F
es cerrada se obtiene aplicando el mismo argumento que en la proposicion
3.2.3 y teniendo en cuenta las condiciones de que w es una forma de conexién
de Yang-Mills y que d¥ actia como una antiderivacion.

Lo tnico que falta por comprobar es que d“{*J“(¥)} = 0, e igual que
antes se obtiene que es cerrada.
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Escribimos Q¥ = Y 7,D, y *Q¥ = > *y3Dps para ciertas formas reales
{7a} en P. Entonces

F{EI(D)) = {300} = 0,70 = 3 70 A sl Do, Dyl =

= §(Yas¥8)1t[Das D] = = > (7. 7)1t Dg, Do) = —[Q2, %]
Con lo que tenemos que d“{*J¥(V¥)} = 0. O
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Capitulo 4

Campos de Higgs

La ruptura espontanea de simetria es un fenémeno cuantico que cons-
tituye el concepto de fondo de un gran ntimero de fenémenos fisicos desde
el ferromagnetismo y superconductividad hasta la mecénica de Higgs en el
modelo estandar de particulas elementales. . La ruptura ocurre cuando un
sistema definido por un lagrangiano simétrico respecto de un grupo de sime-
tria cae en un estado vacio que no es simétrico. El grupo de simetria suele ser
un grupo de Lie G. En la teorfa clasica de campos, la ruptura espontanea de
simetria es modelada por los campos de Higgs. En la teoria de gauge en un
fibrado principal 7 : P — X con grupo de estructura G, una rotura de sime-
tria se dice que ocurre cuando existe una reducciéon a un subgrupo cerrado
H. En varios estudios se ve que esta reduccion existe si y solo si existe una
seccion global del fibrado cociente P X (%) = P/H — X, el cual se definira
a continuacion. A estas secciones es a lo que se ha llamado tradicionalmente
campos de Higgs. Aqui definiremos de una manera distinta a los campos de
Higgs.

Sea P un fibrado principal sobre X, con grupo estructural G. Sea H un
subgrupo cerrado de G. Consideremos el fibrado asociado £ = P Xg(%). Este
fibrado se puede identificar con P/H de la siguiente manera. Si [(u, gfo)] € E
le podemos asignar el elemento de P/H representado por u-gfy donde g € G
y fo es el origen de G/ H, es decir el conjugado eH. Sabemos que el subgrupo
de isotropia de fy es H.

Asi P es un fibrado principal con base P/H = E y grupo estructural
H. La proyeccion g : P — E definida por 7mg(u) = u(fy) donde u es la
aplicacion considerada en la proposicion 2.1.30.

Antes de demostrar el teorema principal de este capitulo daremos unos
resultados previos.

Proposicion 4.0.7. Dada una accion de un grupo de Lie G sobre una va-
riedad F'. La aplicacion x : G X F' — TF' definida por:
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Axf= % exp(tA) - f

donde A € G y f € F es una accion. La denotaremos por accion del
dalgebra de Lie G derivada de la accion de G.

Tenemos también que si la accion del grupo de Lie sobre F' es transitiva
entonces la accion derivada del dlgebra de Lie es también transitiva.

Demostracion. Se puede ver en [17]. O

Proposicion 4.0.8. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable con
q € codom(f) y f una submersion en todo punto p € f~1(q), entonces f~1(q)
es una subvariedad reqular de M de dimension igual a dimM — dimN.

Demostracion. Se puede ver en [18]. O

Teorema 4.0.9. Un G-fibrado principal P es reducible a un subfibrado Py
de grupo estructural H cerrado de G si y solo si existe una accion transitiva
de G en una variedad F y una funcion equivariante n : P — F tal que
n~Y(fo) = Py donde fy € F tiene a H C G como subgrupo de isotropia.

Demostracion. Supongamos que Py es la reduccion de P con H cerrado.

Consideremos F' = G/H y la accion transitiva natural, sea i : Pg — P
la inyeccion de esa reducciéon y sea mgy : Pg — X la proyeccion. Se tiene
que Ty =TOo1

Tenemos que para cada x € X existe u € P tal que m(u) = x, pero por
otro lado también existe v’ € Py tal que x = my(u') = 7(i(v’)), de manera
que w(u) = 7(i(u')) y asi u y u’ estdn en la misma fibra de P, luego existe
g € G tal que i(v') = u - ¢g. Ademas se cumple que u € Py siy solosi g =e
ya que si u € Py entonces i(u') =u-g =wuluego g = e, y la inversa si g = e
entonces u = u' € Py.

Definimos entonces n : P — F por n(u) = g - fo donde g € G es el
elemento que cumple que i(u') = u- gy fo es el origen de G/H que tiene a
H como subgrupo de isotropia.

Se tiene que n es equivariante ya que para cualquier u - a con a € G se
verifica que existird v’ € P que cumple que i(v”) = u-ag; con g1 € G de
manera que 7)(u-a) = g1 - fo. Peroi(u”) e i(u’) estan en la misma fibra de Py,
luego existe h € H tal que i(u”) = i(u')-h = u-gh, por lo tanto ag; = gh, con
lo que g; = a~'gh. Asf tenemos que n(u - a) = a ‘ghfo = a tgfo = a 'n(u),
con lo que se demuestra que la aplicacion es equivariante.

Para el reciproco, tenemos que como existe en F una accién transitiva
serd un espacio homogéneo por tanto se puede considerar que F' = G/H.
Sea ahora v € T, F' entonces por la proposicion 4.0.7 tenemos que la accion
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derivada de la accion de F es transitiva, por tanto existe A € G tal que
v = Ax fy. Vamos a ver que 7 es una submersion. Sea u € Py se tiene

U*(%ltouexp(—tfl)) = (mo7i(u))s,_, = (exp(tA)n(u))y,_, =

= exp(tA)w,_ofo=Ax fo=v

Por tanto 77 es una submersién para todo u € Py, y por la proposicion
4.0.8 se tiene que Py = 17 '(fy) es una subvariedad de P de dimension
dimP — dimG/H.

Veamos ahora que es una reduccion de P. Sea u € Py y g € G se tiene que
siu-g € Py entonces n(u-g) = fo luego g~'n(u) = foy asi fo = n(u) = g- fo
con lo cual g € H. y reciprocamente si g € H entonces se ve que n(u - g) =
g 'n(u) =g fo= fo conlo que u-g € Py.

Por tltimo veamos que 7' (z) N Py # (). Sea u € P con 7(u) = z. Se
tiene que n(u) = g - fo € G/H para algin g € G. Si tomamos ahora u - g se
tiene que pertenece a 71 (x) y ademés se verifica que n(u-g) = g~ 'n(u) = fo,
por tanto u - g pertenece también a Py luego 7! (x) N Py # 0.

O

Proposicion 4.0.10. En las condiciones del teorema anterior y tomando
F = G/H, las reducciones de P quedan determinadas por las aplicaciones
equivariantes n : P — F y no depende de la eleccion de f.

Demostracion. Tomamos f; € F entonces , al ser una accion transitiva exis-
tird un determinado g € G verificando que f; = g - fo. Sea Py = n7'(f1)
donde H' es el grupo de isotropia de f;. Se tiene que H' = g~'Hg, y ademas
Py es difeomorfo a Py ya que la aplicacion f : Py — Ppy definida por
f(u') =u'- g es una biyeccion, lo cual es muy sencillo de ver. ]

Definicion 4.0.11. Al conjunto de aplicaciones equivariantes n : P —
G/H lo denotaremos por C(P,G/H) y a cada elemento de este conjunto lo
denotaremos por campo de Higgs.

Definiciéon 4.0.12. Definimos una accion de Aut(P) o Gau(P) en el con-
gunto C'(P,G/H) simplemente con la composicion.

Proposicion 4.0.13. La accion definida anteriormente estd bien definida

Demostracion. Si f € Aut(P)yn e C(P,G/H ) entonces no f es equivariante
también, porque n(f(u - g)) = n(f(u) - g) = g~'n(f(u)). O
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Consideremos ahora el médulo C2G/H)

Gau(P)
%, existira entonces una funcion f € Gau(P) verificando que 7, =

7720f-

. Tomamos dos funciones 7y, 17y €

C(P,G/H

Proposicion 4.0.14. Dos funciones ny, ng € Gau(P)) dan lugar a las misma

reduccion.

Demostracion. Si demostramos que Py = 1, ' (fo) v Py = 15 (fo) son iguales
habremos terminado ya que por el parrafo anterior Py = P, = Pj., y
entonces 77 y 12 producen la misma reduccion de P.

Veamos que Py = 07 (fo) v Pi; = 15 *(fo) son iguales. Primero se tiene
que como f € Gau(P), siu € Py entonces u'y f(u) estan en la misma orbita,
luego existe un h € H tal que f(u) = u- h.

Sea u € Py se tiene que

m(u) = nao(f(w)) = na(u-h) = h™'ny(u)

con lo cual na(u) = hny(u) = h - fo = fo, con lo que u € Pj,. De la misma
manera si v’ € Pj; se tiene

m(u') = na(f(w) = na(u-h) =h~'pa(u) = =" fo = fo

con lo que v’ € Py. Por lo tanto Py = Py;.
[

) C(P,G/H .
Asi tenemos que cada elemento de % corresponde con una reduccion

de P.

Teorema 4.0.15. Consideremos la reduccion Py de P de tal forma que
Py =n"Y(fy) con fo € G/H yn e C(P,G/H). Sea w la forma de conexion
de una conexion I' en P. Entonces w es reducible a Py si y solo si d*n = 0.

Demostracion. Sea H la distribucion horizontal de campos sobre P relativa
a las conexion I'. Entonces se tiene

d*n = dnly
Si w es reducible a Py se tiene que H € X (Py) y por tanto dn|y =

{dn|p, }#- Pero esta expresion se anula, puesto que 7n|p, es constante.
Reciprocamente, supongamos que

d“n=dnly =0
Esto significa que para todo D € H se tiene que Dn = 0 lo que implica
que D € X(n ' (fo)) y por tanto que H C X (Py). O
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Capitulo 5

Geometrias de Cartan

5.1. Introduccién

Las conexiones de Cartan son las que permiten generalizar el tratamien-
to que Klein hizo sobre como estudiar las geometrias. La idea de Klein fue
analizar geometrias a través del estudio de grupos de movimientos que pre-
servasen las propiedades que las caracterizan. Por ejemplo en la geometria
euclidea las propiedades a estudiar son los angulos y las distancias de figuras
y el grupo de movimientos que los preservan son los movimientos rigidos.
Klein consider6 que la geometria se constituye con un grupo G, una variedad
diferencial X y una accion efectiva y transitiva de G sobre X. El estudio de
la geometria es el estudio de las propiedades de objetos que se preservan por
la accion de GG. Un punto clave en la idea de Klein es darse cuenta que uno
puede olvidarse de X y centrar su interés en (G, ya que si tomamos un x € X
entonces, como G actia transitivamente sobre X, se verifica que todo punto
de X se obtiene por la accion sobre x, pero como H, = {g € G/gx = g} de
G no tiene por que ser vacio, la acciéon de GG sobre X no es biyectiva. Pero el
espacio G/H,, si que esta en biyeccion con X. Luego la geometria de Klein
consiste en un grupo G actuando sobre G/H,. Esta definicion, en principio,
parece que depende de la eleccion de x, pero como para distintos puntos de
X sus estabilizadores son conjugados, en realidad no depende de la eleccion
de x.

Debido a a la transitividad de la acciéon no se puede distinguir un pun-
to de otro por propiedades geométricas, luego las geometrias de Klein son
completamente homogéneas.

La definicion formal de geometrias de Klein es

Definiciéon 5.1.1. Una geometria de Klein es un par (G, H), donde G es un
grupo de Lie y H C G es un subgrupo cerrado tal que G/H es conexo.G es
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llamado el grupo principal de la geometria y al espacio conexo X=G/H se le
llama espacio de la geometria de Klein o simplemente geometria de Klein.
El niicleo de una geometria de Klein es el mayor subgrupo K de H que es
normal en G. Si K=1 se dice que la geometria de Klein (G,H) es efectiva.

Vamos a considerar dos ejemplos de geometrias de Klein. El primero es
euclideo y el segundo no.
Plano euclideo: En este caso X = R?, el grupo de Lie

B 1 0 [ costl —send [ n
G_{(v R(0)>|R(6)_(sen6’ cost )’U_(vg)}
y la accion sobre X viene dada por la formula

(71} R?e) ) cx=R@)r+v

donde z = < 71 )
T2

En este caso el estabilizador del origen de R? es el subgrupo

H:SOQ(R):{(é R?9> ) 0 € R)

Asi obtenemos que G/H ~ R? y que G ~ H x R?

Plano hiperbdlico: En este caso X = {z = x+iy € C/y > 0}. El grupo
G es el de las transformaciones de Mobius G = {A € Gl(2,R)/detA =1} y
que actia en X por la férmula

a b Z_az—l—b
¢ d ez +d

El estabilizador en el punto i € X es el grupo

H={A€Gl(2,R)/detA = 1; AA" = I}

De esta forma podemos definir el fibrado 7 : G — G/H. Considerando
la 1-forma de Maurer-Cartan definida en la proposiciéon 1.0.20 y pensando
en ella como una conexion(aunque no es precisamente una conexion ya que
toma valores en G en vez de en H y solo se anula en 0 € T,() se verifican
estas propiedades

1. wg es un isomorfismo lineal en cada fibra.

2. Riwg = Ad(h™)we para todo h € H
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3. wg(A*) = A para todo A € H, donde A* es el vector fundamental
asociado a A.

Podemos definir la curvatura como ) = wg + %[wg, wg] = 0 y obtenemos
una geometria plana.

Otra manera de ver las geometrias de Klein es considerarlas desde un
punto de vista de gauge. Si consideramos una carta trivializante (U,, f)
del fibrado principal 7 : G — G/H. Como se ha hecho en el capitulo 2, a
cada funcion f, le podemos asignar una secciéon s, : U, — P definida por
So(z) = f '(z,e) = u 'y tenemos que dadas dos secciones s, y sz existen
las llamadas funciones de transicién 1,3 que verifican que sg = s,90q3. El
fibrado principal 7 : G — G/H, es decir la geometria de Klein, se puede
reconstruir dando las funciones de transicion.

Considerando la forma de Maurer-Cartan y cualquier seccion s,( que
llamaremos gauge) y haciendo el pull back s’ (wg) = ¥, se verifica que
dVv,+ % (W, ¥,] = 0. Cada seccién s, define un ¥, pero se tiene el contrario,
es decir cada ¥, define un s, - g con g € G fijo, si la geometria es efectiva
g = e. Por tanto podemos llamar también gauge a las 1-formas W,. Estas
1-formas verifican las siguiente relacion

U = Ad(h™ ")V, + ¢ swp

De manera que si tenemos un recubrimiento abierto y una familia de
1-formas (U,, ¥, ) verificando la relacién anterior con las funciones de tran-
sicién 1,4 verificando la condiciéon de cociclo, podemos reconstruir el fibrado
principal 7 : G — G/H y por tanto la geometria de Klein, teniendo una
definicién distinta de las geometrias de Klein.

La idea de Cartan fue generalizar las geometrias de Klein, de manera que
localmente la geometria de Cartan es una geometria de Klein y las conexiones
de Cartan son un medidor de cuanto se aleja la geometria de dicho modelo
local. Las geometrias de Cartan representan una mezcla entre homogeneidad
y no homogeneidad, mientras que las geometria de Klein son completamente
homogéneas.

5.2. Conexiones de Cartan

Definiciéon 5.2.1. Un modelo geométrico consiste en

1. Un par (G,H) con H una subdlgebra de Lie de G, de manera que no
existe ningun ideal contenido en H.

2. Un grupo de Lie H realizando H.
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3. La representacion Ad : H — Aut(G) que extiende a Ad : H — Aut(H).

Vamos a denotar por K al nicleo de la representacion Ad : H — Aut(G) y
lo denotaremos por nicleo del modelo geométrico.

Lema 5.2.2. Si H es un subgrupo normal de G entonces H es un ideal de G

Demostracion. Sea H es normal en G. Sea X € G, A € ‘H y considerando
o = exp(tX) se cumple que gexp(sA)o~t € H. Se verifica que

oexp(sA)o~! = exp Ad,(sA) = exp s((exp adyx )(A))

Con lo cual se tiene (exp ad;x)(A) € H.
Por otro lado tenemos que

2
N

expadiy (A) = (expt(ady))(A) = A+ t[X, A] 5

X, [X, A+ o

la cual es una curva diferenciable en H cuyo vector tangente en t = 0 es
[X, A]. Asi [ X, A] € H y entonces H es un ideal de G.
O

Proposicion 5.2.3. Se tiene que la representacion Ad : H — Aut(G) es
nyectiva.

Demostracion. Veamos que K es un subgrupo normal de G. De esta manera
como G no tiene ideales no triviales contenidos en ‘H, tendremos que K = {0}.

Se tiene que K = {k € H : Ad(k)v—v =0,Yv € G}. Sea g € GG entonces
se cumple que

Ad(g™ kg)v — v = Ad(g™")(Ad(k)Ad(g)v — Ad(g)v) = 0

Con lo que K es normal en G.
]

Cuando ocurre que K es trivial se dice que el modelo geométrico es efec-
tivo. Esta condicién es la que hemos introducido en la definicién de modelo
geométrico al imponer que G no tiene ideales contenidos en H.

Definicion 5.2.4. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de G. Conside-
remos (G, H) un modelo geométrico. Tomemos ahora w: P — X un fibrado

principal con grupo estructural H. Una conexion de Cartan es una 1-forma
VU : TP — G que verifica:
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1. Para cada p € P la aplicacion lineal U, : T,(P) — G es un isomorfis-
mo.

2. RV = Ad(h™")W, para todo h € H.

3. U(A*) = A para cada A € ‘H donde A* es el vector fundamental aso-
ciado a A.

Se dice entonces que (P,V) es una geometria de Cartan modelada sobre
(G, H) con grupo H.

Podemos considerar una definicién equivalente de una conexion de Cartan
que viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 5.2.5. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X sobre el mode-
lo geométrico (G, H) ,entonces existe una familia de 1-formas {V,}, definidas
en entornos U, de X con valores en G cumpliendo la siguiente condicion:

‘Ifg = Ad(iﬂ(;ﬁl) @) \I/a + w;BwH
en Uy, NUg, donde wy es la conexion canonica de H y o : Uy NUg — H

Demostracion. Sea my : P — X un fibrado principal y {U,, fo} una tri-
vializacion, es decir, existen isomorfismos f, : 7 (U,) — U, x H, con
funciones de transicion {1,s}. Supongamos a su vez definidas las secciones
8q @ Uy —> P verificando sz = s49ap en U, N Ug. Sea ¥ una forma de
conexion de Cartan sobre el fibrado P, para cada « definimos una 1-forma
U, sobre U, con valores en G por la formula ¥, = s (V). Podemos escribir
la relacion sg = $a1ap COMO Sz = P o (Sa,Yas), donde p: P x H — P es la
operacion en H. De esta forma si D, € T,(X) se tiene

(88)«(Dz) = p(—,0)x((8a)«(Dz)) + p(t, =) ((Yap)«Dz)

donde 0 = 95(x), u = so(x). Se tiene que p(—,0) = R, y llamando p, =
p(u, —) se escribe

(88)+(Dx) = (Ro)«((8a)«Dz) + (p1u)«(Yap)«De)

y aplicando ¥ a ambos lados

Vs(Dz) = (R 0)(($a)« Dx) + W[(4)+(Yag)« De]

Ahora si (¢a3) Dy = A,, para un cierto campo A sobre H invariante por la
izquierda, entonces (i)« (Vap)«Dy = Aj,. Sea ahora wy la 1-forma candnica
y escribiendo wp,, = ¥} 5(wy) se cumple que
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\115 = Adwﬁa e} \I/a + wHaB

ya que Y5(Dz) = wi($ap)«(Da) = wi(Ay) = Ay -

El reciproco a este teorema se puede ver en [20], el cual se cumple si la
geometria de Cartan es efectiva.

Proposicion 5.2.6. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X sobre el mo-

delo geométrico (G, H). Entonces se tiene que T(X) ~ P Xy % Mas an,
para cada p € P con w(p) = x hay un isomorfismo lineal ¢, : T,(X) — %

cumpliendo que p,, = Ad(h™)g,

Demostracion. Se tiene el siguiente diagrama en el que las columnas son
sucesiones exactas y cortas y las dos aplicaciones de encima son isomorfismos,
asi que la aplicacion de abajo es un isomorfismo canénico que hace que el
diagrama conmute.

4

—G

pt
$p g

—_

T,(P

p

T,(pH)=—H
|
ml

(P)
Ta: (X) H

Se tiene que si v € T,(X) entonces v = 7, (u) = 7, , (R, u) para algin
u € T,(P). De esta forma

oot (V) = 9oy (R 0)) = p(Un (i) = p(Ad(h™) W, (u)) =
— Ad(h™)p(iy(w) = Ad(h™" g (m., (u)) = Ad(h )i (v)

Podemos definir ahora la aplicacion ¢ : P x G — T(X) por ¢(P, A) =
(7(p), ¢ ' (p(A))) cumpliendo para cualquier h € H

q(ph, Ad(h™")A) = (m(ph), ¢~ (p(Ad(h™")(A)))) = (n(h), (Ad(h)gm) " (p(A))) =

= (n(p), ¢, (p(A))) = alp, A)

Asi podemos definir § : P xpg % — T(X) que es un isomorfismo de

fibrados ya que es un isomorfismo de fibras y la aplicaciéon inducida es la
identidad en X. O
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Proposicion 5.2.7. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X sobre el mode-
lo geométrico (G,H). Los campos vectoriales de X estdn en correspondencia
biyectiva con las funciones f : P — 2 que cumplen f(ph) = Ad%(hfl)f(p).
La correspondencia esta dada por

A

Yim fy ={p€ P o,(Yap) € 7

Demostracion. fy cumple la condicion ya que

fy(ph) = (Yﬂp ) = Ad(h)ep(Ya(n) = Ad(h™) fr (p)

Sea ahora f : P — £y definimos Y, = ¢, *(f(p)) donde p = (). Veamos
que no depende de la elecmon de p. Sea p; = 7(x) entonces p; = ph y se tiene

Pon (F(0h)) = ¢ (Ad(h™1) f(p)) = (Ad(h™")pp) T Ad(h ™) f(p) =

= ¢, (Ad(h)Ad(h™") f(p)) = ¢, (f (D))

Con lo que se ve la correspondencia biyectiva.

5.3. Derivada covariante y curvatura

Proposicion 5.3.1. Sea U una conezion de Cartan en Py sea ¢ € N\ (P, G),
entonces la 1-forma definida por

d*(¢) = do + [V, 9]

pertenece a KNH (P,G).

Demostracion. Para demostrarlo debemos probar que se cumplen las dos
condiciones de la definicion anterior. Sean Xy, Xi,...X,, campos en P. Sea

NS Ki(P, G) veamos que se cumple la condicion 1.

= Xi(Rpo(X1, .. X, X))+

i=1
+ Y (CD)TR(X:, XS] X X X) =

0<i<j<n
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—~

_ iX-(Ad(h_l)MXb XX+

0<z<3<”

n

= ZAd VO( X1, .. X, . X))+

+AA(RTY) Y (D)X X, X XX = Ad(hTY)(dg)
0<i<j<n
Veamos ahora la condicion 2. Se tiene que

: : d .
iardp® = (Lar — dia-)pp = Ladp = EI exp(tA) ¢, =
t=0

d
- E| :Oad(ea:p —tA)p, = —[A, ¢p] = —[W(A*), ¢,]

Con lo que tenemos que
(N (d\ll%) = iA*dp(b + Z‘A" [\Ij> ¢ : p] = _[\P)A*)a ¢p] + [\II>A*)> ¢p] =0
]

Definiciéon 5.3.2. Por la proposicion anterior podemos definir la aplicacion

dY - /\ (P,G) —>Kn+1

mediante d¥(¢) = d¢ + [V, ¢] y la denotaremos por derivada covariante.

Proposicion 5.3.3. Sea VU una conexion de Cartan, entonces existe una
combinacion lineal real AV + A\[V, ¥] con A € R tal que pertenece a KZ(P, Gg).
Justamente se cumple cuando A\ = %

Demostracion. Para que dU + AW, V] € KZ(P, G) se debe cumplir que sea
horizontal. Sea X un campo vertical, al igual que antes existe un A € H que
verifica que X = A*. Se tiene que:

i 4 (AT + N, T)(Y) = i0edT(Y) + 20T (A7), T(Y)] =
= L4 (U(Y)) = (digW)(Y) + 2A[4, U(Y)] = A*(W(Y)) + 2A[4, U(Y)] =
—[A, U(Y)] 4 2A[4, (V)]

Con lo cual para que sea una forma horizontal A = % La demostracion de la
condiciéon 1 se hace igual que en la proposiciéon anterior.

[]
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Definicién 5.3.4. Definimos la curvatura de ¥ como la 2-forma Sy €
Kz(P, G) dada por la formula

1
Qg = dV + 5[V, 7]

Sip:G— % es la proyeccion candnica entonces p(§2) se le llama torsion.
Si Q toma valores en H diremos que es libre de torsion.

Proposicion 5.3.5. (Identidad de Bianchi)
La derivada covariante d¥ : KQ(P, g) — KB(P, G) verifica que

d'Q =dQ+ [V, Q] =0
Demostracion.

AV = d(d + L0 ]) 4+ [, = Sd W]+ 0,0 =

_ %[d\l},\l/] ~ L qw) w0 =

2
:%m_g@wpm—guﬁ—%W&H+%m=

= 10, W] [0, 9], 9 [, O 0, [0, W[, 9] = [, 9+, 9] = 0

Donde hemos utilizado que [¥,[¥,¥]] = 0 y que d[V,¥] = [dV, V] —
0, d]. O

Lema 5.3.6. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X modelado en (G, H)
con grupo H. Sea ¢ : P — H wuna aplicacion diferenciable. Consideramos
f P — P definida por f(p) = ¥(p)p entonces se cumple que f*Q =
Ad(y(p))S2.

Demostracion. Podemos descomponer f de la siguiente manera:

P pPxp ™ pyH"p

donde p es la multiplicacién por la derecha. Asi tenemos
F(0) = (o (id x ) o AW = A*(id x )" u* ¥ =
= A*(id x ) {7fAd(p" DV + mhwy } = Ad(yp™ )W+ wy

Donde wy es la forma canoénica del grupo de Lie H.
Asi tenemos
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F0 = (0 + 5[0, W) = d(F (D) + o ([ 0)) =

= AU )+ (9, ) = d(Ad(™ )W)+t 5 [0, 9] =
= Ad( )Y — [Ad(™ )8, g y] + db () + 5[0, 7] =
= (A — AWV Y] — (A, Y] + g )
AT + i, A0 + ] =
= Ad(Y)A + S[Ad( )T, (0] + 9 (o) + 5w, von] =

= Ad(¥1)(dT + %[@, U)) + 9" (dwyr + %[WH, wr]) = Ad(w1)Q

]

Teorema 5.3.7. La forma de curvatura Q(u,v) se anula si v o v son tan-
gentes a la fibra.

Demostracion. Supongamos que u,v € T,(P) son independientes y v es tan-
gente a la fibra. Podemos elegir una funciéon cualquiera ¢ : (P,p) — (H,e)
que cumpla que ¢,,(v) = —V,(v) ya que v es tangente a la fibra por lo que
¢sp(v) € H =T.(H). Ahora definimos f : P — P por f(q) = q- ¢(q). Igual
que en el lema 5.3.6 se puede ver que :

U = Ad(¢" NV + ¢*wg = U + ¢*wy

¥y que
Q=0

De manera que V(fw) = V,(v) + wpdu,(v) = ¥,(v) — ¥p(v)
decir que f.v = 0. Asi se cumple que Q(u,v) = (f*Q)(u,v) = Q(fiu, fiv) =
Q(fiu,0) =0 0

Definicién 5.3.8. La funcion de curvatura K : P — Hom(N(%,G)) se
define por
K(p) (X1, Xz) = Q(T71(X,), T71(X3))

Proposicion 5.3.9. La funcion de curvatura estd bien definida y cumple

K (ph)(X1, X2) = Ad(h™") K (p)(Ad(h) Xy, Ad(h) X>)
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Demostracion. Seap € PyseaY; = X;+V;con j=1,2conV; € H. Como

U 1(V;) es tangente a la fibra se tiene que Q,(¥,*(V}),u) = 0 por el teorema

5.3.7, por tanto Q,(T~1(X;), U71(X5)) = Q,(U (Y1), P 1(Y3))
Ahora se tiene
K(ph) = Qu(¥, (X1), ¥ (X2)) =
= Ad(h™")Q,(((Ad(h™1)W,)7H(X1), ((Ad(h™1)P,) T (X,)) =
= Ad(h™")Q,((W,) " (Ad(h) X1), (¥,,) " (Ad(h) X5)) =
= Ad(h™") K (p)(Ad(h) Xy, Ad(h) X>)
]

Proposicion 5.3.10. Se tiene que una geometria de Cartan es libre de tor-
sion sty solo si la funcion de curvatura toma valores en la subrepresentacion
Hom(\($). ) C Hom(3(£).0)

Demostracion. Si es libre de torsion Q(X;, Xy) € ‘H por tanto K va a tomar
valores en Hom(A\(£), H).

Al contrario si v, ve € T,(P) entonces existe X1, Xy € G tales que v; =
U—1(X;) y tenemos que Q(vy,ve) = QU HX,), U1 X)) = K(p)(X1, Xs) €
H

[

Proposicion 5.3.11. Se verifica que
K (p)(X1, X2) = [X1, Xo] = U, ([W7H(X1), (X))

Es decir que la funcion de curvatura se puede considerar como la medida
de la diferencia entre el corchete del dlgebra de Lie y el corchete del los
correspondientes campos de vectores de P.

Demostracion. Tenemos lo siguiente

K(p)(X1, Xa) = QU 1(Xy), U 1(Xy)) =

= (0, (X0), W, (X)) + S U0, (X0), 0, (X)) =

= 1@(@;1(Xz))qf-l(xl)—%\m;(Xl))\p—l(XQ)—%\IJ([\I;;(XQ, U, (X)) +

+[\D(\I/;1(X1), \I’(\Ilil()ﬁ)] = —\I’([\I’;l()ﬁ), \11;1<X2)]> + [Xl,Xﬂ

p
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5.4. Mutaciones

Definicion 5.4.1. Sea (G, H) y (G',H) dos modelos con grupo H. una mu-
tacion es un isomorfismo de Ad(H)-mddulos X : G — G’ que cumple

1. A\ = Idy,
2. Para todo u,v € G se cumple que [A(u), AM(v)] = A([u, v])modH.

Decimos entonces que el modelo (G',H) es una mutacion del modelo (G, H)
con grupo H.

Proposicion 5.4.2. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X sobre el mode-
lo geométrico (G, H). Sea A : G — G’ una mutacion y sea V' = \V. Entonces
(P,¥") es una geometria de Cartan en X modelada en (G',H) con grupo H.
Ademas se cumple:

1. La curvatura estd relacionada por ' = AQ + ([0, U] — A[¥, ¥])

2. Si (P,W¥) es libre de torsion entonces (P, V') es libre de torsion.

Demostracion. Veamos que se cumplen las tres condiciones para que ¥’ sea
una conexion de Cartan.

» Como A : G — G’ es un isomorfismo y ¥, : T,P — G también es
un isomorfismo al ser una conexion de Cartan, entonces ¥} = AW, :
T,P — G’ también es un isomorfismo.

» (R)V = (R;(A\V)) = MRV = MNAd(h ™)V = Ad(h1)¥’, ya que A
(£}) h h y
es un isomorfismo de Ad(H )-modulo.

s Sea Y € H. Sea Y el correspondiente campo en P que cumple que
U(Y*") =Y. Se cumple

V(YH = (YH=\NY)=Y
1. Se tiene el siguiente célculo
Q =d¥ + %[\IJ’.\II’] =d\VU + %[\If’,\IJ’] =
= AW 4 VW] = A+ [0 (VW] - AN W) =
= A2+ %([\IJ’, U] — AW, 0))
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2. Se tiene que ([, U] — AW, ¥]) € H luego Q2 € H siy solo si A2 € H
siy solosi Q' € H.

]

5.5. Geometrias reductivas

Definicion 5.5.1. Se dice que una geometria de Cartan (P, V) es reductiva
si existe una descomposicion de H-modulos de la forma G =H ST

Proposicion 5.5.2. Sea (P, V) una geometria de Cartan reductiva. La cone-
xion W puede ser escrita como W = w + e. Se verifica que w es una conexion

de Ehresmann y e € KI(P, 7)

Demostracidn. Se tiene que R} W = Ad(h~')¥. De esta manera

Riw+ Rie = Ad(h™"w + Ad(h™')e

Con lo cual

Riw — Ad(h™Yw = —Rje + Ad(h™Y)e

y como el lado izquierdo de la igualdad toma valores en ‘H y el derecho en Z
tendremos que Rjw = Ad(h™"w y Rie = Ad(h™')e.
Por otro lado tenemos que W(A*) = A para todo A € ‘H. Como

A= T(A%) = w(A*) + e(A*)

se tiene que

A—w(A") =e(AY)

El lado derecho de la igualdad toma valores en H y el lado izquierdo toma
valores en Z, con lo cual A = w(A*) y e(A*) = 0. O

Definicion 5.5.3. Los elementos ¥ € Kl(P, G) que verifican que ¥ = w + e

conw e N(P,H) y con e € KI(P, 7) se denominan 1-formas de Cartan, y
el conjunto de ellas se denotard por \y(P,G).Denotaremos por \go(P,G) C
Ae(P,G) al subconjunto formado por las coneviones de Cartan.

Proposiciéon 5.5.4. Una 1-forma de Cartan W = w +e € N\o(P,G) es una
conexion de Cartan si y solo si e define un isomorfismo e : ker(w) — Z.
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Demostracion. Si U es una conexion de Cartan, veamos que e : ker(w) — Z
es un isomorfismo.

Es inyectiva ya que si A € ker(w) entonces w(A) = 0, luego A = Y* para
algin campo Y € H, asi que e(A) = 0. Por tanto ¥(A) =0y como V¥ es un
isomorfismo tenemos que A = 0.

Sea Az € Z, consideremos el campo fundamental A}, + A7. Tenemos que

Ay + A7z = V(A + A7) = w(Aj + A7) +e(A5 + A7) =

= w(Ay) +w(Az) +e(A3) + e(A7) = Ay + w(Az) + e(A7)

Por lo tanto Az = w(A%) + e(A%). Asi se tiene que w(A%) =0y e(Ay) =
Az. Con lo cual es sobreyectiva

Para la implicacion inversa, veamos que cumple las tres condiciones para
ser una conexiéon de Cartan.

1. ¥, es un isomorfismo. Veamos que es sobreyectiva.Sea A = Ay + Az €
G, se tiene entonces que

W (A3 + A7) = w(Ay + A7) + e(Ay + A7) = w(Ay) +e(A7) = A+ A= A

Se tiene que es inyectiva ya que si W,(Y) = 0 se tiene que w(Y') = e(Y’), con
loque w(Y) =0y e(Y) =0 por tanto Y = A* para algin A € H y por tanto
A=0eY =0.

2. Se tiene que R; ¥ = Riw + Rje = Ad(h ™ "w + Ad(h™)e = Ad(h™1)W.

3. Si A € H entonces ¥(A*) = w(A*) + e(A*) = A.

Con lo cual queda demostrado que W es una conexion de Cartan. O

Proposicion 5.5.5. Sea (G,H) un modelo geométrico reductivo. Entonces
existe, salvo isomorfismo, una unica mutacion (G',H) con G = HS T y

17/, 7] = 0

Demostracion. Tomemos 7' = Z como un H-mo6dulo pero con la multiplica-
cion en Z' dada por [Z',7'] = 0.

Se verifica facilmente que G’ = H @ Z' es un algebra de Lie.

También se verifica que la aplicacion canonica A : G — G’ es una muta-
cion.

La primera condicién de mutacion es clara. La segunda tenemos por un
lado que

[A(h1+p1), A(ha+p2)] = [ha 41y -ha+p5] = [l ho] 4 [ha, p3] +[PY, hal + [P), 1))

Por otro lado se tiene

Alhy 4 p1, ha + pa] = Alha, ho] + Alha, Do) + Alp1, ha] + Ap1, p2] =
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= [h1, ho] + [P, ph] + [P}, ho] + [p1, 2]

Tomando mod H se cumple que A[hy + p1, ho + po]modH = [hy, ho] +
[h1, Ph] + [P}, he] con lo que queda demostrado que es una mutacion. O

De esta forma, en el caso reductivo podemos encontrar una mutacion
cumpliendo [Z,Z] = 0, y como no se pierde informacion pasando a la muta-
cion, se sigue que para geometrias de Cartan reductivas podemos asumir que
[Z',7'] = 0. Esto nos permite olvidarnos completamente de lo grande que sea
G y conservar solo la subélgebra H y el H-moédulo Z.

El caso en el que [Z,Z] = 0 diremos que ¥ es una conexion de Cartan
reducida.

Proposicion 5.5.6. Sea ¥V una conexion de Cartan reducida. Entonces se
cumple que

QY = QY +dve
Demostracion. Se cumple
- 1 1
Q :d\lf+§[\11,\1/] :dw+de+§[w+e,w+e] =

1
:dw+§[w,w]+de+[w,e] =QY +dve

5.5.1. Conexiones de Cartan-Yang-Mills

Vamos a considerar la métrica g, y las definiciones de * y * como en la
seccion 3.3.

Consideremos ahora que B : G X G — R una métrica compuesta por dos
métricas en ‘H y en Z verificando que H_LZ. Atn mas las representaciones

H — Aut(H),H — Aut(Z)

son ortogonales con respecto a la correspondiente métrica. Ademas induce
un producto interior en G que es ad-invariante, es decir que

B(ad(g9)X,ad(9)Y) = B(X,Y)
para cualquier g € Gy X,Y € G.
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Definicion 5.5.7. Se define la aplicacion <,>: \ (P,G) x A\ (P.G) — R
mediante

< «, ﬂ >= Z 8ig(U)B(a(XU(1), ---Xo(r)),;ﬁ(Xa(r+1), ...Xg(n))>

donde {X;} € T,P con n(p) =z y m.(X;) = 2

Esta definicion no depende de la elecciéon de la base en T, X y debido al

caracter automorfico de los elementos de N(P, G) y la ad-invarianza de B se
tiene que no depende tampoco del punto p en la fibra de z € X.

Definicion 5.5.8. Consideremos la eleccion de signo del operador 0% =

+%d“% : N\ (P,G) — W_I(P, G), que denotaremos por codiferencial cova-
riante.

Teorema 5.5.9. Se tiene que para cada subconjunto abierto U con clausura
- —r+1
compacta y siendo « € \ (P,G) y B € \ i (P,G) se cumple que

/<dwa,5>,u:/<oz,5”ﬁ>u
U

U
Demostracion. Se cumple que

g, 0“8 = a A %0% 8 = e A *%d“% 0 = £a A\ d¥%

donde se ha utilizado que ** = +1 como se puede ver en [21]|. De esta
manera tenemos que

g(d®a,B) — g(a,0°B) =d°a ANxf —a ANd” x [ =d”(a A *5)

Aplicando el teorema de Stokes tenemos que

/<dwa,ﬁ>,u:/<a,(5“ﬁ>u
U U
]

Definicion 5.5.10. Definimos © : \jo(P,G) — C®(X) por ¥ < Q¥ Q¥ >.
Decimos que la conexion de Cartan ¥ = w+e es estacionaria relativa a <, >

—1
st para todo conjunto abierto U C X con clausura compacta y 7 € \ (P,G)
cuyo proyeccion esta en U, se tiene que

d

— O +tr)=0
dttO/U (¥ +tm)
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Notese que si 7 = 71 + 75 con 77 € KI(P,’H) y 7o € KI(P, 7) entonces
U +tr = (w+e) + t(r + 72)es una conexion de Cartan si y solo si e + t7y :
ker(w+tm) — Z es un isomorfismo. De esta forma la conexion de Cartan es
estacionaria en el espacio /\éC(P, G), v en este caso la conexion ¥ es llamada
una conexion de Cartan-Yang-Mills.

Teorema 5.5.11. Una conexion reducida de Cartan ¥V = w + e es una
conexion de Cartan-Yang-Mills si y solo si

F0% = 0,6d%e = 0

—1 —
Demostracion. Sea T € \ (P,H) ysea f € \ (P,Z) con soporte proyectado
en U.

Se cumple que

t2
QYD = du + [w, w] + td“T + 5[7’, 7] + d¥e + td” f

Por lo que

d

i < QUARETHN QUHTH) 5= 9 « QY 4 d¥e, d¥T + d“ f >
t=0

De esta manera se tiene que

i / < Q‘Il-i-t('r-i-f)’ Q\I/+t(7+f) >— 2/ < QY+ dw€7dw7_ + d(.uf ~—
dt\tzO U U

:2/ <Q°’,d“’r>+2/ <d‘”e,d‘”f>:2/ <5“Q“,r>+2/ < 0“d%e, f >
U U U U

donde hemos utilizado que las métricas en ‘H y Z son ortogonales.
De aqui se concluye la suficiencia y necesidad del teorema. O

5.5.2. Ejemplos de modelos geométricos reductivos

Vamos a considerar los modelos homogéneos del espaciotiempo. Estos son:

Anti de Sitter SO(3,2)/SO(3,1)
Lorentzianos  Minkoswki ISO(3,1)/S0(3,1)
de Sitter SO(4,1)/50(3,1)

Hiperbolico SO(4,1)/SO(4)
Riemmanianos { Euclideo ISO(4)/SO(4)
Esférico SO(5)/SO(4)
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donde los grupos SO(p,q) = {A € GL(p+q)/A™'n =nAl y detA =1} y

q p

——N—
dondenes (—1,..,—1,1,..1 ) e ISO(p,q) = {( 61 i ) conA € O(p,q) yt e
Rp+q}

Vamos a considerar primero el caso Riemmaniano.
Las algebras de Lie

s0(5) = {A e GL(5)/A+ A" =0y traza(A) = 0}
is0(4) = {( 8 jl ) JA € s0(4) yteRY}

s0(4,1) ={A € o(4,1)/traza(A) = 0}

La forma de las matrices de estas algebras son

0 a b c d
—ea 0 e f g
—eb —e 0 h 1
—ec —f —h 0 g

—ed —g —1 —j5 0
donde cada éalgebra depende del valor de € de la siguiente manera
so0(b) sie=1
iso(4) sie=0
s0(4,1) sie=—1

Para los casos en que € # 0 podemos definir una métrica no degenerada,
sobre el algebra de Lie dada por

<CO,D>= —gtr(CD)

con C; D € G, que es invariante bajo Ad(G) y por tanto bajo Ad(H), ya que
se tiene que si A € GG se cumple que

< GCG™,GDG™! >= —gtr(GCG’lGDG’I) - —%W(GCDG*I) -

= —tr(DGGTIC) = =Str(DC) = ~Str(CD) =< €, D >

La métrica es no degenerada porque es proporcional a la forma Killing y
ademas las algebras son semisimples.
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En el caso de € = 0 el grupo 1.SO(4) no tiene una métrica no degenerada
invariante en su algebra de Lie. Lo que ocurre es que la métrica inducida por
la traza anula al subespacio correspondiente a R* formado por las matrices
de la forma

0 a b ¢ d
0 00O0O0
0 00O0O0
000 0O
0 00O0O 0

Pero lo que necesitamos es que la métrica sea invariante unicamente sobre
SO(4). La construccion la podemos conseguir utilizando que

is0(4) = so0(4) x R*

De esta forma utilizando la traza en s0(4) junto con la métrica usual de
R?, nos da una métrica no degenerada y SO(4)-invariante en el algebra de
Lie iso(4).

En cualquiera de los tres casos podemos, con la métrica correspondiente,
descomponer el algebra de Lie en una Ad(SO(4))-invariante suma directa
ortogonal de la forma siguiente

0 0 0 0 0 0 a b c d
0 0 e f g —ea 0 0 0 O
0O —e 0 h ¢« |+] —eb 0 0 0 O
0O —f —=h 0 g —ec 00 0 O
0 —g —i —j5 0 —ed 0 0 0 O

Asi tenemos G = s50(4) ® Z, donde Z = G/H = R* y en este subespacio
la métrica se restringe a la métrica usual de R* Con lo cual vemos que
estos modelos geométricos son reductivos, y ademés es una descomposicion
ortogonal referido a la métrica que hemos definido en cada caso.

En el caso Lorentziano podemos hacer lo mismo y obtenemos que las
algebras de Lie son

s0(4,1) ={A € o0(4,1)/traza(A) = 0}
. 0 t 4
150(3,1)—{(0 A)/Aezo(?),l) yteR"}

50(3,2) = {A € 0(3,2)/traza(A) = 0}

La forma matricial de estas algebras se puede compactar en una depen-
diendo de € al igual que en el caso Riemanniano, como sigue
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0 a b c d
a 0 e f g
b —e 0 h 1
c —f —=h 0 g
ed —eg —ei —ej 0

Donde tenemos los casos

s0(4,1) sie=1
i50(3,1) sie=0
50(3,2) sie=—1

Al igual que antes podemos definir, para los casos en que € # 0, una
métrica no degenerada, sobre el dlgebra de Lie dada por

<C,D >= —%tr(CD)

conC,Deg

Aligual que en caso anterior cuando € = 0 no podemos definir una métrica
no degenerada en el algebra de Lie, pero solo necesitamos que sea invariante
sobre SO(3,1) no sobre ISO(3,1). Utilizando que iso(4,1) = s0(3,1) x R>!
y de la misma manera que antes utilizamos la métrica derivada de la traza
en 50(3,1) y la métrica de Minkowski en R*! conseguimos una métrica en
is0(4,1) que es Ad(SO(3,1))-invariante y no degenerada.

En cualquiera de los casos tenemos que podemos, con la métrica corres-
pondiente, descomponer el algebra de Lie en una Ad(SO(3,1))-invariante su-
ma directa ortogonal de la forma siguiente

0O a b ¢ O 0 0 0 0 d
a 0 e f O 0 0 0 0 g
b —e 0O h O |+] 0 O 0 0
c —f —h 0 0 0 0 0 0 g
0O 0 0 00 ed —eqg —eh —ej 0

Asf tenemos G = 50(3,1)®Z, donde Z = G/H = R>! y en este subespacio
la métrica se restringe a la métrica de Minkowski de R*!. Con lo cual vemos
que estos modelos geométricos son reductivos, y ademas es una descomposi-
cion ortogonal referido a la métrica que hemos definido en cada caso.

Vamos a considerar las formas utilizando la notaciéon matricial. Asf la 1-
forma de conexion de Cartan ¥ = w—+e, donde w es la conexion de Ehresmann
de SO(3,1), tiene unas componentes

i i
\Ilj—wj



para i,j=1,2,3,4 .

\If? =—ee; y ¥y =e¢
. Aqui € toma los valores como anteriormente dependiendo del algebra que
fuera.

Ahora podemos calcular las componentes de la curvatura quedando para
la parte de so(3,1)

Q‘I’;:d\If;+\Ili/\\IJ?+\Ifg/\\If?:dw§+w;/\wi+—ee5/\e5:

:Q}—eeg)/\e5

para i,j = 1,2,3,4 y donde 2 es la curvatura de SO(3,1)
Para la parte de R*! se tiene

4 4
Q%:d\lfé%— Z \D§A\Pg:dei+ Z wé/\eg,:dwei

J=1j#i j=1,j#i
Por lo tanto

QY =(Q—ceeNe) +de

De esta forma para que la conexiéon de Cartan en unos de estos modelos
reductivos sea plana tiene que ocurrir

Q=¢eceNeyd’e=0

Estas son las ecuaciones de Einstein para la gravedad ya que vienen dadas
por eA{)— %e/\e/\e = 0. Donde A es la constante cosmologica. Esta constante
en nuestra formulaciéon apareceria si en las matrices de las algebras de Lie la
hubiésemos considerado.

5.5.3. Aplicacién de la geometria de Cartan a la teoria
BF gravitacional

Sea un grupo de Lie G cuya algebra de Lie G esta equipada con una forma
bilineal no degenerada < A, A >. Consideremos una variedad cualquiera X
n-dimensional y elegimos un fibrado principal P sobre X. Consideremos una
conexion w en Py sea I una (n-2)-forma ad(P)-valuada en X .Consideremos
la curvatura de la conexion 2. Aqui ad(P) = P xg G.

El lagrangiano de la teoria es £ = tr(F A Q).

102



De este lagrangiano podemos obtener las ecuaciones del campo igualando
su variacion a cero.

Ozé/ﬁz/tr(éF/\Q+F/\5(2):
X X

= / tr(0F ANQ+ F AN d¥w) = / tr(0F AQ+ (—=1)" 1Y F A dw)
b's X
donde en la segunda igualdad hemos utilizado la integraciéon por partes y
que 0§) = d“dw. Vamos a probar esta tltima igualdad, para ello tenemos en
cuenta que la variacién de cualquier funcién f de una 1-forma A viene dada
por 6f = 4L f(A,)js=0 donde A, = A+ s6A y §A es cualquier 1-forma. De
esta manera

d 1 d 1.d 1 d

= %(dws + _[w87w8]) = d(£w5> + 5[%0‘-7575‘-)] + 5[“’57 Ehszo =

0
2

—_

= do(w) + 5[(5w,w] + %[w, dw| = d(0w) + |w, dw] = d*(dw)

Tenemos que tener en cuenta que la variacion del lagrangiano tiene que
ser igual a cero para todo 6 F' y para todo dw y eso ocurre si y solo si d“F =0
y € = 0, que son las ecuaciones del campo.Esta ecuaciones nos dicen que w
es plana y que d“F' = 0.

Estas ecuaciones son invariantes bajo cualquier transformacion del tipo
F" — F +d%n para cualquier n un ad(P)(n-3)-forma . Veamos que d“F = 0
es invariante. Se tiene que

/tT((F—f—d“’n)/\Q):/tT(F/\Q+dw77/\Q):

:/tr(F/\Q+(—1)”77/\de):/ tr(F A Q)

Hemos utilizado la identidad de Bianchi d“€2 = 0. Luego tenemos que las
ecuaciones son invariantes respecto de las transformaciones indicadas ante-
riormente.

De forma similar vamos a intentar hacer la misma teoria con las cone-
xiones de Cartan y vamos a tratar los casos de los modelos geométricos
reductivos hiperbolicos.

Consideremos una conexion de Cartan ¥ del tipo G/H en vez de una
conexion de Ehresmann. Para ello necesitamos que G/H tenga la misma
dimension que X. Para el campo F' consideremos una (n-2)-forma con valores
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en ad(P) = P xg G, donde H actia en G por medio de la restriccion de la
representacion adjunta de G. Igual que antes llegaremos a las ecuaciones

Q¥ =0
d'F =0

Vamos a considerar los ejemplos de de Sitter, anti de Sitter y Minkowski,
en donde las formas ¥, Q¥ y F se pueden descomponer en la parte s0(3,1) y
R*! como vimos en la seccion anterior. Asi considerando las entradas de las
matrices, tenemos que

\Ilz = w;-
para i,j=1,2,3,4 .

5 _ ' i i
Vo= —ee;y Uy =e

Q‘I’; = Q; —ees N’y Q‘I’; =d’¢

De igual modo para d¥ F', podemos calcular sus componentes. Si llamamos
a la parte de s0(3,1) por ¢ y a la parte de R*! por f tenemos que

K=
para i,j=1,2,3,4 .
F=—cf;yF5=f
Teniendo en cuenta que ‘ . ' .
ﬁfc]fejmo.s Ci];ic:lgf’p{:l]a i,jdlij,QTS,%l:]fa\gié\mjgonerﬁkeé\ oFbjteniendo

4
Ui . i i Nk i AR i i i i
d'F} = dFj+Y U AFf—Fi AU+ UIAF —FAADS = d*¢+ef' Nej—ee' Af;
k=1
y para le indice 5 tenemos
4

4
d'Fi =d"fi =dFi + > UL AFf = FLAUS =dwf' =) ¢ Aet
k=1

k=1

De esta forma tenemos las siguientes ecuaciones junto con las que habia-
mos calculado antes
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O=ceANe

d“e =10
d“¢p+e(fANe—eNf)=0
d“f—¢pNe=0

Estas cuatro ecuaciones que corresponden a la teoria clasica BF desde
el punto de vista de Cartan son similares a las que se encuentran en la
formulacion gravitatoria de Macdowell-Mansouri.
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Capitulo 6

Desarrollo de una curva,
orientacion y holonomia en las
geometrias de Cartan

En los altimos anos varios cientificos, entre ellos Lee Smolin o Peter Woit,
han sido muy criticos con la importancia de la teoria de cuerdas en la fisica
tedrica contemporanea, que cree que ha suprimido la investigacion en otros
enfoques prometedores. Sugieren que la teoria de cuerdas poseen serias de-
ficiencias y ha impedido que la comunidad cientifica haya fomentado otros
programas de investigacion en la teoria de particulas. Se pidi6 mayor nimero
de puntos de vista a la gravedad cuantica, entre ellos se debe prestar mas
atencion a la gravedad cuéntica de lazos. A diferencia de la teoria de cuerdas
y supercuerdas en las que la gravedad es un campo entre infinitos lo que pre-
tende la gravedad cuantica es cuantizar la relatividad general. Una manera
de hacerlo es utilizando lazos en la variedad base X de un fibrado principal
con una conexion de Erhesmann w. Con lo que la holonomia juega un papel
importantisimo en la teoria.Una mayor controversia y construccion de nuevas
teorias contribuye al progreso de la ciencia.

En este capitulo estudiaremos las holonomias en geometrias de Cartan y
su relacion con las de Ehresmann las cuales pueden ser de importante ayuda
en el desarrollo de la teoria de la gravedad cuantica de lazos. De esta manera
este capitulo nos sirve para encuadrar, en el contexto citado anteriormente,
posibles lineas de investigacion con las que se puede continuar después de la
tesis.

Llamaremos H,(«) a la holonomia del lazo a en la conexién w, y se
define la aplicacion de holonomia H, : C(x) — G que es un homomorfismo
de grupos.

Vamos a considerar el conjunto de conexiones moédulo el grupo gauge,
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que denotaremos por A/Gau(P) . Una teoria de gauge puede ser definida
como un teoria de campos cuyo espacio de configuracion es A/Gau(P), es
decir que los estados son parametrizados por las clases de equivalencia de
conexiones en un fibrado principal, es decir por los puntos de A/Gau(P).

A partir de aqui consideraremos que el grupo de estructura serd U(n) o
SU(n) y definimos las funciones de Wilson,, las cuales desempenan un papel
muy importante en la cuantizacion de la relatividad general, de la siguiente
manera

Ty : A/Gau(P) — C
1

definidas por T ([w]) := T (H,(a)) donde Tr es el operador traza en la
representacion del grupo G. Las funciones de Wilson son gauge-invariantes.

Si consideramos las combinaciones lineales de productos de funciones
de Wilson conseguimos un *-algebra conmutativa con unidad denotada por
hol(X,G) con la aplicacion T = T,-1. Haciendo la completitud de este alge-
bra con la topologia inducida por la norma ||| obtenemos una C*-algebra
conmutativa con unidad llamada C*-algebra de holonomia y denotada por
Hol(X, @), la cual depende unicamente de X y G, pero no del fibrado prin-
cipal P.

Un caracter en Hol(X,G), es un homomorfismo no nulo del algebra
Hol(X,G) a C. El espectro del algebra es el conjunto de todos los carac-
teres, y se denotara por A/Gau(P).

Se obtiene que el A/Gau(P) := espec(Hol(X,G)) ~ Hom(L.(X),G)/Adg.
Asi tenemos que cada conexién en un fibrado principal sobre X con grupo G
corresponde con un punto de A/Gau(P).

Tenemos el isomorfismo de Gelfand ~: Hol(X,G) — C(A/Gau(P)) de-
finido por f(A) := A(f) que nos indica que Hol(X, @) es isométricamente
isomorfo a la C*-algebra conmutativa con unidad formada por las funciones
continuas en A/Gau(P) con valores en C. Con esta identificacion existe una
biyeccion entre los funcionales lineales positivos y las medidas de probabilidad
en A/Gau(P). Finalmente para cada medida de probabilidad en A/Gau(P)
uno puede asociar a cada f € Hol(X,G) el elemento M j donde M; es el
operador multiplicacion en L?(A/Gau(P), u) definido por M U= f4 para
cada f € Hol(X,G) y ¢ € L*(A/Gau(P), u).

A/Gau(P) es un espacio Hausdorff compacto y con dimension infinita la
cual se puede equipar con una medida de probabilidad g, llamada medida
uniforme y que es invariante bajo difeomorfismos. Asociada a esta medida
existe una y solo una representacion de la C*-algebra Hol(X, G) apoyada en
el espacio de Hilbert L?(A/Gau(P), ). Los vectores normalizados de este
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espacio son los estados cuanticos y la representacion de la parte real de las
funciones de Wilson son los observables en la teorfa cuéntica.

Rovelli y Smolin definieron lo que llamaron la transformada de lazos,
con ello consiguieron describir los estados como funciones de lazos en vez
de funciones de conexiones generalizadas, cuya importancia reside en que es
més sencillo encontrar difeomorfismos invariantes de funciones de lazos que
difeomorfismos invariantes de funciones de conexiones.

Matematicamente existen varios problemas que se pueden afrontar, como
son la construccion de medidas(invariantes bajo difeomorfismos),lo que lleva
al producto interno de estados, estudiar la transformada de lazos desde un
punto de vista riguroso, ampliar el estudio para un grupo de Lie G cualquiera
o con alguna condicion.

Al final del capitulo al estudiar la comparacion entre el concepto clasico
de holonomia y el de las geometrias de Cartan, se ha obtenido como resultado
colateral una descripcion de las conexiones de Erhesmann que son reducibles
a un subfibrado.

6.1. Desarrollo de una curva en las geometrias
de Cartan

Necesitamos primero un resultado que es el teorema de Frobenius pero
en términos de formas diferenciables.

Lema 6.1.1. Sea w una 1-forma diferenciable en X con valores en un espacio
vectorial V. Asumamos que n = dim ker(w,) es constante para cada x € M.

Entonces D = kerw, es una distribucion. Ademds D es integrable si y solo
st dw(X,Y) =0 cuando w(X) =w(Y) =0.

Demostracion. Se puede ver en [20]. O

Teorema 6.1.2. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie G. Sea w una
1-forma con valores en G en una variedad diferenciable M satisfaciendo la
ecuacton dw + %[w,w] = 0. Entonces, para cada punto p € M existe un
entorno U de p y una aplicacion diferenciable f : U — G que verifica que

frwe) = w.

Demostracion. Ses g : G X M — Gy mpy : G X M — M las proyecciones
canénicas. Consideremos 2 = 7}, (w) — 75 (we) v sea D = ker(). Veamos que
es una distribuciéon aplicando el lema anterior, para ello veremos que tiene
rango constante.
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Fijemos un punto (p,g) € M x G. Vamos a ver que
Tums(g.0)| Digp) * Plgp) — Tp(M)

es un isomorfismo. Asi tendremos que D tiene rango constante igual a dim(M).
Si Tz (v, w) = 0 para algin (v, w) € Dy p) = {(v,w) € T(M)xTy(G)/w(w) =
wg(w)}. De esta manera tenemos que 7y, (v, w) = 0 entonces v = 0, lo que
implica que wg(w) = 0 por lo que w = 0. Por tanto (v,w) = 0 y la funcién
Tas(g,p)| Dip,g) €8 inyectiva. La funcion es suprayectiva ya que si v € T,(M)
entonces (v, wg' (w(v)),) € Diyp)-

Veamos ahora que es D es integrable. Vamos a calcular la derivada exterior
de 2

dQ = dry(w) — dng(we) = Ty (dw) — 75 (dwe) =

= 773\‘4(—5[%00]) - Wa(é[wGawG]) = 5[7T7ww,7TX4W] + §[WEWGW8WG]

Ahora sustituyendo 7}, (w) = Q + 7 (wg) tenemos que

1., 1, . 1
dQ = —5[7TGWG,Q] — §[Q,ﬂ'ng] — 5

Ast dQ(X,Y) = 0 cuando Q(X) = Q(Y) = 0 y por el lema anterior
tenemos que ker(2 es integrable.

Finalmente construiremos para cada p un entorno U de p en M y una
funcion f : U — G que cumpla que f*(wg) = wyy. Vamos a considerar la
hoja L a través de (p,g) € M x G.

Tenemos el isomorfismo que hemos visto anteriormente . @ Dy, —
T,(M), por lo que myz e es un difeomorfismo local de un entorno de (p, g)
a un entorno U de p € M. Sea F' : U — L la aplicaciéon inversa. Como
7y F = idy, F debe tener la forma F(p) = (p, f(p)) para alguna funcion
f: U — G. Ahora se tiene que F*(Q) = QF, = 0 ya que la imagen de F' es
tangente a la distribucion la cual anula a €. Asi tenemos que

2,9

0= F"(Q) = F*(my(w)) = F" (15 (we)) = (nx F)'w—(maF) we = w=[f"(20)
Con lo que wiy = f*(wg). O
Lema 6.1.3. Sea f1, fo: M — G y sea h(z) = f1(z)fo(x)~. Entonces

hwe = Ad(fo(2)){fiwe — fawa}

Demostracion. Se puede ver en [20]. O
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Proposicion 6.1.4. Sea M una variedad conexa y sea fi, fo : M — G dos
funciones que cumplen que fi(wa) = f;5(wa). Entonces existe una elemento
g € G tal que fo(x) = gfi(x) para todo x € M.

Demostracion. Consideremos la aplicacion h : M — G dada por h(z) =
fo(z) fi(x)~t. Por el lema anterior tenemos que

hwe = Ad(f2(2)){ fiwe — fowa}

la cual se anula por la hipotesis. Teniendo en cuenta que h*(wg) = wghe,
vemos que h, : T(M) — T(G) induce la aplicacion cero en cada espacio
tangente. Con lo cual se sigue que h es la funcién constante. Luego h(x) = g
para todo x € M donde g es algin elemento de G. Con lo cual fy(z) = g- fi(x)
para todo x € M. O

Vamos a considerar ahora que M = [a,b] de manera que se cumple la
ecuacion de estructura para cualquier 1-forma, ya que en una variedad de
dimension 1 no existen 2-formas que sean distintas de cero.

Teorema 6.1.5. Sea w una 1-forma diferenciable con valores en G en I =
[a,b]. Entonces existe una unica aplicacion f : I — G con f(a) = g y
ff(wg) = w.

Demostracion. Por la proposicion 6.1.4 si f existe es tnica. Por el teorema
6.1.2 cada punto se halla en un intervalo en el cual existe una aplicaciéon
f U — G que cumple que f*(wg) = wjy. Como I es compacto existe un
niumero finito de intervalos abiertos U;,1 < ¢ < n en los que existe una
fi + Ui = G cumpliendo f(we) = wjy,. Vamos a asumir que U; N U; = 0
a menos que |1 — j| < 1y que ty = a € Uy Elegimos t; € U; N U;;; para
1 < i < n — 1. Inductivamente elegimos f; : U; — G tales que fi(a) = g,
fiz1(t;) = fi(t;) para 1 < i < n — 1. Por la unicidad tenemos que f;11 = f;
en U; N U;yq. Asi podemos unir estas funciones juntas y definir f(t) = f;(¢)
para t € U;, y obtener una funcién f : I — G. Claramente f(a) = g y
ff(wg) = w. O

Definiciéon 6.1.6. En las condiciones del teorema anterior, la unica aplica-
cion f: I — G satisfaciendo f(a) = g y f*(wg) = w es llamado el desarrollo
de w en G a través de I comenzando en g.

Definiciéon 6.1.7. Sea [=[a,b] y M una variedad de cualquier dimension, y
sea w una 1-forma diferenciable en M con valores en G. Dado un camino
og:1 =M conola)=pyo(b) =q. Sea la 1-forma en I, o*(w) con valores
en G y consideremos el desarrollo G : I — G que cumple que G(a) = g y
7*(wg) = 0*(w). Llamaremos a & el desarrollo de w a lo largo de o empezando
en g.
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6.2. Orientaciéon en las geometrias de Cartan

Consideremos (P, ¥) una geometria de Cartan modelada en (G, H).

Lema 6.2.1. Sea A : (I,a,b) — (P, p,q) un camino en P. Sea

1. X: (I,a) = (G,e) el desarrollo de \ a lo largo de .

2. X:(I,a) = (GI(G),e) el desarrollo de \ a lo largo de adV.
Entonces se cumple que A(t) = Ad(\(t)).

Demostracion. Veamos primero que Ad*w

- Ad*ewGa

Gl(9)

(Ad*wcz(g>)(v) = wGZ(g)(Ad*g(v» = LAd(g)fl*(Ad*g(U)) =
= Adua(Lyr, (0)) = Adsy(i6(0)

donde las igualdades son debidas a la definicién de la forma canénica excepto
la tercera que viene de la conmutatividad del diagrama siguiente ya que Ad
es un homomorfismo de grupos de Lie.

G—22GlU(G)
Ly lLAd@)—l
G—22GlU(G)
Por otro lado
Ad(j\)*wcl(g) = S\*Ad*wcl(g) = MAd,we = Adye(Vwe) =

= Ad,e(N0) = N Ad, (V) = Nad¥ = \'w

GL(G)

Como A(0) = e = Ad(X(0)), se sigue que Ad(\) = A. O

Definicién 6.2.2. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X sobre el modelo
geométrico (G, H). Sea p € P un punto fijo Un elemento h € H se dice que
preserva la orientacion con respecto a p si existe un camino A : (I,a,b) —
(P, p,ph) que une p con ph cuyo desarrollo a lo largo de ad¥ produce un
camino A de GI(G) uniendo la identidad e con Ad(h). El subconjunto de H
formado por los elementos que preservan geométricamente la orientacion se
denomina H,,.
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Lema 6.2.3. Sea p,q € P y sea o un camino uniendo p con q, y & : (I,b) —
(Gl(G,e)) el desarrollo a lo largo de adV. Se tiene que para cualquier h € H
el desarrollo de R0 en GU(G), a lo largo de adWV, y empezando en la identidad
es la composicion

(1,0) — (GG, e)) 22 (GI(G, e))

Demostracion. Calculamos

(aJAol(h)—1 © a-)*waz(g) = &*(aAd(h)_l)*wgz(g) = &*(Ad(Ad(h>il>>wcz(g) =

= Ad(Ad(h™Y)o*w,, . = Ad(Ad(h™1))6"(ad¥) = o* (Ad(Ad(h™}))ad¥) =

= o*(ad(Ad(h™")V)) = 0*(ad(R;V)) = 0" R;ad(V) = (Ry0)*ad(P)

Por la unicidad del teorema fundamental del célculo se tiene que aq(n)-1 0
o es el desarrollo de Rj0 a lo largo de adWV. [

Proposicion 6.2.4. Si P es conexo, el subconjunto H,. C H de elementos
que preservan la orientacion geométrica no depende de la eleccion de p € P.

Demostracion. Fijemos p,q € P. Sea h € H,,. preserva la orientacién geomé-
trica respecto de p. Veamos que también preserva la orientacion geométrica
respecto de q.

Sea A un camino uniendo p y ph y sea ¢ un camino uniendo p y ¢, que
existe por ser P conexo.Denotaremos los desarrollos de A y o en GI(G) a lo
largo de ad¥ y empezando en la identidad por X : (I,b,¢) — (GI(G), e, Ad(R))
y o :(1,b,c) = (Gl(G),e, Ad(l)) respectivamente.

Por el lema 6.2.3 el desarrollo de R,o, a lo largo de ad¥ empezando en
la identidad y terminando en aaqn-1 Ad(l) = Ad(h~'1h).

Usando esto se ve que el camino o~ '%\x( R0 ), que une q con gh, desarrolla
alo largo de ad¥ al camino en GI(G) uniendo e con Ad(I")Ad(h)Ad(h~'lh) =
Ad(h), con lo que h preserva la orientacion geométrica con respecto a q. [

Proposicion 6.2.5. Si P es conexo se tiene que H, C H,. <\ H.

Demostracion. Si h € H, entonces existe un camino h(t) en H con h(0) = e
y h(1) = h. Este camino produce un camino ph(t) en P uniendo p y ph.
Como este camino pertenece a una fibra en pH, donde ¥ restringe a la forma
canonica en H, se sigue que ph(t) desarrolla a h(t) en H y también a Ad(h(t)
en GI(G). Asi une e con Ad(h) con lo que h € H,,.

Veamos que es un subgrupo de H. Si hy,hy € H,,, entonces existen ca-
minos A; uniendo p a ph; cuyos desarrollos A en Gl(G) a lo largo de adV¥
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uniendo la identidad con Ad(h;) con i=1,2. Por el lema 6.2.3, Ry, desarrolla
a (lAd(h2)—1>\1.

Asi el camino Ay x (Rp, A1) une p a phyhs y desarrolla a lo largo de adV al
camino Xy *Ad(hQ)a,Ad(hz)fl):l en GI(G) uniendo e con Ad(hihs). Asi hihy €
H,,.

Si h € h,, entonces existe un camino A uniendo p a ph cuyo desarrollo
X en GI(G) a lo largo de ad¥, une la identidad con Ad(h). Entonces A\~! es
un camino uniendo ¢ = ph con gh™! = p y el desarrollo de A™! a lo largo de
ad¥, empezando en e en GI(G) es Ad(h)~*A~, el cual termina en Ad(h™Y).
Asi h~te H,,.

Falta ver que es normal, para ello sea h € H,. y k € H. Elegimos el
camino A uniendo p a ph, asf desarrolla a lo largo de ad¥ al camino \ en Gl(G)
uniendo e a Ad(h). Por el lema 6.2.3, Ry, el cual une pk a phk = pk(k='hk)

desarrolla a lo largo de ad¥ a la composicion

(1,0) — (GG, e)) 221 (GU(G, e))

la cual termina en aaq-1Ad(h) = Ad(k~'hk). Por tanto k~'hk € H,, y el
subgrupo H,, es normal. O]

En general es dificil describir el subgrupo H,,., con mas precision que
el dado en la proposicion anterior, pero el siguiente resultado nos da un
importante caso en el que H,, = H,

Proposicion 6.2.6. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X sobre el mode-
lo geométrico (G, H). Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie G, conteniendo
a H como subgrupo. St se cumple

1. GeNH =H,.
2. Ad, : G — GI(G) es inyectiva.

entonces H,, = H,

Demostracion. Por la proposicion anterior sélo falta demostrar que H,, C
H.. Sea h € H,, y fijemos p, entonces existe un camino uniendo p a ph
cuyo desarrollo a lo largo de ad¥ produce un camino \ en GI(G) uniendo la
identidad con Ad,(h). Se puede también desarrollar A a lo largo de ¥, para
producir un camino A en G uniendo la identidad con g € G. Por el lema
6.2.1, se tiene que Ad,y(X) = A, en particular Ad,(g) = Ad,(h). Como Ad, es
inyectiva tenemos que g = h, y se sigue que h € G. N H = H,. Por lo tanto
H, = H.,. O
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Definicién 6.2.7. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X sobre el modelo
geométrico (G, H). Se dice que (P, V) es geométricamente orientada si H,, =
H. El cubrimiento principal H, = HL;T — X con grupo Hiw,
cubrimiento de orientacion geométrica de X.

(P, V) es llamado orientable geométricamente si existe una reduccion del
fibrado P — X al subgrupo H,,.. Una orientacion geométrica es la eleccion

de una de esas reducciones.

es llamado

Vamos a definir el desarrollo de una curva o : (I,a,b) - X a G/H, siendo
G/ H una geometria de Klein, es decir H es un subgrupo cerrado de G y G/H
es conexo

Lema 6.2.8. Sea f1, fo: M — G y sea h(zx) = fi(z) - fa(z), donde G es un
grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Entonces se cumple que

hWwe = Ad(fo(x) ") fiwe + frwe

Demostracion. Consideramos la siguiente descomposicion

M5 MxM2ave®

Entonces

Wwe = (po (fi X f2) o A)'we = ((fi X f2)A)p'we =
= ((fr x f2) D)y (Ad(f; wa) + mowe =
= (m(f1 X f2)A)*Ad(f2_1)WG + (m2(f1 X f2)A)'we =
= [T Ad(f; we + fwe
[

Lema 6.2.9. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X modelada sobre una
geometria de Klein (G,H). Sean o : (I,a,b) — (P,p,q) y h : I — H dos
aplicaciones diferenciables. Entonces (ch) = Gh donde el desarrollo (oh)
empieza en h(a) y el desarrollo & empieza en e € G.

Demostracion. Notese que gz(a) = h(a) = d(a)h(a), por lo que las dos
curvas en G empiezan en el mismo sitio. Falta ver que (och)*wg = (6h)*we.
Por el lema 6.2.8 tenemos que

(5’h)*w(; = Ad(hil)(?*wg + h*wa

Por otro lado tenemos por definicion de levantamiento que (Gh)*wg =
(ch)*¥. No podemos utilizar el lema anterior en este caso porque oh toma
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valores en P, el cual no es un grupo de Lie. Sin embargo , podemos hacer un
calculo similar al del lema 6.2.8 factorizando oh como

IS I« pxmgh

De esta forma tendremos

(ch)*U = (o (o xh)o A)*'U = ((0 x h)o A)'u*¥ =

(o x h) o A)Y*(Ad(h )7V + mhwy) =

= Ad(h~ 1)(7'(']3 o(0 Xh)o AU +7mgo(oxh)oA)wy =
Ad(h™Y)o* U + h*wy = Ad(h™)6*we + h*we

(
Por lo tanto (ah)*wG = (6h)*wg y asi (ch) = Gh.
[

Una consecuencia de este resultado es que podemos extender la nociéon
de desarrollo de caminos en P a desarrollos de caminos en X. Si un camino
en P desarrolla a otro en G, un camino en X desarrolla a un camino en el
espacio %,la manera de hacerlo aparece en el siguiente resultado.

Proposicion 6.2.10. Sea (P, V) una geometria de Cartan en X modelada
sobre una geometria de Klein (G, H). Sea o : (I,a,b) — (X,z,y). Sea ¢ :
(I,a,b) = (P,p,q) cualquier levantamiento en Py sea G (I,a) — (G,e) el
desarrollo en G. Entonces su imagen & = 76 : (I,a) — ($,e) en & es una

H> H
curva independiente de la eleccion del levantamiento &.

Demostracion. Si o : (I,a,b) — (X, z,y) es un levantamiento de o desarro-
llando a & : (I,a) — (G, e), entonces cualquier otro levantamiento tiene la
forma oh para alguna aplicacion i : I — H y por el lema 6.2.9 61 desarrolla
a 6.Como 7oh = 74 los dos desarrollos en G /H son el mismo. ]

Definicion 6.2.11. Sea (P,V) una geometria de Cartan en X modelada
sobre una geometria de Klein (G, H). Sea o : (I,a,b) — (X, z,y). Entonces
el desarrollo de o en G/H es la proyeccion a G/H del desarrollo en G de
cualquier levantamiento a P de o.

6.3. Holonomia de Cartan

Proposicion 6.3.1. Sea P una variedad diferencial y sean oy, 01 : (I,a,b) —
(P, p,q) dos caminos homotdpicos. Si w es una 1-forma diferencial en P con
valores en G que satisface la ecuacion de estructura, entonces sus desarrollos
empezando en g a lo largo de o¢ y o1 terminan en el mismo punto.
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Demostracion. Sea h: (I x I,a x I,bx I — (P,p,q) la homotopia uniendo
o9 y o1. Consideremos h*w la 1-forma diferencial en I x I con valores en
G que satisface la ecuacion de estructura, ya que d(h*w) + %[h*w, h*w] =
h*(dw + 3[w,w]) = 0. Ahora, por el teorema 6.1.2, tenemos que cada punto
de I x I tiene un entorno cuadrado en el cual h*w = f*wg con f una aplicacion
en ese entorno con valores en G. Dado un punto ¢ € I el conjunto compacto
I x t esta cubierto por un ntmero finito de intervalos abiertos y por un
argumento similar al hecho en la prueba del teorema 6.1.2, tenemos que
existe un conjunto abierto de la forma I x U con U un intervalo abierto
en el que se cumple h*w = f*wg para alguna funcion f definida en I x U
y con valores en (G. De manera similar al teorema anterior podemos unir
estas funciones y obtener finalmente una funcion H : [ x I — G tal que
H(a,a) = gy h*w = H*wg. Ahora tenemos que h(b,t) = g es constante para
t € I y sesigue que h*w = H*wg se anula a lo largo del lado derecho del I x [
y asi H es también constante a lo largo de ese lado derecho. En particular
H(b,a) = H(b,b) y asi los desarrollos de w a lo largo de oy y oy terminan en
el mismo punto.

]

Vamos a considerar, como antes, una variedad diferenciable P y una 1-
forma diferenciable en P con valores en G que satisface la ecuacion de estruc-
tura. Consideramos I = [0, 1], un punto p € P y un lazo en p, A : I — P.
De acuerdo con la proposiciéon 6.3.1, podemos desarrollar w a lo largo de
A comenzando en e € G y el punto final ©(A) = A(1) sera un punto de
G que es independiente del lazo elegido dentro de la misma clase de ho-
motopia. De esta manera el desarrollo nos da una funcién bien definida

© : m(P,p) = G, que es un homomorfismo de grupos ya que se tiene que
@()\1 * )\2) = ()\1 * /\2)(1) = @(/\1))\2(1) = @()\1)@()\2) donde la traslacion

por la izquierda ©(A;)Ay es el desarrollo de Ay empezando en O(A;).

Proposicion 6.3.2. Se tiene que si existe una funcion f : P — G que
cumple que f*(wg) = w entonces el homomorfismo © es trivial.

Demostracion. Sea w = f*wg, donde f : P — G con f(p) = g. Podemos
reemplazar [ por Ly f si fuese necesario y podemos suponer sin perdida
de generalidad que la funciéon f : P — G cumple que f(p) = e. Asi para
cualquier lazo A : I — P tenemos que (fA)*wg = A f*wg = Mw, luego el
desarrollo de w a lo largo de A es justamente fAy asi fA(1) = f(p) = e, para
cualquier lazo en p. Asi tenemos que O([\]) = e. O

Definiciéon 6.3.3. Sea (P, V) una geometria de Cartan sobre un modelo
geométrico (G, H) con (G,H) una geometria de Klein. Seax € X y seao : I =
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[0,1] = X un lazo en x, de manera que se levanta a un lazo en P, 6 : [ — P.
Consideremos el desarrollo 6 : I — G con J(O) =e yowg = o"V. Entonces
las imdgenes 6(1) = g forman un grupo, ®(p), que llamaremos grupo de
holonomia de Cartan con respecto a p.

Proposicion 6.3.4. La holonomia de un lazo en X es independiente de la
eleccion del levantamiento a P.

Demostracion. Sea o : I — X un lazo y consideremos dos levantamientos
en P que denotaremos por d; y g2 con d1(0) = d2(1) = p con 7(p) = z.
Como g1 y gy estan en la misma fibra existe h : I — H que cumple que
g1(t) = ao(t)h(t) y h(0) = h(1l) = e, asi tenemos, por le lema 6.2.9 que
0;1<t) = ggh(t) Por lo tanto 51(1) = O%(].) ]

Proposicion 6.3.5. Se tiene que si la holonomia de un lazo en X con res-
pecto a p es g, entonces la holonomia con respecto a ph es h='gh. Es decir,

®(ph) = h='®(p)h

Demostracion. Sea g € ®(p) entonces existe o : I — X un lazo con ¢(0) =
o(1) = z y un levantamiento a P, 6 : I — P con ¢(0) = (1) = p y su
desarrollo ¢ : I — G cumple que 0(0) =eyad(l)=g

Consideremos ahora un levantamiento & : I — P de o con a(0) = &(1) =
ph y su desarrollo a(0) = ey a(l) = g € ®(p).

Definimos ahora 8 : I — P por @( ) = a(t)h~'. Tenemos que 3(0) =
B(l) — p. Su desarrollo cumplird que 5(t) = &(t)h ™, con lo que 3(0) = k™
y B(1)=gnt

Se tiene que hf(t) es un desarrollo de & que cumple que hﬁ( 2

luego por la unicidad del desarrollo se tiene que hi3(t) = 6(t), y asi hB(1 ) =
hg'h™' = &(1) = g, conlo que ¢ € h™1®(p)h. Con lo cual ®(ph) C h=1®(p)h.

La otra inclusion se hace de manera similar.

D

Proposicion 6.3.6. ®(p) es un subgrupo de G

Demostracion. Sea g; € ®(p), con ¢ = 1,2 entonces existen o; : [ — X

lazos con 03(0) = 0;(1) = x y dos levantamiento a P, ¢; : I — P con
d;(0) = d4(1) = p y su desarrollo ¢; : I — G cumple que ¢;(0) = ey
gi(1) = g;

Consideramos 6 = g1 * dy. Se tiene que ¢ es un lazo en P ya que 6(0) =
(1) = p. Ademés 7(6) = o donde o es un lazo en . El desarrollo de & serd
= 010, y tenemos que 6(0) = e y 6(1) = g1g2. Con lo cual gy - g» € O(p).

Por otro lado si g; € ®(p) consideramos (t) = d1(1 —t). Igual que antes
7(0) = &(1) = py es un levantamiento de un lazo en X. El desarrollo de &(t)
sera (01(t))"!, y por tanto 5(0) = e y 6(1) = g;''. Luego g;'! € ®(p). O

o
o=
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Definicion 6.3.7. Sea x € X yp € P con w(p) = x. Se define $o(p) como
el grupo formado por las holonomias de los lazos en X cuyos levantamientos
a P son homotopicos a cero.

Proposicion 6.3.8. ®y(p) es un subgrupo normal de ®(p)

Demostracion. Sea g; € Po(p) v sea go € P(p) entonces existen o; : [ — X
un lazo con 0;(0) = 0;(1) = z y dos levantamientos a P ¢; : I — P con
6;(0) = (1) = p y su desarrollo 6; : I — G cumple que 6,(0) = ey
gi(1) = g; con i = 1,2
Consideremos 6 ( ) = Gy % 01 * 05(t) donde a}( ) = da(1 —t). Tenemos que
0)=/4(1)=pyes homotépica a cero ya que 18] = [65])[61][d2] = [d2][02] =

r—|

B(
p]. Su desarrollo seré Bt) = 02(15)01(15) 75(t) y se cumple que G(0) = ey
B( 1) = g5 'g1g2. Por lo tanto g5 ' 9192 € ®o(p) y Po(p) es un subgrupo normal
de ¢(p). O

Proposicion 6.3.9. Para cualquier x € X yp € P con n(p) = =z, , el
subgrupo ®o(p) es arco-conezo.

Demostracion. Sea g € ®g(p) entonces existe o : I — X un lazo en X con
0(0) = (1) = z y un levantamiento a P 6 : I — P con 6(0) = 6(1) = p
y su desarrollo 6 : I — G cumple que & (O) =ey 0(1) = ¢ y ademas existe
una funcion H : [0, 1] x [O 1] = P que cumple que H(t,1) = o(t),H(t,0) =
p,H(0,s) = H(l s) =

Definimos H, : I — P por H,(t ) = H(t,s). Tenemos que para todo s,
H,(0) = H,(1) = p, Hy(t) = p y Hy(t) = o(t).Consideremos el desarrollo

H,(1)
Definamos ahora f : I — ®¢(p) mediante f(s) = H,(1). Claramente

f(0) = Hy(1) = ey f(1) = Hy(1) = 6(1) = g. Con lo que tenemos un
aplicacion diferenciable que valora en ®y(p) y que une e con g. Por tanto
®(p) es arcoconexo. O

Teorema 6.3.10. $y(p) es un subgrupo de Lie.
Demostracion. Aplicando la proposicion 6.3.9 y el lema 2.2.27 O
Proposicion 6.3.11. Existe un epimorfismo candnico

h: IL(X, 2) = ®(p)/Po(p)

Demostracion. Se puede demostrar que todo arco continuo es homoétopo a
uno diferenciable como aparece en [4]. Definimos h(co) = [6(1)]. La epiyecti-
vidad se deduce de la definicién de grupo de holonomia. O]
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Corolario 6.3.12. ®(p) es un grupo de Lie

Demostracion. Como X es conexa y paracompacta cumple el segundo axioma
de numerabilidad por lo que se tiene que I1; (X, z) es numerable, la estructura
diferenciable de ®q(p) puede trasladarse a una base numerable de abiertos
de ®(p). O

6.3.1. Relacion entre holonomia de Cartan y Ehresmann

Supongamos que tenemos una geometria de Cartan (P, ¥) en X mo-
delada sobre un modelo geométrico (G, H) de manera que que (G, H) es
una geometria de Klein. Podemos considerar el fibrado principal asociado
Q = P xg G — X. Vamos a ver que ciertas conexiones de Ehresmann en
Q nos dan conexiones de Cartan en P.

Teorema 6.3.13. En las condiciones anteriores, supongamos que dimP =
dimG y que ¢ : P — @Q es una H aplicacion de fibrados. Entonces la corres-
pondencia ¢* entre las conexiones de Ehresmann, w en ) que no cortan al
nicleo de ¢.(T(P)) y las coneziones de Cartan, ¥ en P es una biyeccion de
conjuntos.

Demostracion. Demostraremos que la correspondencia w — ¥ = ¢*w es una
conexion de Cartan.

Como ¢,(T(P)) N kerw = 0, se sigue que ¥ = ¢*w es una 1-forma en P
con valores en G sin ntcleo.

Como dimP = dimG y w : T,(P) — G es inyectiva, ya que el nticleo
es nulo, se tiene que es un isomorfismo, con lo que se cumple la primera
condicion de una conexiéon de Cartan.

Veamos que se cumple la segunda condiciéon. Se tiene que

RV = Ry¢*w = (¢Ry,)'w = ¢"Ryw =

= ¢*Ad(h Hw = Ad(h™")¢* T

Veamos la tercera condicion. Sea A € H y sea el campo de vectores Z =
A" = e (0, A) en P calculado via la accion de H en P, que denotaremos
por p, e Y = AT = 1,496 (0, A) en Q, calculado via la accién de G sobre Q)
que la denotaremos por v. Se tiene al ser ¢ una aplicacién entre fibrados que
¢s 0 1y = v, 0 (¢ X id),, de esta forma se cumple

0:(Zp) = Ou(fia(pe) (0, A)) = (v 0 (¢ X id),)(0, A) =
= Va(o(p),e) (0, A) = Y
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Con lo que los dos campos estan ¢-relacionados. Asi tenemos que V(Z,) =
P*w(Zy) = ¢*w(Zy) = w(Pu(Zp)) = w(Yy(p)) = A para cualquier A € H.
De esta forma hemos visto que ¥ = ¢*w es una conexién de Cartan.
Dada una conexion de Cartan en P , extenderemos a una forma w en
P x G mediante la formula

Wipg) = Ad(g~ )TV + mwe

donde 1 : P X G — P my : P X G — G son las proyecciones canodnicas.
Vamos a demostrar que w es un levantamiento de una conexiéon de Ehres-
mann en P Xy G cuyo nicleo no toca a ¢.(7T(P)). Esto mostrara que la
correspondencia ¥ +— w = j(¥) es una aplicacion, y veremos que j es la
inversa de ¢*.

Vemos que la forma w cumple la condicion w(0 x AT) = A para cualquier
A € G, con lo que cumple la condicién segunda de las conexiones de Ehres-
mann en P x . También se cumple que w restringe a W en P x e. Con lo
que w no se anula en T'(P X e).

Veamos ahora la primera condicién de las conexiones de Ehresmann que
es como se comporta por la multiplicacion de g € G en el segundo factor de
P x @, la cual denotaremos por id x R,. Asi

(id X Rg)"wp,g9) = Wpgrg) © (id X Ry)s =
= ((Ad(g'g) )™ W + miwe) o (id X Ry). =
= (Ad(g'g) ") ¥ (m. o (id x Ry)s) + wa(ma o (id x Ry)) =
= (Ad(g'g)™")¥(m.) + wa(Ry 0 m2.) = (Ad(g'g) )TV + Ad(g™ we (M) =
= (Ad(9)™")(Ad(¢")m ¥ + mwe) = Ad(g™w

Asi vemos que se verifica la condicién primera de las conexiones de Eh-
resmann en P x G.

Veamos ahora que w es el levantamiento de una forma en P X iy G consi-
derando la aplicaciéon de fibrados P x G — P xy G.

Para ello aplicaremos el lema 3.2.1 y debemos verificar que se w es inva-
riante mediante las aplicaciones

OéhZPXG%PXHG

definida por ay(p.g) = (ph.h™tg) y que se anula en la direccion de las
fibras de P x G — P x g G. Veamos la primera condicién

* —_ —
(hW) (p.g) = Wiph,h—1g) © Vs =
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= Ad(g~ " h)T{V 0 e+ Towe 0 e = Ad(g™ h) W (71, 0 aipy ) + W (s © iy ) =
= Ad(g 'h) U (R, 0 m1.) + wg(Lp-1 0 o) =
= Ad(g7'h)Ad(h™ ")V (1) + we(ma.) = Ad(g7 )T + Thwe = W)

Ahora consideremos la tltima condicién. Sea A € H C G. Sea AT el campo
de vectores correspondiente a A con respecto a la acciéon de H en P x G dada
por

(AN g = ((p X pg) o (id x id x ¢ x id) o (idA X id) 0 p)u(pge)(0,0, A) =

= (1p X pg)« o (td x id X ¢ X id), o (idA X id), 0 pi(p g, (0,0, A) =
= (pp X pa)s 0 (1d X id X 1 X id) (pee,)(0, A, A, 0) =
= (1P X 16)+(pecg)(0; A, = A, 0) = (1Pu(p.e) (0, A); ficaeg) (= A, 0) =
= (071 (A)y, —0 " (Ad(g)A),)

asi que

w(AT) = wp, 9) (7 (A), ~we(Ad(g™1)A)) =
= Ad(g ) WU (A), —we(Ad(g ) A))+miwe(V(A), —we(Ad(g ) A)) =
= Ad(g A — Ad(g A =0

Como los campos de vectores AT generan el espacio de las fibras, se conclu-
ye que w = 7*n donde 7 es una 1-forma con valores en G en P Xy GG. Es claro
que esta forma cumple las dos condiciones de una conexion de Ehresmann y
también que el nucleo de kern corta a ¢.(T(P)) solo en el cero.

Veamos que j es inversa de ¢*:

d)*(j(\llP)) - ij(w) = Ad(e_l)d)*ﬂ\l’p + ¢*mwa, = <7T1¢)*‘1’p +0=1Y,

Por otro lado ¢* es inyectiva, ya que si ¢*(w1) = ¢*(w2) entonces wy y
wy coinciden en la imagen ¢, (T (P)) y en todos los traslados por la derecha
R,¢.(T(P)), pero entonces también coinciden en los campos de vectores At
para todo A € G. Como estas dos clases de vectores generan todo T'(Q),

tenemos que w; = wq. En definitiva j y ¢* son inversas una de otra. O
Lema 6.3.14. Sea ¢ : G — G la inversa. Se cumple que t*wg = —Adwg
Demostracion. Se puede ver en [20]. O
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Teorema 6.3.15. Sean (P, V) y (Q,w) como en el teorema 6.3.13. Sea c :
I — X un lazo en xy que levanta a un lazo c¢; en py € P. Entonces la
holonomia de Cartan y de Ehresmann de c son iguales.

Demostracion. Sea ¢ : (1,0,1) — (P xg G, (po, €), (po,g)) el levantamiento
horizontal de ¢ y sea ¢ = (c1,¢2) : (1,0,1) — (P x G, (po,e), (po,g)) un
levantamiento de ¢ a P x . Por definicion de holonomia de Ehresmann
tenemos que la holonomia de ¢ es g

Por otro lado tenemos, 0 = ¢*wy, ) vy teniendo en cuenta la demostracion
de la proposiciéon anterior obtenemos que

0= Ad(g~ & + Friwe = Ad(c; )T + chwe
Por el lema 6.3.14, considerando ¢;* = ¢ o ¢, se cumple:
(3D wa = (Lo ey we = eyt wg = —csAd(cy)wg = —Ad(cr)Chwg = ;U

Como ¢; es el levantamiento a P de ¢, se sigue que ¢, ' el el desarrollo de
c en el sentido de Cartan, asi que la holonomia de c es ¢;'(1) = g%, con lo
que las dos holonomias coinciden.

[]

Vamos a llamar ®¥(q) con ¢ € @ al grupo de Lie de las holonomias de
Ehresmann.

Teorema 6.3.16. Sea (P, V) una geometria de Cartan sobre (G, H) donde
(G, H) es una geometria de Klein. Sea Q) = P xy G, el fibrado principal que
hemos considerado en un teorema 6.3.13 con w la 1-forma de conezion y € la
forma de curvatura. Tenemos entonces que el dlgebra del grupo de holonomia
®(p) con p € P, es una subdlgebra del dlgebra generada por las imdgenes de
Q(u,v) con u,v vectores horizontales en [(p, g)] € @

Demostracion. Por el teorema 6.3.15, tenemos que ®(p) es un subgrupo
de Lie de ®F(q) con ¢ = [(p,g)] € Q, ya que las holonomias coinciden
cuando el lazo en X se levanta a un lazo en P. Asi el algebra de Lie de
®(p) sera una subalgebra del algebra de Lie de ®¥(g), la cual coincide con
{Q(u,v)/u,v vectores horizontales en ¢ € @}, por el teorema 2.2.34, con lo
que queda demostrado.

]
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6.4. Descripcion de las conexiones de Ehres-
mann que son reducibles a un subfibrado

Definicion 6.4.1. Sea un fibrado principal () con grupo estructural G. Dos
reducciones de Q, Py y P}y, son equivalentes si existe una f € Gau(P) tal
que f(Pg) = Pj. Denotaremos por Redy(Q) al espacio cociente con esa
relacion de equivalencia.

Proposicion 6.4.2. Sea P € Redy(Q). El fibrado asociado P Xy G es un
G-fibrado principal difeomorfo a Q).

Demostracion. Consideremos la aplicacion ¢ : P xg G — ) dada por

¢([p, 91) = pg.
Esta aplicacion es inyectiva, ya que si ¢([p, g]) = ¢([p', ¢']) se tiene que

pg =p'qg’, luego p’ = pgg’~1. Ahora bien,

p.g] = [pg.97 "9l = [pg. €] = [pgg’ . g1 =V, ¢

También es suprayectiva ya que dado ¢ € @, sea x € X tal que m¢(q) = z.
Con lo que existe un p € P tal que my(p) = . por tanto p y ¢ estan en la
misma fibra, luego existe un g € G tal que pg = ¢, con lo cual ¢([p,g]) =

Pg = q. O

Proposicion 6.4.3. Sea Py una reduccion de () con una forma de conexion
w. Consideramos las proyeciones canonicas m : PxG — P ymy: PxXG — G
y sea wg la forma de Marurer-Cartan en G. Entonces

Ad(g ) miw + mwa
define una forma de conexion en Q).

Demostracion. La prueba de que cumple las condiciones de conexién en
P x g G se ha hecho en el teorema 6.3.13, y aplicando el difeomorfismo de la
proposiciéon anterior se tiene. 0

Teorema 6.4.4. Consideremos el diagrama

P—1-Q

DN

X

Sea Hg una conexion definida en ) definida por su forma de conexion 1,
reducible a una conexion Hp en P con forma de conerion w, entonces (via
el difeomorfismo de la proposicion 6.4.2)
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Ny = Ad(g™")Tiw + mhwe

Demostracion. Se tiene que i*n es la restriccion de n a la subvariedad cuyos
elementos son de la forma (p,e), con lo cual i*n = ad(e™!)i*rfw = w y por
la unicidad establecida en la proposicion 2.2.16 se obtiene lo deseado.

O
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Capitulo 7

Invariantes asociados al problema
variacional

7.1. Introduccion

Hace un siglo, Emmy Noether descubri6 que cada simetria continua de
un sistema lagrangiano tenia asociada una magnitud fisica que permanece
constante en la evolucion del sistema, por lo que las simetrias han adquirido
un papel central en la fisica matemética. Asi, la existencia de simetrias es la
base de técnicas de integraciéon como en la teoria de Hamilton-Jacobi, en la
cual la existencia de magnitudes constantes es inherente a la reducciéon de la
dimension en el cual el sistema esté definido.

Asi en relatividad general, para la cual ese fibrado de configuraciones es
un fibrado natural, la covarianza general es una simetria. La derivada de
Lie a lo largo de los campos de vectores del espacio-tiempo da las leyes de
conservacion actuales dadas por corrientes de Noether.

Las teorias gauge describen las interacciones fundamentales y necesitan
grupos de simetrias mayores. Las teorias de gauge dependen del fibrado prin-
cipal P con grupo de estructura G sobre el espacio-tiempo M. El grupo de
automorfismos de P, Aut(P), actia en el espacio de configuraciones generan-
do las simetrias de Noether y las ecuaciones de campos pueden ser obtenidas
completamente de las leyes de conservacion. Como hemos visto en el capitu-
lo 3 la teoria de Yang-Mills es un ejemplo de teoria gauge y su lagrangiano
definido en el fibrado de conexiones C'(P) asociado a P, presenta simetrias
obtenidas por una representacion natural de Aut(P) en C(P).

En nuestro marco geométrico para sistemas lagrangianos, el concepto fun-
damental es la construccion de la forma de Poincaré-Cartan © asociado a la
densidad lagrangiana Lw. Surgié como una generalizacion del invariante de
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Poincaré-Cartan del calculo de variaciones en una variable, y proporciona
una estructura geométrica al formalismo de Hamilton-Cartan de la dindmica
analitica.

Esta herramienta cae dentro del proposito de asentar la teoria clasica de
campos y el calculo variacional en un marco capaz de sostener las aspiraciones
de los teodricos de campos y de la mecanica geométrica clasica. Se convierte
en una herramienta poderosa para describir de forma geométrica algunos
problemas fisicos.

Esta aproximacion geométrica tiene como principal objetivo obtener una
descripcion parecida a la simpléctica para la mecanica hamiltoniana. La for-
mulacién geométrica de las teorias de campos sobre una densidad lagrangiana
es definida por el fibrado de 1-jets myo : J'(P/X) — P de una submersién
suprayectiva m : P — X que juega el papel de espacio de configuraciones
finito. El principio fundamental es que los campos de vectores son secciones
del fibrado de configuraciones 7 de la teoria y para este proposito, la prolon-
gacion del fibrado de 1-jet J'(P/X) es dotado de formas construidas a partir
de la densidad lagrangiana asociada a una forma de volumen en la variedad
base X.

El punto de partida de esta aproximacion es el enfoque seguido por la
teorfa de campos de primer orden en [39] y [42], donde el fundamento de
todo es unir al fibrado de 1-jets J'(P/X), la 1-forma de estructura 6. Esta
1-forma globalmente definida con valores en V(P) tomo su esencia en la
nociéon de diferencial vertical de una seccién de 7. Este protagonismo de la
forma 6 obliga a usar el calculo diferencial exterior de formas en la variedad
JY(P/X) con valores en el fibrado vectorial V(P) y asi, usar conexiones
en ese fibrado vectorial. Este hecho dota a este marco geométrico de un
procedimiento de célculo que permite introducir problemas esenciales como
las simetrias infinitesimales y arrojar luz en la nueva estructura de la teorfa.

El trabajo de E. Noether citado al principio de esta introduccion, tenia
el proposito de introducir féormulas explicitas que involucraran la simetria
y el correspondiente lagrangiano, tuvo una gran repercusion en la teoria de
campos. Como el espacio de fases de esta teoria son los fibrados P — X
sobre una variedad orientable, y que las ecuaciones de campos pueden ser
obtenidas del principio variacional, las técnicas de calculo variacional han
buscado su marco geométrico en los fibrados, los cuales han sido dotados con
una gran variedad de estructuras geométricas. De esta manera, como la evo-
lucién dindmica del sistema esta descrita por las secciones de la proyeccion
moom : JY(P/X) — X |, que son prolongaciones de secciones de 7, la biisque-
da de movimientos del espacio de fases que dejen invariante el lagrangiano
del sistema dinamico, implica la consideracion de difeomorfismos ¢ : P — P
cuyas prolongaciones al fibrado de 1-jets jl¢ : J'P — J'P dejen invariante

126



la funciéon lagrangiana. En este sentido, es comin considerar simetrias del
sistema dada por grupos uniparamétricos de difeomorfismos ¢; : P — P los
cuales, nos llevan al concepto de simetria infinitesimal con la incorporaciéon de
un gran poder de calculo. Esta aproximacion infinitesimal para la busqueda
de leyes de conservacion ha polarizado la formulacién geométrica lagrangiana
de la teoria de campos de primer orden durante décadas.

El marco de este capitulo es intentar dar una nueva aproximaciéon al es-
tudio de las simetrias para sistemas lagrangianos. De hecho nuestro objetivo
es buscar nuevas leyes de conservacion del sistema. Asi, aparte de conside-
rar las simetrias infinitesimales clasicas(en el sentido que son simetrias de
formas diferenciales ordinarias), existen otras, que podemos considerar su-
periores, que aparecen cuando consideramos factorizaciones de las formas
diferenciales clasicas de la teoria en términos de las formas con valores en el
fibrado (J'(P/X),0). Es precisamente en este punto cuando la combinacion
de las simetrias clasicas con estas superiores, y la combinacién entre esas
simetrias superiores, producen nuevas constantes de movimiento.

En este capitulo definiremos varias formas diferenciales que permiten dar
una representacion global de la teoria, cuya base se encuentra en la definicion
de diferencial vertical de una secciéon. Encontraremos sus expresiones intrin-
secas y explicitas de esas formas. Por ultimo acometeremos la busqueda de
nuevas leyes de conservacion asociadas al problema variacional, a partir de
simetrias infinitesimales de las formas diferenciales introducidas previamente.

En este sentido, nuestra formulacién busca una base geométrica de la
teoria variacional, asentada en la geometria del fibrado dado.

7.2. Fibrado de 1-jets

Vamos a considerar el fibrado de 1-jets definido en 3.2.1. Consideremos
que dimX = n y dimP = n + m. Cualquier carta del fibrado en P con
coordenadas locales (mA,yi), 1< A<n,1<17<minduce una carta en el
fibrado J! con coordenadas locales (z*, ', p}) donde

Pt = 20y

La definicién de la diferencial vertical de una seccion s que dimos en 3.2.19
se puede hacer, de la misma manera, sin necesidad de utilizar el grupo de Lie

G.

Definiciéon 7.2.1. Sea w : P — X una proyeccion reqular, se llama dife-
rencial vertical de una seccion s de m en el punto x € X a la aplicacion
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lineal
ng : Ts(m)P — V;(x)P
D — D —(som),D

siendo V(P) = T(P/X) el fibrado vertical de la proyeccion dada.

También podemos definir la 1-forma de estructura 6 del fibrado de 1-jets
sin tener en cuenta el grupo de Lie GG. La definicién, de manera similar a
como se he hecho en 3.2.21, es

Definicion 7.2.2. Sea m : P — X una proyeccion reqular. Se llama forma
de estructura a la 1-forma diferencial sobre J'P con valores en el fibrado
vectorial V(P) ji definida por la formula

01

Jz$

(D) = dys(m10.D)

Proposicion 7.2.3. La expresion de 6 en términos de las coordenadas del

fibrado (2, ', i) es ,
= Z 0" @

donde
0 =dy' -, phda?

Demostracion. Basta con ver que se cumple la igualdad para los campos de
o 8 d

vectores =-x, oy Y o

Asi tenemos que

0 0 0 0
02 ) = qvs(-Zy = L _ 5, 2
<(9x)‘) ’“’S(&v)‘) oz s ox?

B Z 8:)3’\ 8y Zp’\ay

8

donde hemos usado que 5~

Lo cual prueba la 1gualdadA en los tres casos.
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Proposicion 7.2.4. La forma de estructura es una seccion del subfibrado
Homn(T(P),V(P)) = T*P ® V(P) que induce la identidad sobre V(P) .

Por tanto la imagen inversa sobre J* de la sucesion exacta

0—-V(P)—-T(P)—-T(X)—=0

escinde canonicamente y la escision estd producida por la forma de estruc-
tura.

Demostracion. Se sigue de la expresion local de 6 de la proposiciéon anterior.
O

Definicién 7.2.5. Un campo de vectores D en J' es una transformacion
infinitesimal de contacto si para cualquier derivacion V en V(P)n existe un
endomorfismo ¢ : V(P)pn — V(P)n tal que Lpf = ¢ o8, donde Lp es la
deriwada de Lie con respecto a la conexion lineal inducida por imagen inversa

de V sobre J'(P).

Si la condicién anterior se satisface para una conexiéon V, también se
satisface para cualquier otra V', pues V'D — VD = ¢ es un endomorfismo
del fibrado vertical y se tiene

Lpb = (f +g) o0

Proposicién 7.2.6. Dado D € T,,P existe una unica transformacion infini-
tesimal de contacto DY que es myo-proyectable a D.

Demostracion. Basta probar la existencia y unicidad locales del campo D™,
pues en otro caso, dicho campo debe globalizar necesariamente. Ahora bien,
localmente sera

& 0 = 0
D= ZUA@ + Zuza—y
j=1 i=1

DY = Zm% + ZMZ% + Zl/i)\%
A=1 i=1 Y oY P

pues por hipotesis el campo D) debe proyectar a D.
Pero f = Zh,i ajdy’ ® %. Por tanto, la condiciéon Lpa) = f o6 significa

; 0 : 0 , 0
L 1 g — ¢ 1) — = i 3 —_
Z[( pwf') ® o +0 ®(VD()8y’)] ;Ghe ® oy

7
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Por otra parte, como se deriva respecto a la conexién imagen inversa de
V, se tiene

0 0 0
Vom 55 o =Vbp oy ; bma—yh

de donde

;) 5
> [(Lpwt) @ = Z(Z cnib) o o

i h
con cp; = ap; — bp;. Cambiando ¢ por h en el primer miembro e igualado
componentes se tiene que

Lpmb" = Zch,ﬁi, para h=1,..m (7.1)

Por tanto, una transformacion infinitesimal de contacto deja invariante el
submodulo generado por las componentes 01, .., ™ de la forma de estructura.
Y reciprocamente, si las ecuaciones (7.1) se satisfacen, se puede definir f por
la formula

api = bp; + chi

Asi pues, todo se reduce a ver si las ecuaciones (7.1) determinan de mo-
do tnico los coeficientes v,y de D). Para ello es suficiente ver que los dos
miembros de (7.1) coinciden sobre una base. ahora bien, {dz*, 0, dp}} es una
base local de T*(J') con base dual

- 8
D —
Asi, las ecuaciones (7.1) son equlvalentes al sistema de ecuaciones

LD(1)t9h(D>\) = eh([D)\; D(l)]) =0

0 0
N _ ph M1 — », .
Lo () = 015, DY) = e
0 0
LD(l)e (a Z ) _eh([ap D(l)]) =0

La segunda ecuaciéon determina los coeficientes ¢p,;. Desarrollando las otras
dos se tiene

via = Dapn — Y _ ph(Dank)
B
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Finalmente, [Dgl),Dél)] es una trasformacion infinitesimal de contacto
cuya proyeccion es [Dy, Ds]. Luego por unicidad [Dy, D]V = [D%l), Dél)] O
El conjunto X(M(P) de todas las transformaciones infinitesimales de con-

tacto es un algebra de Lie como se puede ver en [39] y [45] y llamaremos

%gl)(P) el ideal de este algebra de Lie definida por las transformaciones infi-
nitesimales de contacto cuyo soporte tiene imagen compacta en X.

7.3. Problema variacional

Definiciéon 7.3.1. Fijemos w un elemento de volumen de la variedad orien-
table X. Sea L : J* — R una funcion diferenciable, se define el funcional L
como

L(s) = / o= [ Gheyree)

para cada seccion local s : U — P de 7 para la cual la integral existe.

Definiciéon 7.3.2. Decimos que una seccion s es critica para la densidad
lagrangiana Lw si la variacion infinitesimal del funcional IL(s) en el espacio
x! )(P) se anula. De manera explicita, la seccion s : U — X es critica si

/ Lp(£w) =0

para cualquier trasformacion infinitesimal de contacto D € %gl)(P).

7.4. Formas de Legendre, Poincaré-Cartan y Euler-
Lagrange asociadas al problema variacio-
nal

Las secciones del fibrado vectorial T'(J') ® j1 V*(P) se pueden interpretar
como campos vectoriales sobre J! con valores en V*(P) ;1. Sea H una de tales
secciones y 7o una 2-forma sobre J! con valores en V(P) 1. Designamos i g
la, 1-forma, ordinaria sobre J!' obtenida contrayendo la componente contra-
variante de F' con el primer argumento de 7, y componiendo con la forma
bilineal V*(P) x 1 V(P) — J' x R inducida canénicamente por dualidad.
Asi pues, la aplicacion

(H,m2) = igne
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esta completamente caracterizada por la condicion

Z.(D®w) (CUQ X D,) = (iDWQ)W(D,)

donde D es un campo vectorial sobre J!,w, una 2-forma ordinaria sobre J*
y D' .w secciones de V(P) 1, V*(P) 1, respectivamente.

Dualizando la sucesion exacta 0 — T(J'/P) — T(J') — T(P)p —
0 se obtiene: 0 — T*(P)p — T*(J') — T*(J'/P) — 0. Si n es una 1-
forma ordinaria sobre J*', se designa por 7] la imagen de 7 por el epimorfismo
T*(JY) — T*(J'/P) — 0. Esto es, 77 es la restriccion de 1 al subfibrado
T(J'/P) de los vectores tangentes de J' verticales sobre P.

Dada una conexion lineal V sobre V(P) definimos el homomorfismo

T(JY@n VH(P) — T*J'/P)
El homomorfismo no depende de la conexiéon elegida. Como se puede ver
en [39] y [45].
Localmente H = ), D;®dy* donde Dy, ...D,, son campos ordinarios sobre
J', v usando la conexioén plana respecto de este sistema de coordenadas se
tiene que

indd =Y (Dix)dp),
i

donde, para simplificar la escritura, a partir de ahora escribiremos d = dy, y
la distinguiremos de la diferencial exterior normal teniendo en cuenta sobre
que formas actia.

El nicleo de H + igdd es V(J') ® V*(P), y tomando rangos tenemos
que el homomorfismo anterior determina la siguiente sucesion exacta

0= V(JH)eV*(P)—=TJ")on C*(P)—T*(J'/P)—=0

Utilizando este hecho tenemos el siguiente resultado

Proposicion 7.4.1. Sea Lw la densidad lagrangiana existe un campo de
vectores H, de J' con valores en V*(P) satisfaciendo

igd) = dL
En este caso se dice que H es un campo de vectores hamiltoniano asociado a
la densidad lagrangiana Lw.

Definiciéon 7.4.2. Dado un elemento de volumen w sobre X y una funcion
diferenciable £ : J' — R se llama forma de Legendre asociada a la densidad
lagrangiana Lw a la (n-1)-forma sobre J* con valores en V*(J') definida por

QL = in
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donde H es el campo de vectores hamiltoniano asociado a la densidad lagran-
giana Lw

Proposicion 7.4.3. La forma de Legendre €2y no depende del campo hamil-
toniano elegido.

Demostracion. Si H y H' son dos campos de vectores hamiltonianos. Enton-
ces se tiene que i(g_pgnydf = 0; luego H — H' es vertical sobre X y por tanto,
Z'H(,d = iH’w-

]

Definicion 7.4.4. Se llama forma de Poincaré-Cartan asociada a la densi-
dad lagrangiana Lw a la n-forma sobre J* definida por

O=Lw+0NQ,

Escribiremos que = 7’ donde 1,7’ son dos 1-formas sobre J! si n(D) =
n(D’) para todo campo vectorial D de V(J'); o en otras palabras si n —n
pertenece a T™*(X) j1.

Proposicion 7.4.5. Sea V una conexidn lineal sobre V(P) y H una seccion
de T(JY) @5 V*(P) tal que igd = dL. Existe una tinica seccion f de V*(P)
tal que igdf —dL = fof.

Demostracion. Como vimos en la proposiciéon 7.2.4, 6 es un retracto de la
inclusion V' (P) 1 — T(P) 1, su aplicacion dual 6* es una seccion de la pro-
yeccion

0—=T"(X)pn =>T(P)sy - V*(P)p —0

Ahora bien,la ecuacion que igdf = dL significa que iydf + dL pertenece al
subfibrado T*(P) 1. Luego f es necesariamente igual a la clase de igdf + dL
en V*(P). O

Teorema 7.4.6. St 'V es simétrica, se verifica

40 = —9 A (A +w @ f)

Demostracion. Se tiene dO = d(LAw)+d(0NQz) = dALAw+dONQ—ONdQ .
Por tanto

d@zdﬁ/\w—l—dé’/\(iHu})—@/\ng:
=dLNAw+igld) Aw]| — (igdd) Nw—0 N dQ,
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Supongamos que hemos demostrado que df A w = 0. Entonces, por la
proposicion anterior, se cumple que igdf — dL — f o § pertenece a T*(X)
y asi [igd) —dL — fol] Aw = 0. O sea

igddNw=dLAw+ (fo)A\w=dLAw+OAN(w® [)

y sustituyendo
dO=—-0N(wRf)—ONdQYU =—0N(dU%U +w f)

Nos queda por demostrar que df A w = 0. Tenemos

0

d@/\w:Z(de’/\w)é@——ZGZ/\d 3

)

—)Aw

Ahora bien
do' A w = —def\/\d:c)‘/\w = —def\/\dx)‘/\ [dz' A ... Adx™] =0
B B

De esta forma

d&/\w:ZHi/\d(%)/\w

Y

Ahora bien

0 o 0 0 0 0 0 0
d(— =1 d AN (=, e, = )] = ,
( (ayz)/\w)(ayh’ oxt ? axn) t ih [ (ay ) CL))(aI'l’ 7(91'”)] vf)yih ayl
De esta manera

ZG%/\d oy /\w—hzvdjh@dy Ady" Aw =0
donde hemos usado que la conexion es simétrica.
[

Teorema 7.4.7. Para cada transformacion infinitesimal de contacto D, exis-
te una (n-1) forma Q' sobre J' con valores en V*(P)n tal que

Lp(Lw)=—60(D)o (dQ; +w® f) +d(ip©) + 6 ALY
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Demostracion. Por la formula del teorema anterior tenemos que

LD(Ew) = LD(@ — 0N QL) = ZDd® + d(ZD@) — (LDG) N Qﬁ — 0N (LDQE) ==

= —0(D)o(dQ+w® f)+ONip(dQe+wR f)+d(ip©)—(pod)ANQe—ON(LpQe) =
—0(D)o (% +w® f)+d(ip®) + O AN |[—¢* Q. +ip(dQs +w ® f) — LpQl,]
con lo que basta con tomar ' = —¢*Q, +ip(dQs +w ® f) — LpQl,. O

Definicién 7.4.8. La n-forma d2z +w ® f sobre J' con valores en V*(P) n
recibe el nombre de forma de Euler-Lagrange asociada a la conexion simétrica

V.
7.5. Caracterizacion de las secciones criticas

Teorema 7.5.1. Sea V una conexion lineal simétrica sobre V(P). La condi-
cion necesaria y suficiente para que una seccion s de w: P — X sea critica
es que la imagen inversa sobre j's de la forma de Euler-Lagrange asociada
a 'V sea nula. Esto es:

(dQr+w® s =0

Demostracion. Sea D una transformacion de contacto con soporte compacto.
Por la féormula del teorema anterior tenemos que

/leLD(Cw) = - /jlsQ(D) o (dQr +w® f)

ya que el término 6 A €' se anula al especializar a j's y por el teorema de
Stokes [.,,d(ip®) = [ d[(j's)*(ip®)] = 0. Por tanto

/1 Lp(Lw) =— /X[@(D) ojls] o {(dQr +w® f)|j1s}

luego la suficiencia de la condicién se cumple.
Veamos también la necesidad. La imagen inversa (d€0z +w ® f);15 es una
n-forma sobre X con valores en s*V*(P). Luego localmente

(AU +w® s =Y fiw @ dy’

donde w = dz' A ... A dz" es el elemento de volumen y f; son funciones
diferenciales en X definidas en un abierto coordenado U. Para cada funcién
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diferenciable g; € C'*°(U) con soporte compacto se puede definir un campo
vertical D; = gia%,- cuya transformacion infinitesimal de contacto asociada
(1)) _

i =

Dgl) tiene soporte compacto. Puesto que Dgl) es vertical, se tiene 6(D
gia%i. Por tanto

0(DV) 0 jls] o {(d% +w ® f)ijns} = (gifi)w

QA%ﬁ:O

para toda funcion diferenciable g; con soporte compacto contenido en U. En
particular, si tomamos g; = ¢ f;, donde ¢ es una funciéon diferenciable positiva
en el interior del disco cerrado C' contenido en U y nula en el complementario.

Entonces
oz = [ oz =0

y puesto que ¢f? es no negativa, se sigue que ¢f? = 0 sobre C. Luego f;
debe anularse en C', y puesto que C' es arbitrario f; = 0. Es decir

Luego

(dQr+w® f)ps =0

Teorema 7.5.2. Una seccion s es critica si y solo st
(ZDd@)Uls — O

para todo campo D sobre J'.

Demostracion. De la formula del teorema 7.4.6 se sigue que

ipd® = —0(D)o (dQz +w® f)+ 0 A{ip(dQ +w® f)}

Por tanto

ipdO)j1s = —0(D) o (dQ + w & f)|j1

Asi pues si s es critica ipd© i, = 0 para toda campo D de J' usando
el teorema anterior. Reciprocamente si (ipd©)1; = 0 tomando D; = 8iyi7
y usando el mismo argumento de la demostracion del teorema anterior se
obtiene de nuevo que f; =0, con lo que (d€2z +w ® f);1, = 0.

]
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7.6. Expresion local de las formas de Legendre,
Euler-Lagrange y Poincaré-Cartan

Vamos a calcular la expresion de la forma de Legendre €2, = iyw. Hemos
visto que la condicién no dependia de la conexion elegida, por lo que podemos
usar la conexion plana. En este caso si H = >, H;®dy", donde H; son campos
vectoriales de J!, se tiene:

igdf = zH{Zda: A dph @ Dy l} Z (Hz™)dph, — Z(Hipi\)dxA

i\ QA

De esta forma

szQ—ZH )dpl, = dL = Za deA
Por tanto H;z* = a % Ahora bien como la definicién de €2, no depende
3

de la seccion H elegida, se puede tomar H; =) WW’ en cuyo caso
A

Qp = Z(ZHW) ® dy'
i
Eligiendo las coordenadas de manera que se cumpla que el elemento de
volumen es w = dx' A ... A dx™ se tiene:

Qp = Z(ZHW) ®dy' =

= (i de' A Adz")@dy' = Z(—l)A*(HixA)dxl/\.../\@/\.../\dz”)@dyi
j i
Es decir,

Qe =) (-1 gfdxl/\ AT A A d™) @ dy (7.2)
A

Ahora, tenemos por definicion que © = Lw+ 0 A€, con lo que se obtiene
la expresion local de la forma de Poincaré-Cartan

O = L(dz' A ... Ada")+ ) (1) aﬁel/\d:cl/\ CAdTN A Ada™) (7.3)
iA P

donde ¢ = dy' — >, pidz.
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Para calcular la expresion de la forma de Euler-Lagrange es més laborioso
porque esta forma depende de la conexion simétrica elegida V en el fibrado
vertical. La conexion V estda determinada localmente por los simbolos de

Christoffel:
0 n O

9 0
V (a 'L):Znﬂaya

Byl
3y a

Para determinar dy€); +w ® f hay que determinar la diferencial de 2, y
la seccion f que se definié en la proposicion 7.4.5. Vamos a calcular primero
w ® f. Elegimos localmente H de manera que Verlﬁque igd = dL, es decir,

segin hemos visto antes H;z* = a dyt vy
dveziz;(dpmdx ®——zi:9@ ay
0
= (dp\Ada? ®——Z€U\{de BV o, @—Zdy ®(V 5y )} =
By ‘ h
. 0

_ i I A h
_;(dp,\/\dx ®——};r (0% A da?) ®——;H (0% A dy )®0ya

y agrupando términos

dyt =Y {D dp\ Ada? =) T, (0" Ada?) Z I, (6°
iA hoA
De modo que la condiciéon igdf 4+ dL = f o 6 se expresa localmente como
S D (Hiph)da* =Y (Hia*)dp, — Z T A0 (Hi)da* + ) T (Hia
i A A hoA
anaea ) dy" +ZH (Hy" 9@}+Z d +Z dy +
Z 0

y puesto que la congruencia es moédulo dz!...dz"™, por la definicién de H, lo
anterior es equivalente a
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> T (Hia)o"=> " T0,,60%(Hy)dy"+ Y T, (Hiy™)6+ 3}? dp\, =Y fit'
h A i

h,i,\ a,h,i a,h,i

Ahora, teniendo en cuenta que dy" = ", deducimos que

‘ . L oL
fo=> T (Ha*) =Y I, 0°(H,) + Z I + o
i, a,t

y por ser V simétrica I} = IT¢, queda

aL
ZF’\haZ Z haP )\az 9. h

a,i,\

Por ultimo

z. oL oc
Jh=— ;[FAh + ; Hhadp)\]a_pg\ + 8_yh (7.4)

Vamos a calcular ahora dy€)z. De la ecuacion (7.2) se sigue

oL - ;
Ay = Z<—1>Ad<ap@- YAdT A Adzy A A de™ @ dy'+
i\ A

+(—1)"! Z(—l)Ag—; Adz' A Adzy A A dz" A dy(dy?)
A

3,

Calculemos dy (dy"):

[dv (dy )(@)](O_yh) = (Va%d’y )(8_yh> = —dy (V @) =T\
[dv (dy )(8ya)](8_yh) = (V. 2 dy )(8_yh) = —dy (Vaia—) = 1,
Por tanto
dv ( _ng\hdy
h
i, 0
dv (dy )(a ) ==Y II,dy
Yy 3
de donde
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==Y di* @T},dy" — Zdy @ I, dy"
h,A
Es decir

Z{Z Dapda™ + Z I, dy®} @ dy”

Asi pues:

day A . Adz A A dz A dy(dy") =
= ()" MY T dat A Ada@dy" =) I, day A Adz A Adz" Ady* @dy"
h sh

Y sustituyendo obtenemos

Ayl = Zd /\dxl/\ N Ada" @y +Zr g—]ﬁdxlA....Adx"@gdyu
A

. 0L
(—1)"22(—1)3H2ha ld:)zl/\ AT A A dam A dyt @ dy

De la ecuacion (7.4) se sigue

oL
dvQr +tw® f= g d( pl ) Adxy A ANdTAA . A d" ® dy'+
A

Z Z{Z o P L (dy —psda ) Adai A Ad A Ad" @ dy"}
h,a i\

Es decir

L — A
— Nz AL AN A" Y Rdy

oL
dyQtwRf = Z{a—yidmlA../\dx”+Z(—1)Ad( o
i A A

oL
+Y ) (-1 HH;h@ 0dzy A AdT A A da” @ dy”

hi,a A

Al especializar a una seccion el segundo sumando del segundo miembro
de la ecuacién anterior, se obtiene
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0 84 oj's)}dat A ... Ada™ @ dy

ey P D
i —~ 02 0p),

dy

(dvQrw @ f)js = Z{

ya que la diferencial exterior conmuta con al imagen inversa.
También tenemos entonces

oL
op},

)dxl---d/x?---dxug—yf---dxn}}+ (7.5)

dy® = " 0'{(—1)*d(

3 (—1)A—1919jr§ja—fdx1 codph - da”
iyl O\

7.7. Leyes de conservacion asociadas al proble-
ma variacional

Ahora derivaremos leyes de conservacion considerando simetrias de algu-
nas de las formas con valores en V*(P) definidas anteriormente. Lo primero
vamos a recordar las simetrias clasicas de la densidad lagrangiana.

Definiciéon 7.7.1. Un campo de vectores m-proyectable D en la variedad P se
dice ser una simetria Noether de la densidad lagrangiana Lw, si Lpa)(©) = 0,
donde © es la forma de Poincaré-Cartan asociada a Lw.

Proposicion 7.7.2. Sea D un campo vectorial sobre P mw-proyectable, y D'
su proyeccion. La n-forma Lpn© es la forma de Poincaré-Cartan asociada
a la densidad lagrangiana

Lpo (Lw) = (DYWL 4 LdivD)w

Demostracion. Sea £ = DWL + LdivD'. Localmente por la ecuacion 7.3
tenemos que

8£ . —_—
Lpw® = L'(dz A Ada") + Y fixgr 0 Adzy A Adah A A da™)
>,

ya que Lpa)(da?) se expresa como combinacion lineal de dx!, .., dz™, por ser
D proyectable, de hecho Lpa)(dz?) = d(D'z?), y por ser DY) una transfor-

macion de contacto Ly (6°) = >, athf".
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Ahora diferenciando

d(Lpw®) = L/(da' Ao Ada™) + 3 dfix A6 Aday Ao Ad? Ao A da™+

i

+ Z P figdph Ada' A A dx® = Lpa (dO) =

—(Lpm®O)AN(dQ% +w® f)—O0ALpo)(Q+w® f) = Z&i An;

para ciertas n-formas ;.
Es decir, hemos llegado a la igualdad

L'(dx* Ao Ada™) + 3 dfin NG Ady A Adah A A da"

B

—1—2 f”dp/\/\dx A ... N\dx" —ZQZ/\m

'(Dy) = 0. Asi pues, aplicando la

Sea D) = WJFZ pf\ay
igualdad anterior a (-2, Dy, .....D,,) se obtiene que

al?
oL’
—1)M - = =
( ) fz)\ ap@)\
Esto es
/ 1 n 8£ %
Lpn® = L/(dz' Ao Ada™) + Y (=1 o = Aday A Adah A Adz™)

con lo que se concluye la prueba.
O

Proposicion 7.7.3. Un campo D de P proyectable a X es una simetria
Noether si y solo si Lpa)(Lw) = 0.

Demostracion. Sea Lpa)(Lw) = L'w, y © la forma de Poincaré-Cartan aso-
ciada a L. Por la proposiciéon anterior L,1H© = 0.
Si D es una simetria de Noether Lp1,© = © =0= Lpn(0 AQz) — L.

Especializando en una seccién arbitraria jls:
L'(j's)w =0
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Luego L'w = Lpn (Lw) =0
Reciprocamente, si Lpa)(Lw) = 0 entonces £ = 0 con lo que ©' =0y
por tanto ;1O =0 ]

Si D es una simetria de Noether se tiene que Lpn(0) = ipnmdO +
dip1y©® = 0, por el teorema 7.5.2, para cada seccion critica del problema
variacional definido por Lw, se cumple que d[(ipmnO), ] = 0.

Ijlg
De esta manera, la forma

llamada el invariante Noether correspondiente a D, proporciona restringiendo
a la seccion critica una (n — 1)-forma cerrada en X.

Recordamos la férmula de la expresion para la diferencial exterior de la
forma de Poincaré-Cartan con respecto a la derivacion V en V(P)

dv@:—e/\(dvﬁg—Fw@f)

la cual usaremos junto con la diferencial exterior ordinaria de formas sobre
J'. Usaremos la misma expresiéon Lp para la derivada de Lie asociada a las
diferenciales exteriores d y dy, donde en las formas en las cuales se aplica,
indicaran que derivada de Lie estamos considerando.

Definiciéon 7.7.4. Un campo de vectores m-proyectable D en la variedad P
se dice ser una simetria de Fuler-Lagrange de la densidad lagrangiana Lw si

Lpo(dev€le +w® f) =0

Teorema 7.7.5. Dados Dy y Dy dos simetrias de Fuler-Lagrange, entonces
la (n — 1)-forma ordinaria en X

( jls)*(iDgl)iDénd@)

es una forma cerrada para una seccion critica s. La forma

Z‘Dil)iDél)d@

es llamada el invariante primero de Fuler-Lagrange asociado a las simetrias
Dy, D5 y a la conexion V.

Demostracion. Tenemos que

d(iD§1)iD§1)d®> - L (ZDél)dQ) - iDgl)diDél)G -

p{Y
= ZDél)LDgl)d@ + Z[D%”,Dél)]d@ — ZD§1)LDél>d@
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donde, el segundo término se anula cuando restringimos a j's por el teorema,
7.5.2. Siguiendo con el primer y tercer término, calcularemos

(jls)* [Z'DEU {LDél)d@}]

De la expresion en coordenadas locales (7.5) para dy© y del hecho que

Dél) es una transformacion infinitesimal de contacto. se sigue que la n-
forma diferencial (j's)*[i,0){L,1dv©}] sobre X, no depende de la deri-
1 2

vacion V utilizada para obtener dy©. De esta manera podemos obtener
(7's) i jw{L,wdO}] de (j's)*[i ym{L,wdvyO}]. Asi, como D es una si-
1 2 1 2
metria de Euler-Lagrange, se cumple
LD(1)dv@ = —LD(1){9 VAN (dVQE +w® f)} =
2 2
= _(LDél)e) A (vag +w® f)

por lo tanto

ipow (Lpwdv®) = —(LDQ>9)(D§1)) NdyQlz +w® f)+
(LDél)dv@) VAN iDgl)(vaE +w® f))

El primer término en esta expresiéon se anula cuando restringimos a j's,
porque s es una seccion critica, también el segundo término se anula ya
que contiene a la forma de estructura. De forma similar se llega a que

1 vsre(1
(7's) [l%i{LDgnd@}] =0 ]
Teorema 7.7.6. Si Dy es una simetria de Noether y Do una simetria de
FEuler-Lagrange, la (n-1)-forma en X
(jls)*[iDgl)d(iDgl)@)]

es cerrada, donde s es una seccion critica del problema variacional definido
por Lw. La forma

Z‘Dénd(iD%m@)
la llamaremos sequndo invariante de Fuler-Lagrange asociado a Dy y Ds.

Demostracion. Tenemos

d{ipél)d(i[)§1>@)} = LDél)d(iD§1>@> = LDS){LDP@ — iD§1>d6} =
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= _LD§1>iD§1)d@ = _iD§1){LD§1)d@} — dO©

"D, )
Asi el segundo término de esta expresion se anula cuando restringimos a
jts de nuevo por el teorema 7.5.2.
Por el mismo argumento de la proposiciéon anterior. como D, es una si-
metria de Euler-Lagrange tenemos que (jls)*[z‘Dgl){LDél)d@}] = 0. O

Teorema 7.7.7. Sean Dy, .., D, (n > 3) simetrias de Noether con Dy y Do
linealmente independientes. La (n-1)-forma en X

1 N/ - . . . .
(j S) (ZDS)dZDill_)ld"'ZDél)dZDgl)ZDgl)d@)

es cerrada para cada seccion critica S.
La forma

ZD,(il)dZDS_)ld”'ngl)dZDélﬂDPd@
es llamada el invariante Noether asociado a Dy, .., D,.

Demostracion. Tenemos que

d{iDgzl)diDS_)ldmiDgl)diDgl)Z.Dﬁl)d(a}
— Lngl)(_iD(llld + LD(lll) . <_iD§1>d + LDél))(LDP — diDgl))G)
= (_I)LDS)(_Z.D(I,)ld_’_ LD(I,)l) .. (_iDénd—" LDél))LDél) - diDgl))@

= (_1)LD511)(_1.D§11_)1d+ LDS_)I) e (_iDél)d+ LDél))d(iD§1)LDél) — Z’[Dgl),Dél)])@

= (—I)QLDS)(—Z'DSLd + LDSL) cen LDél)di[Dgl),Dél)]G)
= D L (i ot Do, ) digon gy )

= (~1)diy, o

DY, DV, DY), DY)
= (=1)"* do
(=1, ooy p) D)

y este ultimo término es cero cuando restringimos al elemento j's de la
seccion. ]
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Capitulo 8

Sistemas de ecuaciones de
Hamilton-Jacobi

8.1. Introducciéon

La teoria de Hamilton-Jacobi surge con William Hamilton en los anos
20 del siglo XIX, quien llevo su proposito de unificaciéon de los conceptos de
onda y particula de la luz, bajo la 6ptica geométrica, para cristalizar en 1835
en el método de transformaciones candnicas para determinar trayectorias de
sistemas. Después Carl Gustav Jacobi interpreté la dinamica de sistemas
mecanicos en términos de soluciones completas de la ecuacién asociada en
derivadas parciales.

Vamos a hacer un breve resumen de lo que se consigue y pretende con la
teoria clasica de Hamilton-Jacobi.

Sean las ecuaciones de Hamilton

dt — dp;  dt — dg;

Se pretende encontrar una transformacion canoénica libre (% # 0) tal que
el nuevo hamiltoniano sea identicamente nulo (H = 0), es decir,

aQ; _OH _ dp _ OH _

a ~op - a T Tag

Si esto fuese asi, podriamos integrar facilmente y obtendriamos

0

Qj(q7p7 t) = aj ; P](Qapa t) = _/Bj
con «; y f3; constantes. Deshaciendo la transformacion canoénica llegaria-
mos a
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q; = qj(c, B,t) 5 p; = pj(e, B,t)

Por lo tanto el problema se resume en encontrar la funciéon generatriz
S(q, p,t) que logre lo anteriormente explicado, es decir que verifique

oS oS
—(q,p,t) + H(q, —,t) =0
5 (¢,p,t) + H(q 94 )
Asi si encontramos la funcion S que verifique esta tltima ecuacion y con

la condicion de det(9%S/0q;0Q;) # 0, tenemos que las ecuaciones g—; = cp;

y % = —p; definen la transformaciéon candnica buscada. Ahora tomando
J
(); = o constante tenemos que las ecuaciones del movimiento son

o 0S5
8qj - p], aOéj - 5]

Haciendo esto lo que se gana es que el problema se reduce a encontrar una
solucién de una tnica ecuaciéon en derivadas parciales (sin ser un problema
sencillo) en vez de encontrar las ecuaciones del movimiento y luego resolver
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

La teorfa tiene su traducciéon geométrica considerando una variedad @) y
el fibrado cotangente T*(@) (seria el espacio de fases), dotado con su estructura
simplectica ws.

Si consideramos, de nuevo, la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi

%(q,p, t)+ H(q, %, t) = 0 y hacemos el cambio S = W — Et obtenemos
la ecuacion

ow
H(q, a4 ) =F
, la cual en terminos geométricos seria (dW)*H = FE, donde dW : Q —
T*@ es una seccion de T*@). Como veremos lo que se pretende es encontrar
subvariedades lagrangianas L C T*Q y campos de vectores Zy € X(L) de
manera que verifiquen la ecuacion iz, w, = dH lo que implica que H);, =0y
las curvas integrales de Zy seran las trayectorias del sistema.

En este capitulo consideraremos los sistemas de ecuaciones de Hamilton-
Jacobi sometido a la condicion de compatibilidad(el caracter involutivo) y
consideramos el problema geométrico clasico de encontrar foliaciones trans-
versales a las fibras de T*(Q) e invariantes bajo cambios dindmicos. Un ar-
gumento, que nos lleva a la consideracion de coordenadas de Darboux, nos
permitira resolver el problema localmente.

La importancia del procedimiento de reduccién de Marsden-Weinstein
junto con la técnica de generacion de funciones motivo la consideracion de la
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reduccion en la teoria de Hamilton-Jacobi. Por tanto la tltima seccion del ca-
pitulo se dedica a extender los procedimientos de reduccion y reconstruccion
para el marco de los sistemas involutivos.

8.2. Preliminares

Definicion 8.2.1. Una variedad simpléctica es una variedad diferenciable
M, equipada con una 2-forma diferencial cerrada, no degenerada wo que lla-
maremos forma simpléctica.

Por la antisimetria de ws se tiene que la dimension de M debe ser par.

Ejemplo 8.2.2. 1. R* con las coordenadas (x',...x", y1, ...y,) definiendo
we =y o dr Ady; es una variedad simpléctica.

2. Dada una variedad Q) veamos que su fibrado cotangente T*Q( con la
proyeccion natural wg @ T*Q — Q) tiene estructura de variedad sim-
pléctica.

Para ello consideramos la 1-forma de Liouville o candnica, wq, definida
de la siguiente manera. Sea X € T, (T*Q)

wi(X) = ag(mq. (X))
donde g, : T(T*Q) — TQ.

Consideremos (q', ...q") coordenadas locales en Q, entonces (dq*, ...dq")
es una base de T;Q. Asi cualquier 1-forma serd o = S pidg'. De
esta forma se inducen coordenadas locales (q*,..q", p1,...pn) en T*Q.
Con estas coordenadas tenemos que (dqﬂaq, ..... dqﬁxq,dpllaq ..... dpmaq) es

una base de Tp,, (17 Q).

Asiwy = > pidq" es diferenciable porque los p; lo son. Definimos
la 2-forma dada por wy = —dwy. Claramente es una 2-forma cerrada.
Veamos que es no degenerada. Se tiene que wy =Y ., dg' A dp;

Sea X = Y"1, qidq’ + pjdp; tal que wy(X,Y) = 0 para todo Y €
T.,(T*Q). Si consideramos Y; = d¢’ y Z; = dp; € T, (T*Q) tenemos
que w(X,Y;) =¢; =0yw(X,Z;) =p; =0, con lo cual X =0 y vemos
que es no-degenerada.

3. Sea S? C R? la esfera y sea p = (z,y,2) € S?, se tiene que T,5% =
{v=(vi,v2,v3) € R?/v-p=av' +yv° + 20° = 0}.

Definimos la 2-forma en S? por
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w(p)(u,v) =p- (uxv)
con u,v € T,S? donde x es el producto vectorial.

Tenemos que w es bilineal, antisimétrica por las propiedades del pro-
ducto vectorial. Es cerrada por ser 2 la dimension de la esfera . Ade-
mds es no degenerada ya que tomando v = u X p # 0 se cumple que
w(p)(u,v) # 0.Con lo que w es una 2-forma simpléctica.

Definicion 8.2.3. Sea (M, w;) y (M, ws) dos variedades simplécticas. Una
funcion f : My — My se dice que es un simplectomorfismo si f*ws = wy

Definiciéon 8.2.4. Sea (M,wy) una variedad simpléctica, un campo de vec-
tores X € X(M) se llama simetria infinitesimal de la estructura simpléctica
st Lxws = 0.

Proposicion 8.2.5. Sea (M, wy) una variedad simpléctica y X € X(M). Son
equivalentes:

1. X es simetria infinitesimal
2. ixwq es cerrada
3. El flujo de X es un simplectomorfismo,

4. Para todo x € M existe un abierto U C M dex y f : U — R diferen-
ciable tal que ixw, = df .

Demostracion. (1) < (2). Con la siguiente igualdad se demuestra trivial-
mente
LXCL)Q = iXCUQ + dixwg = Cling =0

(2) < (3). Tenemos que ¢} (w2) = Lxws donde ¢ es el flujo del campo
X. Si Lxws = 0 entonces ¢j(ws) = cte pero como ¢f(w2) = wy obtenemos
que ¢;(wz) = ws con lo que el flujo de X es simplectomorfismo.

Si el flujo es un simplectomorfismo entonces por el mismo razonamiento
anterior Lywy, =0

(2) < (4) Se demuestra aplicando el lema de Poincare ,que nos dice que
toda forma cerrada es localmente exacta, a la forma ixw-.

[

Definiciéon 8.2.6. Dada (M,ws) una variedad simpléctica. Sea una cierta
funcion f: M — R. Xy € X(M) es llamado campo de vector hamiltoniano
st /l.Xf(WQ) = df
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El campo de vectores hamiltoniano existe siempre porque la aplicacion
h:X(M) — Q'(M) definida por h(X) = ixws es un isomorfismo al ser wy no
degenerada. Claramente se tiene que si X es hamiltoniano entonces es una
simetria infinitesimal.

Proposicion 8.2.7. Sea (M, ws) una variedad simpléctica. Sea H : M — R

entonces (H o o) = cte donde o es la curva integral del campo hamiltoniano
Xp.

Demostracion.

d

E(H(g(t))) =dH(o(t))(Xu(o(t))) =

= wy(Xu(o(t)), Xu(o(t))) =0
O

Proposicion 8.2.8. Sean (M, w;) y (Ms,ws) dos variedades simplécticas y
H € C>®(My;). Si el difeomorfismo F : My — My es un simplectomorfismo,
entonces

F.(Xuor) = Xu

Demostracion. Dado x € My y v € T, M, se tiene
v(H o F)(z) = F, (v)(H) = dH (F(2))(F,)(v) =

= wy(Xu(F(x)), i, (v))

Por otro lado usando que F es un simplectomorfismo

v(Ho F)(z)=d(H o F)(x)(v) = wi(Xgor(x),v) = Frwy(Xpgor(z),v) =

= (P Xp1or (2), F (v)))

por la bilinealidad de ws

0 = wao((Fy, (Xpor(v) — Xg(F(x))), Fi,(v)))

Como F,_ es sobreyectiva y ws es no degenerada se tiene que

F(Xpor) = Xu
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Definicion 8.2.9. Sea (M, ws) una variedad simpléctica. Sean f,g: M — R
dos funciones diferenciables. Se define el corchete de Poisson como [f,g] =
wa(Xy, Xp), donde Xy, X, son los campos de vectores hamiltonianos de f y
g respectivamente.

Proposicion 8.2.10. En las condiciones de la definicion anterior se cumple

[fa 9] = Xf(g) = Lng = —Lxg(f)

Demostracion. Se tiene

Xy(g) = Lx,g9 = ix,dg = ix,ix,ws = wa( Xy, Xy) = [f, 9]

Proposicion 8.2.11. El corchete de Poisson satisface
1. Es bilineal
2. Es antisimétrico
3. (Identidad de Jacobi) [f,[g, h]] + g, [k, f]] + [h, [f,9]] =0
4. (Regla de Leibniz) [f,gh] = h[f, g] + glf, h]
5. Si¢: My — My es un simplectomorfismo entonces ¢*([f, g]) = [¢*(f), #*(g9)]

Demostracion. 1. [af+bg, h] = Xp(af+bg) = aXy(f)+bXn(g) = a[f, h]+
blg, hl

2. [f7 9] = w2(Xf>Xg) = _wZ(XgaXf) = _[ga f]

3. Vamos a usar la misma notaciéon para el corchete de Lie y de Pois-
son.Como ws es cerrada tenemos que

0 = dwy (X, Xg, Xp) = Xp(wa(Xg, Xp)) =Xy (wa(Xpn, Xp))+Xp(w(Xn, X))

—wa([Xn, Xo], Xp) + wa([Xn, Xy], Xg) — wa([Xg, Xy, Xn)
= [lg. f1. B = [[h, f1, g] + [, 9], F] = i, x, w2 (X y)
+i[Xh,Xf]w2(Xg) — i[Xme}wQ(Xh)
= [f.lg, b]] + g, [h, f] + [1, [f, 9]
—(Lx,1x,)(Xy) + (Lx,ix, )(Xg) — (Lx,ix,)(Xn)
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= [f g M) + [g, [h, f] + [h, [, 9]
—(Lx,dg)(Xy) + (Lx,df )(Xy) — (Lx,df)(Xa)
= [f g M) + [g, [h, f]] + [h, [, 9]
—(dlg, ))(Xy) + (d[f, h])(X,) — (d[f, g])(Xn)
=2([f, [g, P]] + [g, [h, f1] + [, [f. 9]])

4. [f,gh] = —=[gh, f] = =X;(gh) = —hX;(g9) — gX;(h) = h[f, g] + g[f, I]

5. Sea x € M; usando la proposicion 8.2.8 se tiene

(@*[f 9D (@) = [f, 9(0(x)) = X,()(d(2)) =
Xo(@(2))(f) = (Pns (Xoeg) (2))(f) =
= Xoog(2)(07f) = [07f, 07g] ()

Por tanto C*°(M) con el corchete de Poisson es un algebra de Lie.

Proposicion 8.2.12. Sea f,g € C®(M) y o una curva integral de X,.
Entonces

d
S(foo)=If.gleo

Demostracion.

%< foo)=X,(o(t)(f)=[f.g]oa(t)
[

Corolario 8.2.13. f es constante en las curvas integrales de X, si y solo si

[f,g] =0

Definiciéon 8.2.14. Sea (M,wy) una variedad simpléctica de dimension 2n
y sea N una subvariedad de M. Para cada p € N definimos

(T,N): ={X € T,M/wy(X,Y) =0;VY € T,N}

y lo llamaremos el complemento ortogonal de T,N en T,M. Diremos que N
es una vartedad coisotropica de M de dimension m si para cada p € N se
cumple que (T,N)* C T,N. Claramente se tiene que 2n —m < m lo que
implica que n < m. En el caso en que dim(N) = n se dice que N es una
subvariedad lagrangiana de M y se cumple que (T,N)* = T,N.
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Proposicion 8.2.15. Sea (M,wy) una variedad simpléctica de dimension
2n. Se tiene que una subvariedad j : N — M de dimension n es lagrangiana
sty solo st wy =0 sty solo st j*w =0

Demostracion. Si N es lagrangiana entonces (T,N)* = T,N y claramente
wa, = 0. El contrario es claro ya que al ser wo(X,Y) =0 para todo X, Y €
T,N se tiene que T,N C (T,N)* y al tener la misma dimensién se cumple
que es lagrangiana. O

Proposicion 8.2.16. Sea (M, ws) una variedad simpléctica de dimension 2n
se tiene

1. 8i N es una subvariedad lagrangiana de M de dimension m = 2n —r.
Sea I un haz de funciones de N. Sea f1,...f, los generadores locales de
T en el abierto U C M. Entonces los campos de vectores hamiltonianos
X;.(1 <i<r) constituyen una base de (T,N)* para todop € UNN

2. N es coisotrdpica si y solo si el corchete de Poisson se anula en .

Demostracion. 1. Si X € T,N para cada 1 < ¢ < r se tiene que

0 = sz = dfzp(X> = pr(XfﬂX)
por tanto Xy, € (T,N)* y son una base.

2. Teniendo en cuenta que para cada 1 < ¢,k < r se cumple que Xy, fr, =
[fis f], se tiene que [fi, fi] = 0 si y solo si Xy, (fx) = 0 siy solo si
Xy € X(NNU) siysolosi N es coisotropica , al ser Xy, una base de
(T,N)* por el apartado (1)

O

Proposicion 8.2.17. Sea (M,ws) una variedad simpléctica y sea j : L — M
una subvariedad lagrangiana. Si H : M — R es una funcion(hamiltoniano)
entonces H es constante en L si y solo si Xy es tangente a L, es decir, en
cualquier punto p € L se tiene que Xy € T,L.

Demostracion. Si H es constante en L significa que dH (X ) = 0 para todo
X € T,L. Teniendo en cuenta que wo(Xpg,Y) = (ix,we)(Y) =dH(Y) =0
con Y € T,L,por tanto Xy € (T,L)* y como T,L = (T,L)* se tiene que
Xg € T,L. EL reciproco se hace utilizando el mismo argumento. O]

Definiciéon 8.2.18. Se dice que una variedad simpléctica (M,ws) es homo-
génea si existe una I-forma wy en M tal que wo = dwy.

153



Proposicion 8.2.19. El campo de vectores X € X(M) es hamiltoniano en
una variedad homogénea (M, ws) si y solo si Lxw, es exacta.

Demostracion. Se verifica que
LXWI = d(iXW1> + ’idwl = dwl(X) + ixwz

Si Lyw,; es exacta entonces Lyw; = df para una cierta funcion f. Luego
ipwy = df —dwi(X) =d(f —wi(X)), con lo que X es hamiltoniano.

Al contrario si ixws es hamiltoniano entonces ixws; = df lo que implica
que Lxw; = d(wa(X) + f) y Lxw; es exacta O

Definicion 8.2.20. Sea G un grupo de Lie conexo y G su dlgebra de Lie.
Supongamos que existe una accion por la izquierda libre y propia de G en
la variedad simpléctica (M,w,). Se dice que la accion es simpléctica si para
cada g € G se tiene que g*ws = wy donde g* denota el pullback en las formas
diferenciales en M.

Proposicion 8.2.21. Se tiene que si una accion es simpléctica entonces
La-ws =0 lo que es equivalente a que ia-ws Sea una 1-forma cerrada.

Demostracion. Sila accidon es simpléctica se tiene que 7*ws = wy. Con lo cual
LA*CUQ = limt_)omT_w =0
Para ver que L-ws = 0 es equivalente a que 74-wo es cerrada solo hay

que tener en cuenta que Lg-ws = dig«wao + T a*dw, = dia«Wo ]

Definicion 8.2.22. Si para cada A € G se cumple que iq+wy = dfa+ para
alguna fa«; M — R se dice que la accion de G en M es hamiltoniana.

Definicion 8.2.23. Si la accion de G en M es hamiltoniana se define la apli-
cacion momento J : M — G* en la que para cada x € M le hace corresponde
una aplicacion lineal J(x) : G — R dada por J(z)(A) = fa-(x)

Definiciéon 8.2.24. Sea (Q,ws) con una accion en G. Consideremos el fi-
brado cotangente M = T*Q. Sea (¢,p) € M y sea ¢, : Q — Q la accion de
G en Q. Se define la accion de G en M mediante

V(¢ ) = (949: 9y-1(p)

Proposicion 8.2.25. Consideremos la variedad simpléctica (T*Q,ws) defi-
nida en el ejemplo 8.2.2. La accion de la definicion anterior es simpléctica vy
hamiltoniana.
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Demostracion. Se verifica que

@/);M = —¢;dw1 = —d@/);uh
donde w; es la 1-forma de Liouville. Ahora bien si (u,v) € T(q,)(1T7Q)
bgWi,.,, (U, 0) = w1(¢gq,¢*,1(p>>(w9*(u’ v)) =

= ¢Z—1p(¢g*(U)) = p(U) = w1<q7p) (U, U)
Con lo cual

Uy (w2) = —dipgwr = —dwy = wy

y la accion es simpléctica.
Por lo hecho anteriormente tenemos que ¢;w; = w; y por la proposicion
8.2.21 se tiene que L4+wy; = 0 con lo que tenemos que

’iA*CdQ = —iA*dwl = d(’iA*wl — LA*UJl) = d’iA*wl = d(wl(A*))
y por tanto la acciéon es hamiltoniana. O

Proposicion 8.2.26. La aplicacion momento J : T*Q) — G* estd dada por
J(aq)(A) = Pa+(a) donde Px : T*Q) — R estd definida por Px (o) = oy (X)

Demostracion. Se tiene que
wi(A%)(aq) = ag(mgi(A7)) = ag(A") = Pa-(ag)

Por tanto is«ws = dP4- y asi la aplicacion momento es J(a,)(A) =
Pas(aq)

Aqui hemos usado la misma notacion A* para el campo de vectores fun-
damental asociado a la accion de G en @) y de G en T*(Q) y que la tltima
proyecta en la anterior. O]

Proposicion 8.2.27. La aplicacion J : T*Q — G* definida en la proposicion
anterior es G-equivariante, es decir, J(¢j04) = ad; . J(ay)

Demostracion. Sea A € G se verifica que

J(hyag)(A) = Pas(g"aq) = g g (A%) = ay((¢g)A") = ag((ady-1A)") =
= aglady-1,A") = ad; -1 (0g(A*)) = ad} -+ (Pa(ag)) = ad;-1.J(ag))(A)
]
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Proposicion 8.2.28. Sea u € G* se tiene que J~ (1) es una subvariedad de
T*Q, donde J es la aplicacion momento definida en la proposicion 8.2.26.

Demostracion. Sea € G*. Sea o, € J '(u) pretendemos ver que J es
una submersion en cada «, es decir que J,(oy) sea suprayectiva. Esto es
equivalente a probar que el aniquilador de Im(J.(o,)) = {0}. Tomemos
A € G de manera que J,(a,)(X)(A) = 0 para todo X € T,(T*Q).Asi vemos
que

0= J*(O{q)(X)(A) = dPA*(X) = iA*WQ(X) = (.UQ(X, A*>

con lo cual tenemos que A*(p) = 0 y por ser una accion libre A = 0. Por lo
tanto todos los 1 € G* son regulares y aplicando la proposicion 4.0.8 J~(u)
es una subvariedad de T*@Q n

Definicion 8.2.29. Sea p € G* verificando que ad;_,p = p. Sea la variedad
cociente J 1 (u)/G cuya proyeccion candnica es ™ : JH(p) — JHp)/G.
Definimos la 2-forma Wy por

w?(yaqa?aq) = WQ(Xaqa Yozq)
donde XWY% son las clases de X, Yo, respectivamente de Ty, J ™' (1) /1o, (G-
Qg).
Lema 8.2.30. Se tiene que T,,J ' (1) = T, (G - ag)*.

Demostracion. Tenemos que T, (G - oy) = {A*(ag)/A € G} y kerJ, =
To,(J71(p)). Sea X € T, (G - ), existira un A € G tal que X = A*(qay).
Sea ahora Y € T, (J (1)) se cumple que

wa(A"(ag),Y) = (ta+w2)(Y) = dPy+(Y) = Jio,(Y)(A)

Entonces si Y € T, (J7'(n)) se tiene que wy(X,Y) = Jio, (Y)(A) = 0
luego Y € T, (G - atg) ™.

SiY € T,,(G - ag)* entonces para todo X € T, (G - o) se tiene que
wa(X,Y) = 0= Juo,(Y)(A) y por tanto Y € T, (J (1)) O

Proposicion 8.2.31. La 2-forma de la definicion anterior, Wy, estd bien

definida.

Demostracion. Sean X; v X que estan en la misma clase de equivalencia de
To,J (1)) To,(G-0y). Sean Xy, X5 € T, J (1) los campos de vectores cum-
pliendo que m.(X;) = m.(X2) . Se tiene que m.(X; — X3) = 0 lo que implica
que X; — Xo € T, (J (1)) = To, (G - ag)*. Con lo cual wo(X; — X5,Y) =0
para todo Y € T, J~!(u), con lo cual no depende del representante elegido.

[
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Proposicion 8.2.32. Sea u € G* verificando que ady_ p = p. La variedad
J1(u) es una variedad coisotrdpica.

Demostracion. Por el lema 8.2.30 se tiene que (T, (J ™1 (w))* = To, (G - o)
para todo o, € J (p). De esta manera,por ser J equivariante, se cumple
J(Wi(ay)) = ad; 1 J(ay) = ad}p = p. Luego ¢} () € J~ (). Con lo que
T.,(G - ay) C T,,J (). Asi tenemos que

Taq ‘]_I(N)L = Taq (G : aq) C Tozq ‘]_1(”)
y se cumple que J (i) es coisotropica. H

Proposicion 8.2.33. Si tenemos una forma cerrada o : Q — T*Q la Im(«)
es una subvariedad lagrangiana.

Demostracion. Para ver esto tenemos que ver primero que a*w; = a. Sea Y
un campo de vectores en el punto (g, ay).

" (wy(Y)) = wi(a.(Y)) = ag(mg.a.(Y)) = a(Y)

donde hemos usado que m o av = id y que oy = « a lo largo de la imagen de
.
De esta forma tenemos que

a*wy = da*w; = da =0
con lo cual I'ma es una subvariedad lagrangiana. O]

El marco geométrico de la teoria de Hamilton-Jacobi en un espacio )
n-dimensional es el espacio de fase de momentos T*() y su estructura sim-
pléctica candnica exacta wo utilizada anteriormente. Asi, dado un hamilto-
niano H € C*°(T*(Q) existe un campo de vectores Xy previsto de la ecuacion
dindmica

iXHCUQ =dH

cuyas curvas integrales son las trayectorias del sistema.
En la formulaciéon clasica, el problema de Hamilton-Jacobi consiste en
encontrar una funcion S(t,q) que satisfaga la ecuacion en derivadas parciales

oS oS

Si escribimos S = W — Et con E € R constante la funciéon W satisface
ow

H(t7Q78_q):E

=0
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En términos geométricos la ecuacion es (dW)*H = E donde dIWW* es una
seccion de T*(Q). Como las formas cerradas son exactas localmente, buscamos
1-formas cerradas o : Q — T™Q) tales que H|;me = E. Que « sea cerrada
implica que Ima es una subvariedad lagrangiana de 7%() por la proposiciéon
anterior. Nuestro objetivo es encontrar subvariedades lagrangianas L C T%(Q)
y campos de vectores Zy € X(L) de manera que las curvas integrales conte-
nidas en L sean las trayectorias del sistema.

Teorema 8.2.34. (Hamilton-Jacobi) Sea (T*Q,ws). Consideremos la ecua-
cion
iZHWQ =dH

Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una subvariedad lagran-
giana L C T*Q

1. El campo de vectores Zy es tangente a L.

2. H|p es constante.

En cualquiera de los casos decimos que L es una solucion de iz, ws =
dH .

Demostracion. Si Zy € X(L) entonces podemos restringir la ecuacion iz, wy =
dH a Ly asi wy, = 0y H|, es constante.

Al contrario si H)j, es constante entonces Zy € X(L)*, pero como L es
lagrangiana se tiene que Zy € X(L). O

Consideremos ahora (g;) las coordenadas de Q y sea (g¢;, p;) las coorde-
nadas inducidas en T*Q. Si &« = > | a;dg; es una l-forma cerrada, como
las funciones f; = a; — p; con 1 < ¢ < n generan la subvariedad lagrangiana
Imoen T7(Q), los campos de vectores hamiltonianos Xy, con 1 <7 < n gene-
ran, por la proposicién 8.2.16, el complemento ortogonal de (T, (Ima))* con
x € Ima.

De esta forma la condiciéon necesaria y suficiente para que I'ma sea una
solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi es que wa(Xy,, Xi) = 0 para todo

z € Ima

Proposiciéon 8.2.35. La I-forma cerrada o =Y, | audg; en @ es una so-
lucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi iz, wy = dH siy solo st Zy z(oy —
pi) =0 para todox € L1 <i<n

Demostracion. Solo hay que tener en cuenta lo antes comentado y que 0 =
w2 ( Xy, Xu) = [fi, H| = Xu(fi) = Xu(ow — pi). U
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8.3. Sistemas involutivos
Consideremos el sistema de ecuaciones de Hamilton-Jacobi

iXHl Wo = dH1
(8.1)

iXkag = de

donde las funciones H; estan en involucion por parejas, es decir, [H;, H;] =
0 = wy(Xp;, Xp,) con 1 < 4,5 < k y cuyas diferenciales son linealmente
independientes en cada punto de T*(). En este caso decimos que el sistema
es involutivo.

En el marco de referencia de la teoria de Hamilton-Jacobi, la cuestion es
encontrar subvariedades lagrangianas L de T™() invariantes bajo los flujos de
los campos de vectores Xp, 1 <i <k.

Vamos a dar una soluciéon local usando un argumento basado en el re-

sultado clésico de Jacobi-Lie siguiente cuya demostracion la podemos ver
[31].

Teorema 8.3.1. (Carathtodory-Jacobi-Lie)Sea (M,ws) una variedad sim-
pléctica de dimension 2n y sea p € M. Sean fi...fr con 0 < k < n funciones
diferenciables en un entorno abierto ,V, de p las cuales son involutivas por
parejas y cuyas diferenciales son linealmente independientes. Entonces exis-
te 2n-k funciones diferenciales fr + 1...fn, 91, ....gn definidas en un entorno
abierto U de p (U C V) tal que wo estd expresado en U como

wn = 3" dg
i=1

y [fi, fi1 = 0,196, 95] = 0 y [fi, 9;] = dij.

Teorema 8.3.2. Sea el sistema involutivo (8.1). La subvariedad M de T*Q
definida por las ecuaciones

Hi=0, i=1,..k

es coisotropica y k < m. Denotaremos por wh y X}Ii las restricciones res-
pectivas de la forma simpléctica we y los campos Xy, a M. Para cada punto
p € M existe un entorno abierto U en M de tal manera que la familia { Ny, }
de subvariedades lagrangianas contenidas en U es obtenida igualando a cons-
tantes las n — k primeras integrales comunes a Xy con 1 <i <k y tal que

Xn, € X(Vy,)
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Demostracion. Que M sea coisotrdpica se obtiene de la proposicion 8.2.16 ya
que [H;, H;] = 0. Al ser coisotropica tenemos que dim(M) > n lo que implica
que 2n —k > n y asi k < n. Del teorema anterior tenemos que en un entorno
V de cada punto p € T*Q hay 2n — k funciones

Hyors oo Hy, Jy, )
cumpliendo [H;, H;] =0, [J;, J.j] = 0[H;, J;] = 0;; y de manera que

Wy = ZdHJ /\de

j=1

Por consiguiente para la restriccion wy de we a U = V N M tenemos
wh = Z;:lk dHy, ;AdJ; ;. De nuevo por la proposiciéon 8.2.16 en cada punto
p € M los vectores tangentes Xy, , (1 < i < k) generan el complemento
ortogonal (T,M)* de T,M en T(T*Q). Como M es una variedad coisotrépica
se cumple que (T,M)*+ C T, M, con lo que los vectores tangentes X, , forman
una base del espacio de los vectores tangentes X, € T),M tales que ix,w; = 0.

De esta forma la condicion ix;wy = 0, significa que Hy (1 <j <n —k)
son primeras integrales de los campos X7 .

Asi las subvariedades de M

Nkj = {H,/{Jrj :]{Ij,/{?j € R,l S] Sn—k}
es una subvariedad lagrangiana en U ya que wyy, = 0.
J
El argumento anterior nos dice que H; N, = Ctey combinado con el

J
teorema de Hamilton- Jacobi proporciona que Xy, € X(Ny,) para 1 <i <k
lo cual completa la demostracion. O

8.4. Reduccién y reconstrucciéon

En esta seccion veremos los procedimientos de reduccién y reconstruccion
de un sistema de ecuaciones de Hamilton-Jacobi involutivo con simetrias.

Teorema 8.4.1. Sea G un grupo de Lie que actia sobre la variedad diferen-
ciable Q con dim(G) =m y dim(Q) =n. Sea H; : T*Q — R con (1 <i < k)
funciones diferenciales invariantes bajo la accion de G. Sea p € G* un punto
fijo por la accion coadjunta de G, y consideremos la estructura simpléctica
Wy definida en el cociente por la proyeccion

m I ) = I () /G
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Asumamos que las proyecciones H; de las funciones H;(1 < i < k) a la
variedad cociente J~'(u)/G son funcionalmente independientes. El sistema
de Hamilton-Jacobt

iXleg = dH1
(8.2)
iXHkCUQ = de

con k < n —m, determina un sistema de Hamilton-Jacobi reducido a la
variedad simpléctica J~ () /G,

iYHl wz = dﬁl
(8.3)

ZYHkWQ = de

de tal manera que L C J~ (1) es una subvariedad lagrangiana de T*Q
solucion del sistema (8.2) entonces w(L) es solucion del sistema (8.3).

Inversamente si L es una subvariedad lagrangiana de J='(u)/G solucion
del sistema (8.3) entonces L = n~*(L) C J~Y(u) es una subvariedad lagran-
giana de T*Q) solucion del sistema (8.2).

Demostracion. Lo primero que vamos a probar es que cada campo de vectores
Xp, es tangente a J~ (). Es suficiente ver que si p € J~!(u) entonces
Jop(Xu) = 0 ya que T,(J () = ker(J.p,). Pero tenemos que para todo
Aeg

T(Xir)(A) = AT (Xir) (A) = (ao02) (Xir) = n(Xig, A7) =
= dH,(A") = A3(Xy) =0

por la G-invarianza de H.Ahora, por la G-invarianza de w, y H; definimos
Xp, como un campo de vectores G-invariantes en J ! () induciendo un cam-
po de vectores Xy, € X(J71(1)/G). De esta manera cada una de las ecua-
ciones del sistema (8.2) proporciona una ecuaciéon reducida inkwg = dH,
conl<i<kenJ'(n)/G.

Sea L C J~!(p) una subvariedad lagrangiana de T*Q. Veamos que L es
G-invariante, para ello basta con probar que para todo A* con A € G se tiene
que A* € X(L). Como antes se tiene que

w2, (X, A%) = T, (X)(A) = 0

con lo cual A5 € (T,L)" =T,Ly asi A* € X(L).
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Veamos que L = 7(L) es una subvariedad lagrangiana de J~!(u). Para
ello consideramos un argumento dimensional. Como dim(J~"(u)) = 2n —m
entonces dim(J ' (u)/G) = 2(n —m), ahora bien dim(L) = dimL — dimG =

n—m, para que sea L una subvariedad lagrangiana solo falta ver que Wap = 0

pero eso es claro Ya que
Wy = CL)Q‘L (84>

|L

Finalmente L es solucién del sistema (8.3) ya que por la G-invarianza

Hilf = HZ =G (85)

IL
conl <<k,

inversamente si la subvariedad lagrangiana L de J~!(11)/G es una solucion
del sistema (8.3) entonces L = 7 '(L) tiene dimensién n ya que dimL =
dimL + dimG = n. Igual que antes basta ver que wa, = 0, pero eso es claro
por (8.4). Por lo que L es una subvariedad lagrangiana de J~!(u). Otra vez
usando (8.5) se ve que L es solucion del sistema (8.2). O
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Conclusiones

En este ultimo capitulo recopilaremos las conclusiones y resultados a los
que se ha llegado en esta tesis, asi como posibles desarrollos futuros.

Conclusiones

s Se ha encontrado una forma caracteristica cerrada asociada con el al-
gebra gauge. (Teoremas 3.2.12 y 3.2.23)

» Utilizando las conexiones de Yang-Mills y de Yang-Mills-Higgs se han
definido formas caracteristicas cerradas.(Teorema 3.3.6)

= Se ha encontrado una caracterizacion de las formas de Cartan-Yang-
Mills en funcién de la codiferencial covariante.(Teorema 5.5.11)

= Se ha obtenido la condiciéon sobre el campo de Higgs para que la forma
de conexion w del fibrado P — X reduzca a Py (teorema 4.0.15)

= Se ha obtenido una nueva descripcién de las conexiones de Erhesmann
que son reducibles a un subfibrado. (Teorema 6.4.4)

= Se han encontrado nuevos invariantes del problema variacional, utili-
zando la forma de Poincaré-Cartan.(Teoremas 7.7.5, 7.7.6 y 7.7.7)

s Se ha dado una solucion local de un sistema de ecuaciones de Hamilton-
Jacobi involutivo. (Teorema 8.3.2)

= Se ha descrito la reduccién y reconstrucciéon de un sistema involutivo
de ecuaciones de Hamilton-Jacobi. (Teorema 8.4.1)

Posibles desarrollos futuros

= Las formas caracteristicas equivariantes son un instrumento que pro-
ducen formas diferenciales partiendo de polinomios invariantes en el
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algebra de Lie. Considerando las extensiones equivariantes de las for-
mas caracteristicas asociadas a polinomios de Weil, se producen clases
caracteristicas en cocientes del espacio de conexiones A = I'(X, C'(P)),
con muchas aplicaciones en fisica matematica como los caracteres de
Chern de familias de operadores de Dirac, los invariantes de Donald-
son o las construcciones de la teorfa topolégica de campo. Como las
formas caracteristicas equivariantes y la forma diferencial construida
en el capitulo 3 partiendo del algebra gauge son conceptos cercanos,
podriamos hacer la misma construccion utilizando esta ultima forma.
Una guia util para canalizar esta investigacion seria [46].

Tras haber encontrado invariantes asociados al problema variacional
definido por una densidad lagrangiana £ : J! — R, podemos ampliar
interpretando estos invariantes en el caso en el que el funcional

L@zéfmaﬁﬁmw>

este definido sobre secciones s : U — P cuya extension 1-jet valora en
una subvariedad de restricciones S C J'P. Una referencia a tener en
cuenta sera [45].

Teniendo en cuenta la estructura simpléctica canénica w en el fibrado
cotangente del ultimo capitulo, retomando la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi ix,w = dH y considerando el campo definido en el fibrado
cotangente V = Zl pia%, se tiene

Lyw=w

De esta manera, de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, se sigue

z'wxh]w = LV(iXHW) — iXH(LVw) = Lv(dH) —dH = d(VH — H)

La expresion

ity = d(VH — H) (8.6

recibira el nombre de ecuacion dual de la ecuacion de Hamilton-Jacobi.
El estudio de la relacion entre la ecuacion (8.6) y la de Hamilton-
Jacobi es una préxima investigacion. Como punto de partida es nuestro
articulo Cambronero y Pérez [47].
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= Comparando las materias del capitulo 2 y el capitulo 7, podemos con-
siderar sobre un G-fibrado principal 7 : P — X una densidad lagran-
giana L : TP — R que es G-invariante, es decir,

Lo(Ry)=L para todo geCG

De esta forma, fijando una conexion I' en P se puede definir una den-
sidad lagrangiana £* : TX — R. Asi, podemos estudiar las leyes de
conservacion de L£* en funcion de las de £. Podemos buscar resultados
estableciendo la dependencia de estas constantes de movimiento en fun-
cion de las componentes w; de la forma de conexiéon w y de las formas
de curvatura. Como guia se puede usar [48].
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