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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y objetivos

Muchos autores coinciden en que los métodos basados en diferencias fini-
tas son los dominantes en problemas de propagacion de ondas. Sin embargo,
estos métodos sufren el condicionamiento de mallas regulares que provocan

grandes dificultades en dominios geométricos complejos.

El método de las diferencias finitas generalizadas (GFDM) permite la re-
solucion de problemas en discretizaciones irregulares del dominio de manera
natural, lo que es razon suficiente para la aplicacion del método en problemas

de propagacion de ondas de diversa indole.

Por tanto, se establecen los siguientes objetivos para la presente tesis:

= Realizacién de un desarrollo tedérico mas amplio sobre el método de las
diferencias finitas generalizadas, estableciendo una notacién matricial

sencilla y compacta y demostrando el teorema de existencia y unicidad.

= Obtencién de un método adaptativo mejorado. Aplicacién a problemas

de ondas. Andlisis de resultados.

= Incorporacion de frentes de ondas como excitacién, lo que permitira

abordar muchos problemas sismicos.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Obtencion de las formulas en diferencias finitas generalizadas para la
ecuaciéon de onda SH en medios isétropos, elasticos y homogéneos.

Analisis de la estabilidad y la dispersion. Analisis de resultados.

Obtencién de las férmulas en diferencias finitas generalizadas, utilizan-
do aproximacién heterogénea, para la ecuacién de onda P-SV y SH en
medios elasticos y heterogéneos formado por capas de medios isétro-
pos, elasticos y homogéneos. Analisis de la estabilidad y la dispersion.

Andlisis de resultados.

Obtencién de las férmulas para el tratamiento de contornos Neumann

de para las ondas SH en medio homogéneo. Analisis de los resultados.

Obtenciéon de las féormulas en diferencias finitas generalizadas para la
ecuacion de onda P-SV en medios viscoelasticos lineales homogéneos.
Tratamiento del modelo Kelvin-Voight. Anélisis de la estabilidad y la

dispersién. Anélisis de resultados.

Obtencién de las formulas para el tratamiento de contornos Neumann
para las ondas P-SV y SH en modelos viscoeldsticos. Andlisis de los

resultados.

Programacion en FORTRAN de todo lo expuesto.

Sobre los métodos sin malla

Problemas del amplio espectro cientifico requieren de la resolucién de una

ecuacion en derivadas parciales. La obtencién de una solucién analitica del

problema no es siempre posible, ya sea porque no se puede encontrar la so-

lucién o porque no se puede expresar a través de funciones elementales. Para

resolver, por tanto, este tipo de problemas se recurre a los métodos numéri-

cos, entre los que se puede destacar, por ser los mas comtunmente utilizados,

el método de los elementos finitos (finite element method) (FEM) y el méto-
do de las diferencias finitas (finite differences method) (FDM).
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Tanto el FEM como el FDM presentan una serie de desventajas comunes,

como senala J. S. Chen [40].

= El tiempo que consumen para generar mallas de calidad en geometrias

arbitrarias para una obtener precisién deseada.

» La dificultad para construir aproximaciones con un orden cualesquiera
de continuidad, lo que provoca que las soluciones de problemas con
derivadas parciales de orden alto o problemas con discontinuidades sean

dificiles de resolver.

= La realizacién de refinamientos h-p adaptativos puede llegar a ser muy

tediosa.

s Son ineficientes al tratar con dificultades relativas al entramado de la
malla, como en problemas de grandes deformaciones o problemas de

grietas.

Puede decirse, por tanto, que su principal desventaja es la necesidad de

malla, lo que provoca la aparicién de los métodos sin malla.

El objetivo fundamental de los denominados métodos sin malla (meshless
methods o meshfree methods) es eliminar o reducir la dependencia de la
malla. Definiciones de método sin malla han sido realizadas por Onate et al.
[117], Liu y Gu [99] y J. S. Chen [40], y son, en el mismo orden,

» Un método sin malla es aquel en el que la aprorimacion puede ser

construida estrictamente en términos de nodos

» Un método sin malla es un método usado para establecer un sistema de
ecuaciones algebraicas para el dominio entero del problema sin el uso

de una malla predefinida para la discretizacion del dominio

= La aproximacion de las incognitas en la ecuacion en derivadas parciales

es construida basdndose en puntos dispersos sin conectividad de malla
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

Segun Fries y Matthies [53], algunas de las caracteristicas generales de los

métodos sin malla son:

» Ausencia de malla. Los vinculos entre nodos no se fijan a priori sino
que se determinan en tiempo de ejecucion por lo que, por ejemplo, no
es necesaria la generacién de la malla al principio del calculo. No hay
sensibilidad al alineamiento de la malla. La adaptatividad, en especial
la h-adaptatividad, es méas simple pues sélo tienen que anadirse nodos.
No es necesario el remallado durante el calculo, sobre todo en problemas

con grandes deformaciones o discontinuidades moviles.

» Continuidad de las funciones de forma. Los métodos sin malla cum-
plen con facilidad la condicién de continuidad que surge del orden del
problema en consideraciéon. No es necesario un postproceso para sua-
vizar la solucion eliminando saltos entre elementos, como por ejemplo
ocurre en el FEM para las tensiones. Los casos especiales en los que
la continuidad de las funciones de forma y las derivadas no sea desea-

ble, por ejemplo propagacién de grietas, se pueden manejar con mayor

facilidad.

» Convergencia. Para el mismo orden de consistencia, los experimentos
sugieren que los resultados de convergencia de los métodos sin malla son
considerablemente mejores que los resultados con funciones de forma

de métodos basados en mallas.

s (Coste computacional. En general, los métodos sin malla consumen un
mayor tiempo computacional que los métodos basados en mallas. Las
funciones de forma son de naturaleza mas complejas que las funciones
de forma de los métodos basados en mallas. En cada punto es necesario
buscar su entorno, resolver pequenos sistemas de ecuaciones y opera-
ciones matriciales para determinar las derivadas. Ademas, el sistema
de ecuaciones global tiene matrices con bandas mas anchas que las de

los métodos basados en mallas.

= Condiciones de contorno esenciales. La mayoria de los métodos sin

malla no cumple la propiedad de la delta de Kronecker y, por tanto,
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la imposicion de condiciones de contorno esenciales puede degradar la

convergencia del método.

» Blogueo. Contrariamente a lo que habia sido establecido en [12], los

métodos sin malla sufren del fenémeno del bloqueo como en el FEM.

Entre las aplicaciones méas adecuadas para los métodos sin malla, pode-
mos senalar problemas de grandes deformaciones, problemas con necesidad
de refinamientos adaptativos, problemas de localizaciéon de deformaciones,
problemas de mecéanica de fractura, problemas de contacto suave o incluso

problemas de la mecanica cuantica.

Los pasos que se deben considerar para clasificar los métodos sin malla

son, segun Fries y Matthies [53],

= El orden de la particién de la unidad realizada con una base intrinseca.

» La eleccion de una funciéon de aproximacién que sélo utilice una base

intrinseca o también una base extrinseca.

= La eleccion de la funciéon de ponderacién.
Segtn Liu y Gu [99]:
= El procedimiento de formulacion

= El esquema de aproximacion

» La representacién del dominio

Siguiendo a J.S. Chen et al. [40], la clasificacion dada aqui se debe al

procedimiento de formulacion:

= Los métodos sin malla de Galerkin basados en la formulacién débil.
Aunque no se necesita malla para construir la aproximacién, la inte-
graciéon del dominio si es necesaria, ademés de precisar de técnicas para

hacer cumplir las condiciones esenciales de contorno.
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= Los métodos de colocacion basados en la formulacion fuerte. Debido a
la facilidad de construir aproximaciones suaves sin malla, las ecuaciones
en derivadas parciales pueden ser resueltas directamente en los puntos
de colocacion sin integracién del dominio, ni procedimientos especiales

para la aplicacion de las condiciones de contorno esenciales.

Con respecto a la formulacion débil, podemos situar su origen en 1977
de la mano de Lucy [103] y Gingold y Monaghan [64] con el método Smoot-
hed Particle Hydrodynamics (SPH) que utilizaron para modelar fenémenos
astrofisicos sin contornos tales como la explosiéon de estrellas o de nubes de

particulas.

Por otro lado, con respecto a la formulacién fuerte, Jensen [80] fue el
primero en considerar métodos en diferencias finitas con nodos dispersos.
En particular, considerd el desarrollo de Taylor interpolado en estrellas de
seis nodos para obtener las férmulas en diferencias finitas aproximando las
derivadas hasta orden dos. Perrone y Kao [122] sugirieron que se deberian
considerar nodos adicionales en el esquema de seis nodos y un proceso prome-
dio para la generalizacién de los coeficientes en diferencias finitas aplicados.
La idea de usar estrellas de ocho nodos y funciones de ponderacion para ob-
tener férmulas en diferencias finitas para mallas irregulares, fue presentada

por primera vez por Liszka y Orkisz [96, 97].
Métodos sin malla de Galerkin

Entre los métodos sin malla utilizados en la formulaciéon de Galerkin en-
contramos, el diffuse element method (DEM) [116] en el que las derivadas
son aproximadas diferenciando una parte de las funciones base (derivadas
difusas). Belytschko et al. [10, 11, 102] introdujeron el element free Galerkin
(EFG) como una mejora del DEM;, introduciendo multiplicadores de Lagran-
ge para hacer cumplir las condiciones de contorno y obteniendo derivadas
de las variables de campo y las derivadas que aparecen en las integrales de

las funciones de aproximacién por minimos cuadrados méviles (MLS). W.
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K. Liu et al. [100] introdujeron, de forma simultédnea al EFG, el reproducing
kernel particle method (RKPM), basado en la aproximacién reproducing ker-
nel (RK), que podia servir como correcciéon al SPH que es particularmente

impreciso cerca de los contornos.

La integracion del dominio en la formulacion débil plantea una seria com-
plejidad en los métodos sin malla de Galerkin. La utilizacion de la cuadratura
de Gauss puede llevar a errores de integracién cuando los elementos no coin-
ciden con las funciones de forma. El EFG y el RKPM no pasan ni el ajuste
lineal. Una stabilized conforming nodal integration (SCNI) [36] se introdujo

para asegurar el ajuste lineal.

A partir de Melenk y Babuska [107] ha surgido una serie de métodos sin
malla basados en la particién de la unidad (PU). Duarte y Oden [49] intro-
dujeron un método sin malla llamado nubes hp, que estd basado en la PU,
donde la aproximacion MLS fue enriquecida extrinsecamente, lo que les daba
la posibilidad de realizar p adaptatividad sin introducir discontinuidades, al
contrario de lo que ocurre con los métodos basados en MLS. Para un estudio
general de los resultados matematicos relativos a los métodos basados en PU,

puede verse [7].

En los métodos sin malla de Galerkin, la integraciéon con frecuencia pre-
cisa de una malla. El meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) introducido
por Alturi y Zhu [5] utiliza formas locales débiles formuladas en dominios
que coinciden con el soporte de las funciones de aproximacién, evitando la
utilizacién de una malla de integracién. De y Bathe [44, 45] introdujeron el

method of finite spheres (MFS), como un caso especial de MPLG.

Entre los métodos sin malla con formulacion débil que han ido surgiendo
se encuentran, por ejemplo, el generalized finite element method (GFEM)
[134, 135, 136], el natural element method (NEM) [137, 27], el radial point
interpolation method (RPIM) [153] o el optimal transport meshfree (OTM)
[92].
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M¢étodos sin malla de colocacion

Entre estos métodos encontramos todos aquellos basados en radial basis
functions (RBF) que fue introducido por Hardy [68, 69] para problemas de
interpolacion. De forma alternativa, las aproximaciones como el MLS o el
RK pueden ser empleadas para la soluciéon por colocacion de ecuaciones en
derivadas parciales. Por ejemplo, el finite point method (FPM) de Onate et
al. [117] utiliza aproximaciones de minimos cuadrados ponderados en cada
nodo. También se han introducido métodos basados en la aproximacion de

nicleo de reproduccion como en Hu et al. [74]

La tabla 1.1, que es un extracto del esquema presentado en [40], muestra
algunos métodos sin malla de los que han ido surgiendo en los ultimos anos,

ordenados por fecha, bien de apariciéon o bien de la primera versién robusta.

1.3. Sobre el método de las diferencias finitas

generalizadas

Tras los trabajos de Liszka y Orkisz [96, 97], la versién mds avanzada del
GFDM fue dada por Orkisz [120, 119, 118], incluyendo: generacién de malla,
aproximacién local, generacion de férmulas en diferencias finitas y ecuaciones
resultantes de las diferencias finitas a través de formulaciones locales (colo-
cacién) o globales (Galerkin, variacional,...). En el trabajo de Lancaster y
Salkauskas [91] se describe la aproximacién minimos cuadrados méviles que
se usa en Benito et al. [15], que muestra las férmulas explicitas para el GFDM
en el caso bidimensional y estudia la influencia de los parametros involucra-
dos en la aproximacion, esto es, el nimero de nodos, el criterio de seleccion de
los mismos y la funcién de ponderacién. En [56] se comparan el método de las
diferencias finitas generalizadas y el EFG con aproximacién lineal obteniendo

mejores resultados en el primer caso. En [140] se dan las férmulas explicitas
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Tabla 1.1: Clasificacion de métodos sin malla en funcion de su formulacion

(débil o fuerte)

M¢étodo sin malla Referencias | Débil | Fuerte
SPH - smoothed particle hydrodynamics [103, 64] X

GFDM - generalized finite difference method 96, 97 X
RBCM - radial basis collocation method 84, 85 X
DEM - diffuse element method [116] X

EFG - element free Galerkin (10, 11, 102] | x

XEFG - extended EFG [124, 125] b'e

RKPM - reproducing kernel particle method [100, 35] X
SLRKPM - semi-Lagrangian RKPM [38] b'e

GFEM - generalized finite element method [106, 136] X

XFEM - extended finite element method [13, 47] X

MPS - moving particle semi-implicit [89] b'e
PUM - partition of unity method [107] b'e

HPC - hp clouds [49, 50] X

FPM - finite point method [117] X
FMM - free mesh method [156] X

C-SPH - corrected SPH [46] X
MLSPH - moving least squares particle hydrodynamics [46] X

MLPG - meshless local Petrov-Galerkin [5] b'e

NEM - natural element method [137, 27] X

PPU - particle partition of unity method [66] X

MFS - method of finite spheres [44] b'e

RKCM - Reproducing kernel collocation method (3, 74] b'e
GRKCM - gradient RKCM [42] X
M-SCNI - modified stabilized conforming nodal integration | [36, 37, 157] X
LRPIM - local radial point interpolation method [98] X

RPIM - radial point interpolation method [153] X

MFEM - meshless finite element method [76] X

PFEM - particle finite element method [77, 78] b'e
MaxEnt - maximum entropy [4, 138] X
Peridynamics [130, 131] X
OTM - optimal transport meshfree [92] X
Meshless VCI - meshless variationally consistent integration [39] X

en el caso tridimensional. En [17] se resuelven ecuaciones en derivadas par-
ciales parabdlicas e hiperbodlicas empleando esquemas explicitos, analizando
la consistencia, el orden, la convergencia y la estabilidad. En [19] se compara
el método de las diferencias finitas generalizadas con el clasico obteniendo
mejores resultados con el primero. En [60] se presenta un indice de irregulari-

dad de la discretizacion, I1C, que se obtiene hallando la desviacion tipica del
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radio medio de las estrellas que es la distancia media entre el nodo central y
el resto de nodos de la estrella. En M. Urefia [143] se estudia la influencia de
los parametros claves del método en tres dimensiones, poniéndose de mani-
fiesto la necesidad de realizar el analisis del nimero de nodos y el criterio de
seleccion de los mismos de forma conjunta. En esta tesis este radio medio se
llamard simplemente radio. En [145] se presenta una formulacién matricial
méas compacta del método, se demuestra el teorema de existencia y unicidad
y se extraen una serie de consecuencias inmediatas, como se muestra en la
presente tesis. En [146] se proponen dos funciones de penalizacién, que serdan
expuestas en esta tesis, permitiendo una seleccién automatica de los nodos
de la estrella. Este seleccién automatica es especialmente importante en tres
dimensiones, por lo que, aunque no ha sido aplicada en dos dimensiones, su

extension no supone ninguna dificultad.

Benito, F. Urena y Gavete han contribuido notablemente al desarrollo del
método, también a nivel de aplicabilidad, en problemas de diferente indole.
En [123] se obtiene el esquema explicito para la ecuacién parabdlica de advec-
cion difusion, analizando la consistencia, el orden, la estabilidad y la conver-
gencia. En [141] se aplica el GFDM a la resolucién de placas finas y gruesas y
se comparan los resultados con los obtenidos con un software comercial que
usa FEM obteniendo resultados similares. En [62] se utiliza el GFDM para
simular la conductividad eléctrica de un tejido. En [57] se emplea el GFDM
en problemas de andlisis dindamico como la vibracién de vigas y de placas,
analizando la consistencia, el orden, la estabilidad y la convergencia de los
esquemas obtenidos. En [59] se combina el GFDM con el método de Newton

Raphson para la resolucion de ecuaciones en derivadas parciales no lineales.

Otros grupos han llevado a cabo diferentes aplicaciones del método, por
ejemplo Zhang et al. [159] lo utilizan para simular la propagacién de ondas
marinas no lineales en el canal de ondas numéricas y en [160] para simular
el fenémeno del sloshing, Mochnacki y Majchrzak [109] lo usan para realizar
modelados numéricos de solidificacién de moldes, Chan et al. [34] lo emplean

para resolver problemas de obstaculos no lineales de dos dimensiones, Hos-
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seini [73] lo aplica a problemas de difusién-elasticidad no-Fickiana acoplada
inducida por choque en dos dimensiones y en [72] lo aplica al andlisis de la
frecuencia natural de cilindros de nanocompuesto graduados funcionalmente
reforzados por nanotubos de carbono y lo hace forma hibrida, utilizando el
GFDM para las derivadas espaciales y las diferencias finitas de Newmark
(NFD) para la variable temporal, C.M. Fan et al. [51] lo han utilizado pa-
ra resolver problemas con valores en la frontera biharmoénicos inversos y en
[52] para resolver problemas inversos de Cauchy en dos dimensiones, P. W.
Li y C.M. Fan [93] lo aplican a la resolucién de las ecuaciones para ondas
superficiales en dos dimensiones y Hua et al. [75] lo aplican para resolver pro-
blemas inversos de Cauchy asociados a ecuaciones tridimensionales de tipo
Helmbholtz.

1.4. Sobre la adaptatividad con el método de

las diferencias finitas generalizadas

La adaptatividad de tipo p se produce cuando la mejora de los resultados
es consecuencia de un aumento en el grado del polinomio de interpolacién y
la adaptatividad de tipo h se produce cuando la mejora de los resultados se

obtiene aumentando el nimero de nodos en la discretizacion.

Los avances en adaptatividad con el método de las diferencias finitas ge-

neralizadas hasta el momento se pueden sintetizar como sigue.

Para un problema regido por una ecuacion en derivadas parciales de or-
den n, Orkisz [119] propone como indicador del error en un nodo la diferencia
entre el valor aproximado truncando el desarrollo de Taylor para términos de
orden superior a 2n y el valor aproximado truncando el desarrollo de Taylor
para términos de orden superior a n, obteniendo asi una estimacion del error
cometido. Esta forma del indicador del error tiene el inconveniente de que
para calcularlo se tiene que resolver, nuevamente, el sistema para el calculo

de los coeficientes de las derivadas parciales, pero siendo ahora el rango de
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la matriz 2n* + 3n, véase Casasus [33]. Por ello, Benito et al. [16] proponen
como indicador del error una combinacién lineal de las derivadas parciales
de grado superior ponderada por los coeficientes de la estrella, obteniendo
las derivadas parciales de forma recursiva a partir de las derivadas inferiores.
Puede verse en el Anexo A del articulo [16] un ejemplo donde se comparan

ambos indicadores. Por otro lado, la tasa de convergencia de la solucion uti-
k k—1
2
[l |

que se mantienen en las sucesivas discretizaciones, desde &k = 1, y c3 es el

lizada por Orkisz es ﬁf = < ¢3 donde 7 son los nodos comunes

umbral del error que se pretende alcanzar.

En [16] se contemplan tres enfoques para reducir el error. Uno de ellos
consiste en actuar sobre el orden de truncamiento del desarrollo de Taylor,
pero se concluye que el error no se reduce mucho en comparaciéon con el
aumento en calculos. Otro enfoque consiste en actuar sobre la estrellas, se-
leccionando un numero de nodos mayor para su formacién, un criterio de
seleccion que se adapte mejor a la discretizaciéon o una funcion de pondera-
cion adecuada. El ultimo enfoque consiste en actuar en el ntimero de nodos
de la discretizacion, aumentandolos. En este ultimo caso, y contrariamente
a lo que ocurre con el método de las diferencias clasico donde el ntimero de
nodos se aumenta de forma uniforme en todo el dominio, se puede aumen-
tar el nimero de nodos de forma selectiva en determinados subdominios. El
método adaptativo propuesto consiste en anadir hasta un maximo de cuatro
nodos por estrella a mitad de distancia entre el nodo central y los nodos mas
alejados del mismo. Para decidir en que nodos reducir el error, es decir un
limite de error, calculan la media (o un multiplo suyo) de todos los errores
y escogen aquellos nodos que tienen un error superior. Para evitar estrellas
mal condicionadas se establece un nuevo parametro, la distancia minima,
dpa = a X maximumdistance, 0 < a < 1, que permite no anadir un nodo
cuando la distancia entre éste y los existentes sea menor que la distancia
dpa. Esta distancia minima ha sido redefinida en la presente tesis. Se estudia
la influencia de la distancia dpa concluyendo que es preferible reducirla po-

co a poco en varios pasos del proceso adaptativo. En cuanto a la influencia
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del error limite concluyen, en la misma direccion, que es preferible reducirlo
poco a poco en varios pasos del proceso adaptativo. Para evitar estos incon-
venientes, limitan el nimero de nodos seleccionados para aplicarles el método
adaptativo a un maximo del 20 % de los nodos interiores, reduciéndose asf el
limite del error de forma automética, y no permiten que se anadan mas de

un 15 % del total de nodos en cada paso del adaptativo.

Gavete et al. [56] muestran una forma de generar irregularidades estratégi-
cas que proporcionan resultados casi tan precisos como aquellos proporcio-
nados por una discretizacién regular mas fina, con el consecuente ahorro
computacional. Recientemente, M. Urena et al. [146] muestran una forma
mas efectiva, en términos de error, de construir una discretizacion irregular,
a las que llamamos discretizacion con densidad de nodos progresiva, propor-
cionando mejores resultados que aquellos proporcionados por una discreti-
zacion regular mas fina. Esto pone de manifiesto que, incluso aunque una
discretizacion regular tenga cabida en un problema, puede ser preferible en
determinados casos la utilizacion de discretizaciones irregulares no aleatorias,

lo que en esta tesis se llamaran discretizaciones de patrén regular.

En [140] se desarrolla el método adaptativo consistente en anadir nodos
a mitad de distancia entre el central y el resto de nodos de la estrella en 3D.
Ademas se examina de forma puntual la disminucién del error y se propone

un indice de calidad mostrando como mejora en cada paso del adaptativo.

En [19] se incorpora al método adaptativo otro algoritmo para anadir
nodos. Por cada nodo seleccionado para aplicarle el método adaptativo, se
forman triangulos entre el nodo central y el resto de nodos de la estrella y se
calcula su area. Se anaden los nodos en el baricentro de los tridngulos cuya

area sea mayor que la media de todas las dreas de la estrella.

En [58] se propone un método adaptativo diferente de los anteriores que
estd basado en el uso del quadtree y en la computacion de los gradientes.

Como indicador del error se usa las diferencias entre los gradientes en cada
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quadtree. Un método quadtree es un método para organizar datos en los
cuatro cuadrantes de forma jerarquica. Una estructura quadtree requiere que
cada nodo interno tenga exactamente cuatro nodos hijos. Aunque el méto-
do de las diferencias finitas generalizadas es un método sin malla, dada una
discretizacion se puede crear una estructura inicial de cuadrilateros como la
mostrada en la figura 1.1 (izquierda) con la condicién de que los cuadrildte-
ros sean convexos. Se calculan entonces los gradientes en cada nodo, con el
propio GFDM, y se hace una media de las diferencias entre los gradientes de
los cuatro nodos que forman el cuadrilatero multiplicado por su area. Aque-
llos cuadrildteros con valores mas altos que el establecido son elegidos para
aplicarles el método. En la figura 1.1 (derecha) se muestra un ejemplo donde

dos cuadrilateros son seleccionados y el método quadtree es aplicado.

Figura 1.1: Izquierda: Diwvision de la discretizacion inicial en cuadrildteros.
Derecha: Aplicacion del método quadtree en dos nodos interiores. (Cortesia

de Gavete et al. [58])

En [146] se propone un método adaptativo mas versétil, permitiendo, no
solo anadir nodos, sino también moverlos y eliminarlos. Este método propor-

ciona mejores resultados que los obtenidos hasta ahora y con menos nodos.
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1.5. Sobre ondas en medios elasticos

Como afirman Moczo et al. [111], el método de las diferencias finitas es
el método dominante en modelos sismicos. Entre las razones para ello, se
encuentra la robustez del método, la precisién y la eficiencia computacional,
aunque son conscientes de sus limitaciones como puede ser la aplicacion en

modelos complejos.

La aplicacion del GFDM estd teniendo una presencia muy importante en
problemas de propagacién de ondas. En esta linea se encuentran, por ejem-
plo, los trabajos ya mencionados de Zhang et al. [159] y de P. W. Li y C.M.
Fan [93]. La primera aplicacién del método de las diferencias finitas genera-
lizadas a problemas de propagacién sismica se debe a F. Urena et al. [142],
quienes obtuvieron los esquemas en diferencias finitas generalizadas para las
ondas P-SV en un medio isétropo, homogéneo y elastico y analizaron tanto la
estabilidad como la dispersién. En [20], y también para ondas P-SV, se inclu-
yeron contornos absorbentes, en particular Perfectly Matched Layers (PML),
al modelo anterior, obteniendo el esquema en diferencias finitas correspon-
diente y su estabilidad se analiz6 en [127]. La influencia de los parametros que
aparecen en el esquema con PML se estudié en [21]. En [22] se comparan la
formulacién en velocidades tensiones con la formulacion en desplazamientos

tensiones, siendo mas estables las 1ltimas.

1.6. Sobre las heterogeneidades

Diferentes capas reflejan, refractan y/o retrasan las senales de forma dife-
rente, por lo que observando las ondas incidentes, se puede extraer informa-
cién sobre estas capas. Esta informacion sismica permite a los geofisicos, a
los ingenieros del petrdleo y de minas, a los hidrélogos a encontrar depositos
de mineral y reservas de aguas subterraneas, ayuda a los ingenieros civiles
a obtener un buen conocimiento de la estabilidad de las capas del subsuelo

debajo de futuras estructuras, edificios, tuneles, presas, vertederos, etc.
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Una onda P incidiendo en una interfase entre dos medios genera ondas
P reflejadas y transmitidas. Ademas, parte de la onda P es convertida en
ondas SV reflejadas y transmitidas. Una onda SH incidente genera ondas SH

reflejadas y transmitidas.

Para tratar numéricamente problemas sismolégicos en los que se tiene un
medio heterogéneo formado por capas de medios homogéneos, se consideran
dos enfoques o aproximaciones, la aproximacién homogénea y la aproxima-
cion heterogénea. En la aproximacion homogénea se utiliza un esquema para
las capas homogéneas y otro esquema, basado en la discretizacion de las
condiciones de contorno, en la interfase o cerca de ella, mientras que en la
aproximacién heterogénea, las discontinuidades del material son tenidas en
cuenta sélo por las variaciones espaciales de los parametros del material en
la ecuacion del movimiento. La aproximacién heterogénea es preferible a la
aproximacién homogénea puesto que esta iltima puede ser complicada o in-
cluso impracticable. Ejemplos de aproximacion homogénea se encuentran en
[79] para ondas P-SV y en [90] para ondas SH. Ejemplos de aproximacién
heterogénea se encuentran en [149] y [86] para ondas P-SV y en [148] para

ondas SH. En 3D podemos encontrar trabajos como el de Moczo et al. [111].

Un breve repaso puede ser como muestran Moczo et al. [111]. Alterman y
Karal [2] introdujeron nodos ficticios en la malla para aproximar las condicio-
nes de contorno en la discontinuidad con la aproximacion homogénea. Boore
[25] intentd introducir explicitamente condiciones de tensién y continuidad
para ambas aproximaciones. Ilan et al. [79] resolvieron el problema para dis-
continuidades horizontales y verticales con la aproximacion homogénea aco-
plando la ecuacion del movimiento con las condiciones de contorno mediante
el desarrollo de Taylor. Kelly et al. [86] utilizaron la aproximacién hete-
rogénea con un promedio de las velocidades y la aproximacion homogénea
para comparar sismogramas sintéticos, aunque no realizaron una compara-
cion de ambos esquemas para lo que habrian necesitado utilizar reflexién
de ondas planas. Virieux [148, 149] fue el primero en utilizar mallas stag-

gered, debidas a Madariaga [104], para la propagacién de ondas sismicas.
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Aunque Virieux obtuvo resultados muy precisos con este tipo de malla, en-

contré dificultades para explicar las caracteristicas de la solucién homogénea.

Las dos preguntas claves para la aproximacién heterogénea son: 1) ;Es
posible encontrar una formulacion heterogénea de la ecuacién del movimien-
to? 2) {Coémo se determinan los valores de los pardmetros del material en
la interfase y cerca de ella? Zahradnik y Priolo [158] fueron los primeros
en contestar ya que los términos de movimiento obtenidos son equivalentes
a la condicién de continuidad de las tensiones, lo que ha sido interpretado
como una justificacién de la misma. No obstante, al utilizar esquemas en
diferencias finitas en el caso de superficies libre no pueden evitar la apari-
cion de términos falsos, aunque los consideran de poca importancia al no ser
términos dominantes. Es inmediato comprobar que los esquemas presentados
en esta tesis presentan los mismos términos en casos de interfases verticales
y horizontales que los esquemas de Zahradnik y Priolo. Graves [65] fue el
primero en explicar claramente como la discontinuidad es tenida en cuenta.
Moczo et al. [111] obtienen valores de los pardmetros para un medio hete-
rogéneo medio entre dos medios homogéneos suponiendo que la deformacién
del medio completo es la suma de las deformaciones en ambos medios y que
las tensiones son iguales como en el caso de dos resortes en serie, llegando asi
a que el coeficiente elastico es la media armonica de los coeficientes elasticos
y la densidad es la media de las densidades de ambos medios. Sin embargo,
para poder utilizar un tnico esquema en todo el medio utilizan (1.1) en el
que obviamente se comete una imprecision cuando un nodo de la malla se
encuentra exactamente en la discontinuidad, como ellos mismos justifican en
[111] (pagina 3049). Ademas, en la integracién del coeficiente eldstico se de-
be introducir una funcién auxiliar que evita tener que aproximar la derivada

primera del coeficiente elastico.

prd(x,t) = 7.(x,t) + f(z,1)
7(z,t) = cfd . (z,1)

(1.1)

En Lisitsa et al. [95] utilizan un esquema numérico conservativo unidi-
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mensional para analizar el error en la interfase tratando los coeficientes de
reflexion y transmisién como variables dependientes del espacio. En la formu-
lacién se tienen en cuenta las diferentes posiciones de la interfase con respecto
a la malla. Los autores ponen de manifiesto la complejidad de extender el
esquema propuesto a dos y tres dimensiones debido, principalmente, a la geo-
metria de la interfase y, aunque existen técnicas para alinear la malla a la
interfase, como por ejemplo en [81], en esos casos el orden de la aproximacién

decaeria a uno.

Vishnevsky et al. [150] mostraron que los tres esquemas en diferencias
finitas con mallas staggered mas usados para la ecuacién de ondas pierden
precision en interfases inclinadas puesto que, en esos casos, las derivadas par-
ciales primeras utilizadas son un orden menor que el orden utilizado para las
derivadas parciales segundas. Ademads, Vishnevsky et al. [150] también hacen
referencia a la dificultad de la generacion de la discretizacién en métodos tipo

Galerkin.

En esta tesis, se trata el problema de la interfase considerando que los
parametros elasticos y la densidad son funciones lineales de la posicién en
un entorno de la interfase. Kelly et al. [86] hicieron algo similar pero, por
un lado, ellos consideraron el cuadrado de las velocidades como funciones
lineales de la profundidad y, por otro lado, mantuvieron la misma densidad a
ambos lados de la interfase, reduciendo asi la generalidad del procedimiento,
como ellos mismos asumieron en el citado articulo. Ademas, en discretizacio-
nes regulares y con interfases de forma compleja es dificil que no haya nodos
en la interfase o cerca de ella en posiciones poco deseables, esto es, con mas
nodos en el medio al que no pertenece el nodo central, como puede ocurrir
en diferencias finitas clésicas, figura 1.2. Para evitar tales dificultades es ne-
cesario refinar la discretizacion, con el consecuente aumento temporal en la
resolucion del problema, o recurrir a otro tipo de artificios como, por ejem-
plo, los llevados a cabo por Moczo et al. [111] que utiliza medias aritméticas
y armonicas de los parametros del medio para el esquema en la interfase.

El método de las diferencias finitas generalizadas evita estos inconvenientes
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al no precisar de una discretizacién regular lo que permite situar los nodos

cercanos a la interfase de forma independiente al resto.

Muy recientemente, en febrero de 2017, Martin y Fornberg [105] han pu-
blicado un interesante articulo donde proponen un procedimiento para tratar
las interfases en discretizaciones irregulares. Estos resultados junto con los
presentados en esta tesis dan respuesta al tratamiento de las interfases con

dos de los principales métodos basados en la formulacion fuerte.

Figura 1.2: Discretizacion con nodos en la interfase y nodos en posiciones
no recomendables.

En casi todos los ejemplos analizados en esta tesis se utilizaran pulsos
de Ricker puesto que en el procesamiento de datos sismicos resulta ser muy
eficiente describir el espectro de senales como una combinacion lineal de es-
pectros de ondiculas de Ricker. En concreto, para propagacion a través de
varias capas se tiene que la ondicula de Ricker es la solucién no trivial més
simple para el correspondiente problema de procesamiento de datos, bajo

determinadas condiciones [63].
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1.7. Sobre ondas en medios en medios con

modelos viscoelasticos

Los medios cuya ley constitutiva sigue la ley de Hooke no tienen pérdida
interna de energia, por lo que cualquier onda se propagaria sin atenuacién
y, por tanto, indefinidamente. Aunque los medios con un amortiguamiento
muy débil puedan ser modelados con esta relaciéon constitutiva, es funda-
mental considerar el amortiguamiento en su relaciéon constitutiva. Senalan
Robertsson et al. [126] que aunque el modelo eléstico es un buen modelo pa-
ra la Tierra, la dispersion y la atenuacion que se produce debe ser tenida en
cuenta pues en algunos casos puede ser significativa y puede llevar a errores
si se desprecia. Calizas agrietadas, rocas agrietadas rellenas de algtun fluido,
areniscas porosas, etc. son ejemplos de materiales que presentan considera-
bles propiedades de atenuacion. El comportamiento viscoeldstico puede ser
representado por un muelle eldstico y un amortiguador viscoso en paralelo,
lo que se conoce como modelo de Kelvin - Voight, figura 1.3 derecha. Por
supuesto, pueden utilizarse otros modelos viscoelasticos como el modelo de
Maxwell que puede representarse por un muelle eldstico y un amortiguador
viscoso en serie, figura 1.3 izquierda. De las multiples combinaciones, tanto
en serie como en paralelo del muelle elastico y el amortiguador viscoso, se
extraen una infinidad de modelos, por ejemplo, una serie de elementos de
Kelvin - Voight en paralelo se conoce como modelo Kelvin - Voight generali-
zado, una serie de elementos Maxwell en paralelo se conoce como modelo de
Maxwell generalizado, un elemento Maxwell y un elemento Kelvin - Voight

en serie se conoce como modelo de Burger, etc.

Es claro, por tanto, que el modelo Kelvin-Voight es un caso particular,
pero atn asi, es utilizado en muchas aplicaciones como seniala Carcione [30].
Algunas de estas aplicaciones estan relacionadas con la exploracion sismica
para monitorizar y evaluar yacimientos de minerales. También puede usarse
para modelar pérdidas producidas por capas intermedias de fluido a bajas
frecuencias [67]. Otro ejemplo de aplicacién puede ser el mostrado por Sahu

et al. [129] que estudiaron el efecto de la gravedad, la friccién interna y la
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I
l

Figura 1.3: Izquierda: Modelo de Maxwell. Derecha: Modelo de Kelvin -
Voight. La figura pertenece a H. Brinson y L.C. Brinson [28].

heterogeneidad a través de la propagacion de ondas sismicas SH aplicando la

relacion constitutiva de Kelvin - Voight.

Muchos autores, como Carcione [32], Moczo et al. [112] y Borcherdt [26],
tratan con variables de memoria para evitar la implementacién de la ley cons-
titutiva dada por la relacién de convolucion. El modelo de Kelvin - Voight
puede obtenerse a partir de las funciones de relajacion en la formulacién con
variables de memoria pero, a pesar de ello, como apunta [31], el modelo de
Kelvin - Voight tiene la ventaja de no requerir variables adicionales en el
modelo, disminuyendo asi el coste computacional. Ademas, a temperatura
ambiente, la atenuacién en muchos medios puede ser descrita de forma ade-

cuada a través de un término de amortiguamiento viscoso, esto es, a través
del modelo de Kelvin - Voight.

El esquema en diferencias finitas clasicas para ondas SH en medios vis-
coelasticos con la relacion constitutiva de Kelvin - Voight ha sido obtenido
recientemente por Kalyani et al. [83]. Los mismos autores enfatizan la su-
perioridad del método de las diferencias finitas para modelar problemas de
propagacién sismica debido a su potencia, rapidez, flexibilidad y precision.
También senalan como principal inconveniente de este método, la dependen-
cia de una malla regular que puede complicar la discretizacién en geometrias
complejas. Este inconveniente puede ser eliminado utilizando el método de

las diferencias finitas generalizadas.
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1.8. Sobre los contornos absorbentes

Como una primera aproximacién a los contornos absorbentes puede servir

la dada por Johnson [82] en sus notas para los cursos del MIT.

En problemas como el de la propagacion de ondas, la solucién es oscilato-
ria y decae lentamente con la distancia. Si se establecen condiciones Dirichlet
o Neumann se provocan reflexiones dentro de la zona de interés, ademas de
no cumplir con la condiciéon de radiacion. Para evitarlo, un primer intento
fue crear contornos absorbentes, en particular, absorbing boundary condi-
tions (ABCs) [139] que daba buenos resultados en una dimensién pero no en
2 0 3 dimensiones. Berenger [23] en 1994 cambi6 el enfoque de los contornos
absorbentes por el de las capas absorbentes situadas de forma adyacente a
la regién de interés y fue el primero en encontrar una capa absorbente que
aplico para ondas electromagnéticas. Estas capas, llamadas Perfectly Mat-
ched Layers (PML), extienden la variable real al campo complejo evitando
reflexiones en la frontera de la capa, ya que resuelve la misma ecuacién en
derivadas parciales, y provocan la atenuacion de las ondas en su interior.
Este tipo de estrategias son utilizadas en métodos numéricos aplicables en
dominios de dimensién finita y no son necesarios en métodos numéricos como
por ejemplo el BEM (boundary element method) que se aplica en dominios
infinitos o semiinfinitos y, por tanto, es posible situar los contornos lo sufi-
cientemente alejados como para tener una influencia despreciable en la zona

de interés.

Chew y Liu [41] fueron los primeros en proponer el PML para ondas
elasticas en sélidos y probaron que las reflexiones son despreciables en un
medio elastico discretizado regularmente. E1 PML también ha sido aplicado
a la propagacién de ondas en medios poroelasticos por Zheng y Huang [161],
en problemas eldsticos por Collino y Tsogka [43] y Basu y Chopra [9], con
esquemas en diferencias finitas por Moczo et al. [112], Kirsch [87], Skelton et
al. [132] y, en particular, para la ecuacién de onda escrito como un sistema de

segundo orden en desplazamientos por Komatitsch y J. Tromp [88] y Benito
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et al. [20]. En Salete et al. [127] se analiza la estabilidad de los esquemas PML.

Para obtener los esquemas correspondientes para la region PML se reali-

zan las asignaciones (1.2), como seniala Johnson [82].

9 _ 1 9

Ox 1+i(51(:1:) Ox
w

o _,_1 9

0z 1+i52(z) 0z

(1.2)

w

La dependencia de la frecuencia w en el cambio de variable es para que
la tasa de atenuacion en el PML sea independiente de la frecuencia en un

material sin dispersion.

En el caso de ondas evanescentes el PML anade oscilaciones pero no in-
crementa la tasa de decaimiento. Para acelerar el decaimiento en el PML
tendria que escogerse la funcién § puramente imaginaria, lo que debe tenerse

en cuenta en caso de ondas viscoeldsticas [82].

Dado que el estudio de los esquemas PML no son objeto de la presente
tesis, estos no han sido incluidos al tratar los aspectos tedricos aunque se
utiliza en el codigo desarrollado ante la necesidad de su utilizacién debido al

tipo de problemas abordados en las aplicaciones practicas.
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Capitulo 2

Método de las diferencias

finitas generalizadas

2.1. Definiciones

Definicién 1 (Discretizacién). Sea D C R? un dominio con int(D) = Q y
fr(D) =T. Llamamos discretizacion del dominio D a cualquier subconjunto
finito de puntos, en adelante nodos, M C D. Asi mismo, llamamos nodos
interiores de la discretizacion a los nodos del conjunto £ N M, en adelante
int(M), y nodos frontera de la discretizacion a los nodos del conjunto T'N M,
en adelante fr(M). Llamaremos paso de referencia a la distancia minima

entre dos nodos cualesquiera del dominio.

Definicién 2 (Estrella). Sean D C R? un dominio y M una discretizacion de
D y sea @y € int(M). Llamamos estrella de N nodos, o simplemente estrella,
con nodo central @y al conjunto E(xy) = {xo, @1,...,xxy} C M. Llamamos
nodos de la estrella a los N elementos del conjunto E(xy) — {xo}.

Definicién 3 (Radio de la estrella). Se define el radio de la estrella como la
distancia media entre el nodo central y el resto de nodos de la estrella y se

denota por ST.

Definicién 4 (Funcién de penalizacién de distancia de una estrella). Se

define la funcion de penalizacion de distancia de una estrella, f; : Q@ —

47



CAPITULO 2. METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS
GENERALIZADAS

[0,1], como el mimero de nodos fuera del intervalo [SF — 204, 5T + 2057
dividido por el numero de nodos de la estrella, siendo os la desviacion tipica

de las distancias entre el nodo central y el resto de nodos de la estrella.

Dada una estrella de N nodos, se dice que el nimero 6ptimo de nodos

por cuadrante es la parte entera de N/4 y se denota por NO.

Definicién 5 (Funcién de penalizacién de desequilibrio de una estrella). Se
define la funcion de penalizacion de desequilibrio de una estrella, f, : 0 —
[0, 1], como la suma del nimero de nodos sobrantes o faltantes con respecto al
nimero dptimo de nodos (NO ) en cada cuadrante dividido por la penalizacion

mdzrima en la estrella.
La penalizacién méaxima en una estrella es N + 2NO.

Definicién 6 (Discretizacién de patrén regular). Sea D C R?* un dominio.
Se dice que la discretizacion M es una discretizacion de patron reqular si
para cada xy € int(M), fa(xg) = 0y fo(xg) = 0. En tal caso, llamaremos

paso de referencia al radio medio de los radios de las estrellas del dominio.

Definicién 7 (Discretizacién regular). Sea D C R? un dominio. Se dice
que la discretizacion M es una discretizacion reqular de paso h si para cada
xg € int(M), el conjunto de nodos {x = (xg + ih,zo + jh) € D,|i,j =

—1,0,1} Cint(M) y ademds la discretizacion es de patron regular.

Definicién 8 (Discretizacién irregular). Sea D C R? un dominio. Se dice que
la discretizacion M es una discretizacion irreqular cuando no es ni reqular

ni de patron regular.

Notese que las definiciones 6, 7 y 8 son propias del método de las di-
ferencias finitas generalizadas pues estan intimamente relacionadas con las
estrellas formadas en el dominio. Por ejemplo, una discretizacién puede ser
de patrén regular o regular con estrellas de N nodos e irregular con estrellas
de N + 1 nodos.
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2.2. Férmulas en diferencias finitas generali-

zadas para las variables espaciales

Sean D un dominio, 2 el interior del dominio y I' la frontera. Sean

x = (z,2) € R?y f,g:R* = R continuas en D.

Sea el problema regido por la ecuacion lineal en derivadas parciales de

orden dos

Lo(®(x)) = f(x) ¥xeQ (2.1)

con la condicién de contorno

L1(P(x)) =g(x) VxeT (2.2)

siendo ® € C*(R?).

Sean M una discretizacién del dominio D, xq € int(M) y E(x¢) =
{xX0,X1,...,xn} la estrella de nodo central x,. Para cada i € {1,2,..., N},
se denota &g = P(xq) vy ®; = P(x;) y se obtiene el desarrollo de Taylor en

un entorno de X,

1
Cbi = CD() + (X — Xz‘)vq)o + E(X — Xi)TH(DO(X — Xz‘) + ... (23)

Ignorando los términos de orden 3 en adelante, se tienen aproximaciones

¢o de ®g v ¢; de ®; y sumando las N ecuaciones se llega a

N N . 1 .
I O G RELR L CEES] R

=1

donde las coordenadas relativas del nodo i-ésimo al nodo central son de-

notadas por h; = x; —xg y k; = z; — 2

Se construye el funcional
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N

B(Dy) = (¢o — ¢ + & Dy)*w] (2.5)

i=1
donde w; = w(xp,x;) es la funcién de ponderacién o de peso y, €; =

€i(x0,%;) y Dy = Dy(x0) son los vectores

h2 2\
e . o .. 2.6
co=(nok Mo ) 20
DF(@% Do P¢0 960 32¢0>T @)
or 0z 0x2 Oxz 022

Se expande el funcional y se halla el gradiente

N

BD,) =Y {wf(% B (€D, + 2020 — @)e?m] (25)

=1

N
=1

Para minimizar el funcional se hace VB(D,) = 0 y se obtiene

N N
i=1 i=1

obteniendo asi un sistema de ecuaciones lineales

AD, =b (2.11)
siendo A y b,
N
A= wieel (2.12)
i=1
N

i=1
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Resolviendo el sistema

N N
D¢ = Ailb = Ail Z wfsz@ — Ail Z U)?Eigbo (2].4)
=1 i=1

Denotando por my y m; a

N

my =AY wle (2.15)
i=1

m; = A 'wle; (2.16)

se escribe el vector de derivadas parciales como

N
Dy, = —mgdy + Y _m;d; (2.17)
=1
siendo
T
my = (m[)a: Moz Mogz Mozz mOzz) (218)
T
m; = (mzx Mz Myge Mgz mizz> (219)

Denotando por a el vector de coeficientes de las derivadas parciales en la
ecuacién (2.1) se tiene a’ Dy, = f(x) y sustituyendo por el valor obtenido en
(2.17) se llega a

N
—a’ my¢y + Z a’'m;¢; = f(x) (2.20)
i=1

T

Renombrando \g = a’mg v \; = al’'m; se obtiene finalmente la ecuacion

de la estrella

N
—Xodho + Y N = f(x) (2.21)

=1

Realizando el mismo proceso para cada nodo interior de la discretizacion,
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se obtendrd un sistema con tantas ecuaciones como incégnitas, card(int(M)).

De los valores de my y m; obtenidos en (2.18) y (2.19) se sigue de forma

inmediata que

N
my = Zml (2.22)
i=1

Esta es la razon por la que el GDFM estéa incluido en los llamados métodos

de particion de la unidad.

2.3. Teorema de existencia y unicidad
Proposicion 1. La matriz A es semidefinida positiva.

Demostracién. En efecto, Vv € R® — {0},

N N N
viAv =vT ( Z wfsiEiT)V = Z wvieel v = Z w?(vie;)? >0 (2.23)
=1 =1 =1

]

Teorema 1 (De existencia y unicidad). El sistema AD, = b tiene solucion

tinica si, y solo si, el conjunto {€1,€,...,en} contiene una base de R>.

Demostracion. El sistema ADg = b tiene solucién tnica si, y sélo si, la
matriz A es definida positiva, esto es, si v € R® — {0} tal que v'e; = 0,

Vi=1,2,...,N, es decir, si {€1,€9,...,ex} contiene una base de R>. a

Corolario 1. Si el numero de nodos de una estrella es menor que cinco,

entonces el sistema no tiene solucion unica.

Se dice que un problema es resoluble en una discretizacion si el sistema
AD, = b tiene solucién unica. De esta manera se pueden extraer importantes

consecuencias del teorema de existencia y unicidad.
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I La resolubilidad de un problema en una discretizacion sélo depende del
nimero de nodos por estrella y del criterio de formacion de las mismas.
Por tanto, si un problema es resoluble en una discretizacién, entonces
cualquier problema es resoluble en dicha discretizacion. Un problema
puede no ser muy preciso o incluso no tener solucién, pero esto sera
debido a otros factores, como pueden ser la pérdida de estabilidad en
problemas parabdlicos e hiperbdlicos, la no convergencia debida a méto-
dos iterativos como en problemas no lineales [59] o el uso de una funcién

de peso inapropiada.

11 Si un problema es resoluble en una discretizacion usando estrellas con N
nodos, entonces cualquier problema es resoluble en la misma discretiza-

cion usando estrellas con N + 1 nodos.

11 Es sencillo detectar estrellas que generan problemas no resolubles para
una discretizacion concreta antes incluso de generar la discretizacion.
Por ejemplo, en una discretizacién regular donde el paso horizontal sea
triple que el vertical, el problema no seré resoluble usando estrellas de
menos de nueve nodos y formadas por los usuales criterios de seleccién
de nodos. Otro ejemplo es el problema asociado con la figura 2.1 que no
seria resoluble usando estrellas con menos de nueve nodos y formadas
por los usuales criterios de seleccién de nodos'. Nétese que en el primer
ejemplo, ninguna estrella puede tener menos de nueve nodos mientras
que en el segundo ejemplo sélo la estrella marcada con x no puede tener

menos de nueve nodos.

1v También es sencillo detectar las estrellas que provocan que un problema
no sea resoluble para una discretizaciéon una vez generada la discretiza-
cién y antes de resolver el problema. Por tanto, es posible actuar antes de
resolver el problema aplicando algoritmos adaptativos sélo a las estrellas

problematicas.

'En realidad, en este caso particular, la resolubilidad del problema dependers de cémo
el algoritmo computacional escoja nodos que se encuentren a la misma distancia.
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° °
.
° ° ® °
.
° ° ° % ° ° °
°
° i L4 °
.
° °

Figura 2.1: Discretizacion polar de un dominio

2.4. Foérmulas en diferencias finitas para la

variable temporal

Dado que la variable temporal serd discretizada con paso regular, se pue-
den emplear diferencias finitas clasicas. En particular, se utilizaran diferencias
finitas de segundo orden centradas y diferencias finitas de primer orden hacia

atras.

Sean [to, tx] €l intervalo temporal y t, = ty + nAt el instante n-ésimo.
Se denotan @7 = ®(x,t,), Pr! = B(x,t, — At), P72 = O(x,t, — 2At) y
¢l = ®(x, t, + At). Desarrollando por Taylor,

oP" A2 9?9

n+l _ fn
U = B DX 4 (2.24)
ol _ g pO%% At 027
O = L~ At X S (2.25)
o 2<I)n
I = P — 2Ataatx + 208 aat; +... (2.26)

Truncando hasta los términos de segundo orden y denotando por ¢ la
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aproximaciéon de ® se obtiene

oPn A2 9*¢n

O =gt DX+ s (2.27)
n—1 n a¢z At2 a2¢g
a n 62 n

P2 = ¢ — 2t ;i X L 2Nt aﬁx (2.29)

Sumando las igualdades (2.27) y (2.28) y operando se llega al esquema

para la segunda derivada parcial centrada en el tiempo
P Il —20% + o

o N (2:30)

Sumando la igualdad (2.29) con la igualdad (2.28) multiplicada por —4
y operando se llega al esquema para la primera derivada parcial hacia atras

en el tiempo
R L

ot 2Nt (2.31)

Despejando la primera derivada temporal en la igualdad (2.28) se llega a

otro esquema para la primera derivada parcial hacia atras en el tiempo

odn _ g —gn!
ot At

(2.32)

La diferencia entre (2.31) y (2.32) es que en el primer caso el orden de

aproximacién es dos y en el segundo caso es uno.

Finalmente, despejando la primera derivada temporal en la igualdad (2.27)

se llega al esquema para la primera derivada parcial hacia adelante en el tiem-

PO

odn _ g —gn!
ot At

(2.33)
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2.5. Consistencia, orden, estabilidad y con-

vergencia

Para cualquier esquema en diferencias finitas deben ser consideradas tres
propiedades: consistencia, orden y convergencia. Ademas, en caso de ecua-
ciones en derivadas parciales parabdlicas e hiperbdlicas en las que se empleen

esquemas explicitos, la propiedad de estabilidad debe ser analizada.

Definicién 9 (Consistencia). Una ecuacion en diferencias finitas es consis-
tente con una ecuacion en derivadas parciales si la diferencia entre ambas,
es decir, el error de truncamiento, tiende a cero a medida que el espaciado

de la variable tiende a cero.

Definicién 10 (Orden). El orden de una aprozimacion en diferencias finitas
de una ecuacion en derivadas parciales es la tasa a la cual el error de la
solucion en diferencias finitas se aprorima a cero a medida que el espaciado

de la variable se aproxima a cero.

Definicién 11 (Estabilidad). Una ecuacion en diferencias finitas es estable
st proporciona una solucion acotada para una ecuacion en derivadas parcia-
les estable y es inestable si proporciona una solucion no acotada para una

ecuacion en derwadas parciales estable.

Definicién 12 (Convergencia). Un método en diferencias finitas es conver-
gente si la solucion de la ecuacion en diferencias finitas se aproxima a la
solucion exacta de la ecuacion en derivadas parciales a medida que el espa-

ciado de la variable tiende a cero.

Teorema 2 (Teorema de equivalencia de Lax). Dado un problema de valor
wmictal adecuadamente planteado y una aprorimacion en diferencias finitas al
problema que es consistente, la estabilidad es condicion necesaria y suficiente

para que el problema sea convergente.

Se va a analizar a continuacién la consistencia y el orden de los esquemas

espaciales y temporales considerados. La convergencia sera consecuencia de
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la estabilidad en virtud del teorema de equivalencia de Lax y ésta sera ana-
lizada para los esquemas en diferencias finitas generalizadas obtenidos para

la ecuacién de onda.

En la discretizacion temporal se toman mas términos en el desarrollo de

Taylor

oPr  A2920n A3 P3On At 9on

n+l n
O = b+ A ot + 2 Ot2 + 6 Ot + 24 Ot

(2.34)

oP" A2 020" A3 93P At 0P
ol — g pp2%x x x x. (2
x xS T T o o o (2.35)

oo” 9*d" AN PO"
X + QAtQ X X

e A
x x ot or? 3 o

(2.36)

Por un lado, sumando las igualdades (2.34) y (2.35) y operando se obtiene

Oy QU — 200 + QU A 91O

— o 2.37
e AP 2 o (2:37)
El error de truncamiento es, por tanto,
Nt? 9P
ET, = ——— = 2.38
! 12 ot (2.38)

que verifica ET; — 0 a medida que At — 0, luego el esquema temporal
para la derivada segunda centrado en el tiempo es consistente y de orden 2,

por ser éste el orden del error de truncamiento.
Por otro lado, sumando la igualdades (2.36) con -4 veces la igualdad (2.35)
y operando se obtiene

00y 30F —40p7! +0p2 A2 00y
ot 2/t 3 0

(2.39)
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El error de truncamiento es, por tanto,
JANAOAL
ET, = ——— = 2.40

que verifica ET, — 0 a medida que At — 0, luego el esquema temporal
para la derivada primera hacia atras en el tiempo es consistente y de orden
2, por ser éste el orden del error de truncamiento.

Finalmente, despejando la derivada temporal primera en (2.35) se obtiene

LG O S NN

= — 2.41

ol AL 2 o (241)
El error de truncamiento es, por tanto,
At O*PY

ET, = — : 2.42

T2 o (242)

que verifica ET, — 0 a medida que At — 0, luego el esquema temporal
para la derivada primera hacia atras en el tiempo es consistente y de orden

1, por ser éste el orden del error de truncamiento.
Para la discretizacion espacial, denotamos R; = R;(Xo,X;) los términos

de orden 3 en adelante del desarrollo de Taylor para el nodo i-ésimo en un

entorno de xq y se construye el funcional como en (2.5), obteniendo

N 2
B*(Dg) = Z <<1>0 —®; +el Dy + Ri) w? (2.43)

Se expande el funcional y se halla su gradiente
N
B*(Dg) = Z [ 2Dy — @; + €' Dg)? + w2 R? + 202 R;(Dy — ®; + e/ Dg) | =
v
Z { (®g — @;)% + w? (el Dp)? + 20 (g — ®;)el Dy + W R+
+ 2wl R;(®g — ®;) + 2w?Riel Dg) (2.44)
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N

=1

Minimizando el funcional y despejando D¢ se obtiene

ADg =b+b* =Dy =A4"'b+ A 'b"* (2.46)

siendo A y b las matrices (2.12) y (2.13), respectivamente, y

N
b* = - wiRe; (2.47)
=1

Sustituyendo Dg en (2.1) y restando f(x) en ambos miembros de la igual-

dad, se tiene

a’Dg — f(x) =a’A™'b — f(x) +a’ A~ 'b* (2.48)

de donde se sigue que el error de truncamiento es

ET, =a"A™'b* (2.49)

Las expresiones explicitas del error de truncamiento aparecen en [17] y
se sigue que ET, — 0 cuando (h;, k;) — 0, por lo que el esquema es

consistente, y es de orden 2 que es el orden del error de truncamiento.

2.6. Parametros fundamentales del método

De la ecuacién de la estrella (2.21) y, en particular, de los coeficientes
my (2.18) y m; (2.19) se sigue que los parametros involucrados en el método
son el nimero de nodos seleccionados, la posicién de los mismos respecto del
nodo central y la funcién de ponderacién. En [15] se estudia la influencia de
dichos pardmetros en el caso bidimensional y en [143] se estudia para el caso
tridimensional. En este 1ltimo se pone de manifiesto que los dos primeros
parametros estan intimamente relacionados pues el niimero de nodos éptimo
puede variar en funcién del criterio de formaciéon seleccionado en la estrella

ya que repercute en las posiciones relativas de los nodos de la estrella respec-
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to al nodo central.

Los criterios de formacién mas utilizados son el criterio de la distancia y
el criterio del cuadrante y el niimero 6ptimo de nodos en ambos casos es ocho.
El criterio de la distancia, que fue considerado por Jensen [80], consiste en
seleccionar los nodos mas proximos al nodo central y el criterio del cuadrante,
que fue propuesto por Liszka y Orkisz [96], consiste en seleccionar los nodos
mas cercanos al nodo central por cuadrante seguin los ejes cartesianos. Notese
que en una discretizaciéon en la que se forman estrellas por el criterio del cua-
drante el valor de la funcién de penalizacion por desequilibrio de cada estrella
es cero. En general, el criterio del cuadrante proporciona mejores resultados
en discretizaciones irregulares donde la distribucién irregular de los nodos
puede provocar estrellas distorsionadas mientras que el criterio de la distan-
cia proporciona mejores resultados en discretizaciones regulares o de patrén
regular. Por tanto, el criterio de la distancia sera usado en discretizaciones
regulares o de patron regular y el criterio del cuadrante en discretizaciones

irregulares.

El indice de irregularidad de una discretizacién (IIC) que se definié en
[60] da una buena intuicién de cémo de irregular es la discretizacién pero no
proporciona informacién sobre la elecciéon del niimero de nodos, el criterio de
seleccion y el exponente de la funcién de ponderacion. La utilizacién de las
funciones de penalizaciéon 4 y 5 con tal propésito ha sido llevada a cabo con
buenos resultados en [146] para el caso tridimensional que es donde cobra
mas fuerza la automatizacién de la seleccion de los parametros de la estrella.
Para el caso bidimensional nos limitaremos a lo expuesto en el parrafo ante-

rior.

La figura 2.2 muestra una estrella regular y la figura 2.3 muestra los cri-

terios de formacion usuales.

Las funciones de ponderacién estudiadas en [15] son potenciales, expo-

nenciales y splines (ctibicas y cudrticas), siendo las primeras las que mejores
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Figura 2.2: Estrella reqular de 8 nodos

Figura 2.3: Estrella formada por el criterio de la distancia (izquierda) y es-
trella formada por el criterio del cuadrante (derecha)

resultados proporcionan y, por tanto, las tinicas consideradas en esta tesis.
La utilizacién de funciones de ponderacién es una caracteristica comun a to-
dos los métodos sin malla y se usan para disponer de un soporte, definiendo
un subdominio relativamente pequeno en el que su valor es distinto de ce-
ro, siendo nulo en el resto del dominio. En el caso de las diferencias finitas

generalizadas, las funciones de ponderacion potencial son de la forma
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w(x, %) = i — %ol[”  xi € E(x0) — {xo} (2.50)

0 e.o.c.
siendo F(xg) = {Xo,X1,Xa2, ..., Xy} la estrella de nodo central xg, [|-[|2 la

norma euclidea y p € N.

Estas funciones de ponderacién permiten asignar un mayor peso a los
nodos mas cercanos como se muestra en la figura 2.4. Se muestra también la
estrella en el plano, figura 2.5, para que pueda apreciarse mejor las distancias

de cada nodo al nodo central.

Figura 2.4: Peso asignado a cada nodo de la estrella para una funcion de
ponderacion con p =1

2.7. Adaptatividad

Antes de entrar en detalle sobre el método adaptativo desarrollado, se

muestra el indicador del error ya definido en [16].
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Figura 2.5: Peso asignado a cada nodo de la estrella para una funcion de
ponderacion con p =1

2.7.1. Indicador del error

Se escribe el valor de la funcién ¢y como una combinacién lineal no ho-
mogénea de los nodos de la estrella resolviendo la ecuacion de la estrella
(2.21) para ¢q. Por tanto, se escribe el error como una combinacién lineal no
homogénea de los errores de los nodos de la estrella. Para ello, se considera
la diferencia entre el segundo y el cuarto orden en el desarrollo de Taylor y

el indicador del error es

N
eo = Ind(go) = > |Ni| - [ TP+ 1P|+ Arf (2.51)
=1

siendo A\; = \i/Ao y Ay = —1/Xg ¥y
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n

1 o
n) — E — . O pagr
= qlr!  0x19zr ik (2.52)

)

qtr=n
donde n = 3,4 y las derivadas parciales de tercer y cuarto orden se
obtienen de forma recursiva por medio de la aproximacion de las derivadas
parciales de primer y segundo orden Dg y teniendo en cuenta la siguiente

igualdad

09y 01 (0 uyg
= +r= 1,2 2.
oridy  ou ( o7 ),q r=nand ¢, r € {0,1,2} (2.53)

2.7.2. Meétodo h-adaptativo

Se distinguen dos algoritmos en el método h-adaptativo, uno que permi-
te la adiciéon de nodos y otro que permite el movimiento y la eliminacion.
Por claridad y para evitar confusiones, se hablara de algoritmo aditivo en el
primer caso, de algoritmo del movimiento en el segundo caso y de método
adaptativo cuando se usen simultaneamente los dos primeros. En todos los
casos, un nodo sera procesado si el error en el nodo estd por encima de un

valor dado.

Algoritmo de adicion. Se aplicara el algoritmo del baricentro definido en
[19] que anade un nodo en el baricentro de los tridngulos con mayor area
formados en la estrella entre el nodo central y el resto de nodos de la estrella.
Se anade un nodo si la distancia entre éste y el resto de nodos de la discre-
tizacién es menor que « - dpa, o € (0, 1]. Se define la distancia dpa como la

distancia minima entre dos nodos cualesquiera de la discretizacion.

Algoritmo del movimiento. Para cada estrella F(xq) = {Xo, X1, X2, ..., Xx }
se consideraran las conexiones entre el nodo central y el resto de nodos de
la estrella como vectores de origen el nodo central y extremos el resto de
nodos. El algoritmo modifica la posicion del nodo central de la estrella. La
nueva posicién del nodo central viene determinada por el extremo del vector

resultante de sumar los N vectores ponderados por la estimacién del error
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(e;) en cada nodo, es decir, por la combinacién lineal

— — — —
¢o = pr(e1)p1 + pr(ex)ds + ... + pr(en)dn (2.54)
— — —
siendo ¢y = XpXg con X la nueva posiciéon del nodo central, ¢; =

XoX;, Ve = 1,..., N y g la funciéon de ponderacion para la estrella E de-

finida en términos de la estimacion del error como sigue

1

pr(e) = % (2.55)

siendo xk > 0 una constante utilizada para evitar valores nulos en el de-

nominador, como por ejemplo en problemas con contorno Dirichlet y

N

Sp=)_ ! (2.56)

- K+ €;
=1

Para una adecuada implementacion del algoritmo se deben tener en cuen-

ta las siguientes restricciones:

C1. Si la distancia entre la nueva posicién del nodo central y la posicién
inicial es mayor que p - dmm, con 0 < p < 1y dmm la distancia minima
entre el nodo central y cualquier otro nodo de la estrella, entonces la nueva
posicion del nodo central esta en la direccion del vector resultante pero a una

distancia de p - dmm, véase la figura 2.6.

C2. Si la distancia entre la nueva posicién del nodo central y cualquier
otro nodo de la discretizacion es menor que « - dpa entonces el nodo es eli-

minado.

El algoritmo del movimiento permite reducir el error global debido a la
reduccién de la estimacién del error en los nodos considerados. Esto es debido
a una mejor distribucion de los nodos y a un efecto de repulsién producido
entre nodos con errores altos que se encuentren muy proximos lo que permite
ampliar el espacio en la regién de mas error y éste podra ser ocupado por

una cantidad mayor de nuevos nodos al usar el algoritmo del baricentro.
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Figura 2.6: Ejemplo de la aplicacion de la primera restriccion C1. El radio de
la circunferencia en linea discontinua es dmm y el radio de la circunferencia
en linea continua es p - dmm. El nodo en blanco representa la posicion sin
aplicar la restriccion C1 y el nodo en gris representa la posicion teniendo en
cuenta la restriccion C1.

Se sabe que para una discretizacion irregular el criterio del cuadrante pro-
porciona mejores resultados que el criterio de la distancia [15] y, por tanto,
es importante notar que tanto el algoritmo de adiciéon como el algoritmo del
movimiento se deben aplicar con estrellas formadas por el criterio del cua-
drante puesto que la discretizacion se volverda mas irregular en cada paso.
Por esta razon, siempre se formaran las estrellas con el criterio del cuadran-
te, incluso en aquellos casos en que inicialmente sea mas conveniente usar
el criterio de la distancia. En tales casos, se mostrara en los ejemplos como
el error final aplicando el método adaptativo con estrellas formadas por el
criterio del cuadrante es menor que el error inicial con estrellas formadas por

el criterio de la distancia.

Cuando se aplique el método adaptativo se haréd de la forma mas razona-
ble, esto es, de forma alternada, empezando con el algoritmo del movimiento.
Por supuesto, cualquier combinacion es posible, como por ejemplo, alternan-
do un paso del algoritmo del movimiento con dos pasos del algoritmo de
adicion. El limite del error para seleccionar los nodos a los que se les aplicara

el método adaptativo puede ser fijado a conveniencia, por ejemplo en [16] se
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consideran el 20 % de los nodos interiores con mayor error. En este caso, se
van a considerar los nodos cuyo error sea mayor que la media del error mas

dos veces su desviacion tipica, esto es, los errores extremos.
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Capitulo 3

Formulas en diferencias finitas
generalizadas para la ecuacion

de onda

3.1. Elasticidad, ecuaciones de Navier y on-

das sismicas

Las deformaciones en la Tierra producen ondas sismicas. Para estudiar
estas ondas usamos los conceptos de la mecéanica de los medios continuos que
describen el comportamiento de un material deformable continuo, aproxima-

cién que es adecuada para la mayoria de problemas sismicos.

La teoria de la elasticidad proporciona las relaciones entre las deforma-

ciones y los desplazamientos de un sélido que vienen dadas por
1
€ij = 5(@71‘ + ;) (3.1)

siendo ® = P(x,t) = (<I>1(x, t), Pa(x, t),<I>3(x,t)>, gij = €ii(x,1), x =
(I,y,Z) cRe 7‘7.] € {17273}
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Las relaciones entre las tensiones y las deformaciones vienen dadas por la
ecuacion constitutiva del material. Para un comportamiento elastico lineal y
un medio isétropo, se tienen sélo dos modulos elédsticos, el médulo de Young
y el coeficiente de Poisson (E,v) si se expresan las deformaciones en funcién
de las tensiones (ley de Hooke), o las constantes de Lamé (A, i) si se expresan
las tensiones en funcién de las deformaciones (ecuaciones de Lamé). Estas

ultimas son:

045 = 2,&61']‘ + /\95U (32)

siendo 0 la traza de la matriz de deformaciones ¢;;.

Aplicando la segunda ley de Newton en términos de fuerzas de superficie

y de volumen, se llega a la ecuacion del movimiento.

82¢1X,t
,2 20 1)

0ij (%, 1) + fi(x,t) = 52

(3.3)

siendo p la densidad y f(x,t) = (fl(x, t), fa(x, 1), f3(x, t)) las fuerzas

aplicadas.

Otras dos formas de la ecuacion del movimiento son la ecuacion de equi-

librio,

0iji(x,t) + fi(x,t) =0 (3.4)

y la ecuacion homogénea del movimiento que describe la propagacién de
ondas sismicas en todo punto excepto en el origen, como en un terremoto o

en una explosién, donde una fuerza de volumen genera las ondas sismicas

820, (x, 1)
P

La validez de estas ecuaciones requiere de la hipotesis de pequenos despla-

(3.5)

0ij4(x,t) =

zamientos para las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5) y de la hipétesis de pequenas

deformaciones para las ecuaciones (3.1), hip6tesis que son vélidas en general
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para ondas sismicas. Sin embargo, estas hipdtesis fallan para deformaciones
superiores a unos 10* m donde la relacién entre tensiones y deformaciones
no puede considerarse lineal. Esto ocurre en regiones del manto terrestre bajo
altas presiones o cuando las rocas se rompen durante un terremoto. A gran
escala, el interior de la Tierra tiene aproximadamente las mismas propiedades
fisicas en cualquier direccién, por lo que la hipotesis de isotropia considerada
(3.2) es también valida. Finalmente, las ondas sismicas surgen cuando la Tie-
rra se comporta linealmente eldstica, lo que es véalido para pequenas escalas
temporales, ya que en caso contrario, para escalas de miles de anos o mas, el

manto de rocas se comporta como un fluido viscoso.

Para expresar el problema sismico en funciéon de los desplazamientos,
suponiendo que las constantes eldsticas no varfan, se sustituye (3.1) en (3.2)

y éstas tltimas en (3.5), obteniéndose las ecuaciones de Navier:

0?®;(x,t)

i (X, 1) + A+ 1)@ (x, 1) = p—7.3 (3.6)
que en notacién vectorial es
O*®(x,t
A+ V(T @) 1 e (n) = ol g

ot?
La ecuacion (3.7) puede escribirse, aplicando el teorema de Helhomtz, en
términos de potenciales de desplazamiento, lo que permite distinguir dos ti-

pos de ondas sismicas, las ondas P que son ondas de compresién con velocidad

A+ 2
a= + o y las ondas S que son ondas de cortante con velocidad 5 = \/E
P P

Las condiciones de contorno que se van a considerar seran

» Condiciones de contorno en desplazamientos (condiciones Dirichlet)
d(x,t) = ®(x,t),Vx €T (3.8)
donde @ es una funcién conocida.
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» Condiciones de contorno en tensiones (condiciones Neumann)
Ti(x,t) = 045(x,t)n; = Ti(x,t),Vx € T,i,j € {1,2,3} (3.9)
donde el vector tensién T es conocido.

» Condiciones de contorno mixtas (condiciones Robin). En casos de do-

minios con subcontornos de cada uno de los tipos anteriores.

Para propésitos sismologicos, se puede caracterizar la Tierra por la distri-
bucion de propiedades fisicas que afectan a la propagacion de ondas y pueden
ser estudiados mediante ondas sismicas. Los resultados sismoldgicos indican
que esta distribucién es complicada y dificil de caracterizar. Afortunadamen-

te, se pueden hacer con frecuencia algunas aproximaciones utiles.

Se puede ignorar la curvatura de la Tierra si la longitud de la region a
estudio es pequena comparada con el radio terrestre y se puede considerar
la Tierra como un medio lateralmente homogéneo o estratificado, en el que
las propiedades varian sélo con la profundidad. Ademads, se puede tratar la
Tierra como un semiespacio formado por capas homogéneas de grosor finito.
Finalmente, se asume que un frente de onda esférico que esté suficientemente
lejos del origen se comporta como una onda plana. Los modelos lateralmente
homogéneos son ttiles como representaciones de la estructura media de la

Tierra y como modelos de partida para investigaciones mas detalladas.

Es frecuente, por tanto, definir el plano X-Z como el plano que contiene
al origen y al receptor. De esta manera, se puede elegir para las ondas S dos
polarizaciones, ortogonales entre si dentro del plano de desplazamientos de
S, obteniendo ondas SV con desplazamientos en el plano X-Z y ondas SH
con desplazamientos en el eje Y que son paralelos a la superficie terrestre,
véase la figura 3.1. Esta polarizacion es particularmente conveniente pues las
ondas P y SV estan acopladas entre si y las ondas SH estan desacopladas
con ellas. Ademsds, el acoplamiento y el desacoplamiento se mantiene cuando

estas ondas interactiian con una interfase cuya normal esté en el plano X-Z.
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Superficie
>
' Z Receptor X
=7
» p
SV
SH

Origen

Figura 3.1: La direccion del movimiento es la direccion del vector que une el
origen con el receptor. Los desplazamientos de las ondas P son en la direccion
del movimiento y los desplazamientos de las ondas S son perpendiculares a
dicha direccion. Las ondas S estan polarizadas en ondas SV con desplaza-
mientos dentro del plano X-Z y en ondas SH con desplazamientos en el eje
Y hacia fuera del papel.

Por tanto, se pueden expresar las ecuaciones (3.6) para ® = (@1, Dy, (I>3)

como dos sistemas desacoplados haciendo las variables de campo indepen-

dientes del eje Y, esto es, x = (z, 2).

Movimiento en el plano (P-SV)

82<I>1(X, t) . 282@1(X,t) 282(131(}(, t) 2 2 aQ(I)g(X, t)
oz ¢ a2 +h 022 Tl =4 0x0z
(3.10)
82CI>3(X, t) . 282<I>3(X, t) 262(1)3(X, t) 2 2 62®1(x, t)
o2 b O0x? e 022 Tl =8) 0x0z
Movimiento en el antiplano (SH)
PDy(x,t) o[ POo(x,t)  0°Po(x,t)
o2 & < 02 022 ) (8:11)

siendo « la velocidad de propagacion de las ondas P y [ la velocidad de

propagaciéon de las ondas S.
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En adelante se considerara la notacién ® = (U ,V, W)

3.2. Ondas en medio elastico homogéneo

Las ecuaciones del sistema desacoplado son las ecuaciones (3.10) para las
ondas P-SV

U,tt = 052U,:m: =+ BQU,zz + <a2 - ﬁQ)WfrZ

(3.12)
VV,tt = ﬁ2VV,:px + QQW,zz + <052 - 52>U,mz
y las ecuaciones (3.11) para las ondas SH
‘/,tt = /BQ(VII + ‘/,zz) (313)

siendo « la velocidad de propagacién de las ondas P y [ la velocidad de

propagacién de las ondas S.

3.2.1. Esquemas en diferencias finitas generalizadas

Las féormulas en diferencias finitas clésicas y generalizadas proporcionan

las siguientes aproximaciones de las derivadas parciales en el punto (xo, 1),

O¢n gt —2gn +gntt On .= .
o2 INZ ez o0 T > i

=1
Gar = et D misadl = mosdl ) missd]

=1 =1

siendo ¢ € {u,v,w}. Recuérdese que las minuisculas representan los valo-

res aproximados.
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Ondas P-SV

Se sustituyen las aproximaciones de las derivadas parciales en la ecuacién

de ondas P-SV

N

n n 2 n
— Mgzl + E Mg U, ) + B ( - mOzzu(]_'_
i=1

un—l _ 2un + un—l—l

0 0 0 2

D) =
At

N N
+ Z mmu?) + (o — 3%) ( — Moz WY + Z mmwi")
i=1

i=1

n—1 n n+1
wy  — 2wh + wy 252(

N
n n 2 n
NE — Mg Wy + E Mgz W; ) + « ( — My, Wy +

=1

N N
+ Z mizzw?) + (o — 3?) ( — MozzUy + Z mmzuf) (3.15)
i=1

=1

Operando y agrupando términos, se llega al esquema en diferencias finitas

generalizadas para la ecuacién de ondas P-SV

US'H = (2 — a2At2m0m — 62At2m022)u8 - u8_1+
N
+ Z(&2At2mixm + 52At2m122)u?_

i=1

N
— (a? = B AP mggwi + Z(az — B APmgw?
i=1
ng =(2- BEAEMgpe — 042At2m0zz)wg — wg_l—i—
N
+ Z(ﬁzﬁﬁmim + A Pmy,, ) wi —

=1

(3.16)
N

- (Oé2 - Bz)AtQmszug + Z(QQ - BQ)AtQmmZU?
i=1
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Ondas SH

Se sustituyen las aproximaciones de las derivadas parciales en la ecuacién

de onda SH

vt — 208 4 ittt N al al

n E n n § n

Atz = 6 — Moz Vg + MigaV; — MozzVg + Mz, U;
i=1 i=1

(3.17)
Operando y agrupando términos, se llega al esquema en diferencias finitas

generalizadas para la ecuacién de la onda SH

N
vp ! = (2= B2 AL (moge +mo::)|0f —0p T HBPAE Y (Mg +miz2 )V (3.18)

=1

3.2.2. Consistencia, orden, estabilidad y convergencia

Los esquemas en diferencias finitas generalizadas para las ecuaciones de
ondas P-SV y SH son consistentes pues los errores de truncamiento, tanto de
la derivada parcial temporal como de la ecuacién en derivadas parciales espa-
ciales, son conocidos y convergen a cero a medida que los pasos espaciales y
temporales convergen a cero independientemente. El orden de los esquemas
es el orden de los términos del error de truncamiento en la aproximacion en

diferencias finitas de cada uno de los esquemas en la ecuaciéon de onda.

Los esquemas para ondas P-SV y SH son consistentes pues

U,tt - a2U,zx - 62U,zz - (O-/Z - B2>V[/,xz =
= u,tt + ET}E - azu,xr - /82U,ZZ - (a2 - 62>w,x2 + ET@

(3.19)
I/V,tt - 62W,xx - QQVV,ZZ - (042 - 52)(]@2 =

= Wy + Eﬂ - BZw,xm - a2w,zz - (O{2 - 62)u,xz + ETe
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Vtt - BQ(sz + ‘/,zz) = 'U,tt + ET;f - BQ(U,xz + U,zz) + ETe (320)

de donde ET = ET, + ET. y ET — 0 cuando ((h;, k;),t) — ((0,0),0) y
su orden es O(h; + k;) + O(A?).

Existen varios métodos para analizar la estabilidad de una aproximacién
en diferencias finitas de una ecuacién en derivadas parciales. Algunos de estos
métodos son el método de la perturbaciéon discreta, el método matricial y el

método de von Neumann, siendo este ultimo el que se va a utilizar.

El método de von Neumann para el analisis de la estabilidad esta basado
en el andlisis de Fourier y, por tanto, estd generalmente limitado a EDPs
lineales con coeficientes constantes. La idea basica del método de von Neu-
mann consiste en expresar el dato inicial mediante su desarrollo en serie de

Fourier y analizar la estabilidad de cada sumando.
Anadlisis de la estabilidad para las ondas P-SV

Utilizando el método de von Neumann para el andlisis de la estabilidad

se llega a que el esquema para la ecuacion de ondas P-SV es estable si

At < 4 (3.21)

(Oé2 + ﬁ2) (mOxx _'_ mOzz) _'_ \/(mOxx _'_ m022)2 + m%m

para cada estrella en la discretizacion.

Una prueba de (3.21) puede consultarse en [142].
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Andlisis de la estabilidad para las ondas SH

Para analizar el caso de la onda SH, se considera la onda arménica v = ¢-
exp(i(wAt —k'x)) siendo ¢ la amplitud, w la frecuencia angular, k = (k,, k.)

el vector de onda y xq = (xg, 20) € int(M).

v = c - exp(iwnAt) - exp(—ik’xo) = c&™exp(—ik’ xq)
(3.22)
vl = c-expliwnt) - exp(—ik’x;) = ct"exp(—ik’ x;)

donde £ = exp(iwAt), xo = (z0,20) ¥ X; = (T}, 2;).

Aunque el médulo de € es 1 para la solucién exacta, se puede considerar
¢ como un factor de amplificacién y calcular los valores de At que cumplan
¢ <1, véase [113]. Sustituyendo (3.22) en (3.18)

c£”“eacp(—ika0) =[2- 52At2(m0m + mOZZ)]cf"exp(—ikao)—

N 3.23
— & eap(—ik"xo) + BALCE™ Y " (Myae + myez)exp(—ik x;) o

j=1

Teniendo en cuenta que h; = (h;,l;) = (z; — zo, 2; — 20) y dividiendo la

ecuacién anterior por c&" texp(—ik’ %),

62 = [2 - BQAtz(mOxx + mOzz)]g - 1+

N
+ BEAE%E Z(m]m +mj..)exp(—ik'h;) =
j=1
(3.24)
- 52 - |:2 - /82At2(m0x:c + mOZZ)+
N
+ B2A Z(mjm +myj..)exp(—ik h) [ +1=0
j=1
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N

N
Puesto que mq,, = g Mgz Y Mozz = 5 Mmj.., se puede escribir
=1 j=1

2 -ME+1=0 (3.25)

siendo M = 2 — B2AE2 SN (0w +myz) (1 — exp(—ik™h,))

Jj=1

Aplicando las férmulas de Cardano — Vieta, las soluciones de (3.25) cum-

plen

§1+&=M
§1-&=1

De la primera ecuacién, y teniendo en cuenta que [§;] < 1y |&] < 1, se

(3.26)

obtiene la siguiente condicion

[M] = [61 + &f < [&] + [ <2 (3.27)

Por la férmula de Euler, 1 — exp(—ik’h;) = 1 — cos(k”h;) + isin(k”h;),
y por tanto,

N
M =2~ BN (M +my:)(1 — cos(k"hy))+

= (3.28)

N
+iBPALY (Mmjae +my.:) sin(k"hy)

J=1

Denotando p = Z;\le(mjxm +m;..)(1 — cos(k"h;)) y ¢ = Zj-\;l(mjxw +

m;..)sin(k” h;), se reescribe la ecuacién (3.28) como

M =2 — B*Atp +if2 At?q (3.29)

Elevando el médulo al cuadrado

|M[* = (2 = B2Ap)* + (B2 082q)* = B (0 + ¢*) At* — 4B°pAt* + 4 (3.30)
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De |[M| < 2 se sigue que |M|?> < 4 por lo que debe satisfacerse la de-
sigualdad

|M‘2 — (2 - ﬁQAtQP)2 + (BQAtQ(])Q — 54(]92 +q2)At4 o 4B2pAt2 S 0 (331)

Esta desigualdad es una inecuacién bicuadratica que tiene solucién posi-

tiva para At si, y s6lo si, p > 0, en cuyo caso se cumple
4p 2 p
0<At <\ | 55 =21/ 5 (3.32)
P +a®) BV P+
El esquema sera estable para la estrella considerada si lo es para el caso

‘ p o
mas desfavorable, esto es, cuando el valor de ——— es minimo. Para ello se

P*+ ¢
distinguen tres casos.
Sigqg=0,
p 1 1
=-2 3.33
p2 + q2 p - 2(m0x$ + mOzz) ( )
N N
siendo m()m = Z ]mjm| y mOzz = Z |mjzz|
j=1 j=1
Sig >0,
D b b (3.34)

> =
PPHe PP+ 42 (p+q)?
yp+q= Z;V:l(mjm + m;..)g(0;) con g(0;) = 1 — cos(d;) + sin(§;). El
maximo de esta funcién se alcanza en §; = 135° y vale g(6;) = 1+ /2, asf
s€ tiene b + q S Z;V:1 ’mjmc + mjzz‘(l + \/5) S (1 + \/5) (mOch + mOzz) Yy, por

tanto,

2
1 + £ (mO:L‘a: + mOzz)
b P 5 2 _ 22 (3.35)
p2 + q2 (p + Q)Q - (1 + \/5)2(m0mm + mozz)Q Q(m():(;x + 77”022) ‘
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Sig<0,

p p _ D
P+¢ P+ —2p¢  (p—q)?

(3.36)

yp—q= Z;V LMy +my22)g(0;) con g(6;) = 1 — cos(6;) — sin(6;). El
maximo de esta funcién se alcanza en 6; = 225° y vale g(6;) = 1+ /2, asi
se tiene pP—q S ijl |mj:c;c + ijZ|(]- + \/_) =~ (]- + \/_) (mwa + mOZZ) Y, por
tanto,

V2

p p > (1 + 7) (mO:c:B + mOzz) _ 9 _ \/5 (337)
(p ) (1 + \/_) (mOxx + mOzz)2 z(mOxm + mOzz)

De esta manera se tiene

| /\

sig=0
mOxz + mOzz) 1

\/ (3.38)
¢

| /\

N T

siq#0

mOxr + mOzz)

y, quedandonos con la mas restrictiva, se tiene que el esquema es estable

para la estrella considerada si se verifica

2 2 -2
At < —\/2(_ (3.39)

6 Moz + mOzz)

Por tanto, el esquema en diferencias finitas generalizadas para la ecuacion
de onda SH es estable si lo es para todas las estrellas, es decir, si lo es para

la estrella con suma de los coeficientes del nodo central maxima.

Puesto que los esquemas para ondas P-SV y para ondas SH son consisten-
tes y estables en los rangos establecidos, se puede asegurar que los esquemas

son convergentes en virtud del teorema de Lax.
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3.2.3. Dispersion numérica

La dispersion numérica surge como consecuencia de la discretizacion es-
pacial y temporal. Si la distancia entre nodos es muy grande en comparacion
con la longitud de onda la dispersion es mayor. Se va a tratar la discretizacion

espacial y se hablard, por tanto, de la dispersion de la discretizacion.

Se consideran las ondas arménicas

u=a-exp(i(wAt —k'x)) (3.40)
v = c-exp(i(wAt — kTx)) (3.41)
w=0b-exp(i(wAt —k'x)) (3.42)

siendo a, b y ¢ amplitudes, w la frecuencia angular, k = (k,, k.) el vector
de onda y x¢ = (g, 29) € int(M).

uf = al"exp(—ik'x) y ul =af exp(—ik’x;) (3.43)
vl = c€exp(—ik’xg) ¥y vy = c&"exp(—ik’x;) (3.44)
wl = b&"exp(—ik’xg) ¥y wi = ¢ exp(—ik’x;) (3.45)

donde £ = exp(iwAt), xo = (20, 20) ¥y X; = (xj, 2;).

Dispersion de las ondas P-SV

Para analizar la dispersion debida a la discretizacion, se calcula, con la

férmula utilizada por Liang et al. [94],
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— A R
max Qapr(Xo) — & = max P eos (o) _ 1 (3.46)
xo€int(M) « xo€int(M) 2am At
— A R
max Bopr(x) = 8 = max SV €8 (o) _ 1 (3.47)
xo€int(M) 5 xo€int(M) QBWAt
donde

R=1- ATtQ [(oﬂ + B%)(R1 + Ry) + ((a2 + B%)*(Ry + Rp)?—
1 (3.48)
— 4[(0&2R1 + B2R2)<52R1 + OéQRQ) - (Oé2 - ﬁ2)2R§]) :|
y
Zm]m — exp(—ik"hy))
Z m;..(1 — exp(—ik”h;)) (3.49)

Z Mp=(1 — exp(—ik’h;))

Estos valores permiten relacionar las velocidades reales de las ondas P
y S con las velocidades obtenidas por la aplicacién del GFDM. Cuanto més
préximo a cero estén estos valores, menor sera la dispersién producida como

consecuencia de la discretizacién.

Un desarrollo més completo puede encontrarse en [142]. En cualquier ca-

S0, la obtencién de la férmula anterior es similar a la siguiente.
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Dispersion de las ondas SH

Para el esquema de onda SH, se sustituyen las expresiones (3.44) en el
esquema en GFD para la onda SH (3.18). De esta forma, se llega a la ecuacién
(3.25) y, puesto que & # 0,

E-ME+1=0 = (+E=M = 2cos(wAt) = 2—

N

j=1

Llamando R(xq) = SN (mjee + mj..)(1 — exp(—ikTh;)) y resolviendo

j=1
para w, la frecuencia angular del esquema es
(x0) = = cos 1 (1= LALA0) (351)
w X() = —— cos - .
apr(Xo At 5

La velocidad de la onda debida al esquema para la estrella considerada

€S

Asuwepr(Xo) ASsH 1 B2At*R(x0)
= 1l- — .52
o N 2 (3.52)

Para analizar la dispersién debida a la discretizacion, se calcula

Bapr (Xo) =

5GDF(X0) -
5

Como antes, cuanto més préximo a cero sea el resultado, menor dispersién

max
xo€int(M)

(3.53)
se producira.

3.3. Ondas en medio elastico heterogéneo

Se van a tratar en esta seccién ondas en medios heterogéneos formados

por capas de medios homogéneos. Como se dijo en la introduccién, se han
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considerado dos enfoques para el tratamiento de la interfase entre dos de
estas capas, por un lado, el enfoque homogéneo, que considera el esquema
para medio homogéneo en los medios homogéneos y un esquema diferente
para la interfase y, por otro lado, el enfoque heterogéneo, que considera el
mismo esquema en todo el medio y la interfase es tenida en cuenta por los

valores de los parametros en cada nodo.

En lo que sigue se ha considerado el esquema homogéneo en la superficie

libre y el esquema heterogéneo en la interfase entre dos medios homogéneos.

3.3.1. Tratamiento de la interfaz entre dos solidos

Se considera un medio heterogéneo formado por dos medios homogéneos.
Sea f : R — R la curva en el plano X-Z que divide al dominio en dos
medios homogéneos. Se consideran las funciones fi, fo : R — R verificando
|f(x) = filla = ||f(x) — falla = h, Yz € D siendo h el paso de referencia.

Del mismo modo, se consideran las funciones fi, fo : R — R verificando

~ ~ h )
1 f(x) = fillz = [[f(z) = fall2 = BL Vx € D, véase la figura 3.2.

Para generar la discretizacién en un medio heterogéneo con las condiciones
descritas se sitian los nodos a lo largo de la curva f, los nodos a lo largo de las
curvas fi vy fo tan préximos a ellas como sea posible y el resto de nodos como
se quiera. Claro estd, es recomendable usar un nimero de nodos similar en
las tres curvas y situarlos a distancias similares entre ellos en cada una de las
tres curvas. Por ejemplo, por cada nodo de la interfaz, Py = (2, 20) € G(f),
se pueden anadir los nodos P, = (zg — ni(xo)h, 20 — na(zo)h) € G(f1) vy
Py = (xo + ni(zo)h, 20 + na(zo)h) € G(f2) (véase la figura 3.2), donde

n(x) = (m(e), (@) = (A e

mal a la curva f y G es el grafo de cada funcién. En cualquier caso, nétese

es el vector unitario y nor-

que la eleccién de los nodos no depende del problema considerado sino del

propio método.

Sea (1, p2) cualquier par de propiedades, {(A1, A2), (11, 12), (p1,p2)} ¥y
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z

Figura 3.2: Dominio considerado. La interfaz estd definida por f(x). Py =
(x0, 20) es un nodo de la discretizacion y Py = (xg — ny(xo)h, 20 — nz(zo)h)

y Py = (z0 + n1(x0)h, 20 + n3(wo)h) pueden ser nodos de la discretizacion.

Py = (zg — ni(z0)%, 20 — n3(z0)2) y Py = (zo + n1(zo)%, z0 + na(wo)) son

nodos ficticios. Los nodos de la interfaz que se encuentran en el contorno son
substituidos por dos nodos, By y B, situados proximos a las curvas f1 y fo

sea Py = (z0,20) € G(f). Se supone que las propiedades de todo el me-
dio varfan linealmente cerca de la interfaz, en concreto, entre los nodos
Py = (19 — mi(zo)2, 20 — na(zo)2) € G(fi) y Po = (w0 + na(z0)2, 20 +
ns(zo)%) € G( f2). Estos nodos son ficticios y no se encuentran en la discre-
tizacion. Con este proposito, se halla el plano que contiene los puntos Ql =
(2o — nl(%)%, ¥1, 20 — n3($0)%) y Q2 = (zo + 711(1‘0)%, P2, 20 + ns(%)%) y al
vector v = (1,0, f/(x0)) = (—ns(x0), 0,11 (20)). Como Q,Q, = (ny(z0)h, g2 —
©1,n3(x0)h) se tiene

o (m-m@}) v - (50 maa)y)

—ng(zo) 0 ny (o)

nl(xo)h P2 — P1 ns(ﬂﬂo)h

—0 (3.54)

Operando y simplificando se llega a
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r= m(an)(e = o) (7 =) ) — hly —

h (3.55)
+ n3($0)(%02 - 901) (z — 29+ n3(;p0)§) =0
Resolviendo para y,
y=p+ P2 ; ¥1 [m (z0)(x — 20) + n3(w0) (2 — zo)} (3.56)

donde ¢ es la media de la propiedad tratada.

De esta manera, véase la figura 3.3, se define la funcién continua definida

a trozos

P1, z < fi(x)
olx,z) =< p+ % ni(xo)(z — xo) + n3(xo)(z — 20) |, fl(x) <z< ~g(av)
P2, z > fQ(l')
(3.57)

siendo xg la abscisa verificando que ||(x, z) — (zo, f(20))|2 €s minima y, en
caso de existir mas de un minimo, también debe verificarse que xy < z. En
realidad, no tiene mucha importancia como se defina el empate de distancias
minimas puesto que en la practica la funcion ¢ sélo serda evaluada en los

nodos de la interfase.

Noétese que ¢(xg, z0) = ¢ en el nodo de la interfaz Py = (g, 20).

Puesto que apareceran las derivadas parciales de ¢ al obtener las ecua-

ciones de Navier, éstas se expresan a continuacién
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Figura 3.3: Funcion a trozos ¢. Por cada nodo de la interfaz consideramos
un plano conteniendo a los puntos Q1 = (zo — ni(wo)%, 1,20 — n3(z0)%)
y Q2 = (zo + n1(z0)%, 02,20 + n3(z0)2) y al vector v = (1,0, f'(zo)) =
(—n3(z0), 0, n1 (o))

0 si z < fi(z)

0oz, 2) = %nl(%) si fi(z) < 2 < fol2) (3.58)
|0 si 2 > folz)
(0 si z < fi(z)

el 2) = { P Ping(w) si file) < = < fola) (3.59)
0 si 2 > folz)

3.3.2. Esquemas en diferencias finitas generalizadas

Se consideran las propiedades del medio como funciones en vez de cons-
tantes, las ecuaciones del movimiento para las ondas P-SV y SH vienen dadas

por

Orx,x + Orz,2 = PU,

" (3.60)
Orz,2 + Ozz,z = PW,tt
Oyzz + Oyze = PVt (3.61)

Estas ecuaciones y la ley de Hooke
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=A+2u)U, + AW,
Oy =pU » + pW,

—(A+20)W.. + AU, (3.62)
Oy =pV
Oy =iV

donde A, py p son las funciones definidas en (3.57). Sustituyendo (3.62)

n (3.60) y (3.61), se obtienen las ecuaciones de Navier para el sistema des-

acoplado
A2 A+ Ao+ 2%t
U,tt — MU7xx + HU,zz + —MW$Z + ’—IJJ’UJ_‘_
p P
z z A x
+ M_’U’Z + u_’Wx + _’WZ
P p p
(3.63)
A+ 2 A+ A+ 2u,
P p p
x T A z
P

Las formulas en diferencias finitas cldsicas y generalizadas proporcionan

las siguientes aproximaciones de las derivadas parciales en el punto (xo,t),

T e Tk M PN
e Bl RS o
82¢g n Y n 82¢8 (e - T
922 = _m0zz¢0 + Zmizz(bi o1z = _mOxz¢0 + mez¢l (365)
3¢” 8%

8.73 mOx(bo + Z mz:p¢ 82 = m0z¢0 + Z mzz¢n
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siendo ¢ € {u,v,w}.

Ondas P-SV

Se sustituyen las aproximaciones de las derivadas parciales en la ecuacion

de ondas P-SV (3.63)

n—1 n n+1 N
U —2ul +u )\0 + 2[10 n n

N N
Ao +
0 i=1 0 i=1

N N

A z T+ 2 x n n z n n

+ o,p—/io,( — Moz ly + meuz) + Mpo, ( — MUy + Zmizui)—l-
0 i=1 0 i=1

N N
z )\ z
1 to ( — e + > mmwy) + =2 ( = moswf + mizw?)

£o i=1 Po i=1

n—1 n n+1 N

N N
Ao +
0 i=1 0 i=1

N N

A » + 2 P n n T n n

+ o,p—uo,( — Mo, wy + Z m; W, ) + MI;J’ ( — Moz Wy + Z Mz W,; >+
0 i=1 0 i=1

N N
X A i
w0 (o + Y mea ) 20 (i Sma) (60

Po i—1 Po i=1

Operando y agrupando términos, se llega al esquema en diferencias finitas

generalizadas para la ecuacién de ondas P-SV

VAN ~ n
Ug+1 = |:2 — 7 (()\ + 2#)7710;31 + MUz + El(/\g — /\1 + 2/J2 — 2,ul)m0$—|—
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ns 3 ns

+ g(m - Ml)m0z)} uf —ug ' — ra {(A + f)mog. + W(Mz — 1) Mg+

N
n n At2 < _ _ n
+ E(/\2 - /\l)mOz:| Wq + kgl 7 [((/\ + 2u)mkm + UM + E(AQ_

ng

h

n
— )My + f(kz — Al)mkz) w;’i}

— n3

— AL 24 = 201 )My + = (2 — Ml)mkz) up + (()\ + )Mz + %(/@—

AN
w6L+1 = |:2 - 7 <()‘ + Qﬁ)mﬂzz + ﬂmwa + %(M? - Ml)mOx + %(AQ - /\1+
A2 - n
+ 2,&2 — 2ul)m02)} wg — wg_l _ 7 |:(/\ + /jL)mOxz + f(/\g — /\1)m0m—|—
nq n al t2 < _ _ ny
+ ﬁ(ﬁ@ - Ml)mOz Ug + Z 7 ()\ + 2,u)mkzz + UM g + 7(#2—
k=1

n n
— Ml)mk:p -+ f(}\g — )\1 -+ 2/@ — 2u1)mkz) ’LUZ + (()\ + /_L)m]mz + f(kz_

ny

M+ 2 m)mkz) uk} (3.67)

Ondas SH

Se sustituyen las aproximaciones de las derivadas parciales en la ecuacion

de onda SH (3.64)

vt =208 +ugtt e = S
A\ 2 = % ( - mOx:}cU(gL + ZZI mimcvln - mOzng + lzl m“’ZU:L) +
N N
+ ,upo,x ( — Mgy + Z miz”?) + MIOQZ ( — Moz + Z mizv?) (3.68)
0 0

i=1 i=1

Operando y agrupando términos, llegamos al esquema en diferencias fini-

tas generalizadas para la ecuacién de la onda SH
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At? _
U6L+1 _ [2 A (ﬂ(mOmx n TTLOZZ) + 2 ; o) (nlmOx + n3m07;)):| Ug_

Ho — U1

(Mkzr + Mizz) + (nymye + nsmkz)} vy

(3.69)

Es trivial verificar que estos esquemas heterogéneos coinciden con los es-
quemas homogéneos en un medio homogéneo. De hecho, el algoritmo compu-
tacional usa el esquema para medios homogéneos en cada uno de los medios
homogéneos que haya y el esquema heterogéneo soélo en la interfaz. De esta
forma, se evita tanto un aumento de cdlculos superfluos como errores numeéri-

COS.

3.3.3. Consistencia, orden, estabilidad y convergencia

Los esquemas en diferencias finitas generalizadas para las ecuaciones de
ondas P-SV y SH son consistentes pues los errores de truncamiento, tanto de
la derivada parcial temporal como de la ecuacion en derivadas parciales espa-
ciales, son conocidos y convergen a cero a medida que los pasos espaciales y
temporales convergen a cero independientemente. El orden de los esquemas
es el orden de los términos del error de truncamiento en la aproximacion en
diferencias finitas de cada una de las derivadas parciales en la ecuacion de

onda.

Los esquemas para ondas P-SV y SH son consistentes pues

pU,tt - <)\ + 2,“)[],301 - ,UU,zz - (/\ + N)W,xz - (A,x + 2/'[’,:E)U,$_
- ,u,zU,z - ,U/,zVV,m - /\,xVV,z = PUt + Eﬂ - <>\ + Zﬂ)u,zx — HU 22—
- ()\ + ,u)w,.tz - ()‘,z + QM,w)u,z T Uy — W — )‘,zw,z + ETe

PVV,tt - ()\ + 2H)sz - ,U’WCCJZ - ()\ + M)U,xz - (>\,z + 2,U,Z)VV,Z_
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- ,u,xI/V,:v - M,:CU,Z - /\,ZU,JJ = PW 1t + E,I‘t - ()\ + QM)w,zz — MW g —
— A+ )tz — (N + 2 )W, — pawy — g, — A u, + ET,  (3.70)

tht - ,U(VCCI + sz) - ,U,IVCC - ﬂ',z‘/:z = PVt + ET;f_
— (Vg +V22) — faVp — p120, + ET, (3.71)

de donde ET = ET; + ET, y ET — 0 cuando ((h;, k;),t) — ((0,0),0) y
su orden es O(h; + k;) + O(AE?).

La estabilidad de los esquemas heterogéneos es mas dificil de analizar
que la estabilidad de los esquemas homogéneos. Se han utilizado como cotas
para la estabilidad las cotas de los esquemas homogéneos y los resultados

numéricos realizados verifican que se cumple la estabilidad.

3.3.4. Dispersiéon numérica

Del mismo modo que no se analiza la estabilidad, tampoco se analiza la
dispersion numérica, en particular, la dispersién debida a la discretizacion.
Las férmulas utilizadas en medios homogéneos verifican la dispersion de la

discretizacion.

3.4. Viscoelasticidad, modelo de Kelvin y on-

das sismicas

El mecanismo més simple, que sirve de base para posteriores generaliza-
ciones, esta basado en la superposicion de dos mecanismos de resistencia a
la deformacién, la elasticidad lineal y la viscosidad de Stokes. Un material
de esta clase se llama viscoelastico. Un material se dice que es linealmente
viscoelastico si cumple que las tensiones presentan una relacion lineal con

las deformaciones en un instante dado y el principio de superposicion lineal
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se mantiene, y si la deformacion resultante de aplicar dos tensiones, arbitra-
rias, diferentes y aplicadas en diferentes instantes, es igual a la suma de las
deformaciones resultantes de las dos tensiones actuando por separado. Para
establecer una analogia mecanica, los modelos utilizados representan la parte

elastica por un muelle y la parte viscosa por un amortiguador.

En el modelo de Kelvin - Voight, el muelle y el amortiguador estan en
paralelo. Si se aplica una tensién constante al modelo y se mantiene, esta
tension no producirda una deformacion instantanea ya que el amortiguador,
que esta en paralelo, no se movera instantaneamente. En vez de eso, se pro-
ducird una deformacién de forma gradual. En funcién de la magnitud de la
tension aplicada, se determina un valor maximo de la extension alcanzada
y, al dejar de aplicar la tensién, la deformacién de nuevo no es instantdnea,
sino que se retrasa debido a la relajacion exponencial del amortiguador. Tras
la recuperacion completa no se mantiene ninguna deformacion permanente.
Para poner estas ideas en términos matematicos, se desarrollan las diferentes
tensiones en ambos mecanismos del sistema, el mecanismo elastico tendra
01 = pe y el mecanismo viscoso tendra oo = ne. La tensiéon total vendrd

dada por

0
0201‘1‘02:#57”75':(#"'77&)5 (3.72)

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién anterior se obtiene

o= (p+iwn)e (3.73)

Luego se puede expresar el médulo elastico como un médulo eléstico com-
plejo dependiente de la frecuencia angular, E(w) = p + iwn = pu(l + iwT),

siendo 7 = ! el tiempo de relajacién (o retardo).

. H
Obsérvese que v —> , /= cuando w —> 0 y v — 00 cuando w — o0
Y

p
luego las ondas en medios viscoelasticos con este modelo son mas rapidas que

las mismas ondas en medio elédstico.
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El factor de calidad () caracteriza la atenuacién de las ondas en un me-
dio. @ es el nimero de longitudes de ondas que una onda debe propagarse a
través de un medio antes de que su amplitud decaiga en un factor e™, White
[155]. En modelos en los que se emplean tres o més elementos se ajusta la
funcién Q(w) para que sea constante sobre un rango de frecuencias lo que es
muy conveniente en problemas de prospecciones y en sismologia para para-
metrizar la atenuacién en rocas puesto que la dependencia de la frecuencia

normalmente no es conocida. Se tiene

Q—l _ w)\/ T 2Iu/
¢ A+ 2u
¥ (3.74)
Q5 =w—
7

siendo A y u los pardmetros de Lamé y X' y i los coeficientes de viscosi-
dad.

Es usual dar como parametros de entrada los factores de disipacion o sus
inversos, llamados factores de calidad. Por ejemplo, Carcione [31] establece
como parametros de entrada la densidad, las velocidades a frecuencia cero y
los factores de disipacién a frecuencia cero. Ademds, proporciona las férmulas
explicitas para obtener los coeficientes elasticos y viscosos a partir de dichos
parametros de entrada. En el caso del modelo Maxwell, el factor de calidad
es lineal con la frecuencia, () = wr, y en el caso del modelo Kelvin - Voight,
el factor de disipacién, Q= = wr, es lineal con la frecuencia, razén por la
que se utilizaran los tiempos de retardo en los ejemplos que se veran en los

resultados numeéricos.

Para el caso de las ondas P-SV y SH, se procede como en (3.72) y se

usan las correspondencias A — A + X 5 T =+ 5 Para establecer las
ecuaciones constitutivas de un medio viscoelastico lineal isétropo que sigue

un modelo de Kelvin.
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Para las ondas P-SV

0
()\—l—)\' ) Uz—i-W,z)+2(u—|—u'a)U,z
= ()\—l—X ) Ux—i—VV,Z)%—Q(u—l—,u'%)WZ (3.75)

A )U+W)

y para las ondas SH

0

, 0
“yz:<“+“a>“z

siendo A y u los pardmetros de Lamé y X' y i’ los coeficientes de viscosi-
dad.

(3.76)

3.5. Ondas en medio viscoelastico homogéneo

Las ecuaciones generales del movimiento expresadas en términos de des-

plazamientos para ondas P-SV son

U,tt = 052U,xx + BQU,zz + (Oé2 - 62)sz+
0
+ a |:7_Pa2U,:ca: + TS/BQU,ZZ + (TpOfQ - TSﬁz)W:cz:|
(3.77)
V[/,tt = B2W$JB + 052W,zz + ( 52) mz+

0
+a[7’55 ngz—i-Tpa sz—i-(TpOé —Tsﬁ) }
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y para ondas SH son

0
Viem BV + Vi) + [V Vo] 079
)\/ 2 / /
siendo 7p = + o y Tg = al los tiempos de retardo para las ondas P
A+ 2p I

y S, respectivamente.

3.5.1. Esquemas en diferencias finitas generalizadas

Las férmulas en diferencias finitas clasicas y generalizadas proporcionan

las siguientes aproximaciones de las derivadas parciales en el punto (xg,t),

0oy _ ¢p 205+ 5T 0df _ 3¢5 —4gy ' +¢p

Of2 INE ot VAN
82 ¢n . N . 82 (bn . N .
81’20 = —m0m¢0 + Z mzxm¢l 8220 = _mOzz¢0 + Z mizz¢i (379)
i=1 i=1
Pn . .
Trgs =~ Mowsd D Miasd
i=1

siendo ¢ € {u,v,w}.

Ondas P-SV

Se sustituyen las aproximaciones de las derivadas parciales en la ecuacion

de ondas P-SV (3.77)

_ N
u Tt — 2un 4
0 0 0 2 n n
3 =a”| — Mogally + Mgzt |+
At —
1=

N N
+ 52( — Mo, Ul + Z mizzu?> + (a® — 5?) ( — Mo Wy + Z mmw?) +

i=1 i=1
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N

a 2 n . n 2 n "
+ T [Tpa ( — Mogaly + ZZI Migzui | +TsB | — mozzug + Z MizzUy |+

i=1

N
+ (7’13042 _ 75/32) ( — mOxzwg —+ Z mwzw?>}

=1

n—1 n n+1
wy — 2wh + wy

N
INE — 52( — Moz Wy + Z mimw?) +

i=1

N N
+ a2( — MozWy + Z mizzw?> + (042 - 52) ( — Mgty + Z mmu?) +

i=1 i=1

0 N N
+ En {Ts&( — Mgz Wy + Z mmw?> + Tpa2( — Moz W, + Z mizzw?> +

i=1 =1
N

+ (Tpaz - TS/BQ) ( - mszug + Z mzxzu?):| (380)

=1

Por la linealidad de la derivada

n

_ N
=l — oy 4t
0 0 0 2 n n
5 =a”| — Mgzl + Mz Uy |+
At —
1=

N N
+ B ( — Mo, uf + Z mizzu?) + (a? — 3%) ( — Moy, Wy + Z mmw?) +

i=1 1=1
ouf o~ oul oup o~ up
+ TpOé2( - mOmxa_tO + Z mmmﬁ) + TSB2( - mOzza_tO + Z Mz —F— +
i=1 =1

Tz 8t Tz

n
Wy

-1 n n+1 N
B 2w0 + Wy 2 n E : n
AtQ = 5 - mOxzwo + - mi:pxwi +

N N
+ az( — Moz Wy + Z mizzw?) + (a2 - ﬁz) < — Moz U + Z mmu:-l> +

i=1 =1
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Aplicando el esquema para la primera derivada temporal

n—1 n n+1
uy = 2ug +ug

N
NE — az( — Mgty + Z mlmu:‘) +

i=1

N N
+ B2 ( — Mo, uf + Z mizzu?) + (a® — 3%) < — Mg, Wwy + Z mmw?) +

i=1 i=1

+ Tpa2( — Mozx S — 41;&5; il : + Z mm” 4“;: - >+

+ 758 < — Moz b~ 412%1: bek i Mize i 431; re ) i

+ (rpa® — 75%) ( — Mog: e 42}0&15 tul + i_\[: Mia il 41;%2; : win_?)
wi =t — Zuﬁ +wyt! _ 52( — MW + i mmw?) +

i=1

N
+ a? ( — MWy + Z mizzw?> + (a® — 5?) < — Mg Uf + Z Mg U]

i=1 =1

3wy — 4wyt 4w 3wl — 4wt w2
+7—Sﬁz< — Moy : g +me3:v )+
_'_

PYAN PYAN
3wl — 4wt w2 3w — 4w;"” Vw2
of 0 0 0 Z i
+ P& ( mozz QAt + - Mizz 2At +
ul — 4ul Tt 4 ? l 3ul — 4ut Tt 4 2
2 2 - 0 0 0 ) i 7 i
+ (TPQ/ 7—55 )( Mozz N + ;mzxz N
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Despejando u{™' y wi™ en cada una de las ecuaciones y reordenado

términos, se llega al esquema en diferencias finitas generalizadas para ondas
P-SV
ungl (_AO)un_i_(Afl_) A2n2+

2
+Z|i k+1Ak nk+z knk+Aw]lcw;Lk):|

k=

[e=]

(3.83)
wit = (2 - BY L) Wo (B*1 — 1)w6“1 — Bwfwg 24
2
k=0

donde para j € {0,1,2,..., N} los coeficientes' son

A = ppa” Myjzz + 7 52myzz

Aul = @y’ Myjze + 05 M

Au2 = pza’ Mz + P35 627”1%

Ay, = By, = (pra® — 07 B%)myq.

A;jl = B = (pya® — 5 8% )myq.. (3.84)
A_Q = B = (pga® — 552 )1Mja

By, = @1 a’my.. + @7 M s

B,, 1 = 5 @*mjz. + 05 BQme

B 2 = 903 o? Mz + @3 BZme

siendo

= At? + 1,51, At
0y = 21\t (3.85)

!No confundir los superindices de los coeficientes A y B con exponentes.
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03 = 0,51, At

donde x € {P, S}.
Ondas SH

Se sustituyen las aproximaciones de las derivadas parciales en la ecuacién
de ondas SH (3.78)

vi Tt — 208 4 upt! al al

2 n n n n

INE = 6 ( — Moz Vg + E Mgy — MozzVg + E mi,,U; >+
=1 i=1

N N
d
+ 5 {Tsﬁ2< — Moze Uy + ; Migg 0 — Mo 0f + ; mizzuy)] (3.86)

Por la linealidad de la derivada

vt — 208 4+ gttt al al
2 n n n n
At2 = 6 ( — Moz Vg + ;:1 MyigaV; — MozzVg + ;:1 Mgz, U; >+
N N

vl ovl vl ovl

2 0 7 0 i
- T 1TT - 2z 12z 387
+ 753 < Moza—, +;m 5 Mg, —i—gm 8t) (3.87)

Aplicando el esquema para la primera derivada temporal

vt — 208 4 it al N
0 _ Q2 _ n ) n __ n . n
AtQ - /8 ( Mogzz¥y + ; MgV, MozzVg + ; Mgz, U; )+
3un — 4ot 4 2 N 30 — 4ot 42
+7—552(_m0$z 0 20At K +Zmzmc : QZAt : -

(3.88)

Despejando v{f“ en la ecuacion y reordenado términos, se llega al esquema
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en diferencias finitas generalizadas para ondas SH

opt = (2= CO )y + (Ot — Dug ™' — C 2052+

Vo

2 N (3.89)

22 (F1RC

k=0 j=1

donde para j € {0,1,2,..., N} los coeficientes? son

OSJ- - 8036'52 (mjmc + mjzz)
Oz())j = 5 84 (Mo + M;2z) (3.90)
ng = 90552 (Myjzz + Mijz)

siendo

0 = At* 4 1,575/\t
@5 = 21g/\t (3.91)
@05 = 0,51g/\t

3.5.2. Consistencia, orden, estabilidad y convergencia

Los esquemas en diferencias finitas generalizadas para las ecuaciones de
ondas P-SV y SH son consistentes pues los errores de truncamiento, tanto de
la derivada parcial temporal como de la ecuacién en derivadas parciales espa-
ciales, son conocidos y convergen a cero a medida que los pasos espaciales y
temporales convergen a cero independientemente. El orden de los esquemas
es el orden de los términos del error de truncamiento en la aproximacién en

diferencias finitas de cada uno de los esquemas en la ecuacion de onda.

Los esquemas para ondas P-SV y SH son consistentes pues

2No confundir los superindices de los coeficientes C' con exponentes.
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U,tt - a2U,CC:IJ - 62U,zz - (052 - BZ)W:& - TPQ2U,$mt - TSBZU,zzt_
- (TPa2 - 7-552>sz7€ = Ut + ET‘t - OéQU',ac:L’ - /BQU’,ZZ - (&2 - B2)w,xz+
+ BT, — 7p0 U gt — Ts U oot — (P07 — T3 W 4y + ET. + ET,

VV,tt - 52Wm - Oé2VV,zz - (042 - 52)U,zz - TSBQVV,mzt - TPOCQVV,zzt—
— (1pa® = 15B°)U ot = Wy + BTy = BP0 0 — 0P o — (02 = B%)1u gt
+ ET, — 78°W gt — TPO°W o — (Tp0® — T58% gt + ET, + ET,
(3.92)

Vtt - /BQ(VII + sz) - TSBQ(V:x:L‘t + szt) = Uy + ET;S_

(3.93)
- BZ(UJUCE + U,ZZ> + ETe - TSBQ(U,:E:M + U,zzt) + ETe + En

de donde ET = ET, + ET, y ET — 0 cuando ((h;, k;),t) — ((0,0),0) y
su orden es O(h; + k;) + O(A?).

Para alcanzar una cota para la estabilidad en ambos casos se utiliza el

método de von Neumann con las siguientes ondas armoénicas

u = aexp(i(wt —k'xq))
w = bexp(i(wt — k'x0)) (3.94)

v = cexp(i(wt — k'x))

donde a, b y ¢ son amplitudes, w la frecuencia angular, k = (k,, k,) el
vector de onda y x¢g = (xg,20) € int(M). Para cada estrella y para cada

instante, denotando & = exp(iwAt),
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( )
u = af" exp(—ik’ x;)
wh = b exp(—ik’x
(; gn p( . 0) (3.95)
wi = b§" exp(—ik x;)
v = €™ exp(—ik’ %)
vl =cg" exp(—ik’x;)
Andlisis de la estabilidad para las ondas P-SV
Sustituyendo (3.95) en (3.83) se tiene
a&" ' exp(—ik'xo) = (2 — A )a&" exp(—ik’xo)+
+ (A, — D)ag™ " exp(—ik’xg) — A,2a&"* exp(—ik’ xo)+
2
+ Z [(—1)k+1Aw§b§”k exp(—ik” xq)+
k=0
N
+ ) (—DF(AFag R exp(—ik"x;) + A, fb¢"F exp(—ik"x;))
j=1
bE" ! exp(—ik"xg) = (2 — By )b" exp(—ik” xo)+
+ (B, — 1)bg" ! exp(—ik? xq) — B 2b¢"? exp(—ik” xo )+
2
+ Z [(—1)“13;0’“@5"_1“ exp(—ik’xg)+
k=0
N
+ ) (~1)F(BLFE  exp(—ik"x;) + B, Fag"F exp(—ik"x;)) | (3.96)
j=1

Teniendo en cuenta que h; = (h;,l;) = (z; — 2o, 2; — 20) y dividiendo la

ecuacién (3.96) por £" 2exp(—ik’ xo),
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ag® = (2 — Ago)afz + (A, — 1)a& — Auo a+ Z [ 1AL kbfz k
k=0

N
+ > (D)MAFag® "  exp(—ikThy) + A Fbe* exp(—z'kThj))]

=1

<.

be* = (2 — BY )& + (B, — 1)b¢ — B,?b + Z { DB Fag* F 4

WE

+ (—1)k(Bwfb§2kexp(—ikThj)—i—BwkaéQkeXp(—ikThj))} (3.97)

1

<.
Il

Se escriben los términos multiplicados por las amplitudes a y b en lados

opuestos de cada igualdad

2 N
a[53—<2—A20>5Q—<Au; e+ A2~ 5 S ()R AR el z’kTh»] _

k=0 j=1

k=0 j=1
2 N
b[ﬁ?’ — (2= B,,)§ = (By, — )&+ By, Z Z _f§2_k eXp(—z'kThj)} =
) N k=0 j=1
— a[z ((_1)k+1Bu0k£2k n Z kg2 kexp(—ikThj)>} (3.98)
k=0 j=1

Teniendo en cuenta que A;J’? = B;jk para cada k € {0,1,2} y j €
{0,1,2,..., N}, se denota

2 N
[=¢—(2-4)8 — (A, —DE+ AT = > (~1)" A exp(—ikhy)

k=0 j=1
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2 N
[=&—(2-B)&—(By, —DE+ B2 =Y > (-1 B¢ " exp(—ik"hy)
k=0 j5=1
2 N
¢ = Z{ 1)L A ke k+Z(—1)kAwf§2kexp(—ikThj)] (3.99)
k=0 J=1
y se llega a
al =b@ = ¢=2 _ )
) L ST =9 (3.100)
M=ad=2¢="L

N N N
Puesto que Moz = Zj:l Myjgx, Mozz = Zj:l M2z Y Mozz = Zj:l Mgz,
se tiene A,F = Z;VZI A;jk y B,k = Zjvzl B;f para cada k € {0,1,2}. Se

reescriben las expresiones (3.99) como

—2¢? +5+ZZ 1FAFE (1 — exp(—ik"hy))

k=0 j=1
2 N
=& -2+ &+ ) D (1) B (1 — exp(—ik"hy))  (3.101)
k=0 j=1
2 N v
O =) (—1)FALFE (=1 + exp(—ik"hy))

k=0 j=1

Llegado a este punto, se renombran las variables ¢}, ©5 y ¢}, para x €

{P, S}, como

1
] — A_ﬁ% = o1 =1+ 1.5 At !

0y — E(pg = @5 =2r,At" (3.102)

1. . )
0y — ESO?) = @3 = 0,51, At !

lo que, junto con las igualdades,
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P = ijm — exp(—ik’h;))
Q= Zmazz — exp(—ik"hy)) (3.103)

R= Z Mz (—1 + exp(—ik"h;))

J=1

permite escribir las expresiones (3.101) como

[=¢ -2+ ¢+ AP {(aQsOfP + BT Q)& —
— (P05 P+ B*05Q)¢ + (a®oi P + ﬁ%i@)}
=& -20+¢+ A8 {(oﬂpf Q + 77 P&~
(3.104)

— (@) Q + B3 P)E + (0} Q + 5290513)}
&= AP [( Pa? — SB)E — (b’ — gS)ET

+(pa® — 930 )}

0, lo que es lo mismo,

[=¢ -2+ ¢+ AP {aQP(sof?—sozfﬂog) BQQ(so‘féz—soszrsos)]
[=¢ -2+ ¢+ AP [OCQQ<90{352 - 9025+903) 52P(90f52 —90254‘%03)]
<I>IAtQ{a2(¢f€2—s@§€+s@§)+52( T — 03¢+ 03| R (3.105)

Las ecuaciones (3.105) se pueden simplificar a la forma
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L= (@) + 8 (PR + £ Qu(0))
F=r(e) + AP (a2@p<s> n 5%(@) (3.106)
o = AL (cﬂp(@ T 5%(&)) R
siendo
re) =€ — 26 +¢

p(&) = 01 & — oFE+ ok (3.107)
q(§) = f — ¥ f‘i‘ 903

Se operan las expresiones p(§) y ¢(§),

TP

3T 27’
_ Pe2_ P P_ (4 P _ar _

QZt (ng — 46+ 1>

3, 27, T, (3-108)
s 2Ts s
— — (14 2= _ -
o©) = 1€ - e+ o = (14 22 ) - Do T
_ 7S (g2 =
siendo
At
Sp = 34+ 2—
Z (3.109)
Sg = 3 + 2—
Ts
Sustituyendo (3.108) en (3.106), sacando factor comiin —— y renombran-

2Nt
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do las expresiones (3.108)

PlE) = zp(§) = pl6) = spE> — 46 +1
(3.110)
a(6) = 5a5a(6) = a(6) = 556 —4E +1
las igualdades (3.106) se transforman en
At ) )
=9+ 5 (reaPo(e) + rsQu6))
= () + 5 (a2 @p(6) + s Pute)) 3.111)
— % (Tpa p(&) + TsﬁQQ(f)) R
Ahora se denota
M = poz2Pp(£) +7582Qq(€)
M = tpa®Qp(€) + 155 Pq(§) (3.112)
M = rpa®p(€) + 7s6%q(6)

Se sustituyen (3.112) en (3.111) y se resuelve la ecuacién (3.100) para
r(§),

IT=9> = (r(g) + %M) (r(g) A;M) Awa

2

= r%{)%—%(M—i—M)r(ﬁ)—i—A—t(MM—M2R2) =0 =

_At
2

= 1(6) =

_At
2

4
AP Y- B—
(M + M) + \/Tt(M+M)2—4Tt(MM—M2RQ)
2

At - - —
(M + M) + 7\/M2 + N2 + 2M N — AMM + 402 R?)
. _
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:%<_(M+M)i\/(M—M)2+4J\:42RZ> (3.113)
quedando
r(g):%(_(MJrM)i\/(M—M)2+4M2R2) (3.114)

Se va a acotar el lado derecho en (3.114) acotando el lado izquierdo. Para

ello se consideran x = coswAt 'y z =sinwAty & =x + iz

()] = |(z +i2)® — 2(z +142)? + 2 + iz| = |2° + 3222 — 32(1 — 2%)—
—iz(1 —2%) — 22° + 2(1 — 2%) —idwz + 7 +iz2| = 2|22 — 22° — 2+

2
+1+i2z(2® — 2)| = 2((2:1:3 —22% — x4+ 1) + 4222 — 3:)2) =
%
:2(m2—2m+1) =2(1—x) (3.115)

de donde se sigue que 0 < |r(§)| < 4y, por tanto,

<4 =

0< T(—(M+M)i\/(M—M)2+4J\72R2)

16 (3.116)

—(M + NI) £ /(M — M) + 40P R?

= OgAtg‘

Para tomar la menor cota de At, se maximiza el denominador de (3.116)
aplicando la desigualdad triangular v la desigualdad vA+ B < VA + VB
para A, B > 0,

‘—(M+M)i\/(M—M)2+4]\_42R2

< ‘M+M‘+

+ ‘\/(M—M)2+4]\_42R2 < |M|+ |M|+|M — M|+
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+2|MR| < 2(|M| + | M| +|]\:4||R|) (3.117)

Sustituyendo M, M y M por su valor, dado en (3.112), se puede continuar

aplicando la desigualdad triangular

2(|Mr ]+ |M||R\) _ 2(|Tpa2pp<£> B Qq(E)] + [rra’QulE)+

B Pa©)] + rra®p(€) + Tsﬁch(&)HRI) <2 (Tpon\Pllp(é)H
T s B101la(©)] + a2l QlIp(E)] + msBIPla(€)] + el RlIp(©)]+

; TsﬁQIRIIQ(ﬁ)I) _ 2(Tpa2|p<5>|<|P| Q1+ |R]) + 7582a() (| Pl+

101 +17) ) =2(1P1+ 101+ |71 ) (reelp(e)] + sl ) (119

Ahora se va a maximizar |P|, |Q|, |R|, |p(§)| ¥ |¢(§)| Por la simetria de
|P|, |Q| v |R|, se muestra sélo el desarrollo para |P|

|P| = — exp(—ik"hy)) — cos(k"h;))+
N N 2
+1 Z Mz sin(k™ h;)| = [( Z Mjzz (1 — cos(k”hy ))) (3.119)
j=1 j=1
N 21
+ (Z Mz Sln<k h])) :| (4m0xac + mOxz) \/_mOII
j=1
N
siendo Moz, = Z |Mjzz|. Del mismo modo, denotando my,, = Z M|
=1
N j
Y Mozs = Z |m .| se tiene
j=1

111



CAPITULO 3. FORMULAS EN DIFERENQIAS FINITAS
GENERALIZADAS PARA LA ECUACION DE ONDA

|P| - \/gm()zz
LR|::V%ﬁQMZ

Por la simetria de |[p(&)| v |¢(£)|, se muestra sélo el desarrollo para |p(€)|

y para ello se consideran z = coswAty z =sinwAty { =z + iz

p(&)] = |sp€? — 46 + 1| = |sp(x +i2)? — 4(x +iz) + 1| = |sp(a® — (1 — 2°)+

+i2x2) — dx —idz + 1| = [2sp2® — 4w + 1 — sp + i22(spr — 2)| = ((25px2—

3
—4x+1—5p)* +4(1 — 2*)(spw — 2)2> = (48]31‘2 —8(sp+ 1)z + sp—

NI

— 28}) + 17>

(3.121)

El radicando de (3.121) es una pardbola convexa decreciente y positiva

8 1 1
8813 Sp

1y para = 1 se tiene 4sp — 8(sp + 1) + s —2sp + 17 = s% —6sp + 9 =

para —1 < x < 1, pues su vértice se encuentra en V, =

(sp —3)? > 0. El maximo del radicando se alcanza por tanto en z = —1 y el
médulo vale |p(—1)| = y/s% + 10sp + 25 = \/(sp + 5)2 = sp + 5. Por tanto,
los valores maximos de [p(&)| y |¢(&)| son

P < sp+5

lq(&)] < ss+5 (3.122)

Sustituyendo los valores obtenidos en (3.120) y en (3.122) en la expresién
obtenida en (3.118) y sustituyendo sp y sg por su valor, dado en (3.109), se

llega a la siguiente expresion
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2(|P| flQl+ |R|) (rpa2|p<5>| n 75/32|Q(f)|) <25 (m - m)
. |:7'PC¥2 (8 + 2§) + 7_5’52 (8 + 2§):| = 4\/5 (mO:r:a: + Moz, + mOxz) '

TP Ts

2At + 4TPCY + ﬁzAt + 47—Sﬁ2> = 4\/3 (mme + Moz, + mOxz) :

(7
( o? + BA At + 4(tpa? +rs52)) (3.123)

Sustituyendo la expresion (3.123) en (3.116) se tiene

0<AL< 10 <
4\/3 (mO:px + m()zz + m()zz> ((Oé2 + ﬁ2)At + 4(7’pa2 -+ Tsﬁ2)>
16
< ‘ - = = (3.124)
—(M + NI) £/ (M — M) + 40P R?
Simplificando y operando, se llega a
4
(& + B AL + 4(tpa’ + 746%) At — <0 (3.125)

V5(Moze + Moz + Mg )

Se resuelve la inecuacion de segundo grado convexa para /At

16
\/g(m()a}x + mOzz + mOzz)

—4(tpa® + 753?) & \/16(7'13042 + 7552%)% +
2(a? + ?2)

At =
(3.126)

Simplificando
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2 2
Af— _oTPO 758
062—’—/82

2 2\ 2
1
Lo (Tpa2+7526 ) N
o + B \/3(052 + 52)(77101:1: + 77_/lOzz + mOmz)

Teniendo en cuenta que At > 0, la inecuacién (3.125) es cierta siempre

(3.127)

que

2 2
At < _oTPO T TS
a? + 32

19 (Tpa2+7'gﬁ2)2+ 1
052 + 52 \/5(042 + 52)<m0wx + mOzz + mOJJZ)

en cuyo caso el esquema para ondas P-SV en medio viscoelastico (3.83)

(3.128)

es estable para la estrella considerada.

Por tanto, el esquema en diferencias finitas generalizadas para la ecua-
cién de onda P-SV en medio viscoelastico es estable si lo es para todas las
estrellas, es decir, si lo es para la estrella con suma de los coeficientes del

nodo central maxima.
Analisis de la estabilidad para las ondas SH

Sustituyendo (3.95) en (3.89) se tiene

c&" 1 exp(—ik’xq) = (2 — CJ) )& exp(—ik" xo)+

+(C) )t = 1)c€" Vexp(—ik”xg) — C, 2c€" 2 exp(—ik” xo)+
2 N

+ Z Z(—l)ka’jkcfn’k exp(—ik’x;)

k=0 j=1

(3.129)

Teniendo en cuenta que h; = (h;,l;) = (z; — zo, 2; — 20) y dividiendo la
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ecuacién (3.129) por " 2exp(—ik’xq),

& =2-Cp)E + (0 — g = C '+

2 N

Puesto que mog. = Z;VZI Mgz Y Mozz = Zjvzl M., S€ tiene C’U_Ok =
Zévzl C’v_jk para cada k € {0, 1,2}. Se reescribe la ecuacién (3.130) como

40182+ 0yl + D3 =0 (3.131)
donde
N
j=1
N
Oy =1 ¢a(mjey +my..)(1 — exp(—ik’hy)) (3.132)
j=1
N
By =Y pa(myee +my..)(1 - exp(—ik'hy))
j=1
y

01 = BPAE + gTﬁ2At
0y = 28T At (3.133)

1
p3 = 5527At

Sean &1, & y &3 las soluciones de la ecuacién (3.131). Aplicando las férmu-

las de Cardano-Vieta se tiene
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— b =L+L+E
Dy =16 + 6183 + 663 (3.134)
— P53 = §1683

Tomando médulos y teniendo en cuenta que |&] <1, i € {1,2,3},

[P = |61 + &+ & < &+ &)+ 18] <3
|Pa| = |66 + &163 + §263] < |&&a] + 66| + 1€285] <

(3.135)
< & &l + &6 + &1 <3
|Ps| = |€16285] = [&]I&a][€] < 1
de donde se sigue que
4" <9
[Py <9 (3.136)
|s]* <1
Se acotan los médulos al cuadrado de los coeficientes (3.132)
N N
|@4]” = ’ =24 @1(Myae +myan)(1— cos(kThy)) +0 ) o1 (et
j=1 Jj=1
2 N 2
+ mjzz) sin(kThj) = < -2+ Z gol(mjm + TTLjZZ)(l - COS(kThj>>> +

J=1

N 2
* (Z Pr(Mjrs + 1Mj22) Sin(kThj)) < (2 + 201 (Mozs + Mo22))*+

Jj=1

+ @%(mOWC + mOzz>2 = 5(m0xx + mOzz)z(p% + 8(m0xx + mOzz)Spl +4
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N N

|@,* = ’1 = > @a(myas +myz2)(1— cos(kThy)) Y pa(myaat

j=1 j=1

sl = (123 galmee + )1 - cos) )

Jj=1

N 2
+ <Z @Q(mjw + ijZ) Sin(kThj)) < (1 + 2902(m0$x + mOZZ))2+

=1

+ @%(mwa + mOzz)2 = 5(m0$m + mOzz)Q(p% + 4(m0xm + mOzz)‘p? +1

N N
1> = [0sl”| D (Mjaa +myez) (1 — cos(khy)) +4 > (mjaat
j=1 j=1
2 N 2
+my..)sin(k hy)| = @) [(Z(mm + ez ) (1 — cos(kThm) +
j=1
N 2
+ (Z(mjm +mye.) sin(kThj)) } < 3(Moge + Moz )20 (3.137)
j=1

N N
siendo Moz, = Z M| ¥ 022 = Z |z
j=1 j=1

Imponiendo las restricciones de (3.136) a (3.137) se llega a un sistema de

tres inecuaciones de cuarto grado para el incremento temporal

5(m0m: + 77_1022)2(,0% + 8(m0rx + mOzz)QOI -9 S 0
5(m056:1: + m0zz)290§ + 4(m0xaz + mOzz)QDQ - 8 S 0 (3138)
3(m0xw + m0z2)290§ -1 S 0

Se resuelven cada una de las inecuaciones del sistema (3.138).
Inecuacion |®1|> <9

5(m0:13x + mOZZ)QSO% + 8(m0:1:x + mOzz)Qol —-5=0 =

_8(m0zx + mOzz) + \/64(m0mm + mOzz)2 + 100(m0$m + mOzz)2
10(m03:x + m()zz)2

:>()01:
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—8 £+ v164

B 10(m0x:c + mOzz)

— ¢ (3.139)

de donde se sigue que 5(Moge + Mo22)20? + 8(Moge + Mozz)1 — 5 < 0 si

-8 — 164 < -8+ v 164

< 3.140
10<m0mc + m(]zz) =vrs 1O(m0x:r: + 77iLOzz) ( )
y puesto que ¢; > 0, se tiene
—8 4+ v 164
0< g < —r (3.141)

o 10(m0xx + m()zz)
Sustituyendo ¢; en (3.141) por su valor dado en (3.133) se obtiene una

inecuacién de segundo grado para el incremento temporal

3 -8+ 164
0 < B2ALE + =B At <
o ﬁ N 2ﬁ ’ o 10(7’710133 + mOzz)
3 8 — V164
—= BEALE + ZBAr AL <0
ﬁ N 2ﬁ ’ N 10(m0xw + m()zz) -

(3.142)

Se resuelve ahora esta inecuacién

3 8 — 164
A 4 B At =0 =
6 * 26 T * 10(m0x:c + mOZZ)
3 9 2 V164 — (3.143)
__527_:|: _5472+_62 - 6 78
2 4 5) Moxx + mozz
— At =
232
8 —v164

3
luego S2At? + 5527'At + <0si

10 (mOIx + mOzz)

_§527i\/25472+252( V164 — 8 )

Moze + mozz
232

obteniendo asi una cota temporal para la primera inecuacion.

(3.144)
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Inecuacion |Pyf> <9

Se sustituye ¢ en la segunda inecuacién de (3.138) por su valor dado en
(3.136)

20872 (Moga + Moz2) A + 83°7 (Mogs + Mozz) AL —8 <0 (3.145)

y se resuelve

208472 (Mows + Moss) 28 + 8827 (Miggs + Moss ) At — 8 = 0 =
—83%7 (Mg + Mos-)
408472 (Moge + Mo22)?
N V648172 (Moze + Moz )? + 6408172 (Mows + 1022)* (3.146)

405472 (Mg + M2z )?
+/11 -1

B 5ﬁ27—(m0m¢ + mOzz)

= At = =+

y, puesto que At > 0, se obtiene asi una cota temporal para la segunda
inecuacion del sistema (3.138)
V1l -1

D<At 3.147
o o 5527(m0xx + 77”022) ( )

Inecuacion | 3> <1

Se sustituye 3 en la tercera inecuacién de (3.138) por su valor dado en

(3.136) y se resuelve

3
1547—2(m0x:v + mOzz)ZAt2 -1 S 0 =
— 1 <A< 1 (G189
364T2<m0$z + ﬁLOzz)2 a - 3647—2 (mO:c;B + mOzz)2

y, como At > 0, la cota temporal que se obtiene es
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2
0<At<
\/§B2T(m0$x + m()zz)

En resumen, el sistema de inecuaciones

5(m0xaz + mOzz)290% + 8(m0xaz + 7ﬂOzz)Spl - 5 S O
5(m0zz + m0z2>290% + 4(77_1011 + mOzz)SOZ - 8 S O

3(m01x + m0z2>290g23, -1 S 0

lleva a

(
3 9 2 v164 — 8
__627+ _647—2+_/82 _
2 4 ) Mozx + mozz
At <
232
At < \7/ 11 — 17
5B2T(m0$x + mOzz)
2
At < — —
\ \/gﬂQT(mOxac + mOzz)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

Es elemental comprobar que la segunda inecuacién en (3.151) es mds

restrictiva que la tercera inecuacion por lo que se puede reducir el sistema

(3.151) a
(
3 9 2 V164 — 8
3BT BT 2B
At < 2 4 b} Moge + mMozz
>~ 2ﬁ2

At < Vil -1

\ o 5627—(771101‘2: + mOzz)

(3.152)

Se van a comparar ambas desigualdades para hallar la mas restrictiva.

Para ello, se divide la primera inecuacién de (3.152) entre la segunda y se

acota la expresion resultante
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Sy \/gﬁ%u §5<M)

mOxm + mOzz
232

vI1l -1

5527- (mOxw + mOZZ)

(3.153)

Operando

—2527 + \/25472 + %52 (—m = )

mOzz + mOzz
232

vI1l -1

5527- (mOI:t + mOzz)

_3527— \/45647'2(7710;595 + m()zz) + 862(\/@ — 8)

+
— 452 4ﬁ2\/g\/ 77750:1:90 + mOzz
VIl -1

5B2T (msz + mOzz)

— < — 38%7V5\/Mows + Moss + \/455472(7710” + 1022) + 862(V164 — 8)) :

X 5627—(m0mc + mOzz) o \/5
(\/ﬁ - 1)452\/5\/ m(]:mv + m()zz B 4(\/ﬁ - 1)

+ \/45547'4(7%03” + mozz)Q + 8(\/ 164 — 8)6272(7’71017;5 + mozz))

. ( - \/4_5527—2<m0z:v + mOzz)+

(3.154)

Por comodidad, se establecen las siguientes igualdades

R
4(v/11 — 1)

g =45

r=8(V164 — 8)
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r = B2 (Mowe + Mozz) (3.155)

y se considera la funcién g : Rt — R

9(z) = p(—qr + \/¢*2* + rx) (3.156)

Esta funcién es continua, creciente, positiva y tiene una asintota horizon-
tal cuando x — o0. Esto permite acotar la funcion y, por tanto, el cociente

(3.153).

Es continua pues ¢?z? +rz > 0 en R*. Es creciente ya que su derivada

es positiva,

() ( N 2¢%x +r ) -0
T) = — _—
g P 1 2/ q*2% +rx

(3.157)

pues

2¢°x +r _ 2¢%x +r = 2q\/Pat+rr

T 4
2\/¢*x? +rx 2\/¢?x? +rx

\/(2q2x +7)2 — \/4q4x2 + 4rq’x B \/4q4:c +4drqPx +r? — \/4q4a:2 + 4drq*x

24/ q%2% +rx 2y/q*2% +rx

(3.158)

La funcién es positiva ya que \/q222 + rz — qr = /%22 + rz — \/q?x? >

La funcion estd acotada y su supremo es el valor de su asintota horizontal

sup(g) = lim p(—qz + /¢*2® + ra) =

I (V@Px?+rr+ qr)(\/¢?x? + re — qx)
:p 11m =
T—00 \GPr? +rx +qu
. ¢t +ro — ¢Pa? )
=D lim =P lim

r
T—00 ’q2x2 +T’Z‘+q;€ T—300 /—q2 T £ —|—q =
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_pr V164 -8

- =1 < 3.159
2¢  3y11-3 ( )

El cociente (3.153) es siempre menor que 1, luego el numerador es siem-
pre menor que el denominador, por lo que la primera inecuacion del sistema

(3.152) es la més restrictiva.

Finalmente, el esquema es estable para la estrella considerada si

_;5274‘ \/25472 + gﬁ2<@)

mO:mc + 7/_nfOzz
232

Por tanto, el esquema en diferencias finitas generalizadas para la ecuacion

At <

(3.160)

de onda SH en medio viscoelastico es estable si lo es para todas las estrellas,
es decir, si lo es para la estrella con suma de los coeficientes del nodo central

maxima.

Puesto que los esquemas para ondas P-SV y para ondas SH son consisten-
tes y estables en los rangos establecidos, se puede asegurar que los esquemas

son convergentes en virtud del teorema de Lax.

3.5.3. Dispersion numérica

Dispersion numérica de las ondas P-SV

En la igualdad (3.114) se sustituyen M, M y M por su valor (3.112), se

opera y se extrae factor comun

r(§) = —% (Tpo?p(é) + Tsﬁ2q(§)) <P +Q+V(P-Q)2+ 4R2) (3.161)

Denotando

At

T
4

<P +Q++V(P-Q)?2+ 4R2) (3.162)
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y sustituyendo en (3.161) el valor de r(§) dado en (3.107), los valores de
p(€) v q(&) dados en (3.110) y operando, se obtiene la ecuacién cubica

4 (T(Tpoz23p+755235)—2) 24 (1—4T(Tpoz2—|—7'562)) f—T(Tpa2—|—7'562) =0
(3.163)

La notacién

O, = Y(rpa’sp + 15%s5) — 2
Py = 1 —4Y(1pa’ + 155%) (3.164)
q)3 = —T(TpOé2 + Tgﬁ2>

permite escribir la ecuacién (3.163) como

E 4+ P18 4+ Pl + 3 =0 (3.165)

Si se denota

P
AO == (I)% - 3@2
Ay =203 — 9O Dy + 27Dy

(3.166)
Ao — 3 A1 + \/m
[ 2
la solucién de (3.165) es
1 Ao
= 2| o+ Ml + o= 3.167
&k 3< 1+ ¢ 2+CkA2) ( )
siendo ¢ = —% + \/752 v k€ {0,1,2}.
De & = exp(iwpAt) se sigue que wy, = A%(fk) ¥
. Arg(€)
- —w|= 1
werp = | iy e =l =4y (3.168)

Por tanto, para analizar la dispersion debida a la discretizacién de las

ondas P-SV se calcula
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, aGFD — . , )\PArg<€> 1
maXonint(M) T —maXermt(M) 20 /\t o
(3.169)
/ Barp —B| Asy Arg(§)
Mo cint(M) | =g | = M&xocint(M) | =5 38— !

donde A\p y Agy son las longitudes de onda de las ondas P y SV, respec-

tivamente.

Estos valores permiten relacionar las velocidades reales de las ondas P
y S con las velocidades obtenidas por la aplicacién del GFDM. Cuanto més
préximo a cero estén estos valores, menor sera la dispersién producida como
consecuencia de la discretizacion.

Dispersion numérica de las ondas SH

Si se denota

(
AO - (D% - 3(132
— 93 _
] & =208 = 99,8, + 270 (3.170)
N RS T
\ ? 2
la solucién de (3.131) es
1 JAY)
=P+ A+ 3.171
&k 3<1+C 2+CkA2) ( )
siendo ¢ = —1 + Biy ke {0,1,2}.
De & = exp(iwpAt) se sigue que wy, = A%(fk) y
, Arg(§)
_ = 172
“orp = ity o~ = T T

Por tanto, para analizar la dispersiéon debida a la discretizacién de las
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ondas SH se calcula

s Arg(§)
208wt

max
xg€int(M)

BGFD—ﬁ’:
B

- 1‘ (3.173)

donde Agy es la longitud de onda de la onda SH.

Como antes, cuanto mas proximo a cero sea el resultado, menor dispersion

se producira.

3.6. Condiciones de contorno

Las condiciones en desplazamiento son condiciones Dirichlet y basta sus-
tituir el valor de los desplazamientos en el contorno por su valor real. En el
caso de utilizar esquemas heterogéneos, si un nodo del contorno B coincide
con la interfase, entonces se cambia el nodo de la interfase por dos nodos B;
y By en los que los valores de los parametros del medio son los valores del

medio en que se encuentran, véase la figura 3.2.
En el caso de las ondas P-SV se tiene

Ux,t)=U(x,t) v W(x,t)=W(kx,t) VxeTl (3.174)

y en el caso de las ondas SH

V(x,t) =V(x,t) VxeTl (3.175)

Las condiciones en tensiones son condiciones Neumann y para tratarlas
se procede como sigue. Por cada nodo con condicién de contorno Neumann
se anade un nuevo nodo en el exterior del dominio considerado, en la direc-

cién de la normal y a una distancia la mitad del paso de referencia, figura 3.4.

Las condiciones en tensiones vienen dadas por
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Y

Figura 3.4: Contorno con condicion Neumann. Se anaden tantos nodos en el
exterior del dominio como nodos con condicion Neumann tenga el problema.

T:p = OgaNg + 02Ny
(3.176)

Tz = 0Ny + 022N,
para las ondas P-SV y

Ty = Ogyng + 0y2n, (3.177)
para las ondas SH.

En ambos casos, T = (T}, T,, T.)" es el vector tensién y n = (ng, n,,n,)"

es la normal en el punto de aplicacién.

Para este tipo de condiciones se distinguen dos casos, el elastico y el vis-

coeldastico.

En el caso elastico, la ley de Hooke establece
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O = (W2 + U.) (3.175)
Oy =AU+ (A +20)W,

para las ondas P-SV y

Oxy = Vx
v 1 (3.179)
Oyz = NV:z

para las ondas SH.

Sustituyendo en (3.176) y (3.177) la ley de Hooke (3.178) y (3.179) y
tomando en éstas iltimas las aproximaciones lineales obtenidas para las de-

rivadas parciales primeras, obtenidas en (2.17), se llega a

N N
T, = [()\ + 2u) ( — Moz Uy + Z mmuf) + /\( — Mo Wy + Z mizwf)} Ng+

i=1 i=1

N N
n n n n
+u { — MUy + E My U; — MogW, + g MW, ] n,

=1 =1

N N
n n n n
T, =pu [ — Mo Uy + g MU, — MogWy + E Mg W; ] Nyt
=1 =1

N N
+ {()\ +2u) ( — mo,wy + Z mizw?) + )\< — MUy + Z mwufﬂ n,

i=1 =1

(3.180)

para las ondas P-SV y

N N
T,=p {( — MoV, + Z mmvl’?> ng + ( — Mo, v, + Z mizv?> nz} (3.181)

=1 i=1
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no estan en el dominio, los nodos anadidos, y se denota por K al conjunto de
indices de nodos que estdn en el dominio. De esta manera, se establecen dos

ecuaciones lineales para los desplazamientos u} y w} en el caso de las ondas

para las ondas SH.

Para cada estrella, se denota por J al conjunto de indices de nodos que

P-SV

SH

ecuaciones en el caso de las ondas P-SV y se establece una ecuacién en el ca-

> K(A + 2u)ngmj, + anmjz> uj + <>\nmmjz + ﬁmz”%‘r) w?] =

jeJ

= Tm + (()‘ + 2M)nmm0x + anm0z) Ug + ()\nmmOZ + anmm) U)g—

— Z K()\ + 2p)ngmp, + /mzmkz) uy + ()\nwmkz + unzmkx> w}j}
keK

Z {(/mzmjz + Anzmjz) uy + (/mxmjx + (A + 2u)nzmjz> w;‘] =

jeJ

=T, + (;mxm()z + )\nszx) ug + (,tmxm()w + A+ 2u)nzm02) wh—
— Z K/mxmkz + )\nzmkx> uy + </mxmkx + (A + 2u)nzmkz> w?}

keK

(3.182)

y una ecuacion lineal para los desplazamientos v; en el caso de las ondas

Z 'u(nl“mjx + nzij)v? =T, + p(naMog + n2mg. ) vy —
JjeJ

E n
- ﬂ'(nxmkx + nzmkz)vk
keK

Por cada nodo con condiciéon de contorno Neumann, se establecen dos
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so de las ondas SH. En el caso de las ondas P-SV se obtiene un sistema de 2N
ecuaciones con 2N incdgnitas (u?, w}“) cuya solucién da los desplazamientos
en los nodos anadidos y en el caso de las ondas SH se obtiene un sistema de
N ecuaciones con N incégnitas vy cuya solucion da los desplazamientos en
los nodos anadidos.

En el caso viscoelastico, las tensiones son

Ope = AN+ 2) U + AW, + (N + 20U oy + XNW

oz = A+ 20 W, + AU + (N + 20 )Wt + NUg (3.184)
,0
Ogz = (ﬂ +p E) (U7Z + I/V:l“)

para las ondas P-SV y

(3.185)

para las ondas SH.

Ay p son los pardmetros de Lamé y X y p/ son los coeficientes de visco-

sidad.

)\/ 2 / /
/\122 y Tg = &, se tiene que N =

ATp +2u(Tp — T5) v las tensiones (3.184) y (3.185) se pueden reescribir como

Teniendo en cuenta que 7p =

Ogz = ()\ + QM)U,;U + )\Wz + (/\ + 2N)TPU,xt ‘l’ [/\TP + 2,u(TP - TS)]Wzt -
= (AN +20)( Uy + 7pUst) + [( A+ 20)Tp — 2us|W o + AW,
0= A+ 2)W, + AU + (A +2u)7pW ot + [ATp + 2u(7p — 75)|U ot =
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= <)‘ + 2:“)(“/,2 + TPVV,%) + [(/\ + Qﬂ)TP - QPJTS]U,:Ct + )‘U,x

0
0. = (M n m@) (Us+ W) = flUs + W+ 75(Ust + Wa)] (3.186)

para las ondas P-SV y

0
Ouy = <M + M'&) Vo= pVe+ 75V
3.187
0 ( )
oy = \ptu g Ve = plVz + 7Vl

para las ondas SH.

Sustituyendo en (3.176) y (3.177) las tensiones (3.186) y (3.187) y toman-
do en éstas tltimas las aproximaciones lineales obtenidas para las derivadas

parciales primeras, obtenidas en (2.17), se llega a

N N
0

=1 at =1
5 N
+ (A4 2u)1p — 2;175]&( — mo,wy + Z mizwf”) +
=1

N

=1

N N
0

=1 =1

5 N
+ [(A+2u)7p — 2/”5]&( — MogUgy + Z mixu?) +
=1

N
i=1
N N
n n n n
Opry = 4 { — Mo Uy + E My U; — MogWy + E Mg W; +
i=1 i=1
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9 N N
+ Tg— pr < — Mo,uf + ZZI miul — mogwy + ZZI mmw?)] (3.188)
para las ondas P-SV y

N N
0
Opy = u{ MoV + g Mz V; + Ts = 5 ( — MoV, + g Mz V'
= =1 (3.189)

N N
0
Oyz = ILL|:— moz’ug + g mizv? + Tsa ( _ mOZ’Ug + g mizvﬁ>}

i=1 =1
para las ondas SH.

Por la linealidad de la derivada y sustituyendo el esquema obtenido en
(2.32), se escriben las ecuaciones (3.188) y (3.189) de la forma

n—1
uy — U U —u

i=1 i=1

. . -1
+ [(A + 2:“)7—1) - 2:“/7-5] < - mOz wO Zmzzw w >+

N
+ )\( — Mo, Wy + Z mizw?)

N
wy — w ’LU —w
= (>\+2M)|: mOzwo + E mzzw +TP< mOzM_’_ E mzz—

i=1 i=1
up — ug’l N u? — !
A+ 2 —9 i p————
+ (A +2u)Tp — 2u75] ( mo T Zm y )—I—
N
i=1

al ult —ut !
_ n n n n 0 0
Opz = [L| — MoUy + My U, — MogWy + Miw; +Ts| — mOZ—At +
i=1 i=1
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para las ondas P-SV y

n = n ’Ug—’l)g_l = 'Uzn _v'?_l

Oy = | — MgV + Z mizv; +Ts| — mOx—At + Z Mz At
i=1 1=1
N

n n USL _U(T)Li1 Y v;'n_fu?il
Oyr = | — M,V +Zmizvi + Ts _mOth“‘Zmith
i=1

i=1
(3.191)
para las ondas SH.

Agrupando términos, se escriben finalmente las ecuaciones (3.190) y (3.191)

CcOo1mo

n—1__

TP

B <(>\ + 2u) 7P — 2uTs (A+ QM)TP — 2uTs n-1

A LW 2

At

N
—1—2[)\—1—2;;( Ai)mwu? (/\+2LL)A MUl

=1
N (()\ +2u)Tp — 2uTs N )\> it — (AN +2u)mp — 2uTs !

At At !

n—1__

Ozz = _()\ + 21“) (1 + At)mOZwO ()\ + 2#) AtmOZwO

A+2 -2 A+2 -2
_ << + MZJZ MTSJF)\)mOxugJF( + M)ATJZ MTsmozugflJr

N
TP n—1
E 2 1+ — ; 2
+l: |i)\+ ,U)( +At)muw ()\+ ,U)Atmzzw +

(A+2 -2 A+2 -2
( i ,u U MTS—F)\)mz':cU?—( i M)ATI; MTSmmU?_l

_|_
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T, T, T
Ozz = W |: - (]- + Ki)m[)zug + KimOzug_l - (1 + Zst)mOxwg—i—
N
Ts n— Ts n_ T8 n—
+ EmOLBwO 1} + NZ l(l + E)mzzuz - Emzzul 1+

TS n TS n—1
1 a2 ! 192
—l—( + t)mmw, tmmwl ] (3.192)

N
TS n TS n—1
14+ = YL Ry P | Nl
—i—,uz {( —|—At)mzzvz Atmlzvz } (3.193)

para las ondas SH.

Para cada estrella, se denota por J al conjunto de indices de nodos que
no estan en el dominio, los nodos anadidos, y se denota por K al conjunto de
indices de nodos que estdn en el dominio. De esta manera, se establecen dos

ecuaciones lineales para los desplazamientos u} y w? en el caso de las ondas
P-SV

Tp TS n
Z [(nx()\ + 2u) (1 + E)mﬂ +n,pu (1 + E)mjz)uj—l—

Jj€J

(A+2p)7p — 275 Ts .

TP TS n

134




CAPITULO 3. FORMULAS EN DIFERENCIAS FINITAS
GENERALIZADAS PARA LA ECUACION DE ONDA

7_

(A4 2u)7p — 2uTs "
—I—<n< A + A mg, +n,p 1+E Moz | W —

(A +2u) p—2,u7'5 Ts

n—1__

Ny mo, + Nz Atm0x> ’LUO

Tp S n
ZK {(nw (A +2p) (1 + E)mkx +nzu(l + E)mkz)uk+

ke

)\ 2 -2
<nx< + ’MTP MTS+A)mkz+nzu<1+g)mkx>w}j]—l—

+Z {(nm /\—I—Qu mm +nzﬂAtmm)un 1L

=1
( A+ 2u) Tp — 2uTs
Ny

+

.

s n—1

Ts (A+2p)7p — 2p758 n
Z[(nzu(1+At)m]Z+nz< N + Ay |ui+

JjeJ
et ( 14+ =2 Y mye +na(h+2p0) [ 1+ 22 =T+
W\ ET Ay )T T e a At )

A+ 2 -2

VAN
Tg (A +2u)Tp — 2uTs ) _
mog

—Myg, + N, Uy +

At

TS n
+ <an (1 + E)m% + 1. (A +2u) (1 + Kt)moz) wy—

= mog + n, (A + 2u) Atmoz) wh~ 1_

(A +2p)7p — 2pu758 n
_Z {(ngﬁp(l—l—g)mkz%—nz( AL + A )My Jup+

TP n
+ N(1+E)mlm‘f‘nz(}‘_’_zu)(l_’_E)mkz)wk}_’_
N
Ts (A +2u)7p — 2uts i1
+;Knggummw+nz ~ My, Jul ™+

+ (nxug—stmm +n.( N+ QM)L—Pth-Z> wf‘l} (3.194)
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y una ecuacion lineal para los desplazamientos v; en el caso de las ondas
SH

TS n
Zu (1 + E) (NeMyje +n.mj.)vj =

jeJ

1

T T
=T,+ u(l + —S) (namog + namo,) vy — u—s(nxm()x + n,mo. vy —

At At

_ Z ( ) Ny Mpr + nzmkz vk, + ZMAt MMy + nzmzz)v -1

keK

(3.195)

Por cada nodo con condicién de contorno Neumann, se establecen dos
ecuaciones en el caso de las ondas P-SV y se establece una ecuacion en el caso
de las ondas SH. En el caso de las ondas P-SV se obtiene un sistema de 2N
ecuaciones con 2N incoégnitas (u?, w;‘) cuya solucién da los desplazamientos
en los nodos anadidos y en el caso de las ondas SH se obtiene un sistema de

N ecuaciones con N incognitas v7

7 cuya solucion da los desplazamientos en

los nodos anadidos.
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Capitulo 4
Resultados numeéricos

Las condiciones iniciales seran en todos los casos

U(x,z,0)=U(z,z,At) =0

(4.1)
Wiz, z,0)=W(z,z,At) =0
para las ondas P-SV y
V(z,2,0)=V(x,z,At) =0 (4.2)

para las ondas SH.

Para las condiciones de contorno, se va a excitar el medio mediante una
onda plana formada por el l16bulo central de un pulso de Ricker, figura 4.1, en
casi todos los casos, indicandose cuando no sea asi. La onda plana esta defi-
nida geométricamente por dos rectas paralelas desplazandose a la velocidad
de las ondas en el medio. Por tanto, en un instante determinado, los valores
en el contorno seran los valores del pulso de Ricker en aquellos nodos que se
encuentren entre dichas rectas y cero en el resto de nodos del contorno, véase

la figura 4.2 para el caso de ondas SH.

Sik = (kg, k)T es el vector de onda normalizado y rq : kyz+ k.2 +co = 0

es la recta que marca el comienzo de la onda plana en su primer contacto
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x10
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I
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-3 Lébulo central
del pulso de Ricker

Figura 4.1: Lobulo central del pulso de Ricker

¥ desplazamientos
r x

Condiciones de contorno .
Q

-

ulso de Ricker Direccion de

'<Dpagaci6n

Figura 4.2: Condiciones de contorno Dirichlet para el caso de ondas SH pla-
nas. Los nodos sobre la linea discontinua en el contorno toman los valores
del pulso de Ricker mientras que los nodos sobre la linea continua toman el
valor cero

con el dominio de interés, entonces en cualquier instante, ¢, la onda plana se
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encontrara entre las rectas ry : kyx+k,2+c, =0y ro: kyx+k,z2+co = 0 con
c1=co+ - (t —ti) y co=co+ -(t — ts) siendo v € {a, B}. Las condiciones

de contorno son

( kz .
ky-glt——(c—co) sicg<c<cyt>t
Uz, z,t) = v
\0 €.0.C.
(4.3)
( k
kz-g<t——z(c—co)) sicg<c<cyt>t
Wiz, z,t) = v
0 €.0.C.
\
(t kz( )) icy<c< t>t
g — —\C— (¢ SlCp S Cx~C1 YU =1
V(z,z,t) = g (4.4)
0 e.0.C.

donde ¢ = —k,x — k,z, V(x,z) € ' y g es el pulso de Ricker

g(t) = A(1 —2m*f*(t — to)") exp(—mf*(t —t0)*)  tE[tity]  (4.5)

siendo A = 5-107% m la amplitud, f = %ﬁ Hz la frecuencia, t, =
0,05 + 2At s el retardo!, t; = 2/\t s el instante de comienzo del pulso y
ty = ;r/—? + 2/t s el instante de final del pulso. Estos valores de amplitud,
frecuencia y retardo seran siempre los casos analizados, salvo que se indique
lo contrario. El valor maximo del desplazamiento se alcanza en t,,,, = to y
su valor es g(tmq:) = Ay los valores minimos del desplazamiento, contando
con los lobulos inferiores, se alcanzan en t,,, = tog £ TTD, siendo Tp = ;r/—?, y

ambos valen g(tu,) = —2A4 exp(—3).

Los diferentes parametros de las condiciones de contorno serdn especifi-

'No confundir con el tiempo de retardo o relajacién de las ondas en medios viscoelasti-
cos.
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cados en cada caso particular.

4.1. Onda en medio isétropo, elastico y ho-

mogéneo

Para mostrar la precisiéon del método se va a resolver el problema (3.12)
con condiciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.3). Se considera el
dominio espacial D = [0,2000] x [0, 1000] y el dominio temporal t € [0, 1]. La
discretizacion espacial es regular con paso de referencia h = 10 y 20301 nodos
y la discretizacién temporal es At = 5-107%. El medio tiene por velocidades
a=1km/sy =0, km/sy por densidad p = 1000 kg/m?. La onda plana
es un pulso de Ricker con A = 2,5-10%m, f =4 Hz y t; = 0,5 s., luego
I(tmaz) = 2,5-107% v g(tnin) = —1,11565 - 107¢. La tabla 4.1 muestra los
errores relativos cometidos al aproximar los valores reales por los obtenidos
con el GFDM en un punto situado a 200 m de la entrada de la onda en el

medio.

Tabla 4.1: Errores relativos cometidos al aprorimar el desplazamiento mdzi-
mo y minimo con el GDFM

Nodo Maximo  Primer minimo Segundo minimo
(x,z) = (1000,200) 1,60-107° 4,71 -1072 5,41-1072

En la figura 4.3 se muestra la onda plana en el instante t = 0,55 s y
se pueden apreciar en ella tanto los 16bulos laterales como el l6bulo central.

La figura 4.4 muestra la evolucién temporal de la onda en el nodo (z,z) =
(1000, 200).
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Desplazamientos
0.0 0.125 2.5 x107°

IIIIIIIIII|IIW

Figura 4.3: Pulso de Ricker viajando hacia arriba como un frente de ondas.
La flecha en fondo blanco senala la direccion de propagacion.

. Pulso de Ricker
x10 T T T T T T
2.5+ —%—Onda SV _
——OndaP
~_
E, 1.5+ |
S
s L 1
2
£
Sosp =
=
2 o
=
-0.5- T
1 | | I | 1 | 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.5
Tiempo (s)

Figura 4.4: Onda plana P en el nodo (x,z) = (1000,200) situado a 200
metros del origen.
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4.2. Influencia de la irregularidad de la dis-

cretizacion en la propagacion de ondas

Una de las principales ventajas del método de las diferencias finitas ge-
neralizadas es que no precisa de una disposiciéon regular de los nodos. Esto
no significa que se tengan que formar discretizaciones irregulares, de hecho,
los mejores resultados se obtienen, en general, para discretizaciones lo mas
regulares posible. En cualquier caso, el objetivo ahora es mostrar con un caso

académico que se obtienen buenos resultados aunque la irregularidad sea alta.

Sea D = {(z,y) € R?|0 <z < 1,0 < y < 0,5} un dominio rectangular
formado por un subdominio irregular Dy = {(z,y) € R? : 0 < z < 0,4,0 <
y < 0,5} C D y un subdominio regular D = D§. El subdominio regular
tiene paso de referencia h en el eje X y k en el eje Y. El subdominio irregular

se construye a partir de uno regular desplazando cada nodo una distancia

aleatoria, Ad = /Ax? + Ay?, en una direccién aleatoria, cumpliéndose que

h h k k
—§ﬁ < Az < 5& y —§ﬁ < Ay < 5% de manera que dos nodos
no puedan superponerse. Por tanto, r define el grado de irregularidad por lo
que 7 = 0 es una discretizacion completamente regular y » = 100 es la mas

irregular.

Las figuras 4.5 y 4.6 muestran las discretizaciones para un grado de irre-
gularidad de r =20% y r = 40 %.

Para analizar el efecto de la irregularidad de la discretizacion en la propa-
gacién de las ondas, se da un impulso unitario en P = (0,5, 0,5) y se comparan
los desplazamientos en las direcciones radial y tangencial generados en los
nodos Ar = (0,25,0,35) € Dry A; = (0,75,0,35) € D;. El siguiente grafico
muestra el cociente entre el maximo desplazamiento, en valor absoluto, de A;
y Ar en ambas direcciones para valores crecientes del grado de irregularidad.
Se puede apreciar en la figura 4.7 que cuanto mas regular es la discretizacion,

mejores resultados se obtienen.
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Subdominio iregular D; Subdominio regular Dy

Figura 4.5: Discretizacion con grado de irreqularidad de r = 20 %

Se muestra finalmente la onda en los casos de la discretizaciéon con un
grado de irregularidad de r = 20% y r = 40% en el instante t = 0,6 s. La
distorsion es un poco mayor en el subdominio irregular para las ondas S, lo
que puede observarse en las figuras 4.8 y 4.9 para zonas préximas al origen

del pulso. No obstante, esta distorsién no es apreciable para las ondas P.

4.3. Adaptatividad y aplicaciéon al problema

sismico

El error se evaltia mediante la siguiente férmula global:
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Subdominio ragular D; Subdominio regular Dy

Figura 4.6: Discretizacion con grado de irreqularidad de r = 40 %

Direccién radial Direccién tangencial
14
104 g 1
£ L 13
T 108 2 1ss *\
] = ”
.E 1,02 \ -E 111§ \
g -
5 o
'g 1,01 g“ 1}::;; |
a 1 T T T T
1 T T T T T

40 30 20 15 10 5
40 30 20 15 10 5

Grado de irregularidad
Grado de irregularidad

Figura 4.7: Izquierda: Cocientes en la direccion radial. Derecha: Cocientes
en la direccion tangencial

1

Global Error (%) = x 100 (4.6)

|€maz |

siendo €,,,, €l maximo valor del error del indicador y NI el ntimero de
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Maodulo del desplazamiento

000e+00  7.5e-5 0.00015 000023  3.000e-04

R e

Figura 4.8: Onda en la discretizacion con grado de irreqularidad del 20 % en
el instante t = 0,6 s

nodos interiores.

En todos los casos de esta seccion, el algoritmo de adicién y el del mo-
vimiento se aplican alternativamente, comenzando con el algoritmo del mo-
vimiento. Ademas, un nodo es procesado por cualquier algoritmo si la es-
timacién del error en el nodo es mayor que la estimacion del error medio
en la discretizacién mas dos veces la desviacion tipica. Los valores para los
diferentes parametros involucrados en el método adaptativo son, en todos los
casos, &« = 0,5, p = 2/3 y kK = maz(ey,...,exn), siendo e;, i = 1,..., N, la

estimacion del error en cada nodo de la estrella.
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Méoédulo del desplazamiento

0000e+00  7.5e-5 0.00015 000022  3.000e-04

R e

Figura 4.9: Onda en la discretizacion con grado de irreqularidad del 40 % en
el instante t = 0,6 s

4.3.1. Comparacion entre el algoritmo de adicion y el

método adaptativo

Para comparar el algoritmo de adicion y el método adaptativo, se resuel-

ven dos ecuaciones en derivadas parciales en dos discretizaciones irregulares.

Ejemplo 1. Se considera la siguiente ecuacion sobre una discretizacién

irregular contenida en D = [0, 3] x [0, 2].

*d 9’
52 T g =0 (4.7)

con condiciones de contorno Dirichlet y solucion exacta
®(z,2) = In(2? + 2?) (4.8)
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En cada nodo se utilizan estrellas de 8 nodos formadas por el criterio del

cuadrante y la funcién de ponderacién w(xg,x;) = ||x; — Xol|3*

Se realizan 8 pasos tanto con el algoritmo de adicién como con el método
adaptativo. El error se reduce mas al aplicar el método adaptativo incluso
usando un menor nimero de nodos, como se puede ver en la tabla 4.2. La
figura 4.10 muestra la discretizacion tanto inicial con 55 nodos y como final
con 120 nodos cuando se aplica el método adaptativo. La figura 4.11 mues-
tra, en una zona ampliada, el movimiento de los nodos en el sexto paso del
método adaptativo con la posicion inicial denotada por V, la posicion final

de los mismos denotada por o y los eliminados denotados por ®

Tabla 4.2: Errores inicial y final y nimero de nodos del ejemplo 1 con 8 pasos
de ambos casos

Ejemplo 1 Error inicial (nodos) Error final (nodos)
Algoritmo de adicion  6,16-10 1% (55) 3,58 - 102 % (1383)
Método adaptativo 6,16 -1071% (55)  3,29-1072% (120)

L L L , L
0.5 1 15 2 25

Figura 4.10: Discretizaciones, inicial (55 nodos) y final (120 nodos), aplican-
do el método adaptativo en el ejemplo 1

Ejemplo 2. Se considera la siguiente ecuacion sobre una discretizacion
regular contenida en el cuadrado D = [0,01,1,01] x [0,01,1,01].

82®_262<IJ +82<I>+8<I>_6(I> B
0x? O0xdz 022 or 0z

0 (4.9)
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05 " —
0.45|- « * i
045 o, . % * E
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02- . * * . i
0.15- * P %
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Figura 4.11: Ampliacion de la region con errores mas elevados en la discreti-
zacion del ejemplo 1 en el sexto paso de aplicacion del método adaptativo, en
particular de la aplicacion del algoritmo del movimiento. Leyenda: x nodos
interiores y frontera, V posicion inicial nodo interior seleccionado, o posicion
final del nodo interior seleccionado y ® nodo eliminado.

con condiciones de contorno Dirichlet y solucién exacta

D(r,2) = - i - (4.10)

En cada nodo se utilizan estrellas de 8 nodos formadas por el criterio del

cuadrante y la funcién de ponderacién w(xg,x;) = ||x; — Xol|3*

Se realizan 6 pasos tanto con el algoritmo de adicién como con el método
adaptativo. El error se reduce mas al aplicar el método adaptativo incluso
usando un menor nimero de nodos, como se puede ver en la tabla 4.3. La
figura 4.12 muestra la discretizacién tanto inicial con 81 nodos y como final
con 126 nodos cuando se aplica el método adaptativo. Ademads, aumentar
el nimero de pasos del algoritmo de adicién, no sélo aumenta el nimero de
nodos, sino que ademés no asegura que el error disminuya con respecto al
método adaptativo. Por ejemplo, si se dan dos pasos méas con el algoritmo
de adicién, se ha aumentado el nimero de nodos en algo més de un 10 %
y el error sigue siendo mayor. En la tabla 4.4 se puede ver que el error co-

metido con 6 pasos del método adaptativo y 8 pasos del algoritmo de adicién.
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Tabla 4.3: Errores inicial y final y nimero de nodos del ejemplo 2 con 6 pasos
en ambos casos

Ejemplo 2 Error inicial (nodos) Error final (nodos)
Algoritmo de adicién 1,04 % (81) 2,61-1071% (128)
Método adaptativo 1,04 % (81) 1,12-107' % (126)

Tabla 4.4: Errores inicial y final y nimero de nodos del ejemplo 2 con 6 pasos
del método adaptativo y 8 pasos del algoritmo de adicion

Ejemplo 2 Error inicial (nodos) Error final (nodos)
Algoritmo de adicién 1,04 % (81) 1,50 -1071 % (141)
Método adaptativo 1,04 % (81) 1,12-107' % (126)

Figura 4.12: Discretizaciones, inicial (81 nodos) y final (126 nodos), aplican-
do el método adaptativo en el ejemplo 2

4.3.2. Aplicacion a problemas dependientes del tiempo

El criterio de estabilidad del método de las diferencias finitas generaliza-
das en cualquier problema dependiente del tiempo depende de los coeficientes
de la estrella y éstos, a su vez, dependen de la distribucién de los nodos. Una
distribuciéon de nodos inadecuada podria forzar a escoger un paso temporal
menor con el correspondiente incremento en el tiempo de resolucion del pro-
blema o incluso podria provocar que el esquema fuese inestable. Es claro que
el criterio de estabilidad debe satisfacerse en cualquier nodo de una discre-
tizacion y en una discretizacién regular la cota temporal para la estabilidad

es la misma en todos los nodos. En una discretizacién irregular no ocurre lo
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mismo puesto que cada nodo puede tener una cota distinta y el problema
debe satisfacer la menor de todas ellas. En esta situacion puede ocurrir que
la cota temporal se vea reducida como consecuencia de unos pocos nodos mal
distribuidos. Se pueden evitar estos casos aplicando el método adaptativo a

priori en los nodos en cuestion mejorando su distribucion.

Para aplicar el método adaptativo a priori, el vector 58 en (2.54) serd el
resultante de la suma de los N vectores ¢; sin ponderar y manteniendo las
restricciones C'1 and C2. Para decidir qué algoritmo aplicar se empleara el si-
guiente criterio, se aplica el algoritmo del movimiento si el nodo seleccionado
X, satisface que f;(x0) > 0,5 o tiene algin nodo en el intervalo (0, 57 — 207)

y se aplica el algoritmo de adiciéon en otro caso.

Para ilustrar la eficiencia del método adaptativo en problemas dependien-
tes del tiempo, se va a resolver un problema de propagacion de ondas que
presenta dos inestabilidades locales. En el ejemplo se aplica un pulso en el
nodo P = (0,5,0). La figura 4.13 muestra la discretizacién irregular y el nodo
problematico. Aplicando el algoritmo de adicién sobre el nodo problematico,
se incorporan a la discretizacion tres nodos més y surge una nueva inestabili-
dad en uno de ellos. Esta ultima es resuelta por el algoritmo del movimiento
eliminando el nodo en cuestién. En la figura 4.14 se puede ver la onda en los
instantes t = 0,25 s y t = 0,5 s antes de aplicar el adaptativo y en la figura
4.15 se muestra la onda en los mismos instantes pero después de aplicar el

método adaptativo donde ya no aparece ninguna inestabilidad.

4.4. Reflexion y transmision

Salvo que se indique lo contrario, el problema para ondas P-SV vendra
dado por las ecuaciones (3.63) y el problema para ondas SH por la ecuacién

(3.64).

En estos casos las condiciones de contorno se deben ampliar pues el me-
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.13: Discretizacion irregular con 5151 nodos. El nodo critico estd en
el interior del circulo en linea continua los nodos de la estrella estan dentro
de la circunferencia en linea discontinua.

01 0z 03 04 0s 06 o7 08 09 ' o 01 02 03 04 05 06 07 08 08

Figura 4.14: Instantdneas de la onda en t = 0,25 s yt = 0,5 s antes de
aplicar el método adaptativo en la discretizacion de 5151 nodos.

- ) . 0.1
o ) oss oes £ -
feal 8 |
, 121 b . - b

o 01 02 03 04 05 08 o7 08 09 1 0 01 02 03 04 0s 06 07 08 09 1

Figura 4.15: Instantdneas de la onda ent = 0,25 s yt = 0,5 s después de
aplicar el método adaptativo en la discretizacion de 5153 nodos.
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dio estard formado por dos subdominios, D = D; U D,. Se llamara entonces
I'h=I'nD; yI's =I'N D5 alos contornos de cada subdominio que eran con-
torno en el dominio original. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad,
que la onda entra en el dominio a través del contorno I';. Se denota por o;
y (; las velocidades de las ondas P y de las ondas S, respectivamente, en el
subdominio D; con i € {1,2}.

Sean k = (k,, kz)T el vector de onda normalizado y rg : kyx+k.z2+co =0
la recta que pasa por el primer nodo de contacto de la onda con el dominio
de interés, que puede suponerse que ocurre en ['y. En cualquier instante,
t, la onda plana se encontrard entre las rectas r; : kyx + k.2 +c¢; =0y
ro @ kyx + k,z+cy = 0 con ¢ = co+k%(t—ti) y ¢y = co—i-lf—z(t—tf)
siendo v € {ay, B1}. Sean k' = (K, k)T y K" = (K, k") los vectores de onda
normalizados para las ondas P y las ondas SV, respectivamente, en el medio
I'y. Como antes, sean r( : kLo + k.z + ¢;, = 0 la recta que pasa por el primer
nodo de contacto de la onda P con I'y y () : kllz + k72 4+ ¢ = 0 la recta que
pasa por el primer nodo de contacto de la onda SV con I's. En el segundo
medio las ondas P se encontraran entre las rectas r] : klx + klz+ ¢} =0
yryikaw+kiz+dy,=0concy =g+ @F(E—6)y g =ch+F(E—t))y
las ondas SV o SH se encontraran entre las rectas r{ : ko + k2 4+ =0y
1y kxR 4o =0 con of = cf + Bt =) v & = cf + g3t —1}). Las
condiciones de contorno para las ondas P-SV son

U(wa?t) = Up(l',z,t) + US\/<£IZ',Z,t)

(4.11)
Wiz, z,t) = Wp(x, z,t) + Wey(z, 2,t)

siendo
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( kz
ky-g t——(c—co)) (x,2) €T, <c< et >t
a

_ K.
Up(z,z,t) = { k/ gl t— a—z(c’ — cg)) (x,2) €Ty, < <), t > 1)

0 €.0.C.

"
t——z(c”—cg)> (x,z) €Ty, <" <t >t

0 €.0.C.

(4.12)

4 kz
ks-g t——(C—Co)) (x,2) €T, <c<e,t >t
o

k/,/
Wp(z,2,t) =4k . g t——z(c’—c{))) (,2) €Ty, dy < <)t >8]

0 €.0.C.

t——z(c”—cg)) (x,2) €T,y <" <], t >t

0 €e.0.C.
(4.13)
y las condiciones de contorno para las ondas SH son
( k
g t—ﬁ—z(c—co)> (r,2) e, <c<e,t >t
1
_ k!
Vig,2,t) = ¢ gt - 5l 06’)> (z,2) €To,cy < <t > #]
\0 €.0.C.
(4.14)

donde ¢ = ko — k,z, ¥(x,2) € Ty, = =k, —x — klz, ¥(x,2) € Ty,
"= —klx —k!z,¥(z,2z) € Ty y g es el pulso de Ricker descrito en (4.5).
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Los diferentes parametros de las condiciones de contorno seran especifi-

cados en cada caso particular.

Para analizar la precisién del método se calculara el error relativo come-
tido por las amplitudes maximas obtenidas por el método, A,,, respecto a

las amplitudes maximas tedricas, Ay,

|Am B At|
e=—- 4.15
n (4.15)

Salvo que se indique lo contrario, se utilizaran en todos los casos estre-
llas de 8 nodos formadas por el criterio de la distancia y con funcién de

ponderacién w(xp,X;) = ||x; — Xol[5°.

4.4.1. Reflexién de ondas en superficie libre

Los coeficientes de reflexién se obtienen imponiendo condiciones de fronte-
ra libre a la superficie libre, esto es, imponiendo tensién nula en la superficie.

Las férmulas pueden encontrarse, por ejemplo, en [14] y éstas son

_ sin2e-sin2f — (a/f)? - cos?2f

Chp = sin2e - sin2f + (a/f)? - cos? 2f

B —2(a/p) - sin2e - cos 2f (4.16)
CRsy = sin2e - sin2f — (a/3)? - cos? 2f
CRSH =—1

siendo e el angulo de incidencia y reflexion de las ondas P y f el dngulo

de reflexion de las ondas S.
A continuacion se tratan los casos de ondas P-SV y SH sobre la superficie

terrestre dispuesta de forma horizontal y el caso de una onda SH sobre una

superficie libre inclinada.
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Ondas P — SV y SH sobre superficie terrestre horizontal

La superficie terrestre es aproximadamente un solido de Poisson, con co-
eficientes de Lamé \ ~ pu ~ 3 - 10'° Pa y densidad p = 3000 kg/m?, y por
tanto, la velocidad de las ondas P es @ = 5,48 km/s y la velocidad de las
ondas S es f = 3,16 km/s.

Se considera el dominio espacial D = [0,6000] x [—2000, 0] y el dominio
temporal ¢ € [0, 1] para ondas P-SV y ¢ € [0, 1,25] para ondas SH. La discre-
tizacion espacial es regular con paso de referencia h = 20 m y 30401 nodos y

la discretizacién temporal es At = 51074

Para las condiciones anteriores se resuelve el problema (3.12) con condi-
ciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.3). Del mismo modo, se
resuelve el problema (3.13) con condiciones iniciales (4.2) y condiciones de
contorno (4.4). Los parametros de las condiciones de contorno son en ambos
casos k, = —0,3420, k, = 0,9397 y cg = —6322,2 y el angulo de incidencia es
20°. La maxima amplitud ha sido medida en el nodo P = (4000, —1200) para
las ondas P-SV y en el nodo () = (4000, —1500) para la onda SH. Los errores
relativos en los nodos P y Q) se encuentran en la tabla 4.5 y una instantanea

para cada caso se muestra en las figuras 4.16 y 4.17.

Tabla 4.5: Errores relativos para las ondas planas en los nodos P =
(4000, —1200) para las ondas P-SV y Q = (4000, —1500) para las ondas SH.
El instante en el que la amplitud es maxima en cada nodo se muestra entre
paréntesis.

Onda P (tiempo) SV (tiempo) SH (tiempo)

Incidente 1,00 - 1072 (0,3825) — 3,30 - 1072 (0,7140)
Reflejada 1,73 -1072 (0,6565) 2,90 - 1072 (0,7670) 2,98 - 1072 (1,0140)

En la figura 4.16 también aparecen las ondas Rayleigh que son ondas de

superficie con movimiento circular por lo que cuando en la direccion de pro-
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v

ONDA PLANA ONDA PLANA ONDA PLANA ONDA
INCIDENTEP REFLEJADAP REFLEJADA SV RAYLEIGH

Desplazamientos

0.0 2.5 5.0 x10°®
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Figura 4.16: Onda P incidente y ondas P y SV reflejadas en el instante
t = 0,7 s. Puede verse también una onda Rayleigh. Las flechas con fondo
blanco senalan la direccion de propagacion en cada caso.

ONDA PLANA ONDA PLANA
INCIDENTE SH REFLEJADA SH

Desplazamientos

0.0 2.5 5.0 x10°6

IIII\IIII\|I\I\II\II|II\I\IM

Figura 4.17: Onda SH incidente y onda SH reflejada en el instante t = 1,1
s. Las flechas con fondo blanco senalan la direccion de propagacion en cada
caso.

pagacién aparece un desplazamiento maximo o un desplazamiento minimo,
en la direccion perpendicular a la direccion de propagacion el desplazamiento
se hace cero, y viceversa. Para corroborar que se trata de una onda Rayleigh

se toma un nodo en la superficie libre y se muestra el desplazamiento en la
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direccién de propagacion, d = (—1,0), y en la direccién perpendicular a ésta
para el dominio temporal. En la figura 4.18 se aprecia que dichas condiciones

se cumplen por lo que, en efecto, se trata de una onda de Rayleigh.

x10° Onda de Rayleigh

Desplazamiento (m)

_10 1 1 | | 1 1 | | 1
. . 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo (s)

Figura 4.18: Onda de Rayleigh.

Onda SH sobre superficie libre inclinada

Se considera el dominio espacial D = {(z,2) € R? : 0 < z < 0,75,0 <
z < —tan(10°)z + 0,7295} con a = 3,06 m/s, =125 m/s y p = 16 kg/m?
y el dominio temporal ¢ € [0, 0,75]. La discretizacion espacial es irregular con
paso de referencia h = 7,5-1072 m y 16209 nodos y la discretizacién temporal

es At =5-10"%

Para las condiciones anteriores se resuelve el problema (3.13) con condi-
ciones iniciales (4.2) y condiciones de contorno (4.4). Los pardmetros de las
condiciones de contorno son k, =0, k, =1y ¢y = 0 y el dngulo de incidencia
es 10°. La maxima amplitud ha sido medida en el nodo P = (1,0050, 0,2878).
Los errores relativos en el nodo P son 1,04 - 1072 (¢t = 0,4188 s) para la onda
incidente y 3,92-1072 (¢t = 0,7015 s) para la onda reflejada. En la figura 4.19

puede verse una instantanea de la onda incidente y reflejada.
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ONDA PLANA ONDA PLANA

INCIDENTE SH REFLEJADA SH
Desplazamientos

0.0 2.5 5.0 x107©
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Figura 4.19: Onda SH incidente y onda SH reflejada en el instante t = 0,55
s. Las flechas con fondo blanco senalan la direccion de propagacion en cada
caso.

4.4.2. Reflexién y transmisién de ondas en una interfaz

solido — solido

Los coeficientes de reflexién y transmisién se obtienen imponiendo con-
diciones de contorno en la interfase de ambos medios, esto es, imponiendo
la continuidad de los desplazamientos y de la tensién. Las féormulas pueden

encontrarse, por ejemplo, en [14] y éstas son en el caso de ondas P-SV

M-C=c (4.17)
siendo la matriz M
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—sine cos f sin e/ cos f’
cose sin f cos e’ —sin f’
M= . Qg P20415§ . , P20 , (4.18)
sin2e ——cos2f 5 sin 2e cos2f
1 P10 37 p151
—cos2f —ésin2f P20z cos 2 f' pabs sin 2 f/
aq P10 P10
y los vectores de coeficientes C y de términos independientes c
CRp sine
CR oS
c= | v ec=| F (4.19)
CTp sin 2e
CTgy cos2f
En el caso de ondas SH las formulas son
CRgp = p1Pi cos jl — P22 cos jz
p151 €o8 j1 + pafSa COS ja
(4.20)
9 .
CTsy = P11 os Ji

P11 cos j1 + pa a2 €OS jo

Los angulos pueden verse en la figura 4.20.

Es facil comprobar que los coeficientes de reflexion y transmisién quedan
univocamente determinados por las velocidades de ambos medios cuando las
constantes de Lamé en ambos medios son iguales. Por lo tanto, en aquellos
casos en los que el tinico parametro variable sea la densidad, se puede optar
por omitir los nodos en la interfase y beneficiarse de la gran ventaja que

supone utilizar los esquemas homogéneos en todo el dominio.

Se van a abordar diferentes casos en esta seccién, un caso académico pa-

ra ondas SH con interfaz horizontal y utilizando el esquema homogéneo, el
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sV;
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Figura 4.20: Izquierda: Angulos de reflexion y transmision para una onda P
incidente. Derecha: Angulos de reflexion y transmision para una onda SH
incidente

caso de la discontinuidad de Mohorovici¢ con interfaz horizontal para ondas
P-SV y ondas SH en el que se aplicaran los esquemas heterogéneos, un caso
académico con interfaz horizontal tanto para ondas P-SV como para ondas
SH donde también se utilizaran esquemas heterogéneos, se analizara el caso
de una onda P atravesando una interfaz horizontal con una zona irregular
usando los esquemas homogéneos, tres casos de interfases inclinadas, uno
para ondas P-SV y dos para ondas SH, en las que se aplican los esquemas
heterogéneos y, finalmente, se analizara el caso de una interfaz curva aplican-

do esquemas homogéneos.
Onda SH sobre interfase horizontal con esquema homogéneo

Se considera el dominio espacial D = [0, 2,1] x [—1,5, 0] que estd formado
por dos medios homogéneos, el medio superior Dy = [0,2,1] x (0,75, 0] tiene
A =1Pa, uyy =1Pay p =025 kg/m3, por lo que 81 =2 m/s, y el medio
inferior Dy = [0,2,1] x [—1,5,0,75) tiene Ay = 1 Pa, us = 1 Pay po =1
kg/m3, por lo que 8, = 1 m/s. El dominio temporal es t € [0,1,5]. La discre-
tizacién espacial es regular con paso de referencia h = 7,5 - 1073 m y 56481

nodos y la discretizacién temporal es At = 5- 1074
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Para las condiciones anteriores se resuelve el problema (3.13) con condi-

ciones iniciales (4.2) y condiciones de contorno (4.14).

Los parametros de las condiciones de contorno son k, = —0,3420, k, =
0,9397 y ¢y = 2,1277 para el medio inferior y k2 = —0,6840, k7 = 0,7294,
¢y = 1,9899 y t/ = 0,7118 para el medio superior. El angulo de incidencia
es de 20°. La méxima amplitud ha sido medida en los nodos P, = (1,—0,5)
para la onda transmitida y P, = (1, —1) para la onda reflejada. Los errores
relativos son 1,80 -1072 (¢ = 1,1970 s) para la onda transmitida y 2,20 - 1072
(t = 1,3455 s) para la onda reflejada. En la figura 4.21 puede verse una ins-
tantanea de la onda incidente, reflejada y transmitida. En la figura 4.22 y en
la figura 4.23 se muestra la evoluciéon temporal de los desplazamientos en los
nodos P, y P;. Ademas, en éstas tltimas, se puede apreciar los efectos de la
dispersién numérica cuyo valor, conforme a la férmula definida en (3.53), es
de 0,0018.

Ondas P-SV y SH en la discontinuidad de Mohorovi¢ié hori-

zontal

La discontinuidad de Mohorovici¢ (Moho) separa la corteza terrestre del
manto superior, a unos 25 km de profundidad, y es donde las ondas sufren

una mayor aceleracion.

Se considera el dominio espacial D = [0,10000] x [—28000, —22000] que
estd formado por la corteza terrestre, D; = [0,10000] x (—25000, —22000],
donde las velocidades son a; = 6,8 km/s y 5 = 3,9 km/s y la densidad es
p1 = 2800 kg/m?, y el manto superior, Dy = [0, 10000] x [-28000, —25000),
donde las velocidades son ay = 8 km/s y f = 4,6 km/s y la densidad es
ps = 3300 kg/m3. El dominio temporal es ¢ € [0,1] para ondas P-SV y
t € [0,1,75] para ondas SH. La discretizacién espacial es regular con pa-

so de referencia h = 40 m y 37903 nodos y la discretizacién temporal es
At=5-1074
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ONDA PLANA 3
TRANSMITIDA SH

ONDA PLANA ONDA PLANA
INCIDENTE SH REFLEJADA SH
Desplazamiento

0.0 2.5 5.0 x10°©

Figura 4.21: Onda plana SH incidente, reflejada y transmitida en el instante
t = 1,25 s. Las flechas con fondo blanco senalan la direccion de propagacion
en cada caso.

Para las condiciones anteriores se resuelve el problema (3.12) con condi-
ciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.11). Los pardametros de las
condiciones de contorno son k, = 0,3420, k., = —0,9397 y ¢y = —28000 en la
corteza terrestre y los parametros en el manto superior para las ondas P son
kI = 0,4024, k., = —0,9155, ¢; = —25000 y t; = 0,4166 y para las ondas SV
son k) = 0,2314, k) = —0,9729, ¢j = ¢ y t] = t;. El angulo de incidencia de

la onda P en el dominio es 20°.

Del mismo modo, se resuelve el problema (3.13) con condiciones iniciales

(4.2) y condiciones de contorno (4.4). Los pardmetros de las condiciones de
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Onda Plana SH incidente y reflejada

Desplazamientos (m)

0 0.5 i 1 1.5
Tiempo (s)

Figura 4.22: Onda plana SH incidente y reflejada en el nodo Py = (1,—1).
El lobulo de la izquierda corresponde a la onda incidente y el lobulo de la
derecha a la onda reflejada. Las colas después de cada lobulo son debidas a
la dispersion numérica.

Onda plana SH transmitida

(6, ]
T
1

N
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|

w
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|

Desplazamientos (m)

N—

0 0.5 Tiempo (s) 1 1.5

Figura 4.23: Onda plana SH transmitida en el nodo P, = (1,—0,5). La cola
después del lobulo se debe a la dispersion numérica.

contorno son k, = 0,3420, k, = —0,9397 y ¢y = —28000 en la corteza terres-

tre y los pardametros en el manto superior son k7 = 0,4034, k7 = —0,9150,

163



CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS

¢y = —25000 y t! = 0,7265. El angulo de incidencia de la onda SH es también
de 20°.

La méaxima amplitud ha sido medida, tanto para ondas P-SV como para
ondas SH, en el nodo P = (4000, —24000) para ondas incidentes y reflejadas
y en el nodo @ = (4000, —26000) para ondas transmitidas. Los errores relati-
vos en los nodos P y @) se encuentran en la tabla 4.6 y una instantanea para

cada caso se muestra en la figura 4.24 y en la figura 4.25.

Tabla 4.6: Errores relativos para las ondas planas en los nodos P =
(4000, —24000) para las ondas incidentes y reflejadas y Q@ = (4000, —26000)
para las ondas transmitidas. El instante en el que la amplitud es mdxima en
cada nodo se muestra entre paréntesis.

Onda P (tiempo) SV (tiempo) SH (tiempo)

Incidente 7,00 - 102 (0,5262) — 1,28 - 1072 (0,8932)
Reflejada 4,43 - 10~% (0,8058) 3,61 -1073 (0,9278) 6,66 - 103 (1,3839)
Transmitida 4,15 1072 (0,7825) 1,27-10~% (0,8878) 4,68 102 (1,3389)

Ondas P-SV y SH sobre interfase horizontal con esquema he-

terogéneo

Se considera el dominio espacial D = [0,2,1] x [—1,5,0] que esté for-
mado por dos medios homogéneos, D; = [0,2,1] x [-1,5,—0,75) y Dy =
[0,2,1] x (=0,75,0]. Los pardmetros del medio inferior son o; = 1,0 m/s,
B =05m/sy p = 10,0 kg/m® para las ondas P-SV y a; = v/3 m/s,
B =1,0m/sy p; = 1,0 kg/m? para las ondas SH. Los parametros del medio
superior son ap = 2,0 m/s, Bo = 1,0 m/s y ps = 2,0 kg/m? para las ondas
P-SV y ay = /85 m/s, B, = 2,0 m/sy ps = 2,0 kg/m? para las ondas SH.
El dominio temporal es t € [0, 1,5] tanto para ondas P-SV como para ondas
SH. La discretizacién espacial es regular con paso de referencia h = 7,5-1073

m y 56483 nodos y la discretizacién temporal es At =5 - 1074,
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Figura 4.24: Onda P incidente, ondas P y SV reflejadas y ondas P y SV
transmitidas en el instante t = 0,825 s. Las flechas con fondo blanco serialan
la direccion de propagacion en cada caso.

Para las condiciones anteriores se resuelve el problema (3.12) con condi-
ciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.11). Los pardametros de las
condiciones de contorno son k, = —0,3420, k., = 0,9397 y co = —2,2643 en
el medio inferior y los parametros en el medio superior para las ondas P son
k! = 0,6840, k. = —0,7294, ¢;, = —1,5106 y ¢, = 0,7082 y para las ondas SV
son k2 = 0,3420, k” = —0,9397, ¢ = ¢, y t! = t;. El angulo de incidencia de

la onda P en el dominio es 20°.

Del mismo modo, se resuelve el problema (3.13) con condiciones iniciales
(4.2) y condiciones de contorno (4.14). Los pardmetros de las condiciones de
contorno son k, = —0,3420, k, = 0,9397 y ¢y = —2,2643 en el medio infe-

rior y los pardmetros en el medio superior son k2 = —0,3420, k = 0,9397,
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Figura 4.25: Onda SH incidente, reflejada y transmitida en el instante t =
1,35 s. Las flechas con fondo blanco serialan la direccion de propagacion en
cada caso.

¢y = —1,5106 y t! = 0,7082. El angulo de incidencia de la onda SH es tam-
bién de 20°.

La méaxima amplitud ha sido medida para las ondas P-SV en los no-
dos P, = (0,8025, —0,6150) para ondas incidentes y reflejadas y en el nodo
P, = (0,8025,—1,0200) para ondas transmitidas. En el caso de las ondas SH
la méxima amplitud ha sido medida en los nodos ; = (1,0500, —0,9975)
para ondas incidentes y reflejadas y en el nodo Q2 = (1,0500, —0,5025) para
ondas transmitidas. Los errores relativos en los nodos Py, Py, Q)1 v (2 se
encuentran en la tabla 4.7 y una instantanea para cada caso se muestra en

la figura 4.26 y en la figura 4.27.
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Tabla 4.7: Errores relativos para las ondas planas P-SV en los nodos
P = (0,8025,—0,6150) para las ondas incidentes y reflejadas y Po =
(0,8025, —1,0200) para las ondas transmitidas y errores relativos para las
ondas planas SH en los nodos Q1 = (1,0500, —0,9975) para las ondas inci-
dentes y reflejadas y Q2 = (1,0500, —0,5025) para las ondas transmitidas.
El instante en el que la amplitud es maxima en cada nodo se muestra entre
paréntesis.

Onda P (tiempo) SV (tiempo) SH (tiempo)

Incidente 3,32 - 102 (0,9100) — 4,00 - 1072 (0,8858)
Reflejada 7,25 - 1073 (1,1629) 5,28 1072 (1,3130) 1,68 - 102 (1,3575)
Transmitida 2,85 - 1072 (1,1385) 1,13-1072 (1,2855) 1,40 1072 (1,2124)

Ondas SH sobre interfase horizontal irregular con esquema

homogéneo

Sobre un dominio rectangular con interfaz horizontal se va a aplicar una
onda plana con direccién de propagacion perpendicular a la interfaz. Una pe-
quena region alrededor de la interfaz se va a irregularizar y se van a comparar
las amplitudes de ondas reflejadas y transmitidas en nodos situados cerca de

la irregularidad y en nodos de la parte regular, véase la figura 4.28.

Para ello, se considera el dominio espacial D = [0,2,1] x [—1,5,0] que
estd formado por el medio D; = [0,2,1] x (—0,75,0], donde las velocidades
son ¢y =3 m/sy B =2m/sy la densidad es p; = 1 kg/m?, y el medio
Dy =[0,2,1] x[—1,5,—0,75), donde las velocidades son ays = 1,5 m/sy B = 1
m/s y la densidad es py = 4 kg/m3. El dominio temporal es t € [0,0,75]. La
discretizacion espacial consta de 56481 nodos y es regular con paso de refe-
rencia h = 7,5-1073 m, excepto en la regién (0,4950, 0,5500) x (0,7125, 0,7800)
donde los nodos han sido distribuidos aleatoriamente en el entorno de su po-

sicién original. La discretizacién temporal es At = 5- 1074,

Se resuelve el problema (3.13) con condiciones iniciales (4.2) y condicio-

nes de contorno (4.14). Los parametros de las condiciones de contorno son
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Figura 4.26: Onda P incidente, ondas P y SV reflejadas y ondas Py SV
transmitidas en el instante t = 1,3 s. Las flechas con fondo blanco senalan la
direccion de propagacion en cada caso.

k. =0, k,=—1y cy=0 en el medio superior y los parametros en el medio
inferior son £ = 0, k/ = —1, ¢ = —0,7575 y t/ = 0,3788. El angulo de

incidencia de la onda SH es de 0°.

La méxima amplitud ha sido medida en los nodos Qr = (0,525, —0,6) y
Pr = (1,575, —0,6) para ondas reflejadas y en los nodos Q1 = (0,525, —0,84)
y Pr = (1,575,—0,84) para ondas transmitidas. Los errores relativos en los
nodos Pr, Qr, Pr v Qr se encuentran en la tabla 4.8 y una instantdanea se
muestra en la figura 4.29. Las figuras 4.30 y 4.31 muestran la evolucion tem-

poral en los nodos Qr vy Qr, respectivamente. Las figuras para la evolucién
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Figura 4.27: Onda SH incidente, reflejada y transmitida en el instante t = 1,3
s. Las flechas con fondo blanco senalan la direccion de propagacion en cada
caso.

temporal en los nodos Pg y Pr son tan similares que no se aprecia diferencia

y, por tanto, no se muestran.

Aunque los errores relativos de las amplitudes de la zona irregular son
el doble que los errores relativos de las amplitudes en la zona regular, debe
tenerse en cuenta que la irregularidad considerada es exagerada y no tiene
sentido en un caso real. En cualquier caso, se observa que los errores se man-

tienen en los valores obtenidos hasta el momento en los demés casos.
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Figura 4.28: Discretizacion irreqular cerca de la interfase (izquierda). Detalle
de la irreqularidad de la interfase (derecha).

Tabla 4.8: Errores relativos para la onda plana en los nodos Qr =
(0,525, —0,6) y Pr = (1,575, —0,6) para las ondas reflejadas y en los nodos
Qr = (0,525, -0,84) y Pr = (1,575, —0,84) para las ondas transmitidas.

Onda Nodos P (tiempo)  Nodos Q (tiempo)
Reflejada 1,00 102 (0,5110) 1,90 10 % (0,5110)
Transmitida 2,00 - 1072 (0,5115) 4,60 - 1073 (0,5115)

Ondas P-SV y SH sobre interfase inclinada con esquema he-

terogéneo

Se considera el dominio espacial D = [0,2,1] x [0,1,5] que estd forma-
do por dos medios homogéneos, Dy = {(z, z) € D|z > —tan(5°)xz + 0,855}
cona; =+V3m/s, By =1m/syp =1kg/m?>y Dy = {(z,2) € D|z <
—tan(5°)x + 0,855} con ap = V10 m/s, By = 2 m/s v ps = 2 kg/m?.
El dominio temporal es ¢t € [0,1,5] tanto para ondas P-SV como para on-
das SH. Puesto que el GDFM permite una distribucién irregular de no-

dos, la discretizacion espacial que se va a considerar es M = Q U I' donde
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Figura 4.29: Onda SH reflejada y transmitida en el instante t = 0,6 s. Las
flechas con fondo blanco senalan la direccion de propagacion en cada caso.

Q= {(w,2) € Dz, =n-h,z; = f(x;) + m - h} siendo h = 7,5-1072 m el
paso de referencia de la discretizacién, n € N, m € Z, i € {1,2,...,56482}
el nimero de nodos de la discretizacién y f(z) = — tan(5°)z + 0,855. En este
tipo de discretizaciones se debe imponer una condicién de minima distancia
entre nodos que en este caso es h/2, esto es, no puede haber dos nodos cuya
distancia sea inferior. Aunque no es una discretizacion ideal puesto que pro-
voca estrellas irregulares y huecos en el contorno, se ha elegido debido a su

facilidad de generacion. La discretizacién puede verse en la figura 4.32. La
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Figura 4.30: Onda plana SH incidente y reflejada en el nodo Qr =
(0,525, —0,6). El lobulo de la izquierda corresponde a la onda incidente y
el lobulo de la derecha a la onda reflejada. Las colas después de cada lobulo
son debidas a la dispersion numérica.

Onda SH transmitida
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Figura 4.31: Onda plana SH transmitida en el nodo Qr = (0,525, —0,84). La
cola después del lobulo se debe a la dispersion numérica.

discretizacién temporal es At =5 - 1074
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Figura 4.32: Izquierda: Dominio formado por dos medios homogéneos iy se-
parados por una interfaz inclinada 5°. Centro: Interfaz ampliada. Derecha:
Estrella cuyo nodo central es un nodo de la interfase. Los nodos con forma
de diamante estan en el dominio Dy, los nodos con forma de circunferencia
estan en el dominio Dy y los nodos denotados por puntos estin en la inter-
fase. Esta imagen pone de manifiesto que no se trata de una discretizacion
reqular a la que se ha realizado un giro.

Para las condiciones anteriores se resuelve el problema (3.12) con condi-
ciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.11). Para este problema los
parametros de las condiciones de contorno son k, = —0,0872, k, = —0,9962
y ¢g = 1,6774 en el medio superior y los parametros en el medio inferior para
las ondas P son kI, = —0,0872, k., = —0,9962, ¢; = 0,8481 y t, = 0,4788. El

angulo de incidencia de la onda P en el dominio es 0°.

Del mismo modo, se resuelve el problema (3.13) con condiciones iniciales
(4.2) y condiciones de contorno (4.14). Para este problema los pardmetros
de las condiciones de contorno son k, = 0,2588, k, = —0,9659 y ¢p = 1,5
en el medio superior y los pardmetros en el medio inferior son £ = 0,6179,
k! = —0,7863, ¢; = 0,8512 y t! = 0,7082. El angulo de incidencia de la onda

SH es en este caso de 20°.

La méaxima amplitud ha sido medida para las ondas P-SV en los no-
dos @1 = (0,9,1,1062) para ondas incidentes y reflejadas y en el nodo
Q2 = (0,9,0,6037) para ondas transmitidas. En el caso de las ondas SH
la maxima amplitud ha sido medida en los nodos P; = (1,005, 0,9996) para
ondas incidentes y reflejadas y en el nodo P, = (1,005,0,5946) para ondas

transmitidas. Los errores relativos en los nodos Py, P, Q1 y (J2 se encuentran
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en la tabla 4.9 y una instantdnea para cada caso se muestra en las figuras
4.33 y 4.34.

Tabla 4.9: Errores relativos para las ondas planas P-SV en los nodos Q1 =
(0,9,1,1062) para las ondas incidentes y reflejadas y Q2 = (0,9,0,6037) para
las ondas transmitidas y errores relativos para las ondas planas SH en los
nodos Py = (1,005,0,9996) para las ondas incidentes y reflejadas y Py =
(1,005, 0,5946) para las ondas transmitidas. El instante en el que la amplitud
es maxima en cada nodo se muestra entre paréntesis.

Onda P (tiempo) SH (tiempo)
Incidente 1,08 - 102 (0,3397) 3,90 - 10-2 (0,7980)
Reflejada 4,84 - 1073 (0,7156) 1,17 102 (1,2304)

Transmitida 5,77 - 1072 (0,5870) 3,37 - 102 (1,0935)

Ondas P-SV sobre interfase inclinada con esquema heterogéneo

Se considera el dominio espacial D = [0, 1,5] x [0, 2,1] que est4 formado por
dos medios homogéneos, Dy = {(z, 2) € D|z > —tan(30°)z+1,5} con oy = 2
m/s, By =1 m/syp =2kg/m®y Dy ={(z,2) € D|z < —tan(30°)z + 1,5}
con g = 3 m/s, B = 2 m/sy p, =5 kg/m?. El dominio temporal es
t € 10,0,75]. Puesto que el GDFM permite una distribucién irregular de no-
dos, la discretizacion espacial que se va a considerar es M = Q U I' donde
Q = {(zi,2) € Dlx; =n-h,z = f(z;) + m-h} siendo h = 7,5-1073 m el
paso de referencia de la discretizaciéon, n € N,m € Z,i € {1,2,...,56335} el
nimero de nodos de la discretizacion y f(z) = — tan(30°)x+1,5. En este tipo
de discretizaciones se debe imponer una condicién de minima distancia entre
nodos que en este caso es h/2. Como antes, aunque no es una discretizacién
ideal puesto que provoca estrellas irregulares y huecos en el contorno, se ha
elegido debido a su facilidad de generacion. La discretizacion puede verse en

la figura 4.35. La discretizacién temporal es At = 5 - 1074,

Para las condiciones anteriores se resuelve el problema (3.12) con condi-
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Figura 4.33: Onda P reflejada y transmitida en el instante t = 0,65 s. Las
flechas con fondo blanco senalan la direccion de propagacion en cada caso.

ciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.11). Para este problema los
pardmetros de las condiciones de contorno son k, = 0,0, k, = —1,0 y ¢cg = 2,1
en el medio superior y los pardmetros en el medio inferior para las ondas P
son kI, = 0,3188, k., = —0,9478, ¢; = 1,5 y t; = 0,3 y para las ondas SV son
k=0, k] =—1,0, g = ¢ y t] = t.. El angulo de incidencia de la onda P en

el dominio es de 30°.

La méxima amplitud ha sido medida para las ondas P-SV en el no-
do P, = (1,005,1,1526) para ondas incidentes y reflejadas y en el nodo

P, = (0,75,0,5572) para ondas transmitidas. Los errores relativos en los
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N
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Figura 4.34: Onda SH incidente, reflejada y transmitida en el instante t =
1,19 s. Las flechas con fondo blanco senalan la direccion de propagacion en
cada caso.

nodos P, y P, se encuentran en la tabla 4.10 y una instantdnea se muestra

en la figura 4.36.

En este caso particular, seria una buena opciéon usar estrellas de 6 no-
dos debido a su distribuciéon en forma de hexdgono, véase la figura 4.35
(parte inferior derecha). El tiempo computacional se reduce un 19,41 % vy
los errores relativos para la maxima amplitud, que ha sido medida en el
nodo ;1 = (1,005, 1,2051) para ondas incidentes y reflejadas y en el nodo
Q2 = (0,75,0,5047) para ondas transmitidas, se encuentran en la tabla 4.11.
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Figura 4.35: Izquierda: Dominio formado por dos medios homogéneos y se-
parados por una interfaz inclinada 30°. Parte superior derecha: Detalle del
contorno. Esta imagen pone de manifiesto los huecos provocados por la irre-
gularidad. Parte inferior derecha: Estrella cuyo nodo central es un nodo de
la interfase. Los nodos con forma de diamante estan en el dominio D+, los
nodos con forma de circunferencia estdn en el dominio Ds y los nodos deno-
tados por puntos estan en la interfase. Esta imagen pone de manifiesto que
no se trata de una discretizacion reqular a la que se ha realizado un giro.

Tabla 4.10: Errores relativos para las ondas planas P-SV en los nodos P, =
(1,005, 1,1526) para las ondas incidentes y reflejadas y Py = (0,75,0,5572)
para las ondas. El instante en el que la amplitud es mazrima en cada nodo se
muestra entre paréntesis.

Onda P (tiempo) SV (tiempo)
Incidente 1,28 - 102 (0,5282) -
Reflejada 7,76 - 1073 (0,6960) 1,45 - 102 (0,7275)

Transmitida 1,30 - 1072 (0,8055) 1,78 1072 (0,8225)

Ondas P-SV sobre interfase curva con esquema homogéneo

En este caso la interfase viene dada por la siguiente curva
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Desplazamientos
0.0 2.5 50 x107®
B

Figura 4.36: Onda P incidente, ondas P y SV reflejadas y ondas P y SV
transmitidas en el instante t = 0,7 s. Las flechas con fondo blanco senalan la
direccion de propagacion en cada caso.
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Tabla 4.11: Errores relativos para las ondas planas P-SV en los nodos ()1 =
(1,005, 1,2051) para las ondas incidentes y reflejadas y Q2 = (0,75,0,5047)
para las ondas. El instante en el que la amplitud es mdxima en cada nodo se
muestra entre paréntesis.

Onda P (tiempo) SV (tiempo)
Incidente 3,40 - 1073 (0,5080) —
Reflejada 1,39 - 1072 (0,7120) 8,95 - 1072 (0,8430)

Transmitida 1,41 -1072 (0,7460) 3,24 - 1073 (0,8640)

1620, 0 <z <1000
1620 + 250 cos (x — 10(;80_ 500”) , 1000 < z < 1000 + 5007

f(x) = < 1620, 1000 + 5007 < z < 5000 — 5007
1620 — 250 cos <x — 5022 o_ 750”), 5000 — 5007 < & < 5000
1620, 5000 < z < 6000

\

(4.21)

Se considera el dominio espacial D = [0,6000] x [0,2800] que esta for-
mado por dos medios homogéneos, Dy = {(z,2) € D|z > f(z)} con a; = 2
km/s, 81 = 1 km/s y p; = 2000 kg/m>® y Dy = {(z,2) € D|z < f(z)}
con ag = 4 km/s, f = 2 km/s y ps = 500 kg/m?. El dominio temporal
es t € [0,1]. La discretizacién es irregular de 53741 nodos y estd formada
por capas horizontales de discretizaciones regulares de diferentes pasos de
referencia, desde h = 10 m para los nodos en la franja que cubre la interfase
hasta h = 30 m para los nodos méas alejados de la interfase. La discretiza-

cién puede verse en la figura 4.37. La discretizacién temporal es At = 5-1074.

Este es un buen ejemplo sobre la eficiencia del método ya que es posible
ensamblar discretizaciones regulares de diferente paso de forma natural sin

requerir ningun tratamiento adicional.
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Figura 4.37: Discretizacion irregular formada por capas de discretizaciones
requlares que son mas finas cerca de la interfase y mds gruesas lejos de ella.
El medio superior con nodos grises es Dy y el medio inferior con nodos negros
es Ds.

Bajo las consideraciones anteriores se resuelve el problema (3.12) con con-
diciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.11) para el medio superior
con parametros k, = 0,0, k, = —1,0 y ¢y = 2800 y desplazamientos nulos en

el medio inferior. El angulo de incidencia de la onda P es de 0°.

De acuerdo con la ley de Snell, en la interfase curva las ondas P refle-
jadas mantienen la misma forma al alejarse de ésta, expandiéndose en la
regién concava y contrayéndose en la region convexa. Por su parte las ondas
P transmitidas se doblan hacia los lados en la regién concava y hacia el mini-
mo en la regién convexa, véase la figura 4.38. Debido a esto ultimo y como
consecuencia del principio de superposicién, los mayores desplazamientos se
producen a ambos lados en la region céncava y hacia el centro en la regiéon
convexa. Ademas, las ondas P transmitidas se comportan como una anomalia
circular rapida en el caso céncavo y como una anomalia circular lenta en el
caso convexo. Finalmente, se observa que, en este caso, 1 = ay y, por tanto,
las ondas SV se transmiten con la misma inclinaciéon que las ondas P, esto

es, horizontalmente. La figura 4.39 muestra los casos citados.
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Figura 4.38: Direcciones de la onda plana conforme a la ley de Snell.
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Figura 4.39: Ondas reflejadas y transmitidas en el instante t = 0,9 s.

4.5. Guia de ondas

En general, la velocidad de las ondas sismicas aumenta con la profundi-

dad por lo que las ondas se vuelven horizontales a medida que profundizan

en el interior terrestre. Sin embargo, en algunas regiones la velocidad dismi-

nuye con la profundidad, produciendo un medio de baja velocidad entre dos

medios de alta velocidad. Si las ondas sismicas son generadas en el medio
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de baja velocidad, entonces el fenémeno de la reflexién interna total atra-
para mucha de la energia sismica en el canal de baja velocidad, que actia
como una guia de ondas. Un caso bien conocido de guia de ondas es la region
SOFAR, SOund Fizing And Ranging, que se produce en los océanos a una
profundidad aproximada de 1000 m. Los terremotos pueden ser estudiados
usando el canal SOFAR que propaga las ondas sismicas como ondas T. Las
guias de ondas son también asociadas con zonas de fallas debido a sus bajas

velocidades en comparacion con el medio que las envuelve.

Para verificar esto, se van a mostrar dos casos en los cuales el dominio
espacial considerado es D = [300, 1700] x [0, 2000] con contornos absorbentes
laterales en C' = [0,300) x [0,2000] U (1700,2000] x [0,2000]. En el primer
caso, el medio de baja velocidad esta comprendido por la region del dominio
D, = {(z,z) € D|900 < z < 1000} y tiene velocidades de oy = 1 km/s y
B = 0,5 km/s y densidad p; = 1000 kg/m?® mientras que las regiones de
alta velocidad, Dy = {(z,2) € D|z < 900} U {(z, 2) € D|z > 1000}, tienen
velocidades de ap = 3,16 km/s y B2 = 1,58 km/s y densidad py = 100 kg/m?>.
En el segundo caso los medios estan intercambiados para poder comparar los

efectos en ambos casos.

Para el dominio espacial considerado se resuelve el problema (3.12), al
que se han anadido las fuerzas de volumen y su discretizacién en el esquema
en GDF, con condiciones iniciales (4.1) y desplazamientos igual a cero como

condiciones de contorno. Las fuerzas de volumen vienen dadas por la funcion

fo L0 s? (i, ) # (400, 1000) )
g(t) si(z,z) = (400,1000) y t € [0,0,1]

2
siendo g la funcién definida en (4.5) con A =5-10"%m, f = i Hz y
T

to = 0,1 s. La explosion se muestra en la figura 4.40.
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Figura 4.40: Fxplosion generada en la region intermedia.

El dominio temporal para el caso de la guia de ondas es t € [0,2] y
t € [0,1] en el otro caso. La discretizacién espacial es regular de paso de re-

ferencia h = 10 m y la discretizacién temporal es At = 1073 s en ambos casos.

En el caso de la guia de ondas se puede observar en la escala de la figura
4.41 (izquierda) que las ondas en D; tienen, después de t = 1,3 s., médulos
de desplazamientos mas altos que las ondas en Dy como consecuencia de una
mayor reflexion interna que produce una gran cantidad de superposiciones
de ondas. Sin embargo, en el caso opuesto, cuando la region intermedia es
de alta velocidad y el medio que la rodea de baja velocidad se tiene que las
ondas tienen, después de ¢t = 0,9 s., médulos de desplazamientos mas bajos
en D; que en Dy, como se puede observar en la figura 4.41 (derecha) pues la
reflexién interna es muy baja y més ondas escapan de la region intermedia
D,. Los méaximos desplazamientos en el primer caso se alcanza en la regién
central y su valor es 6,4 - 10~!* m, mientras que los maximos desplazamien-
tos en el segundo caso se alcanzan fuera de la regién central y su valor es
9,4-107% m.
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Figura 4.41: Izquierda: Un medio de baja velocidad entre dos medios de alta
velocidad en el instante t = 1,3 s. Derecha: Un medio de alta velocidad entre
dos medios de baja velocidad en el instante t = 0,9 s.

4.6. Principio de Huygens

La teoria geométrica de rayos tiene dos principales limitaciones, por un
lado no proporciona informacion directa sobre las amplitudes de las ondas y
por otro lado en algunas aplicaciones falla al describir el comportamiento de

la onda.

Por ejemplo, las ondas se doblan o difractan alrededor del nicleo terres-
tre alcanzando lugares en los cuales la ley de Snell no predice trayectorias de
rayos. Del mismo modo, aunque la teoria de trayectorias de rayos dice que no
se transmite energia cuando una onda incide en una interfase con un angu-
lo posteritico, algo de energia si que se transmite. Redirigir tales cuestiones
requiere considerar explicitamente el hecho de que la energia sismica se pro-

paga como ondas. Una importante aproximacion es conocida como principio
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de Huygens.

Principio de Huygens. Cada punto en un frente de onda se considera

un foco de Huygens que origina otro frente de onda circular.

El principio de Huygens explica el fenémeno de la difraccién. El caso més
simple es el de un frente de onda llegando a una hendedura. La energia se
propaga a los lados y puede ser detectada alrededor de las esquinas aunque
la teoria geométrica de rayos no detecte trayectoria alli. Este proceso ocurre
con las ondas de cortante que no pueden atravesar el liquido del nicleo exte-
rior y, por tanto, difractan a su alrededor. Si el obstaculo tiene una anchura
menor que media longitud de onda, las ondas que incidan en él difractan ge-
nerando un foco de ondas. Reciprocamente, si la hendedura es muy ancha en
comparacion con la longitud de onda, la difraccién ocurre sélo en los bordes

de la hendedura.

Para comprobarlo, se considera el dominio espacial D = [0, 2000] x [0, 1000]
cona=1km/sy =0,5km/syp=1000 kg/m?. El dominio temporal es
t € [0, 1]. La discretizacién espacial consta de 20301 nodos y es regular de paso
de referencia h = 10 m. La discretizacién temporal es At = 5-10~% s. El con-
torno viene dado por I' = I';UT',UI" siendo I'; = {0} x (500, 1000)U[0, 2000] x
{1000} U {2000} x (500, 1000), I'y = {0} x (0,500) U [0, 2000] x {0} U{2000} U
(0,500) y para el caso de una hendedura con anchura menor a media longitud
de onda se usard I'' = [0,500] x {950} U [0,1050] x {500} y para el caso de
una hendedura més ancha se utilizara I = [0, 500] x {500} U[0, 1500] x {500}.

En estas condiciones se resuelve el problema (3.12) con condiciones ini-
ciales (4.1) y condiciones de contorno (4.11) en I'; con pardmetros k, = 0,0,
k.= —1,07y ¢y = 1000 y desplazamientos nulos en I's y I” en ambos casos.

El 4ngulo de incidencia de la onda P es de 0°.

La longitud de la onda plana incidente es A = Y~ 222,14 m y las hen-

deduras consideradas tienen 100 m y 1000 m de ancho. En el primer caso
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se produce un frente de ondas circular, como se aprecia en la figura 4.42, y
en el segundo caso el frente se difracta sélo en los bordes de las hendeduras,
como se muestra en la figura 4.43. Ademas, en el primer caso se observa que

el frente reflejado vuelve a unirse lo que es debido al efecto de la difraccion.

ONDA PLANA ONDA PLANA
7EFLEJADA\P ﬁ E/EFLEJADA{ ﬁ
O
ONDA @ ONDA
INCIDENTE P INCIDENTE P

Figura 4.42: Frente de ondas propagdandose a través de una hendedura con
anchura menor a media longitud de onda en los instantes t = 0,6 s (izquierda)
yt=0,8 s (derecha).
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REFLEJADA P ﬁ / REFLEJADA P \ ﬁ
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Figura 4.43: Frente de ondas propagandose a través de una hendedura con
anchura de varias longitudes de onda en los instantes t = 0,6 s (izquierda) y

t=0,8 s (derecha).

Efectos similares ocurren cuando un frente de ondas se encuentra con un
obstéaculo circular donde la teoria geométrica de rayos predice que no llegara
energia detras del obstaculo pero, en realidad, las ondas difractan a su alre-
dedor y cierran el hueco. Este proceso, conocido como waveform annealing,
explica por qué es dificil detectar un obstaculo o una zona de baja veloci-

dad, como por ejemplo plumas subiendo desde las profundidades del manto.
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En cambio es muy facil detectar zonas de alta velocidad, como por ejemplo

subducciones de la litosfera en fosos.

Para estos casos se considera el dominio espacial D = [0, 2000] x [0, 2000]
con oy = 2 km/s, f; = 1 km/s y p; = 1000 kg/m3. El dominio tempo-
ral es t € [0,1]. La discretizacién es irregular con 39213 nodos donde la
irregularidad se encuentra alrededor de la anomalia circular C' = {(z,z2) €
D|(z — 1000)% + (z — 800)% < 2002} y el resto del dominio es regular de paso

de referencia h = 10 m. La discretizacién temporal es At =5-107% s.

En estas condiciones y para los tres casos considerados, se resuelve el pro-
blema (3.12) con condiciones iniciales (4.1) y condiciones de contorno (4.11)
con parametros k, = 0,0, k, = 1,0 y ¢ = 0. El dngulo de incidencia de la
onda P es de 0°.

En el primer caso se considera que la anomalia es un obstaculo y, por
tanto, se establecen desplazamientos igual a cero en fr(C') como condiciones
de contorno y se eliminan los nodos en int(C). En este caso se observa, véase
la figura 4.44, como el frente de ondas difracta alrededor de la circunferencia

cerrando el hueco tras ella y recuperando la forma del frente de ondas.

En el segundo caso la anomalia es un medio de menor velocidad y, por
tanto, se tienen dos medios, D — C' con pardmetros, oy, 51 y p1 vy C con
pardmetros ap = 1,5 km/s, 8 = 0,75 km/s y ps = 1600/9 kg/m3. En este
caso se observa, véase la figura 4.45, que las ondas se ralentizan en la ano-
malia y difractan alrededor de la misma. Una vez pasada la anomalia el frente

vuelve a recuperar su forma.

En el tercer caso la anomalia es un medio de menor velocidad y, por tanto,
se tienen dos medios, D — C' con parametros, oy, 81 v p1 v C' con pardmetros
ay = 4,0 km/s, B = 2,0 km/s y ps = 250 kg/m?. En este tltimo caso se
observa, véase la figura 4.46, que la velocidad general del frente de ondas au-

menta por lo que este tipo de anomalias son faciles de detectar en sismologia.
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] 1
] I

Figura 4.44: Frente de ondas atravesando un obstdaculo circular en los ins-
tantes t = 0.5 s (izquierda) y t = 0.9 s (derecha).

] ]
] ]

Figura 4.45: Frente de ondas atravesando una anomalia circular de menor
velocidad que el medio que la rodea en los instantes t = 0.45 s (izquierda) y
= 0.9 s (derecha).

4.7. Medios viscoelasticos

Para analizar los esquemas presentados, se van a comparar los resultados

obtenidos con estos esquemas con las soluciones exactas en cuatro casos. En
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ONDA PLANA
INCIDENTE P

Figura 4.46: Frente de ondas atravesando una anomalia circular de mayor
velocidad que el medio que la rodea en los instantes t = 0.4 s (izquierda) y t
= 0.75 s (derecha).

el primer y tercer caso se utiliza el esquema P-SV para una onda plana P,
con y sin frontera libre, y en el segundo y cuarto caso se utiliza el esquema

SH para una onda plana SH, con y sin frontera libre.

Se van a aplicar los esquemas para ondas P-SV y SH en medios viscoelasti-

cos (3.83) y (3.89) y se van a comparar con las soluciones exactas.

Onda plana P

Se considera el dominio D = [0, 2] x [0, 1,5]. Para discretizar el dominio se
parte de una discretizacion regular de paso de referencia h = 0,01 y cada nodo
(x, z) de la discretizacion, excepto los nodos con abscisa x = 1, se desplazan
arbitrariamente dentro del cuadrado centrado en (z,z) y de lado I = 0,002.
De esta forma se obtiene una discretizaciéon completamente irregular, similar
a la mostrada en 4.50 pero con un dominio mayor. El medio es homogéneo
con p = 1000 kg/m?, 7p = 7 = 1,5 msya=1m/sy 3 =05m/s a

frecuencia cero. Se resuelve la ecuacién (3.77) con condiciones iniciales
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U(x,0)=U(x,At) =U(x,2At) =0

(4.23)
W(x,0) = W(x,At) = W(x,2At) =0
y condiciones de contorno Dirichlet
Aexp(i(wt — kTx+ T ifr+z2<—c—«
g(x,t) = Pl ) = R (4.24)

0 otherwise

donde A = 5-107° m es la amplitud, w = 47 rad/s la frecuencia angu-
T

lar, k¥ = (0, #im) m~! el nimero de onda y ¢y = kyxo + k.29 con
(x0,20) € M el primer contacto del frente de ondas con algin nodo de la

discretizacion.

Para comparar los resultados obtenidos con la solucion exacta, se mues-
tran los valores de los desplazamientos en la recta de abscisa x = 1 en el
instante t = 1,5 s. La figura 4.47, donde se puede apreciar el amortiguamien-

to, muestra la precisién de los resultados.

Desplazamientos en larectax =1 en el instantet=15s
T T

N
x

Desplazamiento (m)
s &S o o o o
> & b o N 5" o »

I
o
@

|
W

o

Distancia (m)

Figura 4.47: Desplazamientos en la recta x = 1 en el instante t = 1,5 s. La
linea continua representa la solucion exacta y los asteriscos representan la
solucion numérica obtenida con el GDFM.
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Onda plana SH

Se considera el dominio del caso anterior y la misma discretizacién. El
medio es homogéneo con p = 1000 kg/m?, 7¢ = 1,0 ms y @ = V/3 m/s y
f =1 m/s a frecuencia cero. Se resuelve la ecuacién (3.78) con condiciones

iniciales

V(x,0) = V(x,At) = V(x,2At) =0 (4.25)

y condiciones de contorno Dirichlet

Aexplifwt — kTx+Z)) ifr+2< —c— 2
g(X,t) _ p( ( 2)) = 0 B (426)

0 otherwise

donde A = 5-107° m es la amplitud, w = 107 rad/s la frecuencia an-
T

gular, kT = (O, \ /52(+27,w7')) m~! el nimero de onda y ¢y = —kyx9 — k.20
con (xo, z0) € M el primer contacto del frente de ondas con algin nodo de

la discretizacion.

Como en el caso anterior, se comparan los resultados obtenidos con la
solucién exacta en la recta x = 1 en el instante t = 1,5 s. La figura 4.48,
donde se aprecia un mayor amortiguamiento que en el caso anterior, muestra
la precisién de los resultados obtenidos y en la figura 4.49 puede verse una
instantanea del frente de ondas en ¢t = 1,05 s donde se aprecia el amortigua-

miento en la direccién de propagacion del frente.
Onda plana P incidiendo en una frontera libre

Se considera el dominio D = [0, 1] x [0, 0,5]. Para discretizar el dominio se
parte de una discretizacion regular de paso de referencia h = 0,01 y cada nodo
(x, z) de la discretizacién, excepto los nodos con abscisa x = 0,5, se desplazan

arbitrariamente dentro del cuadrado centrado en (z, z) y de lado I = 0,002. De
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Desplazamientos en larectax =1 en el instantet=15s
T T

Desplazamiento (m)
L

Distancia (m)

Figura 4.48: Desplazamientos en la recta x = 1 en el instante t = 1,5 s. La
linea continua representa la solucion exacta y los asteriscos representan la
solucion numérica obtenida con el GDFM.

esta forma se obtiene una discretizacion completamente irregular que puede
verse en 4.50. El medio es homogéneo con p = 1000 kg/m?>, 7p = 75 = 1 ms
ya=1m/sy 8 =0,5m/s a frecuencia cero. Se resuelve la ecuacién (3.77)

con condiciones iniciales

U(x,0) =U(x,At) =U(x,2At) =0

(4.27)
W(x,0) = W(x,At) = W(x,2At) =0
y condiciones de contorno Dirichlet
Aexp(i(wt — kTx + T ifr4+2<—c— %
g(x, 1) = p{i( 2) =TTk (4.28)

0 otherwise

donde A = 11075 m es la amplitud, w = 67 rad/s la frecuencia angu-

T
lar, k7 = (O, Wiu)m) m~! el nimero de onda y ¢y = kyx¢ + k.2p con
(x0,20) € M el primer contacto del frente de ondas con algin nodo de la

discretizacion.

192



CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS

Desplazamiento

0.000e+00 2.5¢-6  5e-6  7.5e-6 1.000e-05

B

Figura 4.49: Instantdnea del frente de ondas ent = 1,125 s. Debido al amorti-
guamiento, los desplazamientos en la direccion de propagacion del frente van
decayendo. La direccion de propagacion del frente de ondas viene indicado
por la flecha en fondo blanco.

Se comparan los desplazamientos analiticos y aproximados en la tabla
4.12 después de la reflexién del frente de ondas en la superficie libre. En la
figura 4.51 pueden verse dos instantaneas del frente de ondas en ¢t = 0,15 s
(izquierda) y en t = 0,375 s (derecha) donde se aprecia el amortiguamiento

en la direccion de propagacion del frente.
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******************4%**********k**»******i*********
B N TR a s D

ek e i iR G N
Rt Rt bt R N T T T I e L
prrE R b b e T e e ke s e b ke b e T e e e B R L
B R A AR o Rkt AR KRt R KR R ot Rk R R R KR E KRR E et R R Rk ik

R Dt Sttt ittt Lo R LT e et et sttt dettetitsotattottiod nnpEnIg g

01 02 03 0 05 06 07 08 09

Figura 4.50: Discretizacion irregular en D = [0, 1] x [0,0,5

Tabla 4.12: Desplazamientos onda P

Nodo X—=(05.03) x= (0502 x=(05.005
Instante t = 0,875 t=0,925 t=1,0

Solucién analitica ~ —1,397-107% —6,122-107° —6,846-107°

Solucién aproximada —1,330-10"% —6,531-10"¢ —6,314-10°°¢

Onda plana SH incidiendo en una frontera libre

Se considera el dominio del caso anterior y la misma discretizacién. El
medio es homogéneo con p = 1000 kg/m3, 7¢ =1msy a =3 m/sy j3
m/s a frecuencia cero. Se resuelve la ecuacién (3.78) con condiciones iniciales

V(x,0) = V(x,At) = V(x,2At) =0 4.29

y condiciones de contorno Dirichlet

ol 1) = Aexpz’wt—me—i-% 1fa:+z<—co—£: 430
0 otherwise
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Médulo del desplazamiento Médulo del desplazamiento
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Figura 4.51: Instantdnea del frente de ondas en t = 0,15 s (izquierda) y
t = 0,375 s (derecha). Debido al amortiguamiento, los desplazamientos en
la direccion de propagacion del frente van decayendo como se observa en la
figura de la derecha. La direccion de propagacion del frente de ondas viene
indicado por la flecha en fondo blanco.

donde A = 1-107° m es la amplitud, w = 147 rad/s la frecuencia an-
T

gular, k' = (0, Wims) m~! el niimero de onda y ¢y = —k,x9 — k.2
con (xg, 20) € M el primer contacto del frente de ondas con algin nodo de

la discretizacion.

Como en el caso anterior, se comparan los desplazamientos analiticos y
aproximados en la tabla 4.13 después de la reflexion del frente de ondas en la
superficie libre. En la figura 4.52 pueden verse dos instantdneas del frente de
ondas en t = 0,125 s (izquierda) y en ¢t = 0,375 s (derecha) donde se aprecia

el amortiguamiento en la direccién de propagacion del frente.
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Tabla 4.13: Desplazamientos onda SH

Nodo x=(05,03) x=(05,02) x=(0,5,0,05)
Instante t=0,375 t=0,425 t=20,5

Solucién analitica  —8,190-107°® —8,092-107°% —7,947-107°

Solucién aproximada —8,366-107% —8,124-10"% —7,946-10°°

0

Médulo del desplazamiento Médulo del desplazamiento

0.000e+00 2.5e-6 5e-6 7.5e-6 1.000e-05 0.000e+00 2.5e-6 5e-6 7.5e-6 1.000e-05
VUL [ERRERTERTYRNTET,

Figura 4.52: Instantdnea del frente de ondas en t = 0,125 s (izquierda) y
t = 0,375 s (derecha). Debido al amortiguamiento, los desplazamientos en
la direccion de propagacion del frente van decayendo como se observa en la
figura de la derecha. La direccion de propagacion del frente de ondas viene
indicado por la flecha en fondo blanco.
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Capitulo 5

Conclusiones y desarrollos

futuros

5.1. Conclusiones

En cuanto al desarrollo tedérico del método de las diferencias finitas gene-

ralizadas (GFDM) se destacan las siguientes conclusiones.

Se ha establecido una notacion matricial para el GFDM sencilla y compac-
ta. Se ha demostrado el teorema de existencia y unicidad del que se extraen
algunas conclusiones de interés, como son el nimero minimo de nodos nece-
sarios para que exista solucién unica, las disposiciones de nodos que deben
evitarse o el hecho de que la obtencion de las aproximaciones de las derivadas

parciales en una discretizacion no dependa del problema a tratar.

Se han definido dos funciones de penalizacién asociadas con estrellas, la
funcion de penalizacion de desequilibrios, relacionada con la distribucién de
los nodos alrededor del nodo central, y la funciéon de penalizacién de dis-
tancias, relacionada con las distancias de los nodos respecto al nodo central.
Estas funciones permiten clasificar la discretizacion para el método de las
diferencias finitas generalizadas y permiten escoger la combinacién mas ade-

cuada de los pardmetros involucrados en el método.
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Se ha presentado un método adaptativo mejorado con nuevas funciona-
lidades. Este método permite, ademas de anadir nodos, el movimiento y la
eliminacion de los mismos. Se han comparado el método adaptativo anterior,
desarrollado por Benito, Urena y Gavete, con el método adaptativo mejora-
do y se han obtenido mejores resultados con este ultimo en todos los casos
analizados. Se ha puesto de manifiesto la importancia de su aplicacién en
problemas de propagacion de ondas para la mejora de la cota de estabilidad

en casos de discretizaciones irregulares.

Ademas, las funciones de penalizacién definidas sirven también para deci-
dir que funcion del algoritmo adaptativo, adicciéon, movimiento o eliminacion,

es mas adecuado en cada caso.

Se ha estudiado la influencia de la irregularidad de la distribucién de
nodos para mostrar que incluso en condiciones extremas, mucho mas exage-

radas de lo habitual, el método sigue proporcionando excelentes resultados.

En lo que respecta a la aplicacién del método a problemas de propagacion

de ondas se establecen las siguientes conclusiones tedricas.

Se han obtenido los esquemas en diferencias finitas generalizadas para
la ecuacion de ondas SH en medios isétropos, eldsticos y homogéneos. Se
ha analizado la estabilidad y la dispersion. Los resultados obtenidos con el
método han sido contrastados con la soluciones analiticas poniéndose de ma-

nifiesto la precision del mismo.

Se han incorporado al método las excitaciones en forma de frentes de on-
da mediante pulsos de Ricker y exponenciales lo que ha permitido comparar

las amplitudes tedricas con las obtenidas con el GFDM.

Se ha tratado desde el punto de vista heterogéneo el problema de la refle-

xion y transmision de ondas P-SV y SH desde dos perspectivas. La primera
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considera unicamente variaciones de densidad en el medio y en tal caso siguen
siendo validos los esquemas en GFD aplicables a medios homogéneos. En este
caso la discontinuidad es tenida en cuenta por los valores de la densidad en los
diferentes nodos del dominio. La segunda considera los parametros de elasti-
cidad y densidad como funciones lineales en el entorno de la interfase para lo
que se han obtenido esquemas heterogéneos. Ademads, se ha comprobado que
los esquemas heterogéneos obtenidos preservan la precisién en cualquier tipo
de interfase, al contrario de lo que ocurre con los métodos clasicos basados en
diferencias finitas mas utilizados para propagacién de ondas sismicas como

senalan Vishnevsky et al. [150].

Se han obtenido los esquemas en diferencias finitas para ondas P-SV y SH
en medios con viscoelasticidad lineal que siguen el modelo de Kelvin-Voight.
Los resultados subrayan la precisiéon del método tanto con condiciones Diri-

chlet como con condiciones Neumann para el caso de superficies libres.

Atendiendo a los resultados obtenidos en las multiples aplicaciones inclui-

das en la presente tesis, cabe destacar las siguientes conclusiones.

En la comparacion del algoritmo adaptativo utilizado por Benito, Urena
y Gavete con el algoritmo adaptativo mejorado propuesto en esta tesis se
ha mostrado claramente una multiple mejora pues se disminuye el ntimero
de nodos a anadir, se disminuye el nimero de etapas adaptativas y se au-
menta la precision. La incorporacién de algoritmos adaptativos en dominios
irregulares para tratar a priori de mejorar la estabilidad es fundamental ya
que unos pocos nodos pueden provocar la eleccion de un incremento de tiem-
po que haga inviable la resolucién de un problema. Por ello se ha aplicado
el algoritmo adaptativo mejorado a problemas dependientes del tiempo, en
particular al caso de ondas, con discretizaciones en las que aparecen estre-

llas con cotas de estabilidad muy bajas con objeto de mejorar la malla inicial.

Se ha comprobado que incluso en casos con discretizaciones muy irregula-

res el esquema mantiene la precisién. Por supuesto, cuanto més irregular sea
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la discretizacion y menor la longitud de onda de las ondas, méas fina debera
ser la discretizacion, como se pone de manifiesto al comparar la precision de

las ondas P y S en el mismo caso.

Se ha comprobado numéricamente que el esquema en diferencias finitas
generalizadas para la ecuacion de ondas P-SV y SH en medio isétropo, elasti-
co y homogéneo funciona correctamente para ondas planas, en particular para
la ondicula de Ricker. En el resto de casos solo se ha utilizado el 16bulo cen-

tral de la ondicula de Ricker por razones de claridad.

Se ha mostrado que la precisién de los esquemas en superficie libre hori-
zontal se mantiene para las ondas reflejadas tanto en el caso de ondas P-SV
como en el caso de ondas SH. En el caso de superficies libres inclinadas tam-

bién se mantiene la precision.

Se ha mostrado que los esquemas para medios heterogéneos formados por
capas de medios homogéneos con interfases horizontales mantienen la preci-

sion incluso al atravesar zonas con irregularidades.

La precision del método se mantiene en los casos presentados en los que
se han utilizado esquemas heterogéneos en medios con interfases horizontales
entre medios homogéneos, tanto en casos en los que hay variaciones de velo-
cidad que se ajustan a valores reales, como la discontinuidad de Mohorovici¢,
como en casos académicos en los que las variaciones de velocidad han sido

aumentadas.

Se ha mostrado que la precisiéon se mantiene al utilizar esquemas hete-
rogéneos en medios heterogéneos formados por capas de medios homogéneos
cuando la interfase entre los medios no es horizontal, que es el principal pro-
blema de los métodos basados en diferencias finitas que suelen emplearse en
la modelizacién de la propagacién de ondas. Ademas, en estos casos, gracias
a la posibilidad que ofrece el GFDM de utilizar mallas irregulares se han

realizado discretizaciones adecuadas a los dominios considerados.
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El principio de Huygens también ha sido verificado. Por un lado, se han
utilizado ejemplos clasicos de hendeduras donde las ondas atravesando una
hendedura de anchura menor a media longitud de onda han difractado gene-
rando un foco de ondas y las ondas atravesando una hendedura de anchura
mayor a media longitud de onda han difractado sélo en los bordes. Por otro
lado, también ha sido comprobado el fenémeno conocido como waveform an-
nealing, en el que la difraccion hace que las ondas aparezcan tras un obstaculo

que es atravesado por un frente.

La posibilidad de utilizar discretizaciones irregulares del GFDM se ha
aprovechado para discretizar un dominio con interfase irregular utilizando
una discretizacion con densidad de nodos progresiva. Este tipo de discretiza-
ciones, ademas de ser muy eficientes en dominios con grandes variaciones del
gradiente como se muestra en el trabajo de M. Urena et al. [147], lo es tam-
bién cuando se necesita discretizar una zona del dominio de forma muy fina,
como por ejemplo, en el caso de interfases no horizontales. Se ha mostrado
el caso de un dominio con una interfase curva para la que ha sido necesario
realizar una discretizacién muy fina a su alrededor, haciendo la discretizacion
mas grosera cuanto mas lejos de la interfase se esté. Los resultados se ajustan

al comportamiento esperado.

En el caso de los esquemas para ondas P-SV y SH en medios isétropos,
viscoeldsticos y homogéneos se han resuelto casos académicos sencillos pe-
ro con dominios completamente irregulares poniendo de manifiesto el buen

comportamiento de los esquemas en condiciones extremas de irregularidad.

Finalmente merece la pena resaltar las siguientes consideraciones de caracter

general.

Es importante notar que en muchos casos las discretizaciones irregulares
generadas en esta tesis para los casos analizados han sido exageradas para

forzar la aplicacion del GFDM en condiciones adversas. En casos reales las
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irregularidades deben ser tan suaves como sea posible.

La posiciéon predominante de los métodos basados en diferencias finitas
para abordar problemas de propagacion de ondas y los resultados mostrados
en esta tesis convierten al método de las diferencias finitas generalizadas en

un poderoso aliado para el tratamiento de este tipo de problemas.

5.2. Desarrollos futuros

Se proponen los siguientes desarrollos para la continuidad de la aplicacién
del método de las diferencias finitas generalizadas a problemas de propaga-

cion de ondas.

» Utilizacién del GFDM en proyectos de ingenieria para los que se ha
visto que resulta muy eficiente. Al hilo de lo anterior, serfa también
interesante ir mejorando la eficiencia computacional del cédigo desa-

rrollado.

= Obtencién de un método hibrido de diferencias finitas clasicas y gene-

ralizadas para optimizar la aplicabilidad de ambos.

= Aunque en la actualidad el modelo contiene la posibilidad de incluir
contornos absorbentes, deberan incorporarse los ltimos avances tanto

en el problema eldstico como en el viscoelastico.

» Tratamiento de problemas viscoelasticos con cualquier otro modelo,

como el modelos de Maxwell, el de Burger, et.
» Modelizacion en tres dimensiones de todo lo desarrollado

= Incorporacién de modelos hiperelasticos y plasticos
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